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Sur une généralisation de la notion de dérivée.
Par AKOS CSASZAR a Budapest. '

1. Il s’agira dans cette note d’une généralisation-de la notion de déri-
vée qui se rattache a la notion de continuité sous négligence des ensembles
appartenant a une famille % d’ensembles, famille qui doit remplir quelques
conditions simples. Cet ordre d’idées de négliger les ensembles 9, déja clas-
sique et di 3 R. BAIRE, m’a conduit & m’occuper dans deux ouvrages anté-
rieurs [1,2] des fonctions localement monotones sous négligence des ensem-
bles en question ;- dans la note présente, j’appliquerai les mémes idées a défi-
nir une sorte de nombres dérivés sous négligence des ensembles N et & exa-
miner les propriétés de ces nombres dérivés généralisés et des fonctions qui
sont dérivables sous négligence des ensembles .

_Aprés. avoir défini les notions en question, je. m’occuperai dans le § 3
d’une généralisation aux nombres dérivés généralisés du théoréme bien
connu de DENjoOY, trditant des nombres dérivés de Dini. La voie la plus
' commode qui nous conduit a cette généralisation, c’est d’établir d’abord une
généralisation analogue du théoréme de KOLMOGOROFF et de VERTCHENKO
sur le contingent des ensembles plans, d’olt on parvient, par une légere modi- -
fication du raisonnement qui fournit le théoréme de DENjOY & partir du thé-
oréme de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO, a la' généralisation en question,
tandis que la généralisation mentionnée du théoreme de KOLMOGOROFF et
VERTCHENKO se démontre’ comme conséquence immédiate du méme théoréme.

Les résultats du § 3 nous permettent au § 4 de donner une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit dérivable sous négligence
des ensembles 9t en tous les points d’un ensemble.donné E, exceépté ceux
d’un ensemble % et d’'un ensemble de mesure nulle. Cette condition consiste
en ce que la fonction doit &tre de variation bornée généralisée sous négli-
gence des ensembles 9t sur un ensemble qui ne différe de 'ensemble E qu’en
un ensemble qui est la réunion d’un ensemble. M et d’'un ensemble de mesure
nulle. Dans le. méme ordre d’idées, nous ,examiﬁ‘erons les propriétés des
fonctions & variation bornée généralisée sous négligence des ensembles 9.

Dans § 5, nous nous occuperons enfin d'une généralisation du théoréme
de - HASLAM-JONES sur les différentielles extrémes d’une fonction & deux
variables, généralisation qui se rattache a une généralisation parallele du
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théoreme de F. ROGER sur le contingent des ensembles dans I'espace; tout
cela s’obtient par une modification des methodes dues & S. SAks de la méme
facon que les résultats du § 3. '

2. Cons;derpns une famille héréditaire et-o-additive .d’ensembles linéaires,
c’est-a-dire une famille 3 de sous-ensembles de lazdroite Ry= E[—co < x < -- ],

famille qui remplit les conditions suivantes :
2.1) Si AeNetsi BcA ona BeN;

2. 2) Si Ai€N (i=1,2,..), on a > A€
1=l

- Désignous -par Ux I’ensemble composé des points x,€ R, tels qu'on
a (Xo, Xo+0)EN et (xo—J, x))EN pour tous les nombres d > 0. On démontre
par un raisonnement facile') la proposmon suivante : :

(2.3) On a R—Us=N-+D, oit N¢% et lensemble D est dénombrable.

Un ensemble Ec R, et une fonction f(x) réelle et finie, définie pour
x€R,, étant donnés désignons par supg f(x) la borne inférieure (finie ou
‘xE€E -

- —infinie) -des-valeurs y telles que

2.4 E[f(x)>y,er]€9t

et par infy f(x) la borne supérleure des valeurs y telles qué
©€E : o

(2.5) | EU@<pxeElen.

On constate en utilisant les conditions (2.1) et (2 2) que V'ensemble. des y '
_satisfaisant a (2.4) est identique a Vintervalle [M, + 0], et que celui des y-
- satisfaisant a (2.5) est 1dent1que a lintervalle [—oo, m], ot M—supgz f(x),

'-m——mh f(x). Au cas o % ne contient que l’ensemble v1de supm f(x) et

infq f(x) coincident respec’nvement avec les bornes supérieure et mféneure
z€E
au sens classique de la fonction f(x) sur Pensemble E, tandis que si M dé-

signe la famille des ensembles de mesure nulle on parvient a vrai maxf(x)
et vra1 mm F(x). e

On a pour E'CE, en vertu de (2 1),
(2.6) sup«z fx)= supg; ), mfg‘ () = mfg; f(x).

A étant une autre famxlle heredltaxre et a—addltlve la relation V*Jt’c?i'
entraine ev1demment que '

@n supn f(x) /‘supu f(x), mf f(x) = mf). f(x)

1) Cf. [2), th. (3. 1).
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(2.8) Si E€9, on a supy f(x)=—co, infa f(x) = +co. Si EEN, on a
. : T xER 3 .

+ ~o =k infy f(x) = sups f(x) = — .
cCE zE€E

Démonstration. La 'premiére assertion s’ensuit de ce que, pour E 69},.' '
tout y réel satisfait a (2.4) et a (2.5). Réciproquement supg f(X) = —oo
. i TEE
entraine
E[f(x)>—n,,er]est (n=1,2,..),

donc en vertu de (2.2), E€N. Un raisonnement analogue sapphque au cas
ol mfng(x)— +oo Enfin, si on avait . :

M= sup«.,.- F(x) < infy f(x) =m,
aECFE
.on awrait pour M<y, <y <m
E[f(\’) > i, X €E}eN et E[f(x) <Yy, X € E] €N,

donc, d’apres (2.2), E €.
On a evndemment d’apres (2.1) et (2 2)

@9 supn‘[f(r)+g(x)]<suprf(x)+sup».g(X)

G0 R+ W] = i /) +inte ().

(2.11). ' igr;,w[c-f(X)]éc-:§ggmf(x), miggw[c-f(x)]:'c-jgflgef(x) (c>0)
et _ o |

2.12) Sup\. f(x)]——mf‘. f(\)

Comme généralisations des limites extrémes unilatérales ordinaires, intro-
duisons les notations suivantes:

(2.13) , ’ llmrf(x)—— lim  supn ]f(x)
- >t >0+ rolelagth

(2.14) ' hmg;f(x) = hm infp . f(%);
. T>zgt h—>0+ gl /a"{,+ B

les limites en questlon (finies ou infinies) exnstent puisque, d’aprés (2 6),

* supa f(x) ‘est'une fonct:on non-décroissante, et -infy f(x). une fonction
aglaL gtk gl agth

non-croissante, de la variable £ On définit de facon analogue les limites
- extrémes généralisées du cOté gauche. Si les quatre limites extrémes unilaté-
 rales. génerahsees sont egales on de51gnera leur valeur commune par limg f(x).

. )
Au cas o la famille 1% ne contnent que lensemble v1de on retrouve évidem-~
ment les limites extremes unilatérales ordinaires.
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Les propositions suivantes découlent de celles (2.7) a (2. 12):
(2.15) Si WH, ona
Timg f(x) = limy f(x), limy f(x) = limg- f(x).

T> Tyt : et T-rxet e

En particulier, en posant W= ‘O,-,

2.16) . llmnf(x)< llm f(x) limy, f(x) = lim f(x).

>yt e o

(2.17) On a pour x,€ Uy
hm)‘f(x) = llmuf(X)

'r->'ro+ w-rTy

(2.18) On a
hmr[f () +gx] = llm).f(¥)+ hm»g(X)

lima[f(x)+ g(x)] = limy, f )+ limg g (x),

B e frig e o aT»Tut

pourvu que les termes des seconds membres ne soient pas infinis de szgnes
. contraires. :
(2.19) On a pour ¢ >0

llmm[c f(x)]—c hm)‘f(x) limy[c-f(x)] =c- hmng(X)

R = ""'o“‘ e

(2:20) On «
llm»[ J®)]=— llmﬂf(x)

]

A laide des limites extrémes unilatérales généralisées, nous définissons
les nombres dérivés géneralisés par les formules

fr (x)—llm f(x) f(x°) f(X)~llm f(x) f(xo)

f(x)——hm f(x) f(x") f(X)—llm f(x) f(xo)

" Si ces quatre nombres dérivés sont égaux, on désigne ‘leur valeur commune
" par fa(x). Au cas ol la famille % ne contient que P’ensemble vide, on revient
Aux nombres dérivés de DINI. On déduit des propositions (2 15) a (2.20)
des propnetesranalogues des nombres. derlves generahses

3. Nous allons démontrer qu’ une generahsatlon du ‘théoreme classique
de DENJOY sur les nombres dérivés d’une fonction quelconque, s’applique -
aux nombres dérivés généralisés. Comme nous I'avons dit plus haut, nous
déduirons ce théoréme d’une généralisation parallele du théqréme ‘de KoLmo-
GOROFF et VERTCHENKo, concernant le contingent des ensembles plans, par
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“une modlfncatlon _de la_méthode due a HasLAM-JONES et SAKs) Pour " pou-
voir férmuler’ Ia generahsa’uon mentlonnee du theoreme'éu'l"le contmgent con-
venons des définitions qui vont suivre.

Considérons une famille M héréditaire et o-additive des sous-ensemb-
les du plan R,. Une demi-droite fermée L, issue du point z € R,, sera nom-
mée demi-droite tangente généralisée & un ensemble Ec R,, si on a pour
tous les secteurs circulaires ouverts S, ayant z pour sommet et dont L passe:
par Pintérieur, ES¢ M. ‘La réunion des demi-droites tangentes ~généralisées
a E, issues du point z, sera appelée le contingent généralisé de E au point z,
et on le désignera par contgm(z, E). Au cas oit M=={0}, on parvient a la
notion du contingent ordinaire contg (z, E). On connait que cette notion pos-
séde les propriétés exprimées par la proposition- suivante, dont la premiére
partie coincide avec le théoréme de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO, la seconde
avec un théoréme de HASLAM-JONES et SaAks?).

(3. 1) Pour tout ensemble E < R,, on a une décomposition E = E, - E, -
+ E;+H, oit contg (2, E)=R, pour z ¢ E,, contg(z, E) égale un demi-plan
fermé pour z ¢ E;, contg (z, E) Se compose d’'une droite pour z € E;, et on peut’ "
couvrir Pensemble E—E, avec une suite dénombrable de courbes rectifiables,
-tandis que pour couvrir Pensemble H, on peut choisir ces courbes de facon
que la somme -de_leurs longueurs soit aussi petite que Pon veut. Si, pour tous
les points z d'tin’ ensemble P E, contg (z, E) n’a aucun *point commun avec
un demt-plan ouvert, délimité par une droite paralléle a une droite donnée D,
la projection orthogonale de P sur une droite D, perpendtculazre a D, est de
mesure linéaire nulle.

Nous allons démontrer le théoréme suivant sur les contingents généralisés :

(3. 2) Pour tout ensemble E cR,, on a une décomposition E = E, -

+Es+E;++H+M, ot contgwn (2, E)==R, pour z € E,, contgn(z, E) égale un
demi-plan fermé pour z € E,, contgw(z, E) se compose d’une droite pour z € E,>
on peut couvrir lensemble E,-+E,-+- H avec une suite dénombrable de courbes
rectifiables, tandis que pour couvrir lensemble H, on peut choisir ces courbes
de fagon que la somme de leurs longueurs soit aussi petite que I'on veut, et
on a MeM. Si, pour tous les points z d’un ensemble PcCE, contgw (2, E)
n’a aucun point commun avec un demi-plan ouvert, délimité par une droite
parallele a une droite donnée D, on a P=P,--M,, oit M, €M et la projec-
tion orthogonale de P, sur une droite D', perpendzculazre a D, est de mesure
linéaire nulle.

Pour- demontier 3. 2), . c01131derons lensemble Eu:. compose des pomts
2€ R, tels que, pour ‘tout cercle ouvert C ayant Fe pour ‘centre, on a CEQ M.

2) Cf. [3], [4] et [5], pp. 269 & 271.
%) Cf. [6], [3], [4] et 5], pp. 266 et 267.
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On a
(3.3) ’ E—Exn €M,

pulsque tout point 2 € E— Exn est ceritre d’'un cercle C. tel que E-C.€ M, et
qu'un systéme dénombrable de ces cercles couvre, d’aprés le théoréme de
Lindelof, I'ensemble E—Egy. On voit aisément que

(3.4 _ Contgw(z, E) = contg (2, Ew).

En effet, si I'on a pour une demi-droite -L, issue de z, L < contg(z, Em), cela
veut dire qu’a l'intérieur S de tout secteur circulaire, ayant z pour sommet
et dont L passe par l'intérieur, se trouve au moins un point de Esx, et on
a alors évidemment SE& M, donc Lccontgm(z, E). Réciproquement si
L contgm(z, E), on a pour. tout secteur .circulaire .S du type envisagé
SE¢":. La relation (3.3) a pour conséquence que SEw=F0, donc que
L c contg (z, Ew). Or, en vertu de (3 3) et (3.4), (3. 2) découle 1mmed1ate—
ment de (3. 1).

Pour passer 4 la geénéralisation du théoreme  de DENjOY, cqns:deron’s
une fonction réelle et finie, f(x), et une famille 9N - héréditaire et o-additive
des sous-ensembles de la droite R,. Nous démontrons d’abord la proposntlon

* suivante, généralisation d’un théoréme bien connu®):

(3.5) Si 'on a pour tous les points x, d’'un ensemble E ou bien
Timy, f(x) == limg f(x), ou bien limy f(x) == limy, f(x) lensemble E est dénom-

x>zt 2>y

brable.

a->argt L

Démonstration. Considérons par exemple l’ensemble.E " des points xer
oll llmng(x)< limp f(x), et, en outre, celui des points x, € E ou Von a

T>irg- ek

limpf(x) < r < limg f(x) pour un nombre rationnel r donné. En désignant
T->x0- x>zt

cet ensemble par E;, on a évidemment E’WZE,".' Or, pour x, € E/, on a
pour un J >0 convenable ’

E[f(X) > 7, X—0 < X< Xx) €N,
donc, pour x,—o0 < x, < X,,
Elfx) >rx< x<xo] 3

d’out il s’ensuit que llmg,f(x)<l donc que YIEE' ‘Aucun point de E;

T et . -
n’étant pomt daccumulanon bilatéral de E,’, cet ensemble est denombrable
ce qui implique la dénombrabilité de E’.

1 Cf. (5], p. 261.
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Pour pouvonr apphquer le: théoreme (3 2) consxderons dans le plan
(x, y) image-de la fonction f(x), c’est-a- dire I'ensembie
. B=Eb=/W}
et désignons par i la famille des sous-ensembles de B dont la projection
- orthogonale sur l'axe. des x appartient a la famille %. La famille. 9t étant
héréditaire et o-additive, -celle M jouit évidemment des mémes propnetes
On peut -alors démontrer la. proposition suwante

" (3.6) Si le nombre dérivé généralisé f«)} (x) est fini en tous les pomts X
dun ensemble E, on a une décomposition E— E,+ N~ Z, oii lon a S ()=
——sz (%) pour x€E,, on a Ne % et lensemble B E [x€ Z, y=f(x)] peut

(e, w)
étre couvert avec.une suite de courbes rectzfzables dont les longueurs ont une
somme aussi petzte que ['on veul.

De51gn0ns par Ly(x,) et par Ln(X) respectwement les demi-droites
Ly (x0) = E [y =7 = m(x—-xo) X = x,)

(=, 9)

et
Lm (X)) = : Ely—f(x)=m (x—jx(,), X=X,

e, 1)

étposons encore 4 ' ‘ _
L) =La()=E [x—x,y = ),
LEg(x)) = Liw(X) = E, [ =20, ¥ = f(x)]-

. Nous comiengons par Ia démonstration de deux lemmes.

(3.7) Légalité f]?“(xn);.——m(.<+.oo entraine les propositions
a) Tima /() = fx), o

b) contg;;.(zo, B) (ou 2= (X, f(xo)) ne contzent pas Li(x,) pour ml,<
<m< o0,
©) L (x) < contgw(zy, B), si m, est fini.

De méme, fy (X;) =m, > — oo entraine -

a’) m‘» f)=f (xo)

b'). contgm(zo, B) ne contient pas Ln(x)) pour —c~g m < m,,
¢’) L, (x,) c contgw(2,, B), si my est fini. '

| Il suffit de-démontrer. la:premiérexpartie’ de ‘I'énoncé. Or, fif (x,) étant
égal & m,, a un m' (my<m' <+ o) quelconque correspond un d,>0 tel
que, pour 0 < d < dy,

@68 g[f(x)~f(xo)>zn’(x-—x(,), x0<x<.gn+d‘]é9‘c;
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en poéant & =¢ pour m' =0 et & =min (6, mi) pour m">0,0n a la relation

E[f(x)‘”f(xo)>‘"’;xo<x<x04*()']C
CE[f(X) f(xo)>m (x—2o), X < x < X+ O]em,

donc limaf(x) =< f(x,) = et, & >O étant arbitraire, on a la proposition a).

Pyt

La relation (3.8) étant équivalente & celle -
3.9 B Ex<x<X+0, y>f(xo)+m'(x—x)] € I,

(2, 17)
on voit sans peine que L (x;) n'appartient pas a contgu(z,, B) pour m'<
< m < -oc, d'olt s’ensuit la proposition b). .
Enfin, m, étant fini, si Ly, (x,) ne faisait pas partie de contgsm(zo,B)
on pourrait trouver des nombres &> 0 et 0, >0 tels que
B(E)[xo<x<xn + 0, f(xe) + (my—2) (x—x) =y <f(ro)+(mw+) (A—— Xp)] € M
x,y

soit valable pour 0 < d < d;. En tenant compte de (3. 9), valable pour m’'—
=m,-+¢, il s’ensuivrait pour 0 < d < min(d,, J,)

B- E[xo<x < x40, y>f(x(,)+(mﬂ—.s)(x—x(.)]e “l,

. R ('r ¥
donc

El FOO—F(x) > (my—s) (x—x,)), X< X< xoh O] €9,

d’'oti découlerait fif (x,) = mo—=. Cette contradiction montre que la proposi-
tion c¢) est, elle aussi, valable. » :

(3. 10) m, étant fini, les hypothéses

@) llmJ‘f(x) = f(xo),

#) contgm(z,, B) ne contient pas Ly(x,) pbur my<m=+ co,‘
7) L, (%)  contgm(z,, B) : : '
impliquent fy (%)) =m,. De méme, les hypothéses

«’). mﬂ: (x) = f(xo),

8) contgm(zo, B) ne contient pas Li(xo) pour —ee=m < M,
7) Liny(x,) = contgm(2,, B) '
impltquent S (x) = my,.

~ En se bornant 4 la démonstration de la premiére partic de I’énonce,
on voit d’abord que, en“vertu de"(3.7), f)-exclue la possibilit¢ de 1égalité
fr(x)=m pour my<m< oo et que y) rend impossible la méme égalité
pour —eo=m<my. Or, L75(x;) ne faisant pas .partie de contgs(z,, B), on
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peut trouver des nombres finis m'>0 et ¢ >0 tels que
B E x> xg,f(xo)'i‘m (x—x)) <y <f(xo)"‘€] €M,
(x, %) -
donc que _ ‘
E[x > Xg, M’ (X —X,) <f(x)—f(x0) <sglen.

En “choisissant a cet &, d’aprés «), un d >0 tel que
E[f(x)——f(xo) =g X, < X< X, -0] €N,

on a . )
Elf (x)-4f (%) > m’(x——xo), Xy < X < Xy 4- 0] €,

ce qu1 montre 11mp0551b111te de fi (xo)—+oo ce qu’il fallait encore dé-
montrer. .

Passons a la démonstration de (3. 6) Il s’ensuit de (3.7) que pour
X, € E, contgy(z,, B) n’est pas le plan entier, donc, en vertu du théoréme
(3.2), la partie B’ de B dont la projection orthogonale sur P’axe des x coin-
cide avec E, se décompose en un ensemble B, en tout point z' duquel
‘contgn(z, B) est ou:bien-un.demi=plan. fermé, ou bien une-droite, en un en-
semble .M € 9i et en un ensemble H qu’on peut couvrir avec une suite de
courbes rectifiables de longueur totale aussi petite que I'on veut. Désignons.
par E, la projection dc' By sur l'axe des x, et par E, la partie de E, com-
‘posée des points X, oit limy f(x) = limx f(x). D’aprés (3. 5) I'ensemble E,—E,

Lot Ty~

‘est dénombrable. ,
- Considérons un point x,€E, et soit fii (xo)_m0 (fini). En vertu de

- (3.7), contgw(z,, B) est ou bien la droite y—f(x,))ﬂmn(x X,), ou bien le

demi- plan fermé
(E [.V'_f(xo) = ”lo(x“xt))]

. %, Y) R .
délimité par cette droite. Dans I'un et Pautre cas, Ln,(x,) appartient
a contgn(2y, B), mais La(x,) n’en fait pas partie pour —oo=m<m, Comme
d’ailleurs llmgz f(x)~— llmm f(x) = f(xo) d’aprés (3 7), il découle de (3.10) que

fJ? (Xo) = m, —fﬂ‘ (Xo)-

En désignant par N la projection sur Faxe des x de lVensemble M et
par Z la réunion de E;—E, et de la projection de H, on parvient donc ala
décomposition- dont P’existence a été affirmée en (3. 6). v

(3. 11) Si I'on a en tous les points x, d'un ensemble E

JO)—f(x)

=t oo,
X—X,

(3'. 12) ’ limy 5.

ZrxG+

ona E=N+Z oit NcR et |Z]=
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Démonstration. Avec les notations de la démonstration précédente, on
apour 0<m <+ oo et ,€E

[ ) —f(x)

X—X,
pour un 0>0 convenable, donc la demi-droite L7 (x,) n’appartient pas a
contgm(2,, B) pour |m|<'m’. Par conséquent contgn(z,, B) n’a aucun point
commun avec le demi-plan x > x,. D’aprés (3.2), la partie de B dont la pro-
jection sur l’axé “des x coincide avec E, est de la forme M+ H, ou M €
et la projection de H est de mesure nulle. En désignant par Z cette projec-
tion et par N celle de M, on.obtient la proposition & démontrer:

En résumant nos conclusions, nous parvenons i la généralisation sui-
vante du théoréme de DENjoY sur les nombres dérivés: ‘

>, x0<x<x(,+c)] N

(3.13) Excepté les points d'un ensemble % et d’un ensemble de mesure
nulle les nombres dérivés généralisés d’une fonction f(x) quelconque remplls-
sent an moins une des conditions suivantes-:

1°) fif () =fi () =Jar (X) = fa (%) =fini,
- 2°) L (x)=/f () =fini, fa ()= o0, il (x) = —ox,
13°) fof () =fit (x) =fini, Jif (x) =+ o, fii (x) = —os,
4°) ﬁf(x) = fa (X) =+ oo, fi () =fir (X) = —

Démonstration. Puisque fy (X)) = —oo ou fii(x;)=+ o= implique I'éga-
lité-(3.12), on a d’aprés (3. 11) fo'(x) > —oo et fir(x,) < 400, excepté les
points d’un ensemble du type envisagé dans I’énoncé. Par raison de symétrie, _
on a encore fr (X)) > —oo ‘€t fi (x,) < -+ oo, I'ensemble exceptionnel étant du
méme type. En faisant toujours abstraction d’un ensemble exceptionnel du
type en question, fif (x;) <+ oo implique donc, en vertu de (3.6), fi(x)— '
—=f3 (x;), et par raison de symétrie, la méme égalité s’ensuit de fy (xp) > —o0,
tandis que fir (x) < +-oc ou fi (x,) > —oo entraine fir (X)) ==fii (x,). On peut
encore supposer d’aprés (2.3) que x,€ Us, et alors, au cas ou tous les
quatre nombres dérivés généralisés -sont finis, on a en veértu de (2.17)

Fof (o) = for (%) = For (xe) = it (o) = for (o),

ce qui termine la démonstration.

Il faut avouer que, pour certains choix de la famille 9¢, -il peut arriver
que le théoréme, (3. 13):-n’affirme- rien;- ¢’ ‘est -le. cas -notamment-si- la-droite
R, se laisse décomposer en réunion d'un ensemble 9 et d’un ensemble de
mesure nulle. Considérons par exemple un ensemble N de premiére catégorie
dont I’ensemble complémentaire Z est de mesure nulle, soit g(x) une fonc-
tion monotone croissante dont la dérivée (ordinaire) égale 4-o en tous.les
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pomts de Z, soit'a € Z, b==g(a) et posons:
g( ) pour x ¢ Z
fx)=)

pour x ¢ N.
On voit sans peine qu’en desngnant par 9 la famille des ensembles de pre-
miére catégorie, on a _ff(x):—l-oo pour x¢Z et pour x¢N, x>a, et
fir (x)= —oo pour x€ N, X<a, de sorte qu’aucune des conditions 1°) i 4°)
de (3.13) n’est remplie en aucun point. Il faut remarquer encore que, "
dans notre exemple, 'ensemble Uy coincide avec la droite entiere.

4. 1l s’agira dans ce paragraphe des conditions nécessaires et suffi-
santes *pour qu’une fonction .soit dérivable au sens généralisé en tous les
points d’'un ensemble donné, abstraction faite d’un ensemble exceptionnel
convenable. Une généralisation des fonctions a variation bornée jouera un -
grand role dans ces conditions.

Convenons d’abord des notations suivantes:

@1 supi(f; e ) =max([f(e), £8), supxf(],
(42 infii(f; ¢, §)=min [f(c), f @:a\igﬁz J(),
4.3) wu(f; ¢, f)= supﬁ;(f' «, B) — infa(f; e, £).

Il faut remarquer que la différence dans (4 3) ex1ste tougours puisque,
d’aprés (4. 1) et (4.2), on a toujours '

supn(f: &, £) > —oo, infi(f; ¢, ) <+ oo
'En posant [e, §] = 1, nous écrirons quelquefois sup(f; 1), infa(f; 1) et ox(f; 1),

On constate immédiatement d’ apres les définitions que les megahtes sulvan-
tes sont valables:

@4 infi(f; e, §) = f (), f (P‘) = supi(f; @, B),
donc v ‘
4.5) wa(f; ¢, 6) = |fB)—f()| =0

Nous dirons que la fdnction f(x) est a variation bornée sous négli-
gence des ensembles N sur Pensemble E, ou brigvement qu’elle est (VBy)
sur E, si une constante K existe telle que Yon a

Z waz(f; L) = K,

. toutefois que les mtervalles I; n’empiétent pas les uns_sur les autres et que
. leurs .extrémités - appartlennent‘ a E..On.dira: que. f(x). est a variation-bornée
généralisée sous négligence des ensembles % sur E, ou quelle est (VBGy)

sur E, si I'on a une decomposmon E ZE telle que f(x) est (VBgu) sur
chacun des ensembles E;. '
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Il est évident que si la famille 9% ne contient que I'ensemble vide,
sup(f; 1), infx(f; 1) et wa(f; I) coincident respectivement avec les bornes
supérieure et inférieure et l'oscillation (au sens classique) de la fonction f.x)
" dans lintervalle fermé /, tandis que les fonctions (VBy) ou (VBGg) sur un
ensemble E sont identiques aux fonctions (VB,) ou (VBG,) selon le cas®).

Les inégalités (2. 7) entrainent évidemment que, si W cN est une se-
conde famille héréditaire et o-additive, on a

(4. 6) sup(f; 1) = sup¥(f; 1), inf&(f; 1) = inf3. (f; 1),
donc | . :
@“n - on(f; 1) = ow (f; 1)
On conclut des relations (2.9) a (2.12) que

(4.8 Suph(f+-g; 1) = supi(f; 1)+ supi (g ; 1),
4.9) infa(f+g; 1) = inf5(f; 1)+ infi(g; 1),
(4. 10) on(f4-g: 1) = wn(f; 1)+ oa(g; 1),
(4.11) suph(cf; 1) = c-supi(f; 1), infa(cf; )= c-inf5(f; 1)
pour ¢ >0, v . .
(4.12) U suph(—f; )= —infi(f; 1),
(4. 13) oy (cf; 1) =lcl-ou(f; ).

Il s’ensuit de la définition que, f(x) étant (VBy) ou (VBGy) sur E,
elle I'est sur tout ensemble E'c E. L’inégalité (4.7) a pour conséquence que,
si f(x) est (VBy) ou (VBGy) sur E et si 'on a W N, f(x) est (VBx) ou
(VBGy) sur E, selon le cas. (4. 10) et (4. 13) entrainent enfin que, f(x) et
g(x) étant (VBy) ou (VBGy) sur: E, ¢, f(x)+c.g(x) l'est aussi.

Nous allons démontrer la généralisation suivante du théoréme de DENJOY—
LusiN sur la dérivabilité presque partout des fonctions (VBG,)"): ‘

(4.14) Si la fonction f(x) est (VB G;ﬁ) sur Pensemble E, on-a .une dé-
composition E=E,+N+Z, oit NER,|Z|=0 et fi(x) existe et est fini en
tous les points de E,. _

Démonstration. On peut évidemment supposer que I'ensemble E est
borné: Ec|a, b], et que f(x) est (VBy) sur E. Posons alors

M(x) =sup > wx(f; 1),
=1 .

en -considérant toutes les suites finies d’intervalles /; non -empiétants-et- dont -
les extrémités appartiennent & E-[a, x]. La fonction M(x) est finie et mono-

5) CL. [5], p. 228.
¢) Cf. [5], p. 230.
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- tone non-décroissante dans l’intervalle [a, 6], et on a pour ¢, B€EE
" (4.15) wn(f; ¢, 8) = M(B)—M(a),
puisqu’on peut ajouter le terme wa(f;«, ) a toute somme figurant dans la

définition de M(«), pour en obtenir une somme figurant dans la définition

de M(B).
Désignons par E* lensemble des pomts de E qui appartlennent a Uy,
qui sont points de densité extérieure de E et en lesquels la fonction M(x)
-est dérivable. D’aprés (2.3) et en vertu des theoremes classiques, on a
E=E*+N,+Z,N €N |Z,]|=0.
Considérons un point quelconque xOEE‘ et choisissons un nombre
0 >0 tel que I'inégalité x,< x < x,--0 implique l'existence d’un &€ E situé

entre x et x—}—%‘(x—'xo) et que celle x,<x < Xx,+20d entraine -

(4. 16) ME)—M(x) < (M (x) + 1) (x— %) = C(x—x,).

X, étant point de densité extérieure de E et M(x) étant dérivable en x,, un
Jd>0 de ce type existe toujours. Posons

¢y :xo+§; (” :07 ]_) 2:" . -); €y <".&n < €y +E,(,)+_l < X0+2(), gn €E.

On aura

M(An) M(X(,) < C(C,,—xo) < C 2,“ 17

_.Vdonc,_ X, et & appartenant 2 E, d’aprés (4. 15)

@ (i) <C ot

La relation x, € E* < Uy entraine encore (x(,, ;,1)6591, on a par conséquent en .
vertu de (2.8) et (4. 1) a4 (4. 4)

Fx)—ox(f; %0, &) = mfﬂ(f Xp, En) = mfﬁ (x) =

wgle<én

= supx f (x) = supj‘(f Xo, wz) f (xn)+(1)3)(f X, &n)-

’7'o<’1«< n

En tenant compte de (4. 17) on en tire

” f(x)—f(x0)>C%)x0<x<§n‘l€9l‘:.

E[feo—rtm) < —C 5t m<x<slen
donc — ' ‘ -

E [|f(?f)—f(x(»)( > C—2% X, <X < gn] e %
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A plus forte raison, on aura pour n=0,1,2,...

T SX)—f(xo)
=

< E[l100—F)1 > 4C s, v < x< ]«

>4C Cusy _x<an]c

< E |~/ > Com<x<B] €

et par cofiséquent, eu égard a 2 2),

[ f(x) f(xo)
i (ko) = 4C, | £ (xo)] = 4C.

X—X,
X étant un point quelconque de E*, on en conclut d’apres le théoreme (3 13)
que E*=FE,+N,-+2Z,, ot N,¢ R, |Zq|-—0 et fi(x) existe et est fini en tous
les points de E,. En posant N N +N,, Z=2,+Z,, on obtient 1a propo-
sition a démontrer.

Les deux théoremes qui vont suivre généralisent des théorémes connus
sur les nombres dérivés. ordinaires”).

> 4C, xn<x<xn+d €N

On a donc

: . (4.18) Sion a fil (x) <+ fq‘ (x) <+ oo .pour x€Ec U,., la fonction
' ,f(x) est (VBGy) sur E. ’ _

_ Démonstration. Soit E, (n_l,z, 3,...) Pensemble des x EE tels: que
fa () < n, fr (x) <n; soit Eum (m==1, 2, 3,...) P'ensemble des x € E, telsque

[f(x) f(x")>nO<}x x0|<1]€9t,‘

et posons . )

' —F |_P_ PE1
- E11711P_E)1|n [m+] ’ m_]__lJ'
On a évidemment

E: Z 2 Z Enmp--
a==l m=1 p=-o .
Consnderons deux points ¢ € Eumy et 8 € Eunp, ¢<g. On a
(4 19) ' E[f(x)>f(a)~;n(x——a), e« <x< B EN,
-~ (4.20) - Elf®<f@—ni(—x),«< x<Blen

D’aprés les relations ¢ € Eympc Ec Uy, on a ((:,./5’)@9?, il existe donc un x,

%) Cf. [5] pp. 234 et 235.
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situé entre « et 2 pour lequel aucune des relations (4.19) ni (4. 20) n’est
remplie, c’est-a-dire que '

fx)=flo+ ’l(xl—a), f(xl) = f(ﬁ)—'”(ﬂ—xx)
F(8) éf(“)"f‘ n(@—e), f(«) éf(ﬂ)—_n(ﬂ——(e).

(4.19) et (4 20) ont encore pour conséquence que

supx f(x) = f(a) Fn(f—a), inty f (x) =f(B)—n (ﬂ—«)

< m<

d’ou

Oﬁ a donc
supx(f; «, 8)= max[f(«), f(8), fgfgﬁf ()] = fle)+n(F—c),
infi(f; ¢, 8) = min [ f(), f(8), aigfﬁﬂf(x)] = f(B)—n(B—ea)

: (})9z(f; «, 8) = fl@)—f(®)+2n(8—a).
En prenant deux points a € Eymp, b€ E,,mp, a<b, on a pour a=a, < e, <
< s < - < ), == b «; € Enmp

S on(f @) = X [l ~(@) + 2n(e—e ) —f(@) —f(b)+2n<b——a> =

de sorte que Jf(x) est (VBy) sur I'ensemble E,,mp [a,b] et (VBGq?) sur len-»
semble Em,u, ce qui montre qu’elle I'est sur lensemble entier. E.

NCE 20) Si Pon’ a —eo< fn (x) = fn ()< + oo’ pour x €E, la fonctton J(x)
est (VBGy) sur E.

Démonstration. L’hypothése implique d’aprés. (2.8) que Ec Uxn. Soit
E, (n=1,2,3,...) ensemble des points x € E pour lesquels - '

—n<fHE)=f(x)<n,
soit E,. (m=1,2,3,...) 'ensemble des points x € E, tels que
[ J)—f(x0)

X—X

> n, xo<x<xn+'%] €N,

- . . 1
et posons Enmp:. """I2mp+] ’ 2l’7n_:_l

.Eb Z Z Z Enmp

n~l m_l p=-o -

}. On a évidemment

Considérons deux pomts @€ Eump, BEE . mp, @ < ,8 On aura
.21). . ;»‘zEllf(X)—f(a)l >n(x—a), B<x<f+(B—a)c
< E[lf(x)—f(@)]| > n(x—a), e <x<28—c] €N,
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2

)é- 2m+1

- Elf@)—f@)1>n(x—F), #<x< B+ (B—e)| €.

puisque 23—eae)—e=2(f—« <%; on aura pareillement

Les relations g€ E..py < Ec Uy impliquent (&, 28—e) ¢, il existe donc un
x, situé enfre § et 28— et tel que

|f(x)—f(e)] = n(xl—a) | fCx)— —f(®)] = n(x.—#),
par consequent que :
B —f(@)] = nlx—c)+(a—BF)] < n2(f—e)+ (F—)|=3n(E—a).
'(4 21) entraine encore que

supn /() = 1() -+ n(3—0),_infy /() = fl@)—n(F—c),
.donc que
S sup$i(f; ¢, ﬂ) = f(e)+ 3n(f—a),
: ~infa(f; e, 8) = fle)—3n(8—c)
et que

ox(f; ¢, ) =6n(F—a). |

' Cette inégalité a poux -conséquence que f(x) est (VBy) sur Enmp, donc qu’elle
est (VBGq) sur E, ce qu’il fallait démontrer®).
Le théoréme suivant est la consequence de (4.14) et de (4.20):

- (4.22) Les deux pzoposztzons suivantes. som‘ équivalentes :

a) E=E,+N,+Z, oit No€ R, |Z,|=0 et fa(x)-existe et ~est fini en
‘tous les points de E;

b) E= E.+Ni+Z, oit N,€WN, |Z,|==0 et f(x) est (VBGy) sur E1

Tout comme nous I’avons remarqué a propos du théoréme (3. 13); pour
certains choix de la famille %, les théorémes (4. 14) et (4. 20) peuvent deve-
nir banaux, les ensembles exceptionnels qui y figurent pouvant coincider
avec la droite entiere. Les propositions. qui vont suivre ont pour but d’éli-
miner cet inconvénient en réduisant I’ensemble exceptionnel en un ensemle
. de mesure nulle, en faisant naturellement quelques restrictions dans les
hypotheses

8) Nous avons demontre un peu plus que (4.20), a savonr que’ les hypotheses de

(4. 20) 1mphquent lex1stence d’'une décomposition E = Z E; telle que f(x) satlsfant sur

i=1
chacun des -ensembles E; a une condition de Lipschitz generahsee, C'est-a-dire qu’on a
on(f; 9,6 §Ll(ﬂ—a) pour «, € E, et pour.une constante L,. Ce n'est que cette propo-
sition plus précise qui généralise le théoréme cité sous 7).
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(4. '23) Si f(x) est (VBy) sur Pensemble fermé Ec Uy, la dérivée geéneé-
ralisée fi(x) existe et est finie presque parfout sur Pensemble E.

‘ _Déﬂionstration. Soient [y, == (ax, bx) (k=1,2, 3.. ) les intervalles conti-
gus a4 E et posons : .

’ - M= sups f(x), my== infy f(x).
- rEIE .. ISy I3

Considérons les fonctions M(_x) et m(x), définies sur le plﬁs petit intervalle 7
{fini ou infini, mais toujours fermé) contenant E, par les formules

{ () pour x € E, J(x) pour x € E,
m(x) =

M( )_ M. pour x€ Iy, my,  pour x ¢ [,.

Les fonctions M(x) et m(x) sont & variation bornée sur /. Considérons’
- en effet une suite finie dmtervalles (a:, ) ({=1,...,n) tels que e« €1,

Bi€l, = i, et evaluons par exemple la somme Z]M(ﬂ) M(e)|. Sie;

et §; font partie d’'un méme mtervalle I, on a M(ﬂ,) M(e)=0. Si Yon
a ¢ €F, ﬁlEE 1lsensu1t : o

IM(@)~M(“Z)! —|£(5) —f(az)l = wn(f, ¢, ﬁ’z)

‘Si 'un des points «; et §&; appartlent a E et autre: a [—E, disons, si ¢;€ E -
et & ¢/, on a

M) — M) = | sups Fo—Fa)| = f@) —f(m)l +
A +w92(f, a, by) = wm(f ai, ai)-{-w)z(f, a, bl.)
Enfm si 1 on. a o E L, 8¢, k:f:l on trouve

IM(/?,) M(e)] <If(al)_f(bh)|+w9}(f,ah,bh)+w).(f @, by =
= wﬂz(f, a., bk)—f‘w?z(f, b, al)‘f“w.h(f’ a, bi)

En addltlonnant toutes ces megahtes on obtlent une megahte de la forme

: g lM(ﬁz)'—M(Ch)l = gl,‘pz.wm(f; ]1), )

ol les intervalles /, n’empitent pas les uns sur les autres, leurs extrémités
appartiennent & E et-le coefficient p, ne peut prendre que les valeurs 1 ou2.
La fonction f(x) étant (VBy) sur E, le second membre reste borné, ce qui
~démontre la proposition. '

Ceci établi, on en conclut que M(x) et m(x) sont dérivables (au sens
ordmalre) presque partout sur E. Soit E, I’ensemble des points de E ou
M'(x) et m (x) existent et sont finis et qui sont points d’accumulation de £;
= 0. Considérons un pomt xOEE0 On a pour y>M'(x,) et

A1}
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pour des 4 >0 suffisamment petits,Avu I'égalité M(x;) = f(x,),

F [f(x) f(x°)>y,xo<x<x0—i—6]c

X—X

c 5[M(x) M(x5) > (X —Xo), Xo < X < X+ 0]+
_ —i—E[f(x)>|M(x),x0<x<x0+o‘]=
(4. 24) = E[M(x)—M(xo) > y(x—Xa), Xo < X < Xo+ 9]+
(4. 25) Ylf(x)—M»,xea-(xo,-xow)]ew
car Pensemble (4. 24) est vide et les. termes de (4.25). appamennent a N par
définition de M. Il s’ensuit que fi(x)=y et, y>M'(x) étant arbitraire,
‘que. for (x,) = M’(x,). Un raisonnement analogue fournit _sz (xo) = m'(x,). Le
point x, étant point d’accumulation de £ et M(x) coincidant avec m(x)' sur
E, on a M'(xj)=m’ (xo) D’apres x, € Ec Ux, on a encore I'inégalité fm (xo) =
=fi (xo) de sorte que : :

_ fv (o) =fi (X0)=M'(x)) =m (XO)
~On parvient de la méme fagon i I’égalité

for () =Fi () = M’ (xo) = ' (xs),
ce qui démontre ’énoncé. '

(4.26) Sz J(x) est (VBx) sur l'ensemble mesurable Ec Uy, fsz(X) exzste
. et est fzm presque partout sur E. .

Démonstration. On peut poser £= Z—{—Z EL, ot |Z|= O et chacun
des ensembles E; est fermé, et apphquer (4. 23) a E '

(4.27) Si f(x) est mesurable et (VBGy) sur lensemble mesurable
Ec Uy, fi(x) existe et est fini presque partout sur E.

- Démonstration. Posons E :ZEL-, ot f(x) est (VBy) sur chacun des. .
. ) i=1 | :

ensembles EL D’aprés (4.5), elle est alors (VB) sur E;, -il existe donc une

fonction f;(x) qui est a variation bornée sur toute la droite et qui coincide
avec f(x) sur E;"). Désignons par E! '’ensemble formé par les point d’accu-
mulation bilatéraux de E; et par E{’ I'ensemble E[f(x)=fi(x),x € E]. L’en~

semble E; étant mesurable (puisqu’il ne differe de la fermeture de E; qu’en
un ensemble dénombrable) et E{’ Iétant évidemment, il en est de méme pour
Pensemble S/= E/E!. D’aprés E;CE;’ et puisque E;—E; est dénombrable,

%) Cf. [5], p. 221
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. Pensemble E;— S/ — (E:— E{)+(E:— E/"y— E.—E{ est dénombrable, donc
S;=E; + S8/ =(Ei— S)—{—S est mesurable. On a évidemment E— ZSL

i=1

de sorte que (4. 26) pourra etre appliqué a4 S; et fournira 1’énoncé dés que
nous pouvons démontrer que f(x) est (VBy) sur S.. ’
' Considérons & ce but une suite finie (ax, bx) (k=1, ..., n) d’intervalles .
non empiétants et ayant des extrémités qui appartiennent 3 S;, et choisissons
des points «, f: € E;-de fagon 4 ce que @ = ax < by = 8 et quie ni les inter-
valles (a, 8:) correspondant aux indices & pairs, ni ceux correspondant aux
indices k impairs, n’empiétent les uns sur les autres, ce qui est possible
daprés S, Ei+E/. On a alors

sup); fx) = supu (x) = flen) + wa(f; ﬂ,,.)?

fla) = f(m:) +1f(@) — A,
fbr) = flen) +1£(0r)—F(e)],
- d’ol
SUPS(f; @i, b1) = f(r) + on(f; e, B) + If(a: ) —f(e)| +1f(br)— —f(e@)i-
Un raisonnement analogue fournit
infl (fs @i, by) = f(az)—w).(f aup’;)—lf(az —f(“r)|—|f(bz) f(“z)|
donc
(4.28) ox(f; @, bi) = 20x(f; auﬂk)+21f(a/) — Fle)| 4 |f(be) — ()]
En additionnant les inégalités (4.28) pour les indices & pairs et pour ceux -
impairs séparément et en tenant compte de ce que f(x) est (VBy) sur E; et

(VB) sur Sic £/, on constate que la somme > wy(f; ar, by demeure bornée,

ce qui termine la demonstratlon
Une conséquence 1mmed1ate de (4.18) -(ou de (4.20)) et de (4.27) se
formule comme suit:

(4.29) f(x) étant mesurable sur lensemble mesurable E c Uy, les deux
‘ propositions suivantes sont équivalentes :

‘a) E=E,+Z, ou.|Z|=0 et f(x) est (VBGy) sur Ey;

by E=E+2Z', ot |Z'|=0 et fi(x) existe et est fini-partout sur E;.

Remarquons encore qu’une analyse des démonstrations de (4. 23), (4. 26)
et (4.27) montre que, f(x) etant mesurable et (VBGqx) sur Ec Uy, on a une

deuomposmon E= Z—{-Z E;, ot |Z]==0 et chacun des ensembles ‘E; est

mesurable et tel que f);(x) est égal, partout sur E;, & la dérivée (ordinaire)
de f(x) relative a E;. De 1a, on conclut en vertu de (4. 29) que
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(4. 30) f(x) étant mesurable sur Uensemble mesurable Ec Uy, si fa(x) -

existe et est fini presque partout sur E, on a presque partout sur E [égalité
Ja(x) = fap(x).

5. Dans ce dernier paragraphe, nous allons reprendre les idées et les
méthodes de § 3, pour généraliser le théoréme de ROGER sur le contingent
-des ensembles dans l’espace, tout comme nous avons généralisé le théoréme
de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO sur le contingent des ensembles plans, et
pour, en déduire par une modification de la méthode dé SAkS une générali-
sation du théoréme de HASLAM-JONES sur les différentielles extrémes.

En conséquence des analogies entre les raisonnements du présent
paragraphe et ceux de § 3, nous pouvons nous borner a énumérer les noti-
ons nécessaires et 4 énoncer les résultats qui s’y rattachent.

Considérons une famille M héréditaire et o-additive d’ensembles dans
Pespace R,. La demi-droite fermée. L, issue du point u ¢ R;, est appelée
demi-droite tangente généralisée & un ensemble E < R;, si 'on a pour tous
les secteurs sphériques ouverts S, ayant « pour sommet et dont L passe par
I'intérieur, ESE M. A Vaide. de ces demi-droites tangentes generahsees on
définit contgw(u, E) de fagon analogue que dans le plan.

En partant du théordme de ROGER™), on parvient par les mémes mé-
~ thodes que nous avons employées pour démontrer (3 2),.au théoréme suivant: .

(5. 1) Pour tout ensemble ECR,, on a- une décomposition E = E, +
—}-EZ—I—EO—}-H—{—M ol contggn(u E)=R; pour u€ E,, contgn(u, E) égale un -
demi-espace fermé pour u € E,, contgy (1, E) se compose d’un plan pour u € E;,
lensemble E,-+ E;+ H est la réunion d’une suite dénombrable d’ensembles de .
mesure 2-dimensionnelle- de Hausdorff finie, I'ensemble H est de mesure 2-di-
mensionnelle-de Hausdorff nulle, et on a M <M. Si, pour tous les points u
d’un ensemble .PcE, contgy(u, E) n'a aicun point commun avec un demi-
espace ouvert, délimité par un plan paralléle ¢ une droite donnée D, on a
P=P + M, oit M,€M et la projection ort/zogonale de P, sur un plan per- -
pendiculaire d D est de mesure plane nulle.

Considérons ensuite une famille 9N héredltalre et o-additive densembles
du plan R,, désignons les points de Ro par (x,y)=1, et la distance -des
points ¢ et ' par |{—t|.

Nous définissons Tensemble Uy comme’ lensemble des points tERo-
tels que, pour tout secteur circulaire ouvert S ayant f pour sommet, on’ ait
S¢N. En s’appuyant sur le théoreme. (3. 2), on trouve le théoréme suivant™):

(5.2) Si a tout poiht t d’un ensemble Ec R, correspond un secfeur cir-
culaire ouvert S:, ayant t pour sommet et lel que ES;€N, on a E=N+K,

10) Cf. [7] et [5], pp. 304 & -300.
-~ 1) CE [8], th. (2.4).
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oit NeN | et I ensembleA K peut étre couvert avec une sujte dénombrable de
courbes rectifiables.

D’oit 'on parvient a I'analogue sulvant de (2.3): .
(5.3) On a Rr—Uy=N+K, ot Nc et l’ensemble K peut etre cou--
vert avec une suite dénombrable de courbes rectifiables.

Un ensemble Ec Ry et une fonction f(x, y)==f(t), ‘defime pour {€ Ry, -
“étant donnés, on définit, comme les notions analogues dans § 2, supgxf(t) _

et mfs);f(z‘) et on constate qu’elles ]oulssent des propnetes analogues a celles.
2. 6) a (2. 12). : C
Con51der0ns ensuite un domaine angulalre ouvert AcCR,, délimité par

- deux demi-droites issues du point f, désignons par A, le secteur circulaire
ouvert E[z‘ €A, 0< |t—t,| < h] et introduisons les. notations suivantes:

hmng(t) = lim sup;. f(f)

t—>t, D04 tC A
tE.A )
limg f(¢) = lim infy f(2);
>l h->0+ t€ 4
tea :

“les mémes limites correspondant a A= R,—{t,} seront desngnees par llmg.f(t)

et limy f(¢). Si ces deux limites extrémes sont egales on désigne leur valeur
' =N

commune par llm)‘f(l) ou llmg.f(f) selon le-cas. On établit sans peine des
te4 ’ e ' :
propositions -analogues 4 celles (2 15) a (2. 20)
On-démontre la proposition suivante, analogue a (3.5), par un raison-
nement semblable -2 la démonstration- de (3.5) et en s’appuyant sur le théo-

réme (3.1) de KOLMOGOROFF -¢t VERTCHENKO®):

(5.4) Si atout point t, d’'un ensemble E < R, correspond un domazne angu- .
laire ouvert A, ayant f, pour sommet et tel que

hmﬁf(t):}:hmﬁf(t) ou lxmyf(t)#hmggf(t)

X >t . ooty
‘EAz teAO, 0

on peut couvrir l’ensemble E avec une su1te dénombrable de courbes rectzfz—
ables. -

. Désignons par B I'image de la fonction f(x, ), ¢ est-a- ~dire posons

B=FE [2—f(x M

@y 2

et désignons par M la famille (évidemmeént - héréditaire et o—additive) des
. sous-ensembles de B dont la projection sur le plan (x, y) appartient a 9.

12) Cf. [5], p. 310.
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Appelons le couple de nombres finis {A, B} différentielle supérieure
généralisée™) au point #,= (X, y,).de la fonction f(x, y), si, en posant z,=
=f(%, ¥o) €t tty=(Xo, Yo, 20), l& plan '
(5.5) z—2z,=A(x— x(,)+B(y Yo)

appartient 4 contgu (t,, B) et si

Timy f(x W —f(x0, Yo) — A(x—X,) = B(y — o) =0,
t>t, lt_tol T ‘

Un raisonnement semblable & celui des démonstrations de (3.7) et (3.10)

" montre que ces deux conditions sont équivalentes aux suivantes:

a) llm‘nf(f) = f(t),

b) contg)y(u(,, B) n’a aucun pomt commun avec le -demi-espace ouvert
2—2y> A(x—x) -+ B(y—0), '
c) le plan (5.5) appartient & .contgw(u,, B).
La définition d’une différentielle- inférieure généralisée étant semblable, on
--constate que si f(x,y) posséde au point £, € Uy en méme temps une diffé-
_rentielle supérieure et une différentielle inférieure généralisées, ces deux diffé-
renitielles extrémes généralisées sont égales et elles fournissent une différen-
tielle généralisée a f(x, y) au point ¢, c’est-a-dire qu’on a
limy L0 — 1o, yo)EA(txl—xa) B(y—y)
t—>t, . — to

En s’appuyant sur les résultats énumérés, on déduit du théoreme B.1),
par une modification légére de.la méthode due 4 S. Saks™), la generahsatlon ‘
suivante du théoréme de HaSLAM-JONES™):

=0.

(5.6) Si a tout point t,€E correspond un domame angulazre ouvert
- Ay, ayant t, pour sommet et tel que

“mmgg) — )] _

C B, ( ”—tol
t€dy

on a E N+Z oit NeN et |Z|=0. Sia touz‘ point tOEE' correspond un
Ay, ayant t, pour sommet et tel que :

+oo,

}HP f(|)t f(lfo) <t oo,
= R

ona E=E+N+Z,0u0 N¢X, |Z'|=0 et f(x,y) posséde une dszerentzelle
supérieure geénéralisée en tous lqs points de E Si a tout point t,€ E” cor-

13) Cf. [9] et [5], p. 309.
Yy Cf. [5], pp. 311 et 312.
) CL [9].
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respondent deux domames angulatres ouven‘s At et Ai, ayanf t, pour sommet
et ftels que .

i JO=1®) ‘f(t) —ft _

ttgtoo I —tol . tte_;t’o l _tol

ona E'=E/+N'+2Z", 0it N'€NX, |Z'|=0 et f(x y) posséde une diffé-
rentielle généralisée en tous les points de Ej.
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