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Sur la structure des ensembles de niveau 
des fonctions réelles à deux variables. 

Par ÁKOS CSÁSZÁR à Budapest. 

1. Soit/(JC, y) une fonction réelle à deux variables réelles, définie et 

•ayant de valeurs finies dans le plan entier (x, y). On considère en Analyse 

•classique des types d'allure de cette fonction au voisinage d'un point (x„, y0) 

qui peuvent être caractérisés par la structure locale des ensembles de niveau 

E[f(x, y) </(*„, y0)], E[f(x,y)^f(x0,y0)], 
X, y x, y . 

E[f(x, y) > /(*„, y0)], E[f(x, y) y0)] 
X, y X, y 

de cette fonction, comme p. ex. les maxima et minima (au sens strict ou au 

sens large). Nous allons étudier dans cet article deux séries de types d'allure 

qui sont caractérisés par la structure locale des ensembles de niveau en ques-

tion dans un domaine angulaire issu du point (^Jo)- Le but de cette note 

•est d'examiner les différentes combinaisons de ces types d'allure qui peuvent 

se présenter dans deux domaines angulaires issus d'un même point et d'établir 

une série de théorèmes qui prouvent que quelques-unes parmi ces combinaisons 

sont exceptionnelles en certain sens. 

De problèmes analogues pour les fonctions à une variable ont été traités 

dans un autre article de l'auteur [1]. La généralisation des notions introduites 

•et des résultats obtenus à des fonctions à plusieurs variables ne semble 

imposer que des difficultés peu essentielles et de nature géométrique. 

2. On va employer dans ce qui suit, pour simplifier la notation, une 

seule variable complexe z — x-\-iy au lieu des deux variables réelles x et y. 
On désignera par S(z0, r0, a, /?) l'ensemble des points 

z = z0 + reif, 0 <r<r0, a<y< fi. 
Considérons une famille 9Î de sous-ensemblès du plan complexe qui 

satisfait aux conditions suivantes: 

(2.1) si A69Î et si ficA, on a 

(2.2) si ( k = l , 2 , . . . ) , on a 
k=1 

On pourra donner le rôle de la famille ïïl p. ex. à la famille des ensembles 

•dénombrables, à celle des ensembles de mesure (plane) nulle, à celle des 
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ensembles de mesure linéaire nulle, à celle des ensembles qui peuvent être 

couverts avec une suite d'ensembles de mesure linéaire finie, à la famille qui 

ne contient que l'ensemble vide, etc. 

Convenons des définitions suivantes: 

a) la fonction f ( z ) a la propriété Cap(yi) au point z0, si 

E[/(z) ^ /(z„), z € S(zn, r, a, /?)] 6 3i 
» 

pour un nombre r > 0 convenable ; 

b) f ( z ) a la propriété C„^(3Î) au point z0, si 

E[/(z) < / ( z » ) , 2 £ S(z0, r, a, /?)] i m 
z 

pour un nombre r > 0 convenable, mais on a pour tout r > 0 

E[f(z) f(zç), z €.S(z„ r, «, /?)]$ 91 ; 
2 

c) f ( z ) a la propriété Oap(9l) au point z0, si l'on a pour tout nombre 

r> 0 

E[f(z) < f(z0), z € S(z0, r, a, 
r 

et 

E\№ >f(z0),ziS(zCl, r, a, ¿)]<£9Î. Z 

On définit les propriétés Dap{3ï) et D'ap(Ti) en remplaçant dans les défi-

nitions a) et b) les inégalités f ( z ) ̂  /(z0) et f{z) <f(z<) par ceiïes f ( z ) ^ f(z„) 
et f ( z ) > /(z0) respectivement. 

On s'appuyera dans ce qui suit sur le théorème suivant, faisant partie 

du théorème de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO sur le contingent des ensembles 

plans [2]: 

(2.3) Si à tout point z0 d'un ensemble E correspondent des nombres 
r> 0 et a<p tels que E S(z0, r, a, j3) = 0, l'ensemble E peut être recouvert 
avec une suite dénombrable d'arcs rectifiables. 

Le grand rôle qui sera joué par les ensembles plans qu'on peut recouvrir 

avec une suite dénombrable d'arcs rectifiables justifie l'introduction de la 

notation pour la famille de ces ensembles et de celle 9î* pour la 

famille des ensembles de la forme N+H, où N€31 et //€,§. Ces deux: 

familles satisfont évidemment à deux conditions analogues à (2.1) et à (2.2). 

On démontre sans peine la généralisation suivante de (2. 3) : 

(2.4) Si à tout point z0 d'un ensemble E correspondent des nombres_ 
r>0 et a < /?••• tels que E-S(z0, r, a, on a E€ 3T. 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par Etqn l'ensemble des points z0 tels. 

que 

(2.5) z„Œ, 

(2.6) £ - s ( z„ , i - , / , , ^ 3 1 . 
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On a évidemment 

(2.7) £ = | I „ 
«=lp, qtn 

J><9 

où R désigne l'ensemble des nombres rationnels (notation qui sera employée 

dans tout ce qui suit). D'après (2.3), les points z0 de l'ensemble Epq„ tels 

que E p < S n - s { z a , 7 t , q - { - = 0 forment un ensemble Mais si 

z0(:Eptn = Ep9H — Eptn, il existe un point: z a £ S j z 0 , , p + n, q + et 

alors S^z,, tfj contient un cercle convenable K„ ayant z0 pour centre. En 

appliquant (2.6) pour Zj au lieu de z0, on obtient E^-K^E-S^, -i-, p, £ 9Î. 

La réunion des cercles K!o contient l'ensemble Epqn, donc la réunion d'une 

suite dénombrable convenablement choisie de ces cercles contient Epqn elle 

aussi. On a donc Ep'qn £ d'où Epqn = E£qn + Ep'qn ce qui montre, d'après 

(2. 7), la' validité de la proposition. 

Nous aurons besoin de la proposition suivante : 

(2.8) Si p<r <s<q^p + Y et 0 <R<R', on a pour un nombre 

« > 0 convenable 

S(z0, R', r,s)—S(z0, R, r, s) a S(z, R', p, q) pour z£S(z0,e, p, q). 

On la démontre sans difficulté par un raisonnement de géométrie élé-

mentaire. 

3. Nous allons étudier dans ce point la question de trouver des com-

binaisons des types d'allure 0^(91),..., Dlp(3l) qui ne se présentent dans deux 

domaines angulaires issus d'un même point qu'exceptionnellement (d'un cer-

tain .point de vue). 

Nous commençons par la démonstration d'un lemme: 

(3.1) Si à tout point d'un ensemble E correspondent des nombres a <p 
tels que f ( z ) a la propriété ÇZp(9ï) (ou £>«/»(90) ce point, on a E — N+K, 
ou et f ( K ) est dénombrable*) 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de considérer le cas de la propriété 

ÇiCR). Désignons par £„ l'ensemble des points z0 tels que les conditions 

suivantes sont remplies pour des nombres a < p (qui peuvent dépendre du 

choix du point z0) : 

(3.2) z ^ E , 

*) Nous désignerons par f(K) l'ensemble des valeurs f(z),z£K. 
A 13 
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(3.3) e [/(z) < f(z0), Z e 5 (z„, i - , «, /îj ] e 3î, 

(3.4) e [ / ( z ) s / ( 2 ^ z€s ( z . , 1 , « , / î )-s ( z 0 , ¡ J L - , a, /s] 

On a évidemment 

(3.5) £ = Î £ „ , 
n = l 

car, /(z) ayant la propriété C^(9Î) au point z0 pour des nombres a < f i 

convenables, on peut choisir un entier positif n0 tel que (3.3) soit valable 

pour on aura 

m 

donc (3.4) sera valable pour au moins un entier n ^ n 0 . 

Considérons maintenant l'ensemble Enpqrs des points z0 tels que 

(3.6) z„££„, 

E [/(z) < /(z„), z É 5 (z„,-1, p, ? j (3.7) €31, 

(3. 8) E [/(z) 5i/(z0), z€s(z0 , ~ , r , s )-s (z„ , , r, s] 

On aura 

(3.9) E - 2 2 > 
n = l p,q,r,stR Jl p < r < s < q<P+ — 

En effet, à tout point z0Ç£B correspondent des nombres rationnels r et s tels 

que a<r <s< fi, s—r < y et que (3.8) soit valable, puisqu'autrement (3.4) 

ne pourrait être valable, l'intervalle a<<p<f i étant la réunion d'une suite 

dénombrable d'intervalles r<<p<s du type en question. En choisissant les 

nombres rationnels p et q tels que a<p<r<s<q<fi, q<p-\-^, (3. 3) 

entraîne (3.7), on a donc z<,Ç.E„PV,, de sorte que (3.9) est la conséquence 

de (3.5). • 

En posant Enpqrs - A {, p < r < s < q < p + Y}> considérons un point 

z0 Ç A. D'après (2.8), on peut choisir un nombre 0 < s < — tel que 

S j z 0 , ^ , r, sj — s(z0,^-j-y, r . s j c s j z , y , p , 
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pour z£S(z0,e,p,q). On a f(z¡)gf(za) pour zx£A-S(z0,s,p,q)-, en effet, 

l'inégalité f(z¡) > f(z0) entraînerait 

ce qui est impossible, le premier membre de la dernière relation n'appartenant 

pas, en vertu de (3. 8), à la famille 31', quant au second membre, il appartient 

à 5Î d'après (3.7) (appliqué pour zx au lieau de z0). En vertu de (3. 7), f ( z ) 
est donc constante sur i4-S(z0, s,p, q), exception faite des points d'un ensemble 

qui appartient à 3Î. 

Désignons par A' le sous-ensemble de l'ensemble A qui contient les 

points z0 tels que A-S(z0, f,p-\-sx, ç + rr) =j= 0. A tout point z0iA' correspond 

un cercle K¡0 ayant z0 pour centre de façon que f ( z ) est constante sur A K,0, 
exception faite des points d'un ensemble qui appartient à 3Ï. Pour le voir, 

on n'a qu'à choisir un point z1€A-S(z0, e,p + 7t, q + ri) et un cercle KZo ayant 

z0 pour centre et tel que A ^ c S ^ , , s,p,q). On peut recouvrir A' avec une 

suite dénombrable des cercles KZo; or, tout point de l'ensemble A" = A—A' 
est le sommet d'un secteur circulaire qui ne contient pas des points de A, 
donc, en vertu de (2. 3), A" i d'où on obtient, d'après (3.9), la proposition. 

On peut démontrer maintenant le théorème suivant: 

(3.10) Si à tout point z0 de l'ensemble E correspondent des nombres 
a < /3 et y <â tels que /(z) a au point z0 une des propriétés C¿/¡(9¡) ou 
D%fs(3i) et en même temps une des propriétés C7d(3î), Dyi(3l) ou Oyô(3l), on a 
Ei3r. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après (3.1 ), on a la décomposition E=N+ 2 

où Ni91* et f ( z ) est constante sur chacune des ensembles E„. Soit Eû l'en-

semble des points z0££» dans lesquels /(z) a une des propriétés Cy«(9î) ou 

Dyô(3ï) pour des nombres y <ê convenables. A tout point z0iE,\ correspon-

dent donc des nombres y<ô et r > 0 tels que Eñ S(z0, r,y,ô)c 
<r E[f(z) =f(z0), z i S(z0, r, y, d)]€ 31, de sorte qu'on a en vertu de (2.4) £„' i 31*. 

A tout point zè En En — En correspondent par contre des nombres y < d 

tels que /(z) a la propriété Ova(9î) au point z ; or, z0 étant un point de En, 

supposons que /(z) ait au point z0 par exemple la propriété CZp(3l) de sorte 

qu'on ait pour r > 0 convenable 

La relation z1iEn-S(za,r,a,P) entraînerait en vertu de l'égalité /(zi)=/(z0) 

l'existence d'un cercle KH ayant z, pour centre et tel que E[f(z) < /(z,), z i KZi ] i 31, 

E f ( z ) ë/(2„), z£S 

ce 

E[f(z) < f(z0), z i S(z0, r, «,/?)]£ 31. 

13» 
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ce qui est impossible, f ( z ) ayant la propriété OytÇJi) au point z¡. Cette con-

tradiction nous assure que l'ensemble E'n'-S(z0,r,a,(i) est vide, donc, d'après 
00 

(2.3), £, '/££. Puisqu'on a la relation £ = N+ £ (Eñ + Eñ'), la proposition 
n=l 

du théorème s'ensuit aisément. 

( 3 . 1 1 ) Si à tout point de l'ensemble E correspondent des nombres a < (t 
et y <ô tels que f ( z ) a en ce point les propriétés Câ^(9î) et D'á(3H) en même 
temps, on a E = N+L, où NÇ9T et on peut couvrir L avec une suite dénom-
brable de cercles de façon que f ( z ) soit constante sur chacun d'eux, exception 
faite des points d'un ensemble qui appartient à la famille 9Î. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après le lemme (3.1), on a la décomposition 
00 

E = N' + 2EH, OÙ N' £ Sí* et f ( z ) est constante sur chacun des ensembles 

En. Soit Enmpqr» l'ensemble des points z0 tels que 

(3.12) 2„€£„, 

(3.13) £ [ / ( z ) < / (2„ ) , 2 Ç S ( z „ , ± , p , % 

(3.14) £ [ / ( 2 ) > / ( 2 0 ) , 2 € 5 ( 2 0 , ¿ , R , s] ] € 9 ? . 

On a évidemment 

(3.15) E = N' + Z Z Z E„mpqri. 
n=l m=-l p, qt r, 8£R 

P<g,r< 8 
Considérons un quelconque parmi les ensembles. £„mi9r, qui figurent 

dans (3.15) et désignons-le par A. D'après (2.3), les points z0ÇA tels que 

A-sjzo,-^-, r-j-7t, s - J - = 0 forment un ensemble A' qui appartient à Soit 

donc z0 un point de A—A' et posons z,Ç A-S^z0,-^, r-f-nr, s-f-yij; la relation 

2065^2,,^-, r,sj entraîne l'existence d'un nombre 0 < e < - ^ ~ tel que 

S(z0, í ,p , q)czS^z1,-^, r, sj , donc de (3.13) et (3.14) (en appliquant cette 

dernière relation pour 2, au lieu de z0), vu l'égalité f(z1)=f(z0), on obtient 

E[f{z) #=/(z0), 2 Ç S(z0, s, p, q)) € 31. 
t 

Désignons par Ak l'ensemble des points z0 tels que 

(3.16) z^A—A', 

< 3 . 1 7 ) 
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On voit d'après ce qui précède que 

(3.18) A - A ' = £ A k . kz=z 1 -

En désignant par Ai l'ensemble formé par les points zaÇ.Ak tels que 

,p + yt, q + = on a d'après (2.3) la relation Ak Soit 

donc z0Ç.Ak—Ai et posons Zi£Ak-s{z<,,-^,p-\-zc,q -f-rrj ; la relation 

zo^sjzi.-i-,p,çj entraîne l'existence d'un cercle KH ayant z0 pour centre et 

tel que Kt<tc.s\zx,^ ,p,q^, donc, en appliquant (3.17) pour Zi au lieu de 

z0, on a 

f(z)=^f(z1),z^S\zu^,p,q €91, 

La fonction f ( z ) est donc constante sur exception faite des points d'un 

ensemble qui appartient à 9Î. On peut recouvrir naturellement Au—Ai avec 

une suite dénombrable de ces cercles K¡(¡, de sorte qu'on a en vertu de 

(3.18) la décomposition 

A-A' = ¿AÍ + Z(A>c—AÍ), 
k=l k=l 

OD 00 
où Z-Ak^ÍQ, et on peut recouvrir l'ensemble Z (Ak—Ai) avec des cercles du 

k=l k=l 

type indiqué dans le texte du théorème. Vu que on en obtient aisément 

la proposition. 

Les théorèmes (3.10) et (3.11) qui précèdent montrent que quelques-

unes parmi les combinaisons des propriétés Cap(3ï),..Dlp(9ï) ne peuvent 

se présenter qu'exceptionnellement en deux domaines angulaires quelconques 

issus d'un même point: Par contre, dans le théorème (3.19) qui va suivre; 

il est essentiel de parler de deux domaines angulaires opposés par le sommet, 

puisqu'en les remplaçant par deux domaines angulaires quelconques issus 

d'un même point, la proposition serait évidemment fausse. 

(3.19) Si à tout point de l'ensemble E correspondent des nombres a<p 
tels que f ( z ) a en ce point les propriétés Cap(9l) et Ca+n.p+nÇR) en même temps, 
on a £€9Ï*. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit Enpq l'ensemble des points z0 tels que 

(3.20) z„€£, 

( 3 . 21 ) E [/(2) 5 I / ( 2 0 ) , 2 € 5 [z0, -i-, p, <?) + S (20, -¿7, p + 7T, q + « ) ] É 91. 
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'On a évidemment 

(3.22) E ^^ Enpq. 
n = l p,qiR 

P<9 

En désignant par E„Pq l'ensemble des points z0 £ Enpq tels que 

/(z) = f(zô) pour zÇ.E„pq-S^z0,-^- ,p + 7i, ç + rrj, on a en vertu de (3.21) 

Enpq-S^Zo,-^,p + 7t, pour ZfiiEnpq, donc, d'après (2.4), E^pg€3l\ 

Soit maintenant z0£Enpq—E'npq = E"pq et posons 

z1 € E„pq • S | z0, —, p + N, Q + TI I, 

La relation z0€s|z1,-^-,p,q^ entraîne l'existence d'un cercle KZa ayant z0 pour 

centre et tel que 

E[f(z)^f(zQ),ziK!t>}ŒE 
Z z 

En désignant donc par Enpqm l'ensemble des points z0 tels que 

( 3 . 2 3 ) ZQ ( Enpq J 

€31. 

(3.24) 

on aura 

(3.25) 

/ ( 2 ) ^ / ( 2 0 ) , | z - Z „ | < - l ] < ^ , 

Enpq En 
m= 1 

Considérons maintenant un quelconque parmi les ensembles Enpqm qui 

figurent dans (3.25) et désignons-le par A. Soit za£A et posons 

c = sup • /(z). 

2m 

S'il existe un point zx tel que |z,—z0| < z^i A,f(zl) = c, on conclut en 

appliquant (3.24) pour zx au lieu de z0 que 

E l z - z ^ K ^ . z Ç À f i z ) ^ f ( z 1 ) , \ z - z 1 \ < ^ l . 

Si par contré il n'y a pas de point jouissant des propriétés en question, soit 

{zk} une suite telle que 

zk£A, \zk—Zo| < 
2m ' f(Zk) — c; 
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on aura en ce cas 

d'où en appliquant (3. 24) pour zk au lieu de z0 

>.-z0\<¿,^^€91. 

Cette relation dernière étant valable dans l'un et l'autre cas, on conclut, eu 

égard à ce que l'on peut recouvrir l'ensemble A avec une suite dénombrable 

des cercles \z—z0\ < que A = Enpqm € 9?, donc, d'après (3.25), que 

Enpq £ 9Î. L'ensemble Eûpq appartenant à la famille 9Î*, on a donc Enpq € ïïl* 

et on en obtient la proposition en vertu de (3.22). 

4. Nous allons étudier dans ce qui suit la structure "approximative" 

des ensembles de niveau. Désignons à ce but par |£| la mesure plane exté-

rieure de Lebesgue de l'ensemble E et convenons des notations suivantes : les 

nombres a < \-2TT étant donnés et E étant un ensemble plan quelconque, 

soit 

et 

D(E,za,a, fi) = lim \ Ef} z«> r> . ' 

Si D(E, z0,a, fi) = D(E, z0,a, fi), nous désignerons la valeur commune de ces 

deux limites par D{E, z0, a, fi). On voit aisément que le théorème de Lebesgue 

sur les points de densité *) s'applique aux limites que nous venons d'intro-

duire, c'est-à-dire qu'on a le théorème suivant : 

(4.1) E étant un ensemble plan quelconque, on a en presque tous les points 
de E l'égalité D(E, z0, a, fi) =\ pour a < fi^ a + 2JT arbitraires. 

On a en outre les inégalités suivantes : 

(4 .2 ) 0 s D(E, z0, a, fi) ^ D(E, z„, a,fi)^\ 

pour a < fi^a-\-2n quelconques ; 

(4. 3 ) D(E, z0, a', fi') ^ D(E, za,a,fi) 

et 

D(E, z0 , « ' , fi') ^ z0, a, fi) 

pour a ^ a' < fi' ^ fi^ a -f 2n. 

*) Voir p. ex. SAKS [3], p. 117. 
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Les définitions suivantes correspondent à celles du n° 2 : 

a) La fonction /(z) a la propriété rap au point z0, si on a D(E, z0, a, fi) = 0 

pour l'ensemble E[f(z)^f(z0)] = E. 

b) f ( z ) a la propriété rip au point z0, si on a D(E', z0, a,fi) = 0 pour 

£ ' = £[/(z)</(z„)], mais D(E,z,a,fi)> 0 pour E = E[f(z)^f(z0)]. 
i i 

_ c) /(z) a la propriété £2ap au point z0, si on a D(E',z0,a,fi)> 0 et 

£>(£", z„, a, fi)>0 pour E' = E\f(z) </(z0)] et £ " = £[/(z) >/(z0)]. 
* s 

On obtient les définitions des propriétés ¿¡a? et Jâp en remplaçant dans 

les définitions a) et b) les inégalités /(z)^/(z0 ) et f ( z ) < f(z0) par celles 

f ( z ) ̂  /(z0) et f ( z ) >f(z0) respectivement. 

5. Nous allons établir des théorèmes analogues à ceux du n°3. Nous 

commençons par la démonstration du lemme suivant: 

(5. 1) Si à tout point z0 de F ensemble E correspondent des nombres 
r0> 0 et a < fi s a -f 2 ri tels que 

D(E[f(z) < /(z0), zÇ E], z„, a, fi) = 0 

2 

et qu'on ait f ( z ) ̂  f(z0) pour z£E S(z0, r0, a, fi), on a E = N+Q, où 
\N\ = 0 et f(Q) est dénombrable. 

Démons t r a t i o n . Soit Enpq l'ensemble des points z0 tels que 

(5.2) z0€£, 

(5.3) f ( z ) ^Az» ) pour z ^ £ - 5 ^ 0 , y , A ? ] , 

(5.4) D (£[/(z) < / ( Z o ) , 2 € E), z„, p, q) = 0, 
2 

i5.b)\EU(z)<f(z0),z£E]-S(z0,r,p,q)\<\\S{z0,r,p,q)\ pour 0 < r = i — . 
ï . fl 

Nous allons prouver que 

(5.6) E = Z 2 EnPq. 
>i=l p,qiR 

P<9<P + |-

En effet, en déterminant pour z 0Ç£ donné les -nombres r0, a et fi qui corres-

pondent par hypothèse au point z0, (5.3) est valable lorsque ~ = A) et 

« g p < g S Â (5.4) est vrai d'après (4.2) et (4.3) lorsque a ^ p <q ^ f i , 

et, après avoir fixé les nombres rationnels p et q < P + qui satisfont à 

cette dernière inégalité, (5. 5) est aussi valable pour n suffisamment grand. 
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En vertu de (5.6), la proposition du lemme sera démontrée si on 

établit une décomposition 

7) Enpq NIipq Q„pq 
pour chacun des ensembles Enpt qui figurent dans (5.6), où | Nnpq | = 0 et 

f(Qnpq) est dénombrable. 

Considérons donc un ensemble E„pq figurant dans (5.6). Si | Enpq | = 0, 

(5.7) est évidemment valable. Supposons donc que la mesure extérieure de 

l'ensemble A = Eupq soit positive. Désignons alors par A„ l'ensemble des 

points z0 tels que 

<5.8) z0(:A, 
3 1 

<5.9) \A-S(z0,r,p,q)\>-^\S(z0,r,p,q)\ pour 0 — . 

On a d'après (4.1) 

(5.10) A = B+ZAm, 

où |fi| = 0. 

Soit z 0€A m et supposons qu'on puisse trouver une suite {zk} te|lex|ue, 

en posant â = min j -i-, j , 

(5.11) Zk£Am-S(Z(,, â, p, q), zk-*z0, f(zk) < f(z0). 

Il s'ensuit de l'inégalité q—p< ^ que 

(5.12) S(zk,ôk,p,q)d S(z0, â, p, q), où on a posé âk = ô—\zk—z0|. Puisque dk —- à, on a encore 

(5.13) |S(A,d,,p,9)|-^|S(20,d,p,9)|. 

ôk étant moindre que en appliquant (5.3) pour zk au lieu de z0, 

A S(zk, âk, p, q) c: E[f(z) ^ f ( z k ) , z Ç £]S(z*, dk, p, q) a 
z 

c E[f(z) < f(z0), z g £]S(z„, â, p, q), 
M 

eu égard à (5. 11) et (5.12); donc, en vertu de (5.5), 

| A S(zk, ôk, p, ç)| < ~ |S(z0, à, p, q)|, 

ce qui entraîne d'après (5.13) pour k suffisamment grand 

\AS(zk,dk,p,q)\<^\S(zk,âh,p,q)\, 

et ceci fournit en appliquant (5.9) pour zk au lieu de z0, vu l'inégalité 

à k < à ^ L — , une contradiction. 
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On voit donc qu'il n'y a pas dé suite {zk} qui satisfait à (5.11). A tout 

point z0 € Am correspond donc un s, 0 < « g d, tel que , 

z£Am-S(z0, s, p, q) entraîne f ( z ) s f(z0), 
d'où, vu (5.3), , 

z £ Am-S(z0, s, p, q) entraîne f(z)=f(z0). 

En désignant donc par Ame l'ensemble des points z0 tels que 

(5. 14) z0€Am • 

et que 

(5. 15) z £ Am • S{z0, y , p, q) entraîne f ( z ) = f(z0), 

on a 
OO 

(5.16) A„ = ^ A m 3 . 

«=i 

Soit Am3 l'ensemble des points z0£Ams tels que 

1 & Ans-SiZo.-j, p + 7t,q + ?c) = 0. 

En vertu de (2. 3), on a A'm, £ donc = 0. Si par contre za 

soit Zj € P + n> 9 + on a alors za € p, ç j , il existe 

donc un cercIeV^0.ayant z0 pour centre et tel que A ^ c S ^ , - ^ - , p, ç j . En 

appliquant (5. 15) pour zx au liéu de z0> on conclut que f ( z ) = f(z1) pour 

z€Ams-K0. On peut recouvrir l'ensemble -A,™—A'ms avec une suite dénombrable 

des cercles K2q, ce qui nous assure que /(A™,—A'ma) est dénombrable. On a 

donc Am, = Bma + Cms, ou | fi™ | = 0 et /(Cms) est dénombrable; eu.égard à 

(5.16) et à (5. 10), ceci entraîne (5. 7). 

En s'appuyant sur (5. 1), on démontre le théorème suivant: 

(5.17) Si à tout point de l'ensemble E correspondent des nombres 
«<|îg a + 2 7i tels que f ( z ) a la propriété r'p en ce point, on a E = N-\- Q, 
où |AT| = 0 et f(Q) est dénombrable. 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par Enm l'ensemble des points z^E 
auxquels correspondent des nombres A < ¿? = « + 2TT tels que" 

(5.18) D{E[/(z)^f(z0)},z0,a, P)>)~, 
2 »» 

(5-19) D(E[f(z) < /(*,)], z„ a, /?) = 0, 
2 

,(5. 20) | E [ f ( z ) < f(z0)] S(z0, 2", a, fi)\ < |S(z0, 2"", «, fi)\, 
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(5. 21) |£[/(z) = /(z0)](.S(z0, 2~n, a, fi)-S(z0, a, fi))\ > 
2 

> |S(z„ 2"", a, fi)—S(z0, 2~"~l, a,fi)\. ' 

Nous allons montrer que 

(5.22) £ = Î Î £ „ . 
n - 1 m=l 

En effet, z0 étant un point quelconque de l'ensemble £ , (5.19) est valable 

pour des nombres « < fi s a -+- 2tt convenables et, pour les mêmes nombres 

a et fi, (5.18) a aussi lieu lorsque m et suffisamment grand. En fixant 

l'entier positiv m, on peut choisir un nombre naturel n0 tel que (5.20) soit 

valable pour n^nQ. Si (5. 21) n'était vrai pour aucun entier n a na, à tout 

nombre 0 < r < 2""° correspondrait un nombre naturel nt tel que 2~'l'~1 ̂  r<2'n' -r 

on aurait donc n, ^ n0 et 

S(z0, 2""'"1, a , fi) c S(z0, r, a , f i ) c= 

c: 2 IS(Z0, 2-, a, fi)-S(z0, r 1 , «, M 
n~nl 

donc 

I £ [ / ( - ) =/(2,O)]-5(Z0, r, a, fi)\^ 
2 

Si i \E[f(z)=f(z0)}-(S(zn, 2-, fi)-S(z0, 2~n~\ a, fi))\ m . 
n=r l j 2 

^ i ¿ r \S(Zo, 2 ", o, fi)-S(z0, 2-'-\ cc, fi)I = 

= |S(z0,2'"', a, fi)| = 1 |S(z„, 2-"'-1, /î)| ^ 1 |5(z0, r, «, 

Ceci entraîne que 

D ( £ [ / ( z ) = / ( z 0 ) ] , z „ , K , / î ) ^ l , 

donc, vu que 

D(£[/(z)</(z„)],z0 ,«, fi) — 0, 
2 

l'inégalité (5.18) est impossible. Cette contradiction montre que (5.21) a lieir 

pour .au moins un entier n ^ n 0 , donc que z0£E„m. 
Ceci établi, soit Enmpq l'ensemble des points z0€£*m tels que l'on puisse 

choisir deux nombres y et ô > y de façon que l'on ait 

71 2 
(5.23) y<p<q<â g 7 + -2» 9~P>1J(ô—Y)' 

(5. 24) D(E[f(z) < /(z„)], z0, p, q) = 0, z 
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(5. 25) \ E \ f ( z ) <f(Zo)] S(z0, T", y, d)| < 2 " , y, d)|, 

(5.26) | E[f(z) =/(z0)]-(S(2„, 2 " ,p, q)—S(z0, T"'1, p, 9))| > 
t 

> 2-n,p,q)-S(z<>,2-n-\p,q)\. 

Nous allons montrer que 

(5. 27) ENM  =T ^ ENRNPQ' 

P,itR 

P<«<P + -|J-

En effet, à tout point z0€E„m correspondent des nombres a <fi^a + 2?r 
tels que (5.19), (5.20) et (5.21) soient valables. (5.21) entraîne qu'en parta-

geant l'intervalle (a, fi) en quatre intervalles égaux et en désignant l'un des 

intervalles obtenus par (y, d), on a 

<5. 28) \EU(z) =№HS{z» 2"", y, d)-S(z0,2—1, y, d))| > 
. t 

> J j - |S(z„, 2-, y, d)-S(z0,2"~\ y, S)|. 

Après avoir choisi les nombres y et d de sorte que (5.28) ait lieu, con-

sidérons deux suites {pk} et {<7*} de nombres.rationnels telles que 

2 
(5. 29) y <: pM < pK < qk < qk+i < d, qk—pk > y (d— y ) 

et 
Pk y, qk à. 

Puisque 

IE[f(z) =f(2o)]•№, 2-\pk, qk)-S(z0, 2~"~\pk, qk))\ -
t 

|E[f(z) =/(2o)] (5(e0,2-, y, d)—S( z 0 ,2"- 1 , y, d))| 
Z I 

et 

|S(z0,2", a , <7,)-S(z0, 2 — ç * ) | - |5(zb, 2 " , y, d)-S(z0, 2">-\7, d)|, 

en posant pk=p et qk = q pour un entier k suffisamment .grand, (5.26) est 

valable en vertu de (5.28). En même temps, (5. 23) aura lieu d'après (5.29), 

ainsi que (5. 25), vu l'inégalité 

\E[f(z)<m]-S(z0,2-n,y,d)\^ 
g 

Si |E[/(z) </(z0)]-S(za, 2-, a, < 2 " , a, fi)\ = 

= -gL|S(z„,2-",7,d)| 
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qui découle de (5. 20). (5.19) entraîne enfin, eu égard à (4.2) et à (4.3), 

la relation (5. 24), c'est-à-dire qu'on a Z> ̂  Enmpq • 
En posant Enmpq = A, considérons un point z0€A. Supposons qu'il existe 

une suite {zk} telle que 

(5.30) zk£A S(z0, +<x>,p + 7t,q + 7c), f(zk) < f(z0), zk — z0. 

En vertu du lemme (2.8), on a pour k suffisamment grand 

S(zk) 2"", p, q)-S(zk, 2-l-\p, q) c 5(2», 2"n, -/, ô), 
de plus, d'après (5. 23), 

|S(zt, 2'n,p, q)-S(zk,2-n \p,q)\ > ^\S(z0, 2 " , y, ô)\. 

En appliquant donc (5. 26) pour zk au lieu de z0 et d'après (5.30), on a 

pour k suffisamment grand 

g ^ |S(z„, 2-, r,fi)\<-^\S(zk,2-n,p,q)-S(zk, 2-n'l,p,q)\ < 

< |E[f(z) =f(zk)]-(S(zk, 2~",p, q)—S(zk, 2""1, p, q))\ ^ 
t 

^ |£[/(z) </(2„)]-5(2„, 2"', d)|, 
t 

ce qui est impossible en vertu de (5. 25). D'après ce qui précède, il n'existe 

pas de suite {zk} satisfaisant à (5.30); en désignant donc par As l'ensemble 

des points z0 € A tels que 

(5.31) № ^ f ( z 0 ) pour ziA-S(z„^j,p + 7r,q + n), 

la décomposition 
X 

(5.32) A = 2 A s 
s = l 

aura lieu. 

Ceci établi, considérons un point z<,Ç.À,. En choisissant un point 

^ i A . - S ^ O , ! , / ? , ^ , on aura 20€J4S-S^2Î, Y , p + rc, ? + donc, en appli-

quant (5.31) pour 2j au lieu de z0, on obtient /(z0) s /(z,). Ceci montre que 

z£A,-s(z„, entraîne /(z)^/(z„) . 

L'égalité 

D(E[f(z) < /(2„), 2 € As], 20, p, q) = 0 t 
ayant lieu d'après (5.24), il s'ensuit du lemme (5.1) que As = B,-\-C», où 

|fi«| = 0 et l'ensemble / (G ) est dénombrable. En vertu de (5.32), (5.27) et 

(5.22), la proposition en découle. 
/ 
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C'est clair que l'énoncé du théorème (5. 17) reste valable lorsqu'on 

remplace l'hypothèse que la fonction f ( z ) a la propriété r iß en tout point de 

£ par celle que f ( z ) jouit de la propriété dlß en tout point de cet ensemble. 

En faisant usage de ce théorème, nous démontrerons le théorème suivant: 

(5. 33) Si à tout point z0 de l'ensemble E correspondent des nombres 
a < ßgk a + 2n et y <ó^y + 2n tels que f ( z ) a au point z0 une des pro-
priétés riß ou et en même temps une des propriétés r y i , Jyi ou S2yi, 
on a |£| = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . En désignant par £ ' et par £ " respectivement les 

parties de l'ensemble £ aux points desquelles f ( z ) a la propriété r l 9 ou J l ß 

pour des nombres a < ß ^ a - \ - 2 t i convenables, on a d'après (5.17) les 

décompositions 

'(5.34) E' = N' + Í Q ' n , £ " = A T + ¿ Q « , 
n = ] n=l 

où |W| = |W| = 0 e t f ( z ) e s t constante sur chacun des ensembles Q'„ et 

Q'ñ. Si à un point z0(:Q« correspondent des nombres y < ô ^ y + 2?c tels 

que /(z) jouit de la propriété r ya ou de celle Jy» au point z0, on a 

évidemment D(Q'n, z0, y, à) = 0, donc, d'après (4.1), l'ensemble de ces 

points est de mesure nulle. 

Soit Ac Qú la partie de Q'„ qui contient les points Zo auxquels corres-

pondent des nombres y < ô ^ y + 2rc tels que /(z) a la propriété Í2ys au 

point z0. En désignant par Am l'ensemble des points za€A tels que 

(5.35) D{E[f(z)<f(z0)],z0,y,d)>±-
z m 

pour des nombres y < ô ^y-\-2rt convenables, on a évidemment 

(5.36) A = 
m=1 

Considérons un point z0 € Am. On peut choisir deux nombres a < ß ^ a -f-
+ 2TT tels que 

D(E[f(z)<f(z0)],z0,a,ß) = 0, 
2 

il existe donc un nombre t > 0 pour lequel on a 

(5.37) \E[f(z)<f(z0)]-S(z0,r,a,ß)\<^\S(z0,r,a,ß)\ pour 0 < r ^ s . 

En fixant un nombre 0 < r s et en considérant un point z, ̂ 7lm-.S(Zo, r, a, ß), 
on peut construire en appliquant (5.35) pour Zj au lieu de z0 une suite {/*} 

et on peut trouver des nombres y < ô^ y + 2ix tels que 

(5.38) rk>0, rk-+ 0, 

(5. 39) S(z,, rk, y, ô)cz S(z0, r, a, ft), 

( 5 . 4 0 ) . \E[f(z)<f(z0))S(z1,rk,y,d)\> - I - 1 5 ( ^ , ^ , 7 , 0 ) 1 , 
2 /71 
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€u égard à ce que f(z¡) = f(z0), f{z) étant constante sur A. En vertu du 

théorème de, VITALI*), il existe une suite {5P} des ensembles 5(2,, rk, y, ô) telle 

que SPl -SPí = 0 pour /?, ={= p2 et 
CD 

Am-S(z0,r,a, fi)czB + Z S P , 
P=I 

où | fi| = 0. On aura donc d'après (5.40), (5.39) et (5.37) 

| Am-S(z0, r,*,fi)\^Z\SP\<m£\E[f(z) < /(2„)]-5P| = 
p== 1 p=\ z 

m £ [ / ( 2 ) < / ( 2 „ ) ] ( ¿ 5 P ) 

Ë m \E[f(z) < / ( 2 „ ) ] - 5 ( 2 „ , r, a, fi)I < I - 1 5 ( 2 „ , r',a,fi)J. 

Ceci étant valable pour 0 < r ^ s, on a D(Am, z0, a, fi) ^ y . Puisque 20 

^tait un point quelconque de Am, on a d'après (4.1) \Am \ = 0 et, vu, (5. 36), 

j,4| = 0 , ce qui entraîne = 0. On démontre par un raisonnement analogue 

que | Q» | = 0, d'où découle d'après (5. 34) la proposition. 

Tandis que (5.17) et (5. 33) sont analogues à (3. 1) et à (3.10) respec-

tivement, le théorème suivant correspond à (3.19): 

(5.41) Si à tout point de Vensemble E correspondent des nombres a, fi 
{a < fi ^ a + 2n) tels que f ( z ) a la propriété Faß et celle ra+7i, ß+x en ce point, 
on a |£| =0. 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons par Epq l'ensemble des points z0 tels que 

(5.42) z0ÏE, 

<5. 43) D(E[/(z) ^ f(z0)l, 2„, p, q) = D(E[f(z) ^ /(*»)], 2„, p + rt^q + n) = 0. 

On voit aisément que 

(5.44) £ = Z Epq. x p.tiR 
P<I<P + -G-

En effet, à tout point z0^E correspondent d'après (4.2) et (4. 3) des nombres 

rationnels p et q<p + ^r tels que a<p<q<fi, donc Zo^E, 
2 

'VI ' 

i En désignant par K(z0,r) le cercle |z—z0\ < r, considérons pour 

n = 1,2, . . . l'ensemble Epq„ des points z0^EPq tels que 

' _ \E[f(z)^f(z0)]-K(z0,r)\ j 

•) Voir p. ex. SAKS [3], p. 109 . 
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Soit e un nombre positif moindre que l'unité et désignons par f̂ pgnm 

l'ensemble des points z0Ç. Epqn tels que 

( 0 < r g — entraîne 

(5.46) < m 

I IE[f(z) ^ / ( z 0 ) ] S ( z 0 , r,p, q)| < 2yr \S(z0, r,p, q)|, 
{ ' i H » 

où on a posé <o=q—p. On a d'après (5.43) 
OD 

( 5 . 4 7 ) Epqn Epqnm • 
m = l 

En posant Epqnm = A, considérons un point z0 € A. En vertu de (5.45), 

on peut construire une suite {r*} telle que 

(5.48) 0 < / * < — — - -, r* —0, 

- fcH 
(5.49) \E[f(z) g f(z„)]K(z0, rk)\>±-\K(z0, rk)| = JL ' 

g il il 

Posons en outre 

4 (5.50) 4 = — Sk: = S(z0,lk,p-\-7r,q+7T), 

(5.51) Tk = S(z0,lk,p + n,q+n)—<s(z0- ^ e ^ , + oc,p + n,q + ^ 
s i n y 

On voit aisément que pour tout point z^A-Tk 

S(z,,tk + rk,p,q)z> K(z0, rk), 
donc que, d'après (5.49), 

(5. 52) \EV(z)^f(z0)) S(zu lk+rk, p, q)\ > 
* 

> -j-rg>r = " 2 y r • |S(zlt p, <7)1, 

n - ^ + l ) " 
A f ® 

eu égaiid à ce que, d'après .(5^50), — 

• P, q)| = ( h + n f ^ A ^ + l]3|-

Vu que d'après (5.48) lk + rk = 4- l|>fc < Jj-, on obtient en appliquant 

(5.46) pour au lieu de-z* l'inégalité " 

| £ [ / ( 2 ) ^ / ( z 1 ) ] S ( 2 1 , f > + r> ,p , ( ? )|< , , 2 \S(zulk + rk,p,q)\, 
CD 
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ce qui entraîne en vertu de (5.52) que /(z,) < /(z0). En résumant notre 

raisonnement, on a donc 

(5.53) /(z)</(z„) pour ziATk. 

Puisqu'on a encore 

|A-(Sk~ Tk)|=i | Sk-Tk\ < 2hrk = t= fk~ t = f |5»|, 

on conclut en s'appuyant sur (5. 53) que 

\A-Sk\?à*\Sk\ + \Elf(z)<f(z0)]-Sk\. 

D'après (5.50) et (5.48), lk-* 0 lorsque donc (5.43) entraîne que 

•O , 
l & l 

d'où 

l im , c , g K l 
|Ofc| • 

et 
D(A,z0,p-{-ïT,q-fy/)<l. 

Ceci étant valable pour tout point zSA , on a d'après (4.1) ]J4 | = 0, donc 

vu (5.47), |EP9„|=0. Cela veut dire en vertu de (5.45) que l'on a pour 

presque tous les points z„ de l'ensemble Epq la relation 

< 5 5 4 > J i ? . . ' = ° -

En désignant donc par Bs l'ensemble des points z0 tels que 

(5. Epq f 

(5.56) \E{f(z)êf(z0)]-K(z<>,r)\<±\K(z0,r)\ pour O c r g l , 

(5. 54) entraîne la décomposition 

(5.57) E P , = C + Z B „ 

Ï---1 

ou |C| = 0. 

Considérons maintenant un point z„£Bs. Soit K un cercle de rayon 

g qui contient z0 et désignons par K0 le plus petit cercle ayant Zo pour 

centre et contenant K. C'est évident que le rayon de Kb ne dépasse pas 

1 
et que \KQ\^4\K\. On a donc d'après (5.56) 

' 8 " " " ' 2 
(5. 58) | E [ f { z ) s§/(z0)]-À'| g | £[/(?) 3= /(z„)]-K9\ < \ |/C„| g \ \K\. 

A H 
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Soit 0 < r < ,.et. posons 

A i = sup f(z). 
i € B , . K ( t „ , r ) 

Choisissons une suite {zk} telle que 

zk € B, K(z0, r), /(z*)^/(**), f(zk) —• M, 
en particulier, si f ( z ) prend la valeur Ai sur l'ensemble BaK(z0,r), soit 

f(zk) = M. En posant 

Dk = E[f(z) ^f(Zk)) Bs K(z0> r), g 
on a donc 

00 

(5.59) Dk <= DM et B,-K(z„r)=*ZDk, 
fc=i 

de plus, en appliquant (5.58) . pour ,zk au lieu de z„ et pour K(z0, r) au lieu 

de K, il s'ensuit que ' \ 

- m : ^ ± \ K ( z 0 , f ) \ . 

On conclut donc que, d'après (5.59), l'inégalité 

\BsK(za,r)\ = \im)Dk\^^\K(z0,r)\ 

a lieu pour 0 < r < " ¿ " » c e Qui entraîne en vertu de (4.1) que |ßs| = 0. 

Ceci prouve en faisant usage de (5.57) et de (5.44) que |£| = 0, ce qu'il 

fallait démontrer. 

Remarquons encore que le théorème (5.17) devient presque évident si 

l'on ne considère que des fonctions f{z) mesurables. En ce cas, on peut 

même l'énoncer sous la forme suivante plus précise : 

(5.60) Si à tout point de l'ensemble E correspondent des nombres a, ß 
(a < ß -& a-\- 2JT) tels que la fonction mesurable f ( z ) a la propriété riß en ce 
point, l'ensemble f(E) est dénombrable. 

En effet, on a par hypothèse 

| £ [ / ( * ) = / ( 2 O ) ) | > 0 Pour Z „€£ , . g 
ce qui entraîne, /(2) étant mesurable, la proposition. ~ 
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