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Sur la structure des-ensembles de-niveau
des fonctions réelles a deux variables.

Par Akos CSASZAR a Budapest.

1. Soit f(x,y) une fonction réelle & deux variables réelles, définie et
ayant de valeurs finies dans le plan entier (x,y). On considére en Analyse
classique des types d’allure de cette fonction au voisinage d’un point (x,, y,)
qui peuvent &tre caractérisés par la structure locale des ensembles de niveau

ECop) <fl, 3] Elfx )= f(%, 3],
EU9)>f(x0 p)), ELf 7) 2 f (%0, 2]

de cette fonction, comme p. ex. les maxima et minima (au sens strict ou au
sens. large). Nous allons étudier dans cet article deux séries de types d’allure
qui sont caractérisés par la structure locale des ensembles de niveau en ques-
tion dans un domaine angulaire issu du point (x,, y,). Le but de cette note
est d’examiner les différentes combinaisons de ces types d’allure qui peuvent
se présenter dans deux domaines angulaires issus d’un méme point et d’établir
une série de théorémes qui prouvent que quelques-unes parmi ces combmaxsons
sont exceptionnelles en certain sens.

De problémes analogues pour les fonctions & une variable ont été traités
dans un autre article de I'auteur [1]. La généralisation des notions introduites
et des résultats obtenus a des fonctions a plusieurs variables ne semble
imposer que des difficultés peu essentielles et de nature géométrique.

2. On va employer dans ce qui suit, pour simplifier 1a notation, une
seule variable complexe z=x-7iy au lieu des deux variables réelles x et y.
On désignera par S(zo, o, @, 8) 'ensemble des points

2=z,tre?, 0<r<r, a<p<p

Considérons une famille % de sous-ensemblés du plan complexe qui

satisfait aux conditions suivantes: :

{2.1) si A€ etsi BcA, ona BEN;
2.2) si AvER (k=1,2,...), ona > AN
k=1 .

On pourra donner le role de la famille 9 p. ex. 4 la famille des ensembles
dénombrables, & celle des ensembles de mesure (plane) nulle, a celle des
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ensembles de mesure linéaire nulle, a celle des ensembles qui peuvent étre
couverts avec une suite d’ensembles de mesure linéaire finie, & la famille qui
ne contient que I'ensemble vide, etc.
Convenons des définitions suivantes:
a) la fonction f(2) a la propriété C.p(N) au point z, si
E[f@)=f(2), 2€S(2, 1, ¢, B)| €N

pour un nombre r >0 convenable; :
b) f(z) a la propriété. C2p(N) au point z,, si
E[f(2) < f(z0), 2€S(20, 1, &, 8)]EN

pour un nombre r >0 convenable, mais on a pour tout r >0

Elf(G)= 1), 2€8Gu T, ¢, £)ER;

¢) f(2 ala propriété O.3(M) au point z,, si 'on a pour tout nombre
r>0

f?[f(z) <f(20), 2€S(20, 1, @, B) | €N

etl

zE[f(z) > f(2), 2€ S 20, 7, @, B)|EN.

On définit les propriétés D.p(N) et Dis(N) en remplagant dans les défi--
nitions a) et b) les inégalités f(2) =f(z,) et f(z) <f(z) par celles f(z) = f(z)

et f(2) > f(z) respectivement.
On s’appuyera dans ce qui suit sur le théoréme suivant, faisant partie

du théoréme de KOLMOGOROFF et VERTCHENKO sur le contingent des ensembles.
plans [2]:

(2.3) Si a -tout point z, d’un ensemble E correspondent des nombres-
- 1>0 et a< p tels que E-S(2,, 1, @, 8)=0, l'ensemble E peut étre recouvert
avec une suite dénombrable d’arcs rectifiables.

Le grand réle qui sera joué par les ensembles plans qu’on peut recouvrir
avec une suite dénombrable d’arcs rectifiables justifie I'introduction de la.
notation © pour la famille de ces ensembles et de celle N* pour la
famille des ensembles de la forme N-+H, oi NER et HEH. Ces deux
familles satisfont évidemment & deux conditions analogues a (2.1) et & (2.2).

On démontre sans peine la généralisation suivante de (2.3):

(2.4) Si a tout point z, d’un ensemble E correspondent des_nombres__
r>0et a<ptels quée E-S(2,,1,e,8)€EN, on a EEN".

"Démonstration. Désignons par E,. I'’ensemble des points z, tels
que .
(2.5) Z,€E,

(2.6) E-S(zo, %,p, q)_esn. .
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On a évidemment

(27) . E=ﬂf Z pqn »

1p, g€
I"q

olt R désigne ’ensemble des nombres rationnels (notation qui sera employée
dans tout ce qui suit). D’aprés (2.3), les points 2, de I'ensemble E,,. tels

que Eppn-S (zo, —’11—,' p+n,'q+n) =0 formént un ensemble E;,.€$. Mais si
2,€ Epgn = E,,q,, Ejn, il exlste un pomt 2 € Epgn-S (zo, —,ll— , P+, q-{-n) et
alors S (z,, F’,p’ q) contient un cercle convenable K, ayant 2, pour centre: En

appliquant (2. 6) pour 2, au l_ieu de z,, on'obtientb Ey-K,cE-S (z1 , 7]7 A q) €EN.

La réunion des cercles K., contient 'ensemble Ej;., donc la réunion d’une
suite dénombrable. convenablement choisie de ces cercles contient Ej;, elle
aussi. On a donc Ep. €N, d'olt Epgn=Egum+ Epn ce qui montre, d’aprés
(2.7, la' validité de la proposition.

Nous aurons besoin de la proposition suivante :

(2.8) Si p-<r<s<q§p+% et O<R<R', on a pour un nombre
&> 0 convenable T
8(z,, R', r,'s)—S(éo,R r,s)cS(z, R, p,q) pour 2€8(2,, ¢ p,q).

On la démontre sans difficulté par un raisonnement de géométne élé-
mentaire.

3. Nous allons étudier dans ce point la question de trouver des com-
binaisons des types d’allure Cap(R), ..., Dzp(R) qui ne se présentent dans deux:
domaines angulaires issus d’'un méme pomt qu exceptlonnellement {d’un cer-
tain. point de vue).

Nous commengons par la démonstration d’'un lemme:.

(3.1) Si a tout point d’un ensemble E correspondent -des nombres e < §
tels que f(2) a la propriété C..p(%) (ou D;p(ER)) en ce point,ona E=N--K,
ol N €N et f(K)-est -dénombrable.*)

Démonstration: [l suffit-de comsidérer le cas dé la propriété
C:p(N). Désignons. par E.: I'ensemble des points 2z, tels que les conditions
" suivantes sont remplies pour des nombres ¢ < g8 (qui _peuvent dépendre du
_choix du point 2): ' :

(3.2) , ' 2,€E,

/' *) Nous désignerons par f(K) I'ensemble des valeurs f(z), z€ K.
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3.3) 'E[f(z) < f(z), 2€S (zo, —. ﬂ) ] R,

69 Ejo=iezes(a k. @) =S(a iy« )] en
On a évidemment '
(3.5) E=3E,

car, f(z) ayant la propriété Cap() au point 2, pour des nombres « < g
convenables, on peut choisir un entier positif n, tel que (3.3) soit valable
pour n=n,; on aura ’

E[f@=re, 2¢5(2 -, e 8) | e,

donc (3.4) sera valable pour au moins un entier n = n,.
Considérons maintenant ensemble E.,. des points 2, tels que

(3.6) - 2,€ E,,
3.7 [f(z) < flzo), z€ S(zo, , D, )] 38

'(3.8) [f(z) =f(zo) zES(zo, % .7, s) —S(zo, n_—i-—l .7, s) ] gn.
On aura
(3.9 E= f > Eupgrs-

n=| »qrs€ER
pr<sta<pry
En effet, 4 tout point 2,€ E,, correspondent des nombres rationnels r et s tels
que e<r<s<g, s—r< % et que (3.8) soit valable, puisqu’autrement (3. 4)
ne pourrait &tre valable, l'intervalle ¢ < ¢ < £ étant la réunion d’une suite
dénombrable d’intervalles r <@ <s du type en question. En’ choisissant les

nombres. rationnels p et g tels que e<p<r<s<g<sg ¢ <p-{——72£ (3.3)

entraine (3.7), on a donc zOGE,,pq,.,, de sorte que (3.9) est la conséquence
_ de 3.5). ~

En posant E.pers=—A (p <r<s<g<p+ —72-1—) , considérons un point

'zOEA.'D’aprés (2. 8), on peut choisir un nombre O<s<% tel que

S(zo,%, r, s) —S(zo,%ﬂ, r, s)c:S( g —,11—,17, 11)



Sur la structure des ensembles de niveau des fonctions réelles 4 deux variables. 187

pour 2€8(20, 6 p,9). On a f(z)=f(z) pour z,€A-S(2),¢ p,q); en effet,
Pinégalité f(z,) > f(z,) entrainerait

{s[f(z) =f(@), zes(zo,%, ‘, s)—S(zo,%, ', s)]c
| cE [f(z)<f(zl) zéS(z,, ,p,q)] . |

ce qui est impossible, le premier membre de la derniére relation n’appartenant_
pas, en vertu de (3. 8),4 la famille %, quant au second membre, il appartient
a N d’aprés (3.7) (appliqué pour 2, au licau de z,). En vertu de (3.7), f(2)
est donc constante sur A-S(z, ¢, p, q), exception faite des points d’un ensemble
qui appartient 3 N.

Désignons par A’ le sous-ensemble de I'ensemble A qui contient les
points 2, tels que A-S(z,,s p+ 7,94+ 7)==0. A tout point z,€ A’ correspond
un cercle K, ayant z, pour centre de fagon que f(2) est constante sur A-K,,
exception faite des points d’'un ensemble qui appartient 4 %t. Pour le voir,
on n’a qu'a choisir un point z,€ A-S(z,, &, p-+ 7, g+ 1) et un cercle K, ayant
2, pour centre et tel que K, < S(z,¢ p,q). On peut recouvrir A* avec une
suite dénombrable des cercles K, ; or, tout point de 'ensemble A”"=A—A"
est le sommet d’un secteur circulaire qui ne contient pas des points de A,
dongc, en vertu de (2. 3), A”€9, d’olt on obtient, d’aprés (3.9), la proposition.

On peut démontrer maintenant le théoréme suivant:

(3.10) Si a tout point z, de l'ensemble E correspondent des nombres
a<f et y<OJ ftels que f(z) a au point z, une des propriétés Caqp(9N) ou
D3s(M) et en méme temps une des propriétés C,s(N), Dyo(%) ou Oys(R),0n a
E€q*.

Démonstration. D’aprés (3. 1), on a la décomposition E—= N—}-Z'E,,,

n=1

ot NER® et f(2) est constante sur chacune des ensembles E.. Soit E. len—
. semble des points 2z,€ E, dans lesquels f(z) a une des propriétés C,s(%) ou
D,s(M) pour des nombres y < d convenables. A tout point 2,€ E;; correspon-
dent donc des nombres y<d et r>0 tels que E;-S(z,r7y9)c
CE[f(2)=f(20), 2€ S(25, 1, 7, 3)] €N, de sorte qu’on a en vertu de (2. 4) E; €N°.

A tout point 2€ E,—E,=E,’ correspondent par contre des nombres y <d
tels que f(z) a la propriété O,s(N) au point z; or, 2, étant un point de E.’,
supposons que f(2) ait au point 2z, par exemple .la propriété Czs(RN) de sorte

qu’on ait pour r >0 convenable :

E[f(Z) <f(20)7 ZE.S(ZO:"'; ay 18)] 69}.

La relation 2, € Ey'-S(z,, 1, @, 8) entrainerait en vertu de I'égalité f(z,) = f(2,)
I’existence d’un cercle K, ayant 2, pour centre et tel que E[f(2) < f(z,), z€ K, €N,

13*
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ce qui est impossible, f(z) ayant la propriété O,s(3) au point z,. Ceite con-
tradiction nous assure que I'ensemble E;'-S(2,, 7, @, 8) est vide, donc, d’aprés

(2.3), E€%. Puisquon a la relation E—= N+ D (E.+E%), la proposition
n=1

du théoréme s’ensuit aisément.

(3.11) Si a tout point de !’ensemble E correspondent des nombres e < £
et y <8 tels que f(2) a en ce point les propriétés Cis(R) et D3s(R) en méme.
temps, on a E=N-+L, o NERN® et on peut couvrir L avec une suite dénom-
brable de cercles de facon que f(2) soit constante sur chacun d’eux, exception
faite des points d’un ensemble qui appartient a la famille R.

Démonstration. D’aprés le lemme (3.1), on a la décomposition

E=N+ Z E., ot N'€RN" et f(z) est constante sur chacun des ensembles

n=1

E.. S0it Eumpers 'ensemble des points z, tels que

(3.12) Z,€E,,
G.13) [(z)<f(zo) zES(zo, L ,p,q)]em,
C(3.14) E [f(z) > f(z0), 2€ S(zg,% 1, s) ] €.
“On a évidemment
(3. 15) . E=N+ éip ,Ze Enmpgre.
FATL

Considérons un quelconque parmi les ensembles, Eumpers qui figurent‘

| dans (3:15) et désignons-le par A. D’aprés (2.3), les points z,€A tels que
A- S(zo, —, r+:rt,s+7c) 0 forment un ensemble A’ qui appartient a3 §. Soit

donc z, un point de A—A’ et posons 2€A-S (zo, , r+7r, s+n) la relation:
2,€S (z,,% , 7, sJ entraine l’existence d’'un nombre O0<e< —”11— tel que

S(z,, ¢, p, )CS(Z,,i, r, s) donc de (3.13) et (3.14) (en appliquant cette

derniére relation pour z, au lieu de z,), vu I’égalité f(2;)= f(z,), on obtient
Elf(@) = fzo), 268(z, 5P, IEN.

Désignons par Ak I'ensemble des pomts 2, tels que
(3.16) - 2,€A—A),

@.17) E|@+ 16, 265(eu g p.a) | e

i i
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On voit d’aprés ce qui précéde que
(3.18) A—A = Zm
=
En désngnant par A; lensemble formé par les points z,€ Ax tels que

Ai-S (zo,—l—‘—,p+7t,q+n)=0, on a d'aprés (2.3) la relation A{€9. Soit
: - <

donc 2,€ Ax—Ai et posons zléAk-S(zo,%‘,p—}-n,q—}-n) ; la relation

20165(2,,-;?4, D q) entraine l'existence d’un cercle K, éyaint 2, pour- centre et

tel que K,,cS zl,l,p,q , donc, en appliquant (3.17) pour 2, au lieu de
o k

2, ONn a

B4 e €Ki+ e, 5[ 4 b o)]en

. La fonction f(2) est donc constante sur K, exception faite des points d’un
ensemble qui appartient 4 R. On peut recouvrir naturellement A,— Ai avec
une suite dénombrable de ces cercles K, de sorte qu'on a en vertu de
(3.18) la décomposmon

=ZM+Zm—m,
k=1 k=1

ol Z'A;G@ et on peut recouvrir l’ensembleZ(Ak—A,") avec des cercles du

type mdnqué dans le texte du théoréme. Vu que A’E@ on en obtient aisément
la proposition. g
Les théorémes (3.10) et (3.11) qui précédent montrent que quelques-
unes parmi les combinaisons des propriétés Cap(R), ..., Dzp(N) ne peuvent
se présenter qu’exceptionnellement en deux domaines angulaires quelconques
issus d’'un méme point: Par contre, ‘dans le théoréme (3.19) qui va suivre;
il est essentiel de parler de deux domaines angulaires opposés.par le sommet,
puisqu’en les remplagant par deux domaines angulaires quelconques issus
d’un méme point, la proposition serait évidemment fausse.

(3.19) Si a tout point de 'ensemble E correspondent des nombres ¢ < g
tels que f(2) a en ce point les propnétés Cap(N) €t Cain,pra(N) en méme temps,
ona EeN.

Démonstration. “Soit E.pq 'ensemble des points 2, tels que
(3.200 ' % €E,

@2 E[f@=se,2¢s(arp.a)+ (kb mata) et
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'On a évidemment

ao

(3.22) , E=— Z. Z’ Enpq.
Thrs

En désignant par Ei,, Vensemble des points 2€E,, tels que

f(R=f(z) pour z€E,;S (zo, P+ g+ n) on a en vertu de (3.21)
. .
E,.pq'-S(zo, ,p+mqt n)é N pour 2€E;,, donc, d'aprés (2.4), Elp €N
Soit maintenant 2,€ Enpg— Eypg = Enjy €t posons
2, € EnpeS (zo, P+, q+ n) J(z1) > f(20).

La relatlon Z,€ S(zl, , p, q) entraine I'existence d’un cercle K, ayant 2, pour

centre et tel que

EU(Q) =/t zEl(zolcE[f(z)<f(zl) zes(zl,. Y )]em

En désignant donc par E,;. P'ensemble des points 2z, tels que

(3.23) 2,€ Elpa,

. - 1
(3.24) E [f(z) =1(2), |2—2] < H] €N
on aura
(3. 25) ' i Er;,;,rq =mg,; Enpqm.

Considérons maintenant un quelconque parmi les ensembles E,pem qui
figurent dans (3. 25) et désignons-le par A. Soit 2,€A et posons

c= sup " f(2).

2€Eppom -

|z=z | < !
% 2m

S’il existe un point 2, tel que |z,—z|< %,zIEA, f(z)=¢c, on conclut en

appliquant (3.24) pour 2, au lieu de 2z, que
[Iz 2| <5 ,zEA]cE[f(z)<f(zl) P ARS ]69:

Si par contré il n'y a pas de point jouissant des propriétés en question, soit
{2k} une suite telle que

1

ZkEA, ' 20|<2m

f@)—c;
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on aura en ce cas
[|z zol< zEA]c:Z [ F(R) = f(z), |Z—Zkl<%:|,
d’ou en appliquant (3. 24) pour 2 au lieu de 2, :
1
§[|z—zo'| <om ZGA]G%.

Cette relation derniére étant valable dans Il'un et l'autre cas, on conclut, eu
égard & ce que I'on peut recouvrir I'ensemble A avec une suite dénombrable
des cercles |z—zo|<%, que A=EFE,pm €N, donc, d’aprés (3.25), que

e €N, L'ensemble E.,, appartenant & la famille %%, on a donc E,, €N*
- et on en obtient la proposition en vertu de (3.22).

‘4. Nous allons étudier dans ce.qui suit la structure “approximative”
des ensembles de niveau. Désignons a ce but par |E| la mesure plane exté-
rieure de Lebesgue de I'ensemble E et convenons des notations suivantes: les
nombres a < =« - 27t étant donnés et E étant un ensemble plan quelconque,
soit

= — |E-S(z, 1, a, 8)|
D{(E, z,a,8)=1 | . L
&2 £)=lIN TSG0, 1, @, B)
et
D(E 2, @, 8)=lim [E:S@u e, 8) -
r>50 |S(Z0, I a :ﬂ)l
Si D(E, 2o, @, 8)= D(E, 2, a, 8), nous dé51gnerons la valeur commune de ces
deux limites par D(E, z,, @, 8). On voit aisément que le théoréme de Lebesgue
sur les points de densité*) s’applique aux limites que nous venons d’intro-
duire, c’est-a-dire qu'on a le théoréme suivant:

(4. 1) E étant un ensemble plan quelconque, onaen presque tous les points
de E légalité D(E, z,, a, B)==1 pour e < 8=« - 27 arbitraires.

On a‘en outre les inégalités suivantes :
(4‘ 2) . OéD(EJ 20; a} ﬂ)éD(E) 20) a: ﬂ)él

pour e< f=« +2n quelconques;

(4.3) D(E, 2, , ﬂ)< @, B)

et )
D(E 20, £, ,6‘)< D(E 2, @, f)

pour aé_a’<ﬂ’§ﬂ§a+27y. , ’

*) Voir p. ex. Saks [3], p. 117.
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Les définitions suivantes correspbndent a celles du n° 2:.

< a) La fonction f(2) a la propriété I'.p au point z,, sion a D(E, z,, ¢, 8) =0
pour I’ensemble E [f@)=f(z)]=E

b) f(2) a la propriété I'ss au point z,, si on a D(E’, z,, ¢, 8)=0 pour
=E[f(2) < f(2)], mais D(E, z, @, 8) >0 -pour E= E[f(2)=1(20)]

¢) f(2) a la propriété .Q.,; au point 2, si on a D(E’, 2, e, 8)>0 et
"D(E”, 25, @, 8)>0 pour E’' = E[f(z)<f(zo)] et E” —E[f(z) > f(2)]-

On obtient les défmmons des proprletés dap et d 2 €N remplagant dans
les définitions @) et b) les inégalités f(2)=f(z,) et f(z) < f(z) par celles
C fR)=f(2) et f(2) > f(z) respectivement.

S. Nous allons établir des théorémes analogues a ceux du n°3 Nous
commencgons par la démonstration du lemme suivant:

. (5.1) Si a tout point z, de lensemble E correspondent des nombres
n>0e a<f=a+2n tels que

D(E[f(2) < f(2), zEE], 20, &, 8) =0

et qu'on ait f(2) = f(z) pour z€E-S(z, n, e B8), on a E=N+Q, oit
[N|=0 et f(Q) est dénombrable.

Démonstration. Soit E,, I'ensemble des points z, tels que

(5.2 ' _ 2,€E,
5.3) mvwmmmwsﬂ%,nﬁ
6. 4) DAEI/@) < f(ah 2€EL, 20, p, ) =0,

(5: 5| E[f(=) < f(2), 2€E]- S(z, o QI %lS(zo, r, p,q)| pour 0< ré%.

Nous allons prouver que

(5.6) - E=D 3 Eug

En effet, en déterminant pour z,€ E donné ‘les rombres h, e et B qui_corres- _.
) poqdent par hypothése au point z,, (5. .3) est valable lorsque %'é r, et
e=p<qg=8 (5.4) est vrai d’aprés (4. 2) et (4.3) lorsque e=p<g=4
et, aprés avoir fixé les nombres rationnels p et g < p+-72£ qui saﬁsfont a

~ cette derniére inégalité, (5.5) est aussi valable pour n suffisamment g'rand;
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En vertu de (5.6), la proposition du lemme sera démontrée si on
€tablit une décomposition

(5- 7) : Eupe=N, npq + Qupq
pour chacun des ensembles E,,, qui figurent dans (5.6), olt |Nup| =0 et
f(Qnpq) €st dénombrable. '

Considérons donc un.ensemble E.,, figurant dans (5.6). Si |E.pq| =0,
(5.7) est évidemment valable. Supposons donc que la mesure extérieure de
I'ensemble A = E.,, soit positive. Désignons "alors par A. l'ensemble des
points z, tels que

(5. 8) 2, €A,

5.9 |A- S(zo,r,p,q)l> 2 |S(z0, 1, P, q)] pour 0<r<—’:7

On a d’aprés (4.1)

(5. 10) A=B+ 2 An, ‘

o1 |B|= ' '

Soit zOEA et supposons qu’on puisse ‘trouver une suite {zk} telleque,
1 1

en posant 6'= min W mt

(5. 11)  2€An-S(2,0,p,9), 22— 2, flz) < f(20)-
Il sensuit de Vinégalité g—p < ;t— que

5.12) S8z, 6, 1, 9) = S(2, 9, 1, 9),

oit on a posé dy = 0—|2x—2|. Puisque d..— d, on a encore

(5.13) |8z, O, P, @)l = |S(20, 6, P, 9)-

d, étant moindre que ¢ = %, en appliquant (5. 3) pour 2z; au lieu'de‘ 2,
A-S(ar, 0, p,9) < EIQ) = f(23), 2 € E)-S(an, 0, 2, 9)
< E{f(2) < fz), z€ E]-S(2, 9, P, 9),
eu égard A (5.11) et (5.12); donc, ‘en vertu'de (5.5),
1A-8(z, 6, p, Pl< 3 £15(0,2,9)],
ce qui entraine d’aprés (5 13) pour k sufﬁsamment ~grand
|A-S(2x, O, PN <= IS(zk, &, p, q)|,

et ceci foumnt en. apphquant (5.9) pour 2 au lieu de 2z, vu l'mégahté

b<d= ’:l—,_ ‘une contradiction.
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On voit donc qu’il n'y a pas de suite {2} qui satisfait & (5. 11). A tout
point 2, € An correspond donc un ¢, 0 <& =0, tel que ,
2€An-S(20, P, q) entraine  f(2) = f(2),
d’ou, vu (5. 3), p
2€An-S(20,¢ p,q) entraine f(2)=f(2,).

En désignant donc par A.. I'ensemble des points 2, tels que

(5. 14) 2,€Anm

et que %,

(5. 15) " 2€An S(zo, , D,q) entraine f(2) = f(z,),
on a

(5. 16) : A,,.=_§A,.,.

Soit A., ’ensemble des points zoé A,,., tels que

A,,,, S(zo, , P+, q+;'z)— 0.
En vertu de (2. 3), on a A€, donc |A’s| =0. Si par contre 2,€ Ans— Ams,
s0it 2, € A,,,s-S(zo,%, P+ q+:rr) .on a alors 2, € S(z,, , D ), il existe

don¢ un cercle%*’??’fo.ayani 2, pour centre et tel que K,ocS(zl, » Dy q). En

appliquant (5.15) pour 2, au lifu de z,, on conclut que f(z)= f(2,) pour
Z2€ Ams-K,,. On peut recouvrir I'ensemble A.,— A/, avec une suite dénombrable
des cercles K., ce qui nous assure que f(Am.— An:) est dénombrable. On a
donc Anms = Bms + Cus, Oll |Bms| =0 et f(Cns) est dénombrable eu égard a
(5.16) et a (5. 10), ceci entraine (5 .

En sappuyant sur (5. 1), on démontre le théoréme suivant:

(5.17) Si & tout point. de I'ensemble E correspondent  des nombres
e<f=a+2n tels que f(2) a la. propriété I'sg en ce poznt ona E=N + Q,
oit |[N|=0 et f(Q) est dénombrable.

.Démonstration. Désighons par E.n I'ensemble des points 2, €E
auxquels correspondent des nombres a < §= a4 27 tels que

(5. 18) - D(FV(Z) _S__f(zo)], 2, @, /3) > "]”7 ’
(5.19) D(E[f(2) < f(a)], 2, @, ﬂ) =0,

(3-20)  E[f() < f2)]-S(20, 27", @, B)] < 55 IS(20,2',aﬂ)l /
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6.21) . |EUE@=f@)] (S 2" & )—S@ 2", ¢ 8)] >

1 -n —-n- .
>m—|8(zo, 27" @, 8)—8(2,, 27", @, 8)|.

Nous allons montrer que

(5.22) ' E= Z ZE,,,,.

n-1 m=]

En effet, 2, étant un point quelconque de ’ensemble E, (5.19) est valable
pour des nombres ¢ < 8= e+ 2z convenables et, pour les mémes nombres.
e et 8, (5.18) a aussi lieu lorsque m et suffisamment grand. En. fixant
’entier positiv m, on peut choisir un nombre naturel n, tel que (5.20) soit
valable pour n = n,. Si (5.21) n’était vrai pour aucun entier n = no, a tout
nombre 0 < r < 27" correspondrait un nombre naturel n, tel que 27 =r<2™;
on aurait donc n, = n, et

S(ZO; 2-"1 ) &, ﬂ) C S(ZO) f a» :3) c
c XSG 2" e 8)—S8(2, 2", ¢, 8)), -

n=n,

~donc

IE@) = 1@)-S(es, 1, 8)| =
=> |Elf2) = f@)](S(z, 2‘" «, /9) 520 27" ¢, 8))| =

n=ny; 2

=> L S0 27 @, )=S0, 27" Le B) =

n=n;

1 ] : -ny-1 -
=m|s(z0;2 ,a,ﬂ)|=E[S(ZO,2 ,a,ﬂ)lEEiS(zo,f,a,ﬂ)lﬁ
Ceci entraine que
oy 1
D(Ef@) =F@)) 2 e, ) =
donc, vu que

D(E[f(2) < f(z)], 20, &, £) =0,

'inégalité (5 18) est . impossible. Cette contradiction montre que (5.21) a heu _
pour au moins un entier n = n,, donc que 2,€ Eym.

Ceci établi, soit E.mp, ’ensemble des points z,€ E,.. tels que I'on puisse:
choisir deux nombres 7 et d >7 de facon que I'on ait .

(-23) y<p<q<6</+2; q—p>73 (6 1)
(5-24) D(E[f(2) < fz)), 0, P, )=0,
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6.25)  E/@) < /@)@ 2" 1.9)| < gor 1S 27 7, D),
(5. 26) !g[f(Z) ‘=f(Zo)]'(S(ZOy 2-"’ b, 0)‘3(20» 2-"-1’ b q))l >

1 -n -n-
> mls(zo: 2 + P Q)—S(Zo,2 I»P, Q)I

Nous allons montrer que

(5.27) Ewm= 2 Eum-
’ ) p,qeRn )

P<4I<P+?
En effet, & tout point 2,€E,. correspondent des nombres e<g=e+27
tels que (5. 19), (5.20) et (5.21) soient valables. (5.21) entraine qu’en parta-
geant I'intervalle (e, 8) en quatre intervalles égaux et en désignant 'un des
intervalles obtenus par (y, d), on a .

(. 28) |ELf@y =f(2)]-(S(@, 27, 7, 6)—S(as) 27y, )| >
> HIS(ZOI 2_,1: 7’ d)V—S(ZOr 2.—"-1; 7: d)l' )

Apres avoir choisi les nombres y et ' de sorte que (5.28) ait lieu, con-
sidérons deux suites {px} et {g:} de nombres rationnels telles que

(5.29) TSPt <Pe<@< Qe <O, Gu—pi> %(6—7) 1
et ‘ ' | '
' DPr—Y, qi—0.
- Puisque , o
|ELf(2) =f(z)](S (20, 27, Prs 9)—S(@, 277", P g))| —~
— |Elf) = f(2))-(S (2, 27", 1, O)— S (@, 277y, d))|
et ’

|S(ZO’ 2_”) Dx, qk)‘—'S(Zo, 2-11-1, pk: qk)l e 'S(ZOy 2—"; Y d)‘_S(zm 2-"_'1: 7 d)l:

en posant p, —p et gx — ¢ pour un entier k¥ suffisamment -grand, (5.26) est
valable en vertu de (5.28). En méme temps, (5.23) aura lieu daprés (5 29),
ainsi que (5. 25), vu I'inégalité

l§ [f(2) < f(2:)})-S(20, 27", 7, B)| =

= |Ef@) < J@]:S@, 27, 2, )| < 55715, 27, ¢, )| =

32m

1 -n
37150 27,7, 9)
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qui découle de (5.-20). (5. 19) entraine enfin, eu égard 4 (4.2) et a (4. 3),
la relation (5.24), c’est-a-dire qu'on a z€ E,mp,.

En posant E..,; = A, considérons un point z,€ A. Supposons qu’il existe:
une suite {2} telle que '
(5.30) Z%€A-S(2, +o0,p+ 7 q+7), f(2)<f@) 22— 2.
En vertu du lemme (2.8), on a pour k suffisamment grand -

S(zk; 2_;‘; p» Q)—‘S(Zk, 2-"_11 P; (I) c S(ZO) 2-n; 7) d):

de plus, d’apreés (5. 23),

€

|G, 27, P, ) — S(zk,2'"‘,p,q)l> IS(zo,Z'"»/,d)l

En appliquant donc (5.26) pour z; au lieu de 2z, et daprés (5.30), on a.
pour k suffisamment grand

'S(Zo, 2_ e d)l < 'S(Zk, )p! Q)_'—S(Zk, 2-"-1:‘0’ Q)! <
< |E;[f(2) =f(2k)]'(S(Zk, 2-,11 b, Q)—S(Zk, 2_”_1’ b, q))l =
= |ELf@) < f2))- Sz 277, 9,

ce qui est impossible en vertu de (5. 25). D’aprés ce qui précéde, il n’existe-
pas de suite {z.} satisfaisant & (5. 30); en désignant donc par A, Pensemble
des points z,€ A tels que

(531) f(z)>f(20) pour ZEA S(ZO: ;P+7r, ‘I+”)
la décomposition
G.32 A=A,
s§=1
~ aura lieu.

Ceci établi, considérons un point 2z, € A,. En choisissant un point
z EA,-S(zo, L, D q), on aura 2,€A, -S(z,, l, P+, q+n) dong, en appli-

_quant (5. 31) pour z, au lieu de z,, on obtient f(2,) = f(2;). Ceci montre que

zGA,~S(zo, <P q) entraine  f(2) = f(2,).
L’égalité
D(E[f(Z) <f(20) ZGA ]1 20, Py q) -
ayant heu d’aprés (5. 24), il s’ensuit du lemme (5.1) que A,=B,4-(,, ol
|Bs|] =0 et I'ensemble f(C,) est dénombrable En vertu de (5.32), (5.27) et

(5. 22), la proposition en découle
!
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C'est clair que I'énoncé du théoréme (5.17) reste” valable lorsqu’on
remplace ’hypothése que la fonction f(z) a la propriété I. en tout point de
E par celle que f(2) jouit de la propriété 4z en tout point de cet ensemble.
En faisant usage de ce théoréme, nous démontrerons le théoréme suivant:

(5.33) Si a tout point z, de lUensemble E correspondent des nombres
ae<f=ad2n et y<d=y+2nx tels que f(z) a au point z, une des pro-
priétés Tap ou dsg et en méme temps une des propriétés I'ys, dys ou 2y,
on a |[E|=0.

Démonstration. En désignant par E’ et par E” respectivement les
parties de I'ensemble E aux points desquelles f(2) a la propriété I'.g ou dag
pour des nombres @ < 8= «+2s;r convenables, on a d’aprés (5.17) les
décompositions ’

(5. 34) E = N+2Q, E'= N"-|-Z1 Qi
ot |N’|=|N”|=0 et f(2) est constante sur chacun des ensembles Q; et

Q. Si 4 un point 2,€Q; correspondent des nombres y < d =y-+427 tels
que f(z) jouit de la propriété I'ys ou de celle 4,5 au point 2z, on a
évidemment D(Q:, 2y, 7,0) =0, donc, d’aprés (4.1), 'ensemble de ces
points est de mesure nulle.

Soit A = Q. la partie de Q; qui contient les points 2z, auxquels corres-
" pondent des nombres y < d=7y-+2m tels que f(2) a la propriété £, au
point z,. En désignant par A, Pensemble des points z,€ A tels que

= 1
(5-35) D(E[f@) < f@)), 2,7, 0) > —
pour des nombres y < 6 = y+ 2 convenables, on a évidemment
(5. 36) A= ZAm

Considérons un point z, € A... On peut choisir deux nombres e<pf=ec+
+ 27 tels que
. D(E[f(2)<f(20)], 20, @, ﬂ):O’
il existe donc un nombre ¢ > 0 pour lequel on a
(5.37) |EIf@2) < F@)- S0 7,0, )| < 5 LS, 1, @, 8)] pour 0<r=-.

En fixant un nombre 0 < r =¢ et en consxdérant un point 2,€4%-S(z, 1, @, .8)
on peut construire en appliquant (5. 35) pour 2, au lieu de 2z, une suite {rx}
-et on peut trouver des nombres y < d = y+ 27 tels que

(5. 38) : >0, ri—0,
(5. 39) v S(Z” rk, 7, 6)CS(ZO) f, «, 18))

(5:40) . IEL@) < @S e 7 O > 1S, 4 7, 9
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eu égard A ce que f(z,) = f(z), f(2) étant constante sur A. En vertu du
théoreme de. ViTALI®), il existe une suite {S,} des ensembles S(z;, rx, 7, 0) telle
que Sy, Sp, = 3 0 pour p, 5= p, et

Ahl‘S(ZO, r’ «, ﬂ) e B+ Z:Sp;
=
oit |[B|=0. On aura donc d’aprés (5. 40), (5.39) et (5. 37)

| An-S(z0, 1, @, B)| = irspl <m Z"rE[f(z) < TS =

—m|Et@) < s (s )

=

= mIEUE) < 1S 1 e Bl < 318G r a8

Ceci étant valable pour 0<r=g¢ on a D(Am, 2, @, 8) = 1 . Puisque 2,

4tait un point quelconque de A,, on a d’aprés (4.1) |An]| =0 et, vu, (5. 36),
|A] =0, ce qui entraine |Q,|=0. On démontre par un raisonnement analogue .
que |Qx|=0, d’oit découle d’aprés (5.34) la proposition.

Tandis que (5.17) et (5. 33) sont analogues 4 (3. 1) et & (3.10) respec-
tivement, le thzéoréme suivant correspond a (3.19):

(5.41) Si a tout point de I'ensemble E correspondent des nombres a,f
{a < 8= a+2n) tels que f(2) a la propriété Fop et celle Laix,p42 en ce point,
on a |[E|=0.

Démonstration. Désign_ons par E,, I'ensemble des points 2, tels que -
(5. 42) " Z€E, ‘
- 5.43) D(Elf(2) = f(2)). 2, P 9) = D(E[f(2) <f(zo)] zo,p+n,q+n)—

On voit aisément que

(5. 44) E= D Eu

7, 9€R
p<e<pte

2
En effet, a tout pomt 2,€ E correspondent d’aprés (4.2) et (4.3) des nombres
:ratlonnels petg< p+— tels que a<p<gq '<“ﬂ,‘ 'donc_zOEEm.

% En désngnant par K(z,r) le cercle lz—2z,| <'r, considérons pour
n_l 2, ... I’ensemble E,,. des points 2,€ E,, tels que

|EIA2) = £(z)]-K (2o, )]
649 : = TRG, 7]

*) Voir p. ex. Saks [3], p. 109.

1
> —.
n
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Soit & un nombre positif moindre que Punité et désignons par E,eun
I’ensemble des points z,€ Ej. tels que

1 .
0 < r = — entraine
m

(5. 46)- 2 ‘
I?[f(z) §f(20)]'S(Zo, r,p, q)l < _—(_4-’__—)—2_IS(ZO, I, p, Q)Iy

n—+1jw
, sw
oll on a posé w=g—p. On a d’aprés (5.43)

(5. 47) | = Z Epgum.

En posant E,qm = A, considérons un point z,€ A. En vertu de (5. 45),

~on peut congtrilire une suite { ,rk}'telle que

(5-48) O<rk<'__l'_—') rk—’(,))'
EW
1 "1 ’
(5. 49) |ELf(2) = f(2)]-K (20, 1)| > — | K(zos )| = —-Fi .
Posons en outre | a .
(5. 50) Ikzs_i)'i—k, Sk=s(20)[k1p+n:q+n)l
T

. ‘ e .
(5.51) Tw=S(z, L, p+ 7, q+yr)—s(20 €2, +oo,ptm, q+ﬂ:).

sin 5 2

On vont aisément que pour tout pomt 2,€A-T,

S(2y, I +7, P, q) 2 K(2,, rv),
donc que, d’aprés (5 49),

(5.52) " |Elf@) = f(2))- S, b1, P, )] >

-’_22__|S(z1,1k+n,p, 9L,
JE=ap
eu égard a"te. que, dapnés (6.50),,: .. : R
ISy bt ri Py q)I—(1»+'k)’—-'2( _ ) T

>r’n
n

Vu que_ daprés . 48) Ik+rk—( 4. +1) rk<—]—, on obtient en appliquant ~

5. 46) pour 4 au lieu: de- zo l’mégahté

|EU@) = F@))} S, bt 1, )| < —— 22— IS, b+, 5, ),

o

b id
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ce qui entraine en vertu de (5.52) que f(z)) < f(z,). En résumant notre
raisonnement, on a donc .

(5. 53) v (D) <f(@) pour z€A-Ti.
Puisqu’on a encore '

IA(Sk TL)I |S).—Tk|<211,fh 211\ I‘ ) G_tlshl,

on conclut en s’appuyant sur (5.53) que
|A-Si| = €]Si| + ] ELf(2) < f(20)]- Skl _
D’aprés (5. 50) et (5. 48), Iy — O lorsque k — o<, donc (5. 43) entraine que

[E[f(2) < f(20)]-Si
: i -"0’
1Sk |
d’oﬁ
o AS

et
’ Q(A: zo,P+7’:‘I+’7‘)< 1.

Ceci étant valable pour tout point 2,€A, on a d'aprés (4.1) |A|=0, donc
vu (5.47), |Epn| =0. Cela veut dire en vertu de- (5.45) que lon a pour
presque tous les points 2, de I'ensemble £, la relation

lElf(Z) = f(2))- K(Zo»’)|

5. - b — =0.
En désignant donc par B, 'ensemble des points z, tels que
(5. 55) . . 2,€E,,,

(5.56)  ELf2) = f@))-K(zos D] < g [K (2, )] pour 0<r=-t,

(5. 54) entraine la décomposition

G.57 En—C+ 3 B.,
X szl

ol |C|== S

I/(Iionsidérons maintenant un. point 2,€B;. Soit K un cercle de rayon
= 2 qui contient z, et désignons par K, le plus petit cercle ayant 2, pour
. centre et contenant K. C'est évident que le rayon de K, ne dépasse pas
L et que K] = 4[K]. On a done d'apres (5. 36)

(5.58) lE[f(Z)’f(Zu)] Kl = |EIf(2) = [(z)]-Kif < - 8 “(o = '? |K|.
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Soit O0<r< 21 .et_posons
M= ‘sup f(2)
t€BseK(z, 7)
Choxsnssons une suite {2z} telle que

2€B K@), f(@) = flaw), f2)—M,
en particulier, si f(z) prend la valeur M sur I'ensemble B;-K(z,7r), soit
f(zx)=M. En posant
‘D= E[f(2) = f(z0)-Bs-K(20, 1),
on a donc ’ ' a
(5. 59) Dic Dy et B;-K(zo;r)==‘2Dk,

de plus, en appliquant (5.58). pour % au lieu de 2z, et pour K(z,r) au lneu
de K, il s’ensuit que

[LXEE W
On conclut donc que, daprés (5. 59), l’mégahté
|Bs-K (2o, 1)) = lim | Dy| = ?}K(zo, )

21 , ce qui entraine en vertu de (4.1) que IB,|—04

Ceci prouve en faisant usage de (5.57) et de (5.44) que |[E|=0, ce qu’il
fallait démontrer.

Remarquons encore que le théoréme (5. 17) devient presque év1dent si
'on ne considére que des fonctions f(z) mesurables.’ En ce cas, on peut
méme !'énoncer sous la forme suivante plus précise:

5. 60) Si a tout point de l'ensemble E correspondent des nombres a, ﬁ
(e < 8= a+2n) tels que la fonctmn mesurable f(z) a la proprzéte F;p en ce:
point, lensemble f(E) est dénombrable. .

En effet, on a par hypothése

|Ef(=f(2)]| >0 pour 2z€E,

ce qui entraine, f(z) étant mesurable, la proposition.” = = " s

a lieu pour 0<r<
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