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K. Chandrasekharan and S. Minakshisundaram, Typical means (Tata Institute of 

Fundamental Research, Monographs on Mathematics and Physics), X +139 pages, Oxford 

University Press, 1952. 

The classical paper of M. R I E S Z in which he introduced the typical means in full 

generality was written im 1909. These means stand in the focus of summation theory ever 

since 1 9 0 0 , when FE JÉR recognised their importance in an important, perhaps the most 

important special case. After the Cambridge Tract of H A R D Y and M. R I E S Z in 1 9 1 5 and the 

Mémorial-tract of E. KOGBETLIANTZ in 1 9 3 1 a necessity of a new survey of their theory and 

applications was to be felt. This necessity could not be covered by H A R D Y ' S Divergent 
series in 1949 owing to its plan which was at the same time too broad and too narrow 

for this aim. This necessity was enhanced by recent papers of B O C H N E R and the authors 

on the Riesz-summation of multiple Fourier-series. 

Thanks are due to the authors of the present book for having written an excellent 

account of the present state of theory and applications, in less than 150 pages. 

In the first chapter we find the definitions of the (Â, Ar)-Riesz-summability and 

[A, /:|-Riesz-summability and the first consistency theorem according to which the ''power" 

of the summability increases with k at a fixed ¿»-sequence. This chapter deals with 

theorems containing restrictions on the Riesz sums 

and giving stronger limitations for the sums with 0 <i,r<k. Then a convexity 

theorem of M . R IESZ is proved giving way to an estimation of | Ar
z (x) | ( 0 < r < k) from 

restrictions upon |A (̂AT)| and | There follow further Tauberian theorems in the 

form that from a two-sided restriction upon A* (x) and a two- resp. one-sided restriction 

upon 

imply two-sided conclusions for A*l (x), and the corresponding summability-theorems. The 

second chapter deals with the second consistency-theorem which asserts in various forms 

the fact that the "power" of the method (A, k) increases by fixed k > 0 and "decreased" 

¿..-sequence ; the analogous results are also treated concerning absolute summability. In 

the third chapter the applications to the Dirichlet-series are treated, a subject where the 

necessity of these means emerged. First it is shown that the series 

(1) (s=o + it) 

is, with a t S O , (/Î,Ar)-summable in a half-plane o > o k (ok is determined in the case 

o t > 0 explicitly), the sum /(s) represents an analytic function for ff > and the O-estima-

tion for /(s) in a > ok is deduced. It might be remarked that the typical means can also 

be used to obtain A-estimations for f(s), e. g. on this way one can obtain an almost 
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complete fî-theory of the zeta-function of Riemarin as the reviewer has shown in 1952 in 

the Jubilee-volume dedicated to M. Riiisz. It would have been of some interest to show 

that if the sum of the series (1) is bounded for a > 0, e. g. |/(s)| <; 1, then all the (/i, 1)-

means are here absolutely 1. After the problems of the uniform resp. absolute summa-

bility and a discussion of the properties of the numbers ak the finer theorems of M. R I E S Z 

on the (X, Ar)-summability on the line a = ak and theorems connecting the <vabscissas with 

various properties of the function are proved ; here perhaps the applications to the divisor-

problems could have been mentioned. Next follow by an adaptation of KARAMATA'S method 

the Tauberian theorems of H A R D Y and L ITTLEWOOD for power-series ; the chapter ends with 

•a discussion of the important questions of Dirichlet multiplication of series. Throughout 

this chapter a parallel discussion is given to the other typical mean which corresponds 

to the series Ja„l~" the (/, /c)-mean 

Z f (*-'»>• 
l , S l 'n 

The fourth chapter considers the Riesz-summability (n, 6) of suitably arranged Fourier-

series of periodic functions of k variables. The main result is that the series is (n, <5)-
k—1  s  

summable e.g. in every continuity-point of the function if ô > " , and similar results 

hold for the summability of the derived series. These means give a new approach to treat 

the classical identities for the number of lattice-points in the ^-dimensional sphere. The 

book ends with the discussion of necessary and sufficient conditions of the (n, <5)-

summability analogous to the theory of H A R D Y and L ITTLEWOOD concerning Cesàro 

summability. 

The book is rather concise but clear and easily readable ; a slight slip of notation 

can only be found on p. 76: At the end of the chapters there are interesting historical and 

bibliographical notes. Here is the immense literature of the theory and applications of the 

.(n, l)-summation deliberately omitted (though a systematic survey of the applications would 

be of independent interest). It might have been noted that the (log n, 1) means occured at 

the first time in the proofs of HADAMARD and DE LA VALLÉE POUSSIN- for the prime-number 

theorem. A fifrther historical remark refers to the notes of the Chapter II ; the sign of the 

Riesz-means of the Fourier-series Of positive functions were previously discussed by 

O. SzAsz. The historical notes show, how much Indian mathematicians contributed to 

this important theory. The book constitutes a serious gain of the mâthematical literature 

and we look forward with great expectation to the subsequent monographs of the series 

whose first volume the present book is. -

P. Turân. 

Maurice Fréchet, Pages choisies d'analyse générale (Collection de logique mathé-

matique, série A, III), 213 pages, Paris, Gauthier—Villars, 1953. 

On sait quel rôle de pionnier a joué M. Fréchet dans l'analyse fonctionnelle et dans 

l'analyse „générale" des variables abstraits. 11 a réuni dans ce volume ses articles les plus 

intéressants dans ce domaine. Pour alléger le texte, il a omis certaines démonstrations 

figurant dans les mémoires originaux, mais celles-ci sont toujours signalées par des références. 

La plupart des idées et des résultats qui étaient publiés dans ces mémoires ont suggéré 

de nombreuses et importantes recherches ultérieures et devenaient ainsi le point de départ 

de théories élaborées. Dans des „remarques complémentaires", l'auteur signale quelquesuns 

des travaux qui prolongeaient directement les siens. — Chapitres : I. Vue d'ensemble. — 

II. Espaces fontionnels. — III. Analyse fonctionnelle. — IV. Les espaces abstraits. — 

V. L'Analyse générale. 
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Sam Perlis, Theory of matrices, IX + 234 pages, Cambridge (Mass.), Addison— 

Wesley Press, 1952. ' 

Der erste Kapitel des Buches enthält elementare Sätze über die Addition und Multi-

plikation von Matrizen und Hypermatrizen. Itf 'der Absicht, den Determinantenbegriff möglichst 

spät einzuführen, behandelt Verfasser die Begriffe Dimension, Rang, lineare Dependenz 

zuerst determinantenfrei. Die inverse Matrix wird mitjHilfe der Minimalgleichung eingeführt. 

Erst im Kapitel IV werden die elementarsten Sätze' der Determinantentheorie bewiesen. 

Kapitel V bringt die Grundbegriffe über die Kongruenz der Matrizen. Kapitel VII enthält 

die Diskussion von Matrizen mit polynomialen. Elementen, dem ein elementarer Kapitel 

(VI) über Skalarpolynome vorausgeschickt ist; Im Kapitel VIII wird die Ähnlichkeit und die 

Transformation auf rationale Normalform erörtert. Kapitel IX enthält spezielle Ausführungen 

über orthogonale, unitäre und normale Matrizen. Kapitel X ist den linearen Transforma-

tionen gewidmet. 

Im verhältnismäßig kleinem Buche ist viel Stoff zusammengedrängt, demzufolge ist 

manches nur flüchtig skizziert. Auffallend sind einige allzuelementare Einzelheiten (Kapitel I, 

1—11; der ganze Kapitel VI), welche wohl durch lokale Bedürfnisse bedingt sind. 

Daß in dem ganzen Buche eine abstrakte Behandlung des Stoffes bevorzugt wird,, 

ist an und für sich berechtigt. Wenn aber Verfasser in der Einleitung behauptet, daß er 

sein Buch auch .für Physiker und Ingenieure geschrieben hat, so ist diesbezüglich Folgendes-

festzustellen. Für einen Leser, der um die Anwendungen willen Matrizentheorie lernt, ist 

ein Satz, wie „es gibt eine Zahl, eine Matrix, etc." nutzlos und leer, wenn kein expliziter 

Algorithmus für die effektive Berechnung angegeben wird. Diese Tatsache scheint Verfasser 

vollkommen außer Acht gelassen zu haben. So . z. B. gibt Verfasser auf S. 175 für die 

idempotenten Komponenten einer Matrix nur die abstrakte Definition, während er zwei 

Seiten später sich gezwungen sieht, die explizite interpolatorische Darstellung der Kompo-

nenten einzuschmuggeln. 

Abgesehen von ähnlichen, vom praktischen Standpunkte aus nicht günstigen Einzel-

heiten, das hübsch ausgestattete Buch wird als Einführung in die Grundbegriffe der 

Matrizentheorie gute Dienste leisten. 
E^ Egervdry. 

L. Fejes Töth, Lagerangen in der Ebene, auf der Kngel nnd im Raum (Grund-

lehren der Mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band LXV), X-J-197 

Seiten, Berlin — Göttingen — Heidelberg, Springer-Verlag, 1953.. 

Die Untersuchungen der Struktur und Eigenschaften der Kristalle hat bekanntlich' 

zahlreiche Gelehrte zu wertvollen mathematischen Forschungen angeregt. Die regulärea 

Anordnungen von Punkten oder Figuren, mit welchen sich u. a. PLATON , ARCH IMEDES , K E P L E R , : 

BRAVAIS , SCHLÄFLI beschäftigt haben, haben am Ende des XIX. Jahrhunderts zu der berühmten 

Entdeckung der 230 Kristallklassen durch F E D O R O W (1885), SCHOENFLIES (1891) und B A R L O W 

(1894) geführt. Im Laufe weiterer Untersuchungen wurde die Aufmerksamkeit auf gewisse 

Extremalprobleme gelenkt, weil man gedacht hat, die verschiedenen physikalischen - und 

chemischen Eigenschaften der Kristalle dadurch erklären zu können. M I N K O W S K I hst zahlcn-

theoretische Fragen auf geometrischem Wege untersucht, was der Untersuchung extremaler 

Lagerungen neuen Impuls gegeben hat. Während bei 'physikalisch-chemischen und zahlen— 

geometrischen Extremalproblemen von vornherein nur solche Anordnungen vorkommen, die 

gewisse Regularitätsbedingungen erfüllen, werden im Buche des Verfassers auch irreguläre 

Anordnungen betrachtet, wobei als extremale Anordnungen' sich oft die regulären ergeben.. 

.Ein derartiges Problem hat A. T H U E in einer Jugendarbeit (1892) gelöst. Nach einer langen 

Pause kam in den' letzten 10—12 Jahren ein großer Aufschwung in der Untersuchung 

derartiger Extremalprobleme. 
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Es ist zu begrüßen, daß zur Darstellung dieser Resultate sich der Verfasser ent-

schlossen ' hat, der auf diesem Gebiete zahlreiche Ergebnisse erreicht hat. Sein schön 

ausgestattetes und reichhaltiges Buch ist für einen breiten Leserkreis bestimmt. Diejenigen 

Leser, die keine höhere mathematische Bildung haben, werden es gerne sehen, daß zum 

Verständnis der aufgeworfenen anschaulichen Problemen überhaupt keine mathematische 

Vorkenntnisse nötig sind; die jüngeren Mathematiker werden erfreut sein, sich mit einem 

Gebiet bekannt machen zu können, auf welchem noch viel zu schaffen ist; während die 

Fachleute manche elegante Lösungen und die gegebene Perspektive schätzen werden. Die 

•einzelnen Abschnitte werden mit wertvollen geschichtlichen Bemerkungen versehen. 

Der Abschnitt I hat einen einführenden Charakter. Es werden hauptsächlich die 

nötigen elementargeometrischen Hilfsmitteln zusammengestellt. Es ist hier die schöne 

Behandlung des isoperimetrischen Problems hervorzuheben. Der erste Teil des Abschnittes 

II (Sätze aus der Theorie der konvexen Körper) hat ebenfalls einen vorbereitenden Charakter: 

Nachher foigen die Sätze von D O W K E R über das maximale bzw. minimale eingeschriebene, 

bzw. umschriebene Polygon eines konvexen Gebietes. Der Abschnitt wird mit einigen 

•Sätzen der Integralgeometrie abgeschlossen. Der Abschnitt III behandelt Lagerungs- und 

Überdeckungsprobleme von konvexen Scheiben (kongruente, inkongruente Kréisë, beliebige 

konvexe Scheiben) in der Ebene. Es ist besonders zu betonen, daß als "extremäle Lage in 

vielen Fällen.die gitterförmige Anordnung sich ergibt. Der Abschnitt IV enthält Vorbereitungen 

.zur Behandlung der folgenden schwierigen noch nicht vollständig gelösten Probleme : 

Welche sind jene konvexen Gebiete, mit welchen sich die Ebene am schlechtesten bzw. 

am unwirtschaftlichsten überdecken läßt? Die Lösung wird in dem Falle gegeben, daß die 

Anordnung gitterförmig angenommen ist, bzw. daß das Gebiet zentralsymmetrich ist. Im 

Abschnitt V werden die Extremaleigenschaften der regulären Polyeder behandelt. Wir 

•erfahren, daß beim Problem der dichtesten Kreislagerung und der dünnsten Kreisüber-

deckung auf der Kugelfläche, die regulären Dreiecks- und Dreikantpolyeder eine aus-

gezeichnete Rolle spielen. Durch gleichzeitige Angabe der Ecken- und Flächenanzahl ergibt 

sich ein Extremalproblem, wo sich eben die fünf regulären Polyeder als extremal erweisen. 

Die letzten zwei. Paragraphen behandeln Lagerungen auf einer beliebigen konvexen Fläche. 

Der Abschnitt VI behandelt irreguläre Lagerungen auf der Kugel. Die dichteste sphärische 

Lagerung von n kongruenten Kreisen ist im Allgemeinen noch unbekannt. Wir lernen die 

diesbezügliche Methode von SCHÜTTE und VAN DER W A E R D E N und deren Anwendung im Falle 

n = 7, n — 8 kennen. Der Abschnitt VII gibt zuerst eine allgemeine Orientierung über die 

räumlichen Lagerungsprobleme. Es wird dann versucht, auf die Frage Antwort zu geben, 

wodurch die Schwierigkeiten bei der Behandlung der dichtesten Kugeliagerung verursacht 

werden, und wie diese Schwierigkeiten überwunden werden könnten. Es folgt weiter die 

Lösung eines damit zusammenhängenden, die Räumzerlegungen betreffenden Extremal-

problems. Das Buch wird mit einem sorgfältig zusammengestellten Literaturverzeichnis und 

mit gutem Namen- und Sachverzeichnis versehen. ~ 

Wir glauben, daß das Buch wohl zur Erfüllung des durch den Verfasser im Vorworte 

ausgesprochenen Wunsches beitragen wird, daß nämlich dieses anziehende Gebiet der 

Geometrie weitere Forscher gewinnen wird. j ^o/ndr 

Jean-Louis Destouches, Methodologie — Notions géométriques (Traité de physique 

théorique et de physique mathématique, ouvrages réunis par Jean-Louis Destouches, tome I), 

XIV + 228 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1953. 

Dans la série d'ouvrages réunis par lui, et dus à des collaborateurs éminents, M. 

Destouches s'est fixé pour but de présenter un traité qui, ayant en vue le programme 

d'examen de physique théorique aux universités françaises, contiendrait l'essentiel des 

théories physiques et des méthodes qu'elles utilisent. 
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Dans le présent fascicule, l'auteur entend poser les fondements, d'une part, de 

l'épistémologié, d'autre part, de la géométrie générale. Pour la première, il circonscrit en 

détail la tâche de la physique théorique et les devoirs qui incombent à une physique 

théorique bien comprise. 

Il est moins aisé de se rendre compte des objectifs de la partie qui traite de la 

géométrie. L'auteur, après avoir insisté sur l'importance de la formation des concepts en 

géométrie, définit abstraitement et de façon peu justifiée, à partir de considérations sur la 

théorie des ensembles, l'espace et les autres éléments de base de la géométrie. De l'algèbre 

abstraite, l'auteur passe à la géométrie affine, puis, cas particulier de celle-ci, à la géométrie 

euclidienne. Cette mise en oeuvre de la matière semble inacceptable du point de vue de 

l'ensemble du traité, car elle ne présente pas les notions de géométrie indispensables à. 

l'étude de la physique théorique, sans parler des résultats récemment acquis en géométrie 

différentielle supérieure, aussi nécessaires que les précédentes. En leur place, l'auteur 

développe une axiomatique des champs de vecteurs utilisés en cinématique et en dynamique 

des systèmes de points, et cela avec un luxe de détails dont nous ne connaissons guère 

d'exemple . 

J. I. Horváth (Szeged). 

Louis de Broglie, La physique qnantique restera-t-elle indéterministe? VII —f— 113-

pages, Paris, Gauthier-Villars, 1953. 

Jusqu'à ces dernières années, la conception admise pour interpréter les résultats de 

la mécanique quantique était celle de B O R N , de B O H R et d 'HE I SENBERO . D'après eux, l'électron 

et les autres corpuscules présentent une réalité objective, la fonction d'onde par contre n'est 

douée d'aucune signification physique immédiate : grâce à elle on peut tout au plus calculer 

la probabilité que le corpuscule envisagé se trouve en un lieu donné. En 1927 M. L . 

DE BROOL IE avait élaboré la théorie de la "double solution", à savoir de "l'onde-pilote" ; 

selon cette théorie, "toute solution continue v de la mécanique ondulatoire était en quelque 

sorte doublée par une solution à singularité u comportant une singularité en général .mobile 

et ayant la même phase que la solution v "• L'onde v ne jouissait donc d'aucune réalité 

physique; le corpuscule était représenté par la singularité de l'onde u, qui n'était autre 

que le centre d'un champs ondulatoire étendu. Le corpuscule-singularité progressait ea 

suivant le gradient de la phase, les trajectiores possibles du corpuscule coïncidaient avec 

ies courbes orthogonales aux surfaces d'égale phase de y . 

Des discussions récentes, qui touchent aux fondements de la mécanique quantique, 

viennent de replacer cette théorie au premier plan de l'actualité ; ces discussions ont incité 

l'auteur à repubiier deux séries de ses articles et de ses mémoires, non sans les annoter 

ni les commenter. La première s'étend de 1924 à 1926, la seconde sur 1951 et 1952, celle-ci 

complétée par deux notes de M . V I O I E R . 

L'attention du lecteur est éveillée dès le début par un "exposé général" où l'auteur 

décrit la genèse de ses travaux scientifiques et les problèmes qui se sont posés à lui au 

sujet des fondements de la physique quantique et du développement de ses conceptions. 

Le dernier chapitre du livre est constitué par un article de M. Jean-Pierre V I O I E R : 

Physique relativiste et physique quantique: Il discute des problèmes actuels~épisfémologiques. 

J. I. Horváth (Szeged). 


