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Produit complet des groupes de permutations
et probléeme d’extension de groupes. II.*)

Par MARC KRASNER et LEO KALOUJNINE 2 Paris.

§ 3. Produit complet des groupes abstraits.

G étant un groupe abstrait, on va lidentifier & un groupe de permu-
tations par la méthode bien connue, C’est-a-dire au moyen de sa représen-
tation réguliére; autrement dit on ne distinguera pas P’élément a € G de la
permutation x-ax de I’ensemble G. De cette maniére, un groupe abstrait
G est envisagé comme un groupe transitif de permutations de 'ensemble G.

Ceci étant, soient I',I,..., [, des groupes abstraits. On appellera
produit complet de ces groupes le produit complet de leurs représentations
régulieres. Ce produit complet, qui est un groupe de permutations de l'en-
semble produit I'= 1", X I'% . .. x I, sera toujours noté par le méme symbole:

G =10l - oI} '
que le produit complet des groupes de permutations.

Quelquefois on aura & considérer ce groupe comme un groupe ab-
strait. Dans ce cas, il sera' noté

)ahs_(I °T2°‘ °Ts)abs

Dans le cas envisagé, en vertu de [lidentification md:quee plus haut, M.
coincide avec I%. AmS|,
' _ ==[a(x), a(x'),...,a(x"")] :

étant un tableau de ®, l’argument X1 de a(x~") parcourt I'"'=I'X I},X
X...xIi.,. Dautre part, puisque a(x'~") est une permutation de | ‘ensemble
Iy, appartenant a la_représentation réguliére du groupe I';, en vertu.de la
méme ndentmcatlon, a(x~) peut €tre cons:deré comme un élément du groupe
abstrait I'.. Alors, pour fout x,€ I, le transformé a(x'=})-x de.x, par la
permutatlon ax), est egal au composé. a(x')x; de a(x’ “) et de x; dans

¢ .
“*)' La premnere commumcatlon comprenant I mtroductxon, les notatlons et les §§ l-—-2
a’ paru dans _ces Acta;’ ‘13 (1950), p 208—230 La derniére communication paranra prochax-
nement. .- i, Coald e
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I';. Ainsi, dans ce cas particulier, on peut supprimer le signe . dans les for-
mules, et on a

[a(x), a(x),...,a(xN)]-(x;, Xop - oo, X) = (A (x) Xy, A(X*) Xy, ..., A(X*~ 1) x;)
et
[a; a(xl)! a\’xu x2):- ey a(xn x‘l»_- vy x«'—l)] [b’b(xl)’ b(xlxxﬁ);'“' b(xli x2!' ",’x’—l)]=
=lab, a(bx,)) b(x,), a(bx,,b(x)) ) b(x,, X), ..., a(bx;, b(x))X,,...,
O(xy, Xgo oo Xeg) Xsg) O (Xyy Xy, . .y X52))

D’ailleurs, sans parler du produit complet de groupes de permutations, on
pourrait définir directement le produit complet des groupes abstraits, comme le
groupe des tableaux

[, a(x),..., a(xs Xopeee, Xo)] (%€ T, @(X, Xppeoes Xima) €T7)

avec la loi de composition qu'on vient d’écrire.

Soient I, Iy,..., I'; des groupes abstraits (dont aucun ne se réduit a son
unité ¢) d’ordres finis n,, n,,..., n,. Comme, pour la représentation réguli¢re, .
e degré de I est égal & son ordre n;, l'ordre de & = I"joIyo---o I, est

nongAgTs, .yt el

Il est & remarquer, que si s>1, cet ordre est plus grand que le degré
nn,...n, de @.

Céci montre que si i>1, (@)avso (G)as n’est pas en général isomor-
phe & Gaps (contrairement 3 ce qui se passe pour les groupes de permu-
tations). En effet, si I, I,,..., I, sont d’ordre fini, on a

ordre ((@s)abs o (i@)abs) =ordre (@')abs (ordre (‘@)ab;)degré (@)abs
== ordre &' (ordre «'@)ordre@"
car
degré (&)abs = ordre &',

tandis que |
' ordre (,ps — ordre G = ordre G (ordre )desre &
et, par suite,

ordre Gaps < ordre ((&)aps © (G)ans)-

Par contre, si i=1, ($")apsc (‘®)ans €t Gaps sont isomorphes. En effet, dans
ce cas, (G"aps=1I et, par conséquent (Gavso ((&)ab: =TI 0 ((&)aps. D'autre
part (en vertu du § 2), Gaps = (I} o 1&)aps 2 [0 '@, Qr, Ie (l@)abs et [0 '@
sont les produits complets de I, et du groupe '@, considéré dans le premier
cas comme un groupe de permutations de soi-méme et dans le second comme
un groupe de permutations de 'M='I"'=1,X I, X ... XI,. Mais, d’une
maniére générale, le produit complet I'o I', de deux groupes de permutations
d’ensembles M;o M, ne dépend, & une isomorphie prés, que des I',M, et
I,. En effet, 'ensemble des tableaux A =[a(x%),a(x")] ={a,a(x,)}€1}0 I} ne
dépend que des I'), M, et I en tant qu’ensembles, tandis que la loi de
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composition de ces tableaux ne dépend que de I, en tant que groupe de
permutations de M,, et de la loi de composition de /. On a donc bien
@ahs = (Tx o 1(53) .bsgl’l ° I@absg pl ° (](‘B)abs = (@‘)abs ° (1(55 abs

et par suite, , '

(Sahs = (F1° 90 °I‘l)abs—_§_ (F1°(P2° e °-l‘s)a s abs (1'1°(ly1°(-1'3° . ')abs)abs)abs-
En particulier, comme ®aps 2 (o (Iyo I})abs)ans n'est pas, en général,
isomOTPhe a ((@q)abs ° (2(5)‘)abs)abs—‘ ((Fl o -Iyz)abs o Fg)abs: l’Opél’atiOH (111 ° Fg)abs
n’est pas, en general associative.

Le fait qu'un produit complet de groupes abstraits est un produit
complet de groupes transitifs et réguliers de permutations, permet de préciser
dans ce cas certaines propriétés des produits complets étudiées au § 2.

Supposons que @ =10 I, 0 --- o I'; est le produit complet des groupes
transitifs et régaliers I, I',,..., I, de pérmutations des ensembles M,, M,,..., M,.

Soit ') A =[a(x%), a(x?), ..., a(x*~*)] un tableau de &; I;(j=1,2,...;s)
étant régulier, on ne peut avoir a(mi—').m;=m; que si a(m’—') est 'unité
e; de I, Par suite, &;<m> (m€M) est le groupe des tableaux

. A=[a(x*), a(x"), ..., a(x*"")}
tels que, pour tout j=<i, on ait u(m/=')=e;. Donc, tout c€@;<m> con-
serve mod D; tout élément de la forme (my, m,, ..., My, X, %, %, ..., %). . Si
0¢@;1<m>, o.m est de cette forme; donc tout 7€ @;<m> conserve o.m
{mod D)) et on a 6~'to-m=o0—".(v6.m)—= 0—'.(6.m) =m (mod D,), d’oit
o '@, <m> 0 = @;<m>. Ainsi, G;<m> est invariant dans G._,<m>, et on
a @i<m> = @}<m>. Par conséquent,
O =@,<m>D G,<m>D D G.<m> .

est une suite de composition (incompléte) de & telle que, pour tout i=1,2,...,s,
Gi—i<m>[@.<m> soit isomorphe a I (Visomorphie étant réalisée par
o — 0;(m1)).

Soit?) G un sous-groupe de &. Le groupe Gi<m>=G N @:;<m> est

alors invariant dans G.,<m>. Ainsi, '
G=Gs<m>>G,<m>>2 ...->CG,<m> _

est une suite de composition (incompléte) de G et ¢ — o;(m*™=') réalise une

isomorphie de G,_y<m>|G.<m> sur le sous-groupe I'; de I'; (défini au §2,

alinéa 4).

En particulier ces deux énoncés s’appliquent au cas du produit complet
des groupes abstraits. _

Quand les I sont des groupes abstraits, il existe dans M=1—
=TI XTI, X..: X I'y un élément canonique, i savoir ’élément

€={(81,Cpy.., &),

1) Voir §2, alinéa 3.
?) Voir:-§2, alinéa 4.
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qui n’est autre chose, quand on considére I' comme le produit direct des
groupes I, que l’umte de I. On notera G:<e> simplement G;, et la suite |
canonique

G=G,>G,>.--0G,
de G associée a e en sera dite la suite canonique tout court.

Nous avons défini au §2 (alinéa 4) deux m-identifications: une m-
identification de Gi_,<m>/Gi<m> avec un sous-ensemble M; de M:, qui
identifie x.¢ M; avec I'ensemble des o€G;_,<m> tels que (o-m);=x;, et
“une m-identification de G._,<m>|Gi<m> avec un sous-groupe I’ de I;,
qui identifie un o;€ I; avec 'ensemble des 6 € G;_y<m> tels que o;(m'—1)=o;.
La seconde identification prolongeait la premitre en ce sens que si
Xi€Giaa<m> [Gi<m> et 5:€ Giy<m>|Gi;<m> sont identifiés respective-
ment avec x;€M; et 0,61, = X; 'est avec o;-x;.

Dans le cas.du produit complet des groupes abstraits, on a M= 1" et
Gi<m> = G.<m>. Ainsi, toutes les deux m-identifications considérées sont
des - identifications de G.—,<m>[G;<m> avec des sous-ensembles de I%.
Soient X:, X; les éléments de I “avec lesquels un X;€ Gii<m>|Gi<m>
s’identifie dans la premiére et dans ia seconde m-identification; par définition,
- si 0€Xi, on a X;=o,(m).m;, = o;(m—")ym;, et, en vertu de ce qui précéde,
pour tous les X, V;€ Gioi<m>[G;<m> on a

XYVi=X.Vi=XY.
En particulief si I'on pose dans cette égalité Y;=G.<m>, on a X,Y X; et,
puisque Punité de G-appartient 2 Gi<m>=YV;, ona V;=e; (m~Ym; =e;mi=m;;
donc la formule precedente devient
. X;=X.m;. .

Ainsi en général Xi-=X,, autrement dit, aprés I'identification habituelle de
T; avec sa représentation réguliére, les deux m-identifications deviennent
en général différentes. Toutefois, elles coincident si m; =¢;, et dans ce cas
seulement. Par conséquent, les deux m-identifications de Gi_i<m>|G.<m>
avec deux sous-ensembles de I coincident, pour tous les i—=1,2,...,s,
si, et seulement si, m est I’élément canonique e=(e,,e,,...,6,) de
I'=I'XIyX -+ ~I,. Ainsi, si m=e, on a M;=1%, et il n’y a qu'une
seule e-identification de G._/G: avec I';, qui sera dite I’idemification caiioni-
que de Gi-,1|G: avec I'.. Dorénavant, on n’emploiera pour les sous-groupes
du produit complet des groupes abstraits que la suite canonique (associée a ¢).

Nous avons vu (§2, alinéa 4), que G est un sous-groupe transitif de
% si, et seulement si I'; est, pour i=1,2,...,s, un sous-groupe ftransitif
de I%. Or, I'; étant supposé régulier, aucun sous-groupe propre de I'; n’est
transitif, d’oit il résulte que G est transitif si, et seulement si Ti==1I}
(i=1,2,...,5). Ainsi, les sous-groupes transm/s du produit. complet
® = I'yo I'yo ... o Iy des groupes abstraits I, I, ..., I'; sont caractérisés par
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le fait que, pour tout i=1,2,..., s, 'homomorphisme o¢— o;(e’~") applique
sur I le terme G;—, de la suite canonique

G=G,0G,0:--2G;
de G.

§. 4. Théorémes d’immersion.
1. Soient G et F deux gro.upés abstraits, et soient
G=G,2G,>...0G,, F—=F,DF,D>...DF,

deux suites de sous-groupes de G et de F. Supposons que les ensembles
des classes a droite G,_, /G, et F,_,[F, (i=1,2,...,s) soient identifiés d’une
maniére bien déterminée avec un méme ensemble abstrait' M;. On notera
m; (resp. m]) 'élément-de M, identifi¢ avec la classe G; (resp. la classe F).

A tout élément ¢€G;_, correspond dans la représentation de G,_,-a
'aide de G; une certaine permutation de I'ensemble G;_,/G; et, par suite,
en vertu de l'identification de G,_,/G, avec M,, une certaine permutation o] de
M;. De méme, a tout z¢ F,_, correspond, de la méme maniére, une permu-
tation 7} de M;. On désignera par I, (resp. @) le groupe des permutations
de M, qui. correspondent aux éléments de G, , (resp. F._,).

Ces identifications étant posées, un homomorphisme o~a de G dans F
sera dit un (M,, M,, ..., My)-homomorphisme, si, pour i=1,2,...,s,

a) l'image G, de G; est un sous-groupe de F, (I'image d’une classe X;
dans G,_, suivant G, est alors contenue dans une certaine classe dans
F,_, suivant F,, qu1 sera dite sa classe correspondante et qui sera désignée
par (X));

b) toute classe X.€G;,|G; et sa classe correspondante (X)E€F,._,|F; sont
vzdenttftees avec un méme élément de M,

¢) Pour tout 6€G,_,, la rermutation o de M, qui lui correspond est la
méme que celle @; qui correspond d son image o. B

Il résulte de la définition précédente que s’il existe un (M, M,,..., Ms}-
homomorphnsme de G dans F, I estun sous-groupe de &, (z—l 2,...,8)
et m=m'.

2. Smt G un groupe abstrait, et soit

G=G,5G,>...0G; .
une suite de sous-groupes de G. Pour tout i=1,2,...,s, choisissons, dans
toute classe X;€G._,/G,, un représentant r(X)€G,,. (rX) sera dit une fonc- -
tion représentative des G,_, |G, dans G.

Lemme 1. Toule classe X€G|G, s'écrit, et d’une seule maniére, sous
la forme
X=r{X)r(Xy)...r(X»G,,

oit les X, sont des éléments convenables des G,_,|G,; correspondants.
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Démonstration. Démontrons ce lemme par inductlion par rapport
a 5. Supposons que chaque classe Y suivant G,., puisse étre écrite,
et d’une seule maniére, sous la forme

V=r(X)r(X)...r(X.-1) Gs -
En particulier, ceci® est vrai pour Y= XG, ,; donc il existe des X.¢G,_,/G:
(i=1,2,...,5s—1) tels que XG. 1=r(X)r(Xs)...r(Xs-))G.—y et, si
XGumt=r(X)r(X;))...r(X..,) Gsey, o0 2 X, =X, pour i=1,2,...,s—1.
Donc, la classe [r (X)) r(X,)...r(X, )]"'X suivant G, est contenue dans
G,—,, et cette classe est un élément X, =r(X,) G, 'de (‘,_,/G,, par sunte,
on a
X=r(X)r(X)...r(Xe=)) Xe=r (X)) r(Xy)...r(X..))r (X)) G,.

Si X=r(X)r(X)...r(X, ) r(X))G,, .
on a Xo=r(X)Gs=[r(X)r(X)...r(X.))] ' X=X.,, C.QF.D

x; étant un élément de M, on désignera par o(x;) le représentant r(X))
de la classe X,€ G._, |G, identifiée avec x;. o(x) (i=1,2,...,5; X;€ M) sera
dit une fonction représentative des M, dans G. En vertu du lemme precedent
toute classe X¢ G/G. . met, et d'une seule maniére, sous la forme

X=0x)0(x)...0(x5) Gs.
On appellerales x;lescoordonnées de X. M étant ’ensémble produit M, x M, X
X ... X M, des M,, la correspondance X--60.X=(x;,Xs,...,Xs) est une
application biunivoque de G/G, sur M. li est 4 remarquer que ¢ dépend de
la fonction représentative o(x,). D’autre part, la fonction représentative dé-
termine ¢ univoquement. Par suite, quand on aura a considérer plusieurs
fonctions représentatives ¢(x;), ¢’(x;), ¢”’(x;),..., on notera les applications
¢ qui leur correspondent par 6,,6,,6,,.... On omettra l'indice quand il n’y
aura pas de confusion possible. L'image (8. XY =(x,, X5,...x;)€ M de 6.X
par x—»x' ne dépend évidemment que de XG,, et inversement, car XG,=
—=o(x) e (x)... 0 (x) G.. :

Considérons la représentation de G a l'aide de son sous-groupe G
A la permutation X—»0X (v€G, X€G/G,) de G|G,, image de ¢ par cette
représentation, correspond, par 'application 6, la permutation ¢=¢0#7 =
= {0.X-> 0.0 X} ={(X;, Xa, .. s X5) — (10-6X),, (B-6X)s,...,(0-0X)5)} de M.
Montrons que o est une permutation de M satisfaisant aux conditions 1 et

2.dy § 1 relativement aux groupes de permutations I, 1. ..., I, des en-
semblesiM,, M,, ..., M,, et que, par conséquent, ¢ est un élément du produit
complet G== 1510 .0l.

‘En effet, (aX)G ‘e dépend, pour ¢ fixe, que de XG; (l——l 2,...,9)

et, par suite, (6.0 X) ne dépend que de (#.X), ce qui montre que la con-
dition 1 est remplie.

Considérons tous les X€ G/G., tels. que (#-X)~! soit un élément fixe
=, t,.., ) de M. Pour tout X de cette famille, XG, a la forme
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XG, = !’(tl) o (t-.'\ e (t)) X
ol X;==0(x,)G, estun ¢lément de G,_,/G;. Donc x; est I’élément de M, iden-
“tifié avec X.. i existe, en vertu du lemme précédent, un élément (#;,#;, ..., t_)) .
de M*~' (ne dépendant, pour un v fixe, que de ' ==(#,, £,...., {,_,)), tel qu’on ait

. do(t)e(t). ..o (t.) Gy =o(t) 0 () ... 0(() Gieyy
~d’ot

- go(t)o(t)...o(t)==0(E)o(r).. .0 (t ) o (™),
olt a,(t') ‘est un élément de G._,, ne dépendant que de s et de f~'. On a
. . 6 XG= o () o (f)...eti) o () X,
et o, (1 ) X, est un élément de G,_,/G.. Ainsi,
. (#-oX) ‘—(th AR (SR L
oll Xi ést I'élément de M, identifie avec o, (t“‘)'X,.;'visihblement Fr.(tf“), C’est-
a-dire la permutation induite par o de la i-ieme coordonnée des x€M tels
que x'==1"", est précisément x;--x.. Mais c’est la permutation (s, (#7'))*
de M, qui correspond a la permutation X,~-o,(™") X; (X;€G._,/|G;) de G/ G,
induite dans G,_,/G; par o,(t7")}¢ G_,. (a,(t7")y*=0,(t"") est donc un élé-
ment de I ne dependant que de 7', ce qui montre que ¢ satisfait a la
condition 2. ‘ .

Ainsi, étant donné, pour tout i, une identification fixe de G, /G, avec
I'ensemble M, (ce qui définit, pour chaque /, un groupe de permutations
I, de M), le choix d’une fonction représentutive des M, dans G détermine

© univoquement un homomorphisme -

Gorii== 0L X =0 X} 67 (X€G|Gy)
de G dans le produit complet ' ' ' .
=1 0olY0---0l

de ces groupes I';. Cet /zomomorphmne sera dit le o- homonwrp/zzsme de G dans (5.
Le noyau de cet homomorphisme est le plus grand sous-groupe G o
de G, invariant dans G. Cest donc un isomorphisme si, et seulement sz G: est
anti-invariant dans G. . :
L’image G de G par un o-homomorphisme est un sous- groupe transzit/
de =1 0l%0...01/. :

3. Une fonction représentative sera dite normée, si, pour == ],2, er S,
le représentant o(m,;) de l'élément m, €M, identifié avec G. est l'unité de G,
Si g¢(x;) est une fonction représentative normée des M; dans G, le o-
homomorphisme de G dans ¢ sera aussi dit normé. L -
- Considérons 'élément m = (m, m,, ..., m,) de M, et ~appelons le
rélément distingué de M. Au §2 nous av'on‘s ‘défini une suite-
o == B> D (ﬁjl<m>'3 2D Gy ) ,
de sous-groupes de 8 =10 [,0-". o[, asSociée a m, " ainsi qu’une
identification, dite m-identification, de (\)H\m\ [Gem> avec M (i==1,2,..
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Ces identifications étant posées, montrons que, si ¢ est une fonc-ion
representatlve normée, le g-homomorphlsme de G dans S estun (M, M,, ..., M,)-
homomorphisme.

a) pour i=1,2,...,s5, on a G;=G,<m>n G=Gi<m> (oi1 .G: est
I'image de G par le o- homomorphxsme) donc en particulier G:C G,<m>.

En effet, on a
-’=?(m1) 9(’"2) 9(’".’) G:
car, pour tout i, o(m,) est 'unité de G.

Ainsi, on a (8- X) = m’ si, et seulement si X¢G/G, est contenu dans
G:.. On a ¢.G,=m. D'autre part, comme pour tout X¢G/G; on a
g-(¢-X)=20.(cX), on voit que (¢-m)'=(6.-0G,). Ainsi,on a (6. m)\=mi
si, et seulement si ¢G,c G:, c’est-a-dire 6€ G.. Comme, par definition de
Gi<m>, ona ¢ €&;<m> si, et seulement si (0.m)*=m’, on voit que G; <mM> ==
= @&;<m> NG est 'image G; de G; par Ihomomorphlsme ¢G>0,

b L’'image X d’une classe X:€G;.,/G; identifiée avec un x;¢M; est
contenue dans la classe dans G;_;<m> suivant &;<m>, identifiée avec le
méme élément x;.

En effet, soit o€ X; et soit X=0G,. x; étant I’élément de M; identifié
avec X;, on a - ,
; Xi=0(x:)Gi = e(m,) e(m,)--- e(mi_1) o(x") G
{car tous les o(m;) coincident avec lunité de G), d’ou 6. X = (m,,m,, ---,
Miot, Xiy %, %, ..., %) et (8.Xy=x;.Ded.m=06.0G,=6.X il résulte que
(- m);=(6.-X);= x;. Par suite, en vertu de la définition de la m-identifi-
cation, ¢ se trouve dans une’ classe suivant &;<m> identifiée avec x;, ce
qui prouve l'affirmation.

¢) Si 0€Gi., les permutations of et o} de M; qui correspondent aux
¢, o, coincident.

En effet, la permutation ¢! de M: correspondant & un o€ G;.; est
visiblement (6. X); — (8-6X),= (¢- (6- X)), ou X parcourt G,/G,.

D’autre part, la permutation s’ de M; qui correspond i ¢ (on a déja
montré que ¢ appartient 4 ®&,.,<m>) est, par définition, x; — (v - x);, ol x
parcourt l'ensemble des éléments de M, tels que x'~'=anaf'. Or, si
X€G[G,, on a (6-X)y—'=m*-1 si, et seulement si X¢G. ,/G,, ce qui
montre que o] = o} 3).

3) Ainsi, la condition: “la fonction représentative- o(x;) des M; dans G est. normée”

est une condition suffisante pour que le g-homomorpisme de G dans ® soit un
My, M, ..., M,)- homomorphlsme

Elle nest pas nécessaire. La condition nécessaire et suffisante i laquelle doit ‘satis-
faire o(x;) pour que le g-homomorphisme soit un (M;, Ms, ..., Ms)-homomorphisme est
la suivante: “pour tout i=1,2,...,s, I'élément p(m,)g(mgn... g(m;-l) de G appartient
au plus grand sous-groupe de G: invariant dans G;_,”.

D’autre part, si la fonction représentative o(x;) est quelconque on peut montrer que
le ¢-homomorphisme ne - différe d’un (M,, M.,..., M,)-homomorphisme que par un
automorphisme intérieur convenable de G.

y
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4. Soit I, (i=1,2,..., s) un groupe de permutations de M: contenant
I:. On a vu au §1 que §=1T,0l,0--.01, est un sur-groupe de
G =1,0T,0...01,. o étant une fonction représentative des M; dans G,
le g-homomorphisme de G dans & est donc aussi ‘un homomorphisme de

G dans @, et I'image G de G par cet homomorphisme est un sous-groupe
transitif de &. Si ¢ est une fonction représentative normée, c’est visiblement
aussi un (M,, M,, ..., M,)-homomorphisme de G dans .

Résumant les résultats du § 2, alinéas 3 et 4, et ceux qu’on vient de
développer dans le présent paragraphe, nous pouvons énoncer le théoreme
sujvant: .

Théoréemeé 1. Tout sous-groupe transitif G du produit complet

@:flop_,o--. oI’_.,
des groupes de permutations I',, I',, ..., I'; des ensembles My, M,, . .., M, posséde

une suite de sous-groupes
G=G,0G, DG,D .--2 G,

telle que 1) G, est anti-invariant dans G, 2) la représentation de G;-, a laide
de son sous-groupe G; est, aprés une identification canonique convenable de
Gi_1|G: avec M;, un sous-groupe transitif Iy de I'; (i=1,2,...,5).

Inversement, si H est un groupe abstrait possédanl une suite de sous-

groupes ‘

H 1-10:) H D H; .. D Hs
telle que 1) H, est anti-invariant dans H, 2) pour tout i, la représentation
de Hi—y a laide de son sous-groupe H; peut étre identifiée, par une identifi-
cationde H,_,/|H, avec M;, avec un sous-groupe de I';, alors H est, (M;, M,, ..., My)-
isomorphe d un sous-groupe transitif du produit complet G=1TI,0l50... 0l

Remarque I. Le théoreme montre que (5 est, en quelque sorte, un
groupe universel pour les groupes possédant les propriétés 1 et 2 (énoncées
dans le théoréme). _

. Remarque I Si le groupe H, 'n’est pas anti-invariant dans H,
H est (M,,M,,..., M,)-homomorphe 3 un sous-groupe transitif de (5, et le
noyau de cet homomorphisme est le plus grand sous-groupe H:, de H;
invariant dans H.?)

4) 0. ORE a démontré dans son travail "Theory of monomial groups”, Transactions
Amer, Math. Soc., 51 (1942), p.- 15~ 64, que si GO M D N est une suite de sous-groupes
d’un groupe G, telle que N soit invariant dans M, il existe un homomorphisme de G dans
un groupe qui n'est autre chose, (si I’on emploie notre terminologie) que le produit complet
du groupe Sgy de toutes les permutations de G/M et de la représentation réguliere du
groupe abstrait M/N.

Ce résultat est un cas particulier du nétre, quand on pose s=2Hy=M,H,=N,
M, = G/M, I'\ = Sgiu, My =M/N, I'y = la représentation réguliére de M/N.

Drailleurs, la démonstration de O. Ore n’est pas, au fond, différente, dans ce cas_
particulier, de la notre, et, I' étant la représentation de G a l'aide de M, elle montre
implicitement que G est homomorphe avec un sous-groupe.c?e Iyols. : |
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Remarque Ill. Les alinéas 3 et 4 du présent paragraphe montrent
que si I'on choisit une fonction représentative ¢ des M; dans H, 'homo-
morphisme de H dans & (qui estune immersion quand H, est anti-invariant
dans H) peut étre effectué d’'une maniére canonique.

Remarque IV. Les groupes I', peuvent &tre définis pour n’importe
quel sous-groupe G de @, et leur transitivité pour tout i, est la condition
nécéssaire et suffisante pour la transitivité de G.

5. Soit G un groupe abstrait et soit
G=G,0G,>...0G,

une suite de composition (incompléte) de G. Identifions, d’'une maniére bien
déterminée, chaque groupe G, [G; (i==1,2,..., s) avec un groupe abstrait
I'. De cette maniére, en particulier, I’ensemble G,_,/G; est identifi¢é avec
Pensemble I, et si 'on prolonge cette identification aux permutations de ces
ensembles, la représentation réguli¢re de G,_,[G,; est identifiée avec celle de I’,.

On peut donc considérer cette identification comme un cas particulier
de lalinéa 1 du présent paragraphe, en prenant comme M; I'ensemble I,
Alors le groupe I’ de Valinéa 1 n’est autre chose que la représentation ré-
guliére du groupe qu’on a désigné ici par la méme lettre. Ainsi, la permu-
tation o} de I’ qui correspond a un o€G,_, coincide, dans ce cas, avec
I’élément de la représentation réguliere de I'; identifié avec ¢G,.

Toutefois, Pidentification de G,_,|/G; avec 'ensemble M, = I’; n’est pas
quelconque, comme c’était le cas dans l'alinéa 1, car I'élément m; de M,=1TI",
identifié¢ avec G, nest pas arbitraire mais est lumte e; de I'.

Soit

F=FDFD>...0F
une suite de composition (incompléte) d’un autre groupe abstrait F, telle
que le groupe F,_,/F, (i=1,2,...,s) soit isomorphe avec I et soit iden-
tifié, d’'une maniére bien déterminée, avec ce groupe, Alors, comme on a vu,
Pensemble F,_,[F; est identifié, d’'une mamére bien déterminée, avec Ven-
semble M, =1TI".

Cela étant, un homomorphisme o— de G dans F sera dit un
oIy, 1,,.., I'y)-homomorphisme, si, avec de tels M,, il est un (M,, M,,..., M)~

homomorphisme. Plus précisément, 6—a est un (I',T,,..., I')-homo-
morphisme si:
a) V'image G; de G, est un sous-groupe de F, (i=1,2,...,5),

b) une classe X; dans G, suivant G; et la classe (X)) dans F . Suivant
F, qui contient image X, de X, sont identifiées avec le méme élément de I',.
La condition qui, dans notre cas, correspond a la condition ¢) de
I'alinéa 1, est une conséquence de la condition b). En effet si on pose
X,=0G, et (X,)=70F,, o' et o sont les représentations réguliéres des élé-
ments de 7 identifiés avec X, et ()_(,.), c’est-3-dire avec le méme élément de I';.
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e(x) (i=1,2,...,s; x¢I') étant une fonction représentative des [
dans G, il résulte du Théoréme 1 qu’il existe un homomorphisme, dit o-
homomorphisme, de G dans le produit complet G =1 0l,0..-01, des
groupes abstraits I, T,,...,I. Si ¢ est une fonction représentative normée
et si _ ‘

G =2,D...06,
est la suite canonique de @, le-g-homomorphisme est un (I, T, ..., 17)-ho-
momorphisme de G dans (8) (considéré avec sa suite et ses ldentlhcatlons
canoniques).

Si G, est anti-invariant dans G, le o-homomorphnsme est, comme on
a vu, un g-isomorphisme.

Résumons les résultats du § 3 et celui qu’on vient d’obtenir dans le
théoréme suivant.

Théoréme 2. Tout sous-groupe transitif G du produit complet
G=1TI0lY0.--01
des groupes abstraits I, I,,..., I'y posséde une suite de composition (incompléte)
G=G,2G,05G,>...0G;
(a savoir sa suite canonique définie au § 3) telle que

1) G, est anti-invariant dans G,

2) G_,/G; devient, aprés lidentification canomque (définie au § 3), le
groupe (I', i=1,2,...,5s).

Inversement, si H est un groupe abstrait possédant une suite de compo-
sition (incompléte) ,

H=H,DH,DH,>...DH,

telle que

1) H; soit anti-invariant dans H,

2) .H._,/H; soit isomorphe ¢ un groupe abstrait I'; (i=1,2,...,5s),alors
H est isomorphe @ un sous-groupe transitif du produit complet &=1,, I,,.... [
des groupes abstraits I, I, ..., Is.

Si lon identifie, d’une maniére bien déterminée, H, _,/H avec T, il existe
des isomorphismes de H avec des sous~groupes lransitifs de & qut sont des
Iy, I, ..., Iy)-isomorphismes.

Remarque 1 Le théoréme montre que & est, en gquelque sorte,
un groupe universel pour les groupes possédant les propriétés 1 et 2 (du
théoréme).

Si pour tout i=1,2,..., s, le groupe quotient H,_,/H; est d’ordre fini
n;, l'ordre d’un tel groupe H divise n,n;'n;™ ...n5'™ ™" et il existe parmi
ces groupes un, et un seul groupe,’ a savoir le groupe (Saps, dont I'ordre

1y Ny Nty ta—1

est égal & mny'n; “Ng
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Remarque H. Si le groupe H, n'est pas anti-invariant dans H,
H est ([, [,,..., I5)-homomorphe a un sous-groupe transitif de (4, et le
plus grand sous-groupe H., de H, invariant dans H est le noyau de cet
homomorphisme.

Remarque IlIl. Si I'on choisit une fonction représentative o des /',
dans G, 'homomorphisme (respectivement l'isomorphisme) de A dans (5
peut étre effectué d’'une maniére canonique.

Remarque IV. Les groupes 1", peuvent &tre définis pour n’importe
quel sous-groupe G de G, et I',= [’, est la condition nécessaire et suffisante
pour la transitivité de G.

Remarque V. S ', 1), ..., 1 sont des groupes simples, (=
= [jolyo ... ol est le groupe universel pour les groupes ayant une siuite
de composition (compléte) dont la suite des groupes quotients commence par
r,r,...,1Is, et dont le s-iéme terme est anti-invariant.

Remarque VI En particulier, sous les mémes hypothéses que dans
la remarque V, tout groupe A ayant une suite de composition de longueur
s, dont la suite des groupes quotients soit I}, I}, ..., I, est isomorphe a
un sous-groupe transitif H de , et ceci de la maniére que la suite de com-
position considérée de H soit appliquée sur la suite canonique de H

§5. Théorémes de transformation.
Etant donné une suite
G = GOD GID e D Gs

de sous-groupes G, d'un groupe abstrait G, identifions les ensembles
G;_,/G; avec des ensémbles abstraits M, et les représentations de G,_, a

"laide de G, avec des groupes de permutations [/ des ensembles M,

comme cela a été expliqué au §4, alinéa 1.

- Nous supposerons en outre que G soit anti-invariant dans G. Nous
avons montré au §4 qu’il est possible, a 'aide d’une fonction représentative
o(x)) des M; dans G, d’immerger G dans le produit complet G=1I"010...0l’
et ceci par un procédé que nous avons appelé le o-isomorphisme. Quand
o(x) est une fonction représentative normée, ce g-nsomorphlsme est un
(M, M,, ..., M)-isomorphisme par rapport a la suite

G =G, <mn>2d G,<m>D .- DGg<m>,

associée a I'élément distingué m de M, et aux m-identifications de
®,_,<m>[(%,<m> correspondantes’ )

5) D’ailleurs, au cours de ce paragraphe, cet-élément m=(m,, n,, ..., m,) sera
supposé fixé une fois pour toutes. Ainsi, quand on parlera d’un (M, M,,..., M,)-
isomorphisme d'un groupe G dans ®, on supposera toujours, sans lindiquer c§plicite-
ment que:
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Dans le présent paragraphe nous indiquerons d’une part les relations
entre les g-isomorphismes pour des fonctions représentatives normées diffé-
rentes, d’autre part nous déterminerons 'ensemble de tous les (M;, M., ..., M;)-
isomorphismes de G dans .

) 1. o(x;) et z(x) étant deux fonctions représentatives des M, dans G,
soient #p,=={o—>0} et 5,={o—~ @} le o--et le z-homomorphismes de G
dans @ =1)ol0...00s. Montrons que 7, ne différe de n. que par un auto--
morpisme intérieur de &, c’est-a-dire qu’il existe un element 2 €@ tel que, pour
tout 6€G on ait L6 '=7.

En effet, soient 6, et 6, les apphcatlons de G/G,sur M=M, ><M XXM,
définies respectivement par les fonctions représentatives o (x,)) et #(x). 6, ne
differe de 6, que par une permutation 4 de I'’ensemble- M '(0,=2,0(,,autre-
ment dit, pour tout X€ G/Gs, on a 6,. X=1.(6,- X)). I est bien connu qu’a-
lors pour tout's€¢G on a 6==264"". Montrons que . satisfait aux condi-
tions 1 et 2 du §1 relativement aux groupes I',[,,..., [, et que, par
suite, 2 appartient 3 G =.1"0lo.. .01, , '

On a vu que, pour tout i=1,2,...,s et pour tout X< G|G;, (6,-X) et
(6.-X)' ne dépendent que de XG,, et inversement. Par suite, (2-(6,X)) =

~—(0 -X)' ne dépend que de (b,-X)', donc 4 satisfait a la condmon 1.

D’autre part, soit X un élément arbltralre de G/Gs tel que (6, X)'—‘ soit
un élément fixe #—'=(t, 4,..., ) de M. Alors, en vertu de la condi-
tion 1, (6,-X)~! est un élément fixe (¢)-'=(,8,...,t_) de M, ne dé-
pendant que de #~'. Soient

Uo- X=(f,, tyyeeey by Xy #y %, k) e 0 X=(,8),..., 6, Xi)%, %,..., %)
On a -
XGioi=o(t)e(t)...o(t) Gi=z({t)z(t)...z(l) Gi—,},y
d’olt ' ‘ ‘
oo . ..et)=t(t) (&) ...t (t_) A (),

olt A;(t) est un élément de G, , ne dépendant que de #7'.

Soient X, et X, les classes dans G._, suivant G, identifiées avec x;et
Xx;. On a d’une part

a) G posséde une suite G= Gy> G,>...2 G, de sous-groupes et G, ,/G; (=1,
2, ..., s) est identifié avec M; de fagon que G; soit identifié avec m;. (m sera dit I'élément
distingué dans cette chaine d’identifications}),

b) il s'agit,d’'un (M, Ms,..., M,)-isomorphisme relatif & cette suite de sous-groupes
de G, avec les identifications considérées des G;_:/G; avec les M; correspondants et a
la suite canonique associée & m de I’i lmage G de G, les identifications des Gioi<m>I1G <m>
étant les m-identifications.

¢) Quand on supposeé en plus que G est un sous-groupe de ®, on supposera que
la suite G, > G;>...2 G, coincide avec la suite canonique de G associée a m, et que les
identifications des G;_,/G; avec les M; correspondants sont les m-identifications.
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XG=oM)o(t) . .ot ) Xi=z(t)zs(®)...c(E) A(f7) Xn
d’autre part
XG=z(t)z(t)...7(t_)) Xi;
d’on Pon conclut que x{ est I’élément de M; identifié avec A (f') X; et que
la permutation x,—x; de M, est celle qui correspond a la permutation
Xi— A () X,
de G;_,/G.. Elle est donc un élémentde I', ne dépendant que de #-'. Ainsi,
la condition 2 est remplie,

Soient maintenant o (x;) et 7 (x;) deux fonctions representatlves nor-
mées, et soit m=m,, m,,...,m;) Uélément distingué de M, c’est-a-dire
I'élément dont les coordonnées m, sont identifiées avec les G.€ G._,/G; cor-
respondants. Alors, pour tout i=1,2,...,s et pour tout x; GM,, la classe
X €G._, /G S ecnt sous chacune des formes

=o(m)eo(my)...o(m) X;i=zv(m)r(m)... 7 (m,-_-l) X..
Sl Xe G/Gs est tel que XG,= X,€G_,/G, on a
O X) = (0.- XY =(my, my, ..., My, X))

Par suite, dans le cas des fonctions ¢ (x;) et 7 (x;) normées, la permutation
4=20,6," de M, dont on sait déji qu’elle appartienta @, conserve mod D,
tout élément de la forme (m,, m,,...,m_,, x;, %, %,. ., %) et, en vertu du
§ 3 (alinéa 5), 1 appartient & @i<m> (le plus grand sous-groupe de G,<m>
invariant dam G,_,<m>). Comme ceci doit avoir lieu pour i=1, 2,...,s,

on a A¢ n Gi<m>. :
Posons la définition suivante: Si @ est le prodult complet I'o [yo..- o1,

des groupes de permutations I', I';,..., I's des ensembles M,, M,, ..., M;, et
si m est un élément de M =M, X M, X - st, Pautomorphisme mténeur

{6— 202"} de & réalisé par un élément i¢ n(S) <m> sera dit propre par

rapport a m.

Deux sous-groupes H et A’ de & seront dits proprement conjugués par
rapport A m, §’il existe un automorphisme intérieur propre par rapport 3 m
qui applique H sur H'.

Si G est un prodmt complet de groupes abstraits, n <m> = n@ <m>

coincide avec §s<m>. D’autre part, en.se bornant dans ce cas a l’element
canonique m==e¢ (voir §3), on parlera d’automorphismes intérieurs propres
tout court, quand il s’agira d’automorphismes intériéurs propres par rapport
A e (ce sont des automorphismes intérieurs réalisés par des ¢léments 4 ap-'
partenant a ).

Ceci posé, nous pouvons formuler de la maniére sunvante les- résultats
qu’on vient de démontrer; : S
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Théoréme 3. Quand ¢ parcourt I'ensemble des fonctions représenta-
tives normées des M; dans G, les o-isomorphismes de G dans & ne différent
que par des autfomorphismes intérieurs propres de (5 par rapport a [l'élément
distingué m.

Remarque I. En particulier, les images de G par ces o-isomorphismes
sont des sous-groupes de & proprement conjugués par rapport 4 m. -

Remarque II. Si, lasuite G=G,D G,D--- D G, est une suite de
composition (incomplete) de G, les o-isomorphismes normés de .G dans le
produit complet & des- groupes abstraits I~ G,_,/G; ne différent que par
des automorphismes propres de G, et les images de G dans (5 sont des
sous-groupes proprement conjugués de . , ' ‘
] - 2. o(x) et ¢'(x) étant deux fonctions representatlves normées des M,
dans G, on a, pour i=1,2,...,s et pour tout x,€M;,

0 (x)—p(x),ux olt u, € G,
“et, en particulier, w,,, est Iumté de G, car o et ¢’ ont été supposées normées.
Montrons qu'on a le
Lemme 2: Pour que le o-isomorphisme de -G dans (& comade avec
le o’-isomorphisme, il est nécessaire et suffisant que, pour tout i—1,2,.
et pour tout x,€M;, p. = o(x;.710'(x) appartienne au plus grand sous-gt‘oupe
&, de ©; invariant dans &..
En effet, pour que lés deux isomorphismes coincident, il faut et il
suffit que pour tout. X€G/G, on ait 0,.X=06,.X. Or, soient 6,.X =
= (X)) Xyy ++0y Xs) € Opr. X = (X;, Xy, .0, Xg). On a donc » , .
X=0(x))0(x) -~ 0(xs) Gs et X=0(x1)0'(x3)--- 9'(35.;) Gs,
d’oit IR ' '
. , X =0 (x) i 0(x)) sl -+ 0(x5) A Gss.
Pour i=1,2,...,s C
!’l"f: 9(x:+1)ﬂx§+1 M Q(XV) .ua-; Gs
appartient-a G;/G,, et, si u., appartient au plus grand sous-groupe de G;
invariant das G;, on a

u[o(xn) Ma,ye - 0(X) ] Ge=0(xis1) My, - 0(x) 0, G
On en conclut que, si la condition énoncée est remplie, on a
, X=o(x}) o(x}) --- 0(x) Gs, |
dou (X Xhs ey X8 =(X, Xay oeey Xs) (Lemme 1).
. La condmon est donc. sufﬁsante D’ailleurs il est visible que si notre
condmon (141, appartlent au plus grand sous-groupe de G invariant dans

G) est satisfaite seulement pour les i>j, on a (o et-o étant supposées
normées) .6,.X — 6, X pour tout X¢G,/Gs.
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Inversement, supposons que la condition énoncée ne soit pas remplie,
et soit j le plus grand des indices i=1,2,..,, s—1 (u., remplit la condition
automatiquement) tel qu’il existe un z;€ M; pour lequel u; ne se trouve pas
dans le plus grand sous-groupe de G; invariant dans G;. Par suite, il
existe un Y€G /G, tel que u,; Y==Y. Il est 3 remarquer qu'en vertu de
notre hypothése sur j, on a §,.Y =#6,.Y, c’est-a-dire que, si

Y =0(x;.,)--- 0(x ) G,, on a aussi ¥ =o' (1)) --- 0'(xs) Gs.
Soit Z¢ G/G, ia classe o(z))Y. On a
. Z=o(m)o(m,)---o(m;_)o(z)Y
e
Oo. Z =My, My, ey M;_1, Z;, Xjury Xjsay ooy Xo)-
Supposons qu’on ait ¢,.Z=~0,-.Z; nous allons montrer que cette hypothese
conduit 2 une contradiction.
En effet, on aurait

Z==g¢'(m) o' (my)-- o' (m;_,)0'(2) 0" (X;11) -+ €' (Xs) Gs =
=o(m) o(my) --- o(m;.) 0(z) 1., Y. ,
Ainsi, on a o(m)oe(m,)---e(m;.))e(2) Y =o(m)o(m)---e(m;_))o(z) n; ¥
et par suite w.;Y=1V, contrairement a I'hypothése s.;Y == Y. Ainsi 6,.Z ==
=+ 6, .Z, et la condition énoncée est nécessaire.
‘3. Soit F un autre groupe et soit
F=F,O>F>...-0F;

une suite de sous-groupes de F telle qui F; soit anti-invariant dans F et que
F._,/F; soit identifié¢ avec M,. Ceci posé, supposons que F est (M,, M,, ..., My)-
isomorphe avec G, et soit  un (M,, M,, ..., M)-isomorphisme de G sur
F. 7 permet d’établir une correspondance biunivoque entre les fonctions
représentatives des M, dans G et celles des' M, dans F. 1l suffit pour cela
d’associer & une fonction représentative o(x;) (i=1,2,...,5; x,€M) des
M, dans G, la fonction ) :
: 0" (x) = 0%(x) = 7-0(x),
qui est bien une fonction représentative des M; dans F. Evidemment o*(x)
est normée si, et seulement si o(x) l'est.

Soient 7, le p-isomorphisme de G et 7, le ¢*-isomorphisme de F dans
G =1I10l)0-.. oI, Montrons qu'on a 7, = %+ 7, ou, autrement dit:

Lemme 3. Quel que soit o€ G, son image 1,-6 par n, est le méme que
limage v,:.(n.0) de 1.6 par ve. ’

Démonstration. Soit X€G/G,, et soit X*=7.X. Comme 7.G,=F,,
X* parcourt F/F, quand X parcourt G/G;, ¢t X — X* est une correspondance
biunivoque. ‘ v

Si b, X=1(x;,Xs,..., X;), on @ X =o0(x)) o(x,) --- 0(x ) Gs, d’our
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X' =n-X = [ro(x)}[n-0(x)] --- [1:0(x9)] [7- Gs] ==0" (x;) 0*(x) --- 0"(x.) Fs -
et .
B X = (X1, Xy, .., Xs) = Hp- X.
Sio€G etsilon pose ¢*==1.0, ona ¢*'X*=[n.0}[;-X] =17 -0X=
= (¢ X)*, d'olt #p.0°X*=0,.6X. Or, 3,-0 est la permutation 8, . X—0, - 0X
de M, et 7, - 6" est la permutation 6, - X* —> 6, . ¢ X" du méme ensemble,

En vertu de ce qui précede, ces deux permutations de M coincident, et on
a -bien

7‘“0‘7;‘ = '7]0. C. Q F D.
Ce lemme nous sera fort utile dans la suite.

Un sous-groupe transitif G de (5 =10 [0 --. o I’y sera dit représenta-
tif s'il est 'image par le ¢-isomorphisme d’un groupe G a l'aide d’une fonction
représentative normée o(x;).

Soit donc G un sous-groupe représentatif de (5= /o lo..-01 et
soit #, ie o-isomorphisme normé d’un groupe G sur (. Nous savons que

re est un (M,, M,. ... , M)-isomorphisme de G sur G. _
Soit o(x;) la fonction représentative des M, dans G, qui correspond &
o (x;) par 'application 7, (0 (x;)==r,-0(x;) pour i=1,2,...,s et pour tout

x;€ M;). Considérons le ¢-isomorphisme 7, de G dans (5. En vertu du Lemme
3, pour tout € G on a #,-0 = 75 -(,-0), c’est-a-dire que si 6=1,.0, on a
G==1; .0, et ceci pour tout s €G.

Nous voyons par conséquent que le o —zsomorphzsnze de G dans %,
défini a 'aide de la fonction représentative normée o.x;), est l'isomorphisme
identique). Ainsi, dans tout sous-groupe représentatif G de (5, on peut dé-
finir une fonction représentative normée ¢ (x;) des M, dans G, telle que le
" g -isomorphisme de G dans & soit I'isomorphisme identique. Une telle fonc-
tion représentative normée sera dite une fonction.superposante. Par abus de
langage, on dira que G contient une fonction superposante. Inversement; si
un sous-groupe transmf G de & contient une fonction superposante o(Y ),
G est représentatif, pulsqu 'il est sa propre image par le o-isomorphisme.
Par suite, on a le

Lemme 4. Un sous-groupe transitif G de & ==Iyolyo---ols est re-
preésentalif si, et seulement S’il contient une fonction superposante.

Soit G un’ sous-groupe représentatif de . Une classe X¢ (J/G <m>
est. ’ensemble ¢G,<m> de tous les o¢ G, tels que o.m=o.(m,, m,,...,m)
soit un méme élément x = (X, Xy ..., X5) de M=M, X M, % ,.. XM;, qui sera
dit U'élément correspondant de X.. ° }

0(x;) étant une.fonction représentative normée des M, dans G, mon-
trons que o (x) est une fonclwn superposante si, et seulement si pour tout

¢6) Par suite, en un certam sens, lés g lSOlllOl’phl\me normes de G sont des“projections”
de G dans: G5, ¢ e :
'
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X¢G|Gs<m>, 65 - X coincide avec P'élément x = (x,, X,, . .. , Xs) correspondant
a X .

En effet, 'image ¢’ d’un élément ¢ de G par le _o-isomorphisme est,
par définition, la permutation ¢’ = {6; - Y— 65 -a¥} (YeG/G.<m>) de M.

Soit en particulier Y=G,<m>. On a 00 .Gs<m>=(m,, m,, ..., m.,),
car p a été supposée normée. Par suite, o’ applique (m,,m,,...,mg) sur
65 -0G;<m>. Si 9(x;) est une fonction superposante, ¢’ coincide avec o et,
par suite, 8; -0G,<m> coincide avec o-m =o-(m,, my, ..., my). Mais o.m est
I'élément x correspondant A la classe oG <m>=2X. La condition énoncée
est donc nécessaire.

Inversement, supposons que cette condition soit remplie. Soit y =
=(y1,Yss-..,¥s) un élément quelconque [de M, et soit YcG/G.<m> la
classe de G suivant G.<m> a laquelle correspond y. Visiblement, a.y (a¢ G)
correspond a la classe oY. (Ceci résulte du fait classique, indiqué au début

de lintroduction, que y— Y réalise la similitude de G avec sa représenta-

tion a I'aide de G,<m>). La condition énoncée étant supposée remplie, on a
6;.Y=y et 6; .Y =a.y, et par suite,

o ={0;.Y—0; aY|={y—o.y},
ot y parcourt M. Donc ¢ =g, et p(x;) est une fonction superposante La
condition est donc suffisante. C.Q.F.D. _

G étant un _sous-groupe transitif de G =1\0l}0...01 et G étant un
sur-groupe de G (G est donc également transmf), G,_l<m>/G <m> et
(‘_x<m>/G <m> sont m-identifiés avec l'ensemble M, tout entier (i=1, '
..., s). Par conséquent, toute fonction représentative o(x;) des M, dans
(; est automatiquement une fonction représentative des M, dans G. En par-
ticulier, c’est une fonction représentative du groupe & tout entier.

Soit X une classe suivant G,<m> dans G, et soit X— XGy<m> la
classe suivant G,<m>, qui la. contient. Alors, d’une part, tous les oeX
transforment m en un méme élément X de M, qui est égal en particulier,

au transformé X de m par les o€ X. D’autre part, si 65 X=(x, Xy5..., Xs),
on a

X=5(x)o(x)...5(x;) Ge<m>,
d’ol1 résulte
X=0(x)8(x)..:3(x;) G,<m>Gy<m>=15(x)8(x,) ... 2 (%) G.<m>,
et on a
o . X= (x,,x,,...,x,)—(i X,

Si o (x)) est une fonction superposante de G, on a, pour tout X¢G|G.<m>,
0; . X= =X; d’oli, puisque X=XG.<m> parcourt G/G,<m> quand X par-
court G/G,<m>, et puisque on a x—x et ;. X =0z - X, il résuite, pour
tout X¢G/Gs<m>, I'égalité 6; . X=7%. En vertu du critére précédent, ceci
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montre que o(x;) est aussi une fonction superposante de G, et G est re-
présentatif. :

Nous voyons donc que fout sur-groupe d'un groupe représentatif est
également représentatif. En particulier, ® =1I'0lo--.01I est représentatif,
et toute fonction superposante d'un sous-groupe représentatif G de G est une
fonction superposante de (5. Pour déterminer les sous-groupes représentatifs
de (5, il suffit donc de déterminer toutes les fonctions superposantes de 6.

Lemme 5. Pour qu'une fonction représentative normée o(x:) des M;
dans ( soit une fonction superposante, il faut et il suffit que pour i=1, 2,..., s,
et pour fout x;€ M;, o(x.) soit une permutation de M, telle qu’on ait, pour tout
(zH-l, Zig2y o e 0y zs) E ;M)
, 4 (xi)'(ml yo ooy Mty My Zig1y Zig2y 0oy za‘) =(m1y---s Mi—yy Xiy Zig1y Zig2ye00y zs)-
Démonstration. Supposons que la condition énoncée soit remplie.

Soit x=(x,, X,,...,x) un élément quelconque de M. En vertu de la
condition énoncée, on a ,

g(xl) Q(x;‘)r'- * g(xs)'(ml) m!y"‘ 1ms)=(’ (xx)(’(xz‘---ré’(x:- 1)'(mhm2"") rns—lr x$)=
=0 (x) 0 (x)...0(xs_2)-(my, My, ..., M3, X5, xg) =...
=0 (x)- (1M, %y, ..y Xo) = (X, Xy o0y X5) =X,

et, par conséquent, ’élément de M correspondant a la classe X = ¢(x,) 6(x,)...
... 0(Xs) Gs<m> estx. D’autre part, on a également 6,. X=(x,, x,,..., X5) =X,
et, par suite, o(x;) est une fonction superposante. Ainsi, la condition énon-
cée est suffisante. ‘

[nversement, supposons'que g(x;) soit une fonction superposante. Comme,
pour tout i=1,2,...,s et pour tout x;€M;, o(x) est sa propre image
par le g-isomorphisme, on a

0(x) = {8 X — -0 (x) X} (X€U/Gs<m>).

En particulier, ceci est vrai pour les classes Z contenues dans G;<m>.
Donc ‘

o-0(x? Z = 0(x:)- (8- Z).
e(x:) étant supposée normée, on a, pour tout Z¢ Gi<m>/G,<m>,
Op- Z == (My, My, ey Mi_yy My 2i15 Ziay onv; 2s)y
Ol (241) Zipuy +++» Zs) parcourt ‘M quand Z parcourt Gii<m>/@}s<m'>'; on a
Z=p9(m) e(my)--- e(m) 0(2:s1) --- 0(2¢) B, <m>.
Comme tout o(m;) coincide avec 'unité de &, on a
o(x) Z=o(x) e(m)o(my) ---e(m)o(z.,) - -- 0(25) Bs<m> =
d'oi =o(my) o(m,) --- o(m) e(x) 0(2.1,) - -- ¢(2:) B;<m>,
Op-0(X)Z =(my, My, s M1, Xi, Zisry 0eey 2, )y
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ce qui montre que _
0(X) - (M), Mgy coey MU T, Zigyy ey 20 == (Myy Mgy eeey MYy, Xiy Zigts ooy 25).
C.QF.D.
Nous dirons qu'une permutation ¢€®,_,<m> est normale par rapport
m, si ‘e(m’) est la permutation identique de ‘M (ceci équivaut precnsement
la condition que, pour tout (241, 2i4s,...,25) €'M,

e Qo

o(m,, ..., My, My 2y e 2=\, .c0r M;_yy X, 2100500002 ).")
Avec cette convention, nous pouvons formuler le résultat du présent
alinéa sous la forme du théoréme suivant:

Théoréeme 4. Un sous-groupe transitif G du produit complet
= I 010 ... 0[5 est représentatif si, et seulement si, pour i=1,2,...,s,
toute classe de Gi,<m> suivant G;<m> posséde une permufation normale
(par rapport a m).

4. Nous savons que, pour une fonction représentative normée, le o-
|somorphlsme d’un groupe G dans (5 est un (M,, M,, ..., Ms)-isomorphisme.
Dans l'alinéa 1 du présent paragraphe nous avons montré que, pour deux
fonctions représentatives normées o(x;) et ¢(x;), les images de G dans (%
par le o-isomorphisme” et par le c-isomorphisme ne différent que par un
automorphisme intérieur propre de (9,

* Nous allons montrer plus généralement qu’'on obtient toujours des
(M,, My, ..., My)-isomorphismes d»> G dans & en effectuant o@’abord un
(M., M, ..., My)-isomorphisme fixe de G dans & (Pexistence d'un tel
M, M,, ..., My)-isomorphisme est assurée, en vertu du théoréme de I'immer-
sion, par un ¢-isomorphisme rd Jtif & une fonction représentative normée
oi(x;) des M; dans G), et en ef ectuant ensuite un automorphisme intérieur

- propre ae (5, et que de cette maniére on les obtient tous.®) :

Si 'on passe a limage G de G par un (M,, M,, ..., M)-isomorphisme
de G dans 5, il est visible que le résultat & démontrer équivaut au
théoréme suivant.

Théoréeme 5. I. Si G est un sous-ﬂroupe transitif du produit
complet 5, et si Z€® appartient ¢ ﬂ Gr<m>, lap plzcatzon 6—> Aol (v¢€ G)

est un (M, M, ..., Ms) momorphzsme de G sur 1GA,

1. Si G et G sont deux sous-groupes transltzfs de (\) etsi n=16-—70a)

) Remarquons que cette condit’on est automatIquunLn' remnlie par fes 0'6 G,y <M N

8y Nous tenuiis & souligner qu'il n'est pas en général vrai que tous les (M,, M,, ...,MA\)-
isomorphismes de G dans (& peuvent étre obtenus par des g- isomorphismes pour des
choix convenables des fonctions représentatives normées s(x;). -L.es s-isomorphismes ne
constituent qu'une classe particuliéerement importante des (Ml,M,, ..., M,)-isomorphismes
de G dans (5. On le verra dans P’alinéa suivant. ’
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(@ €G;5¢G) est un (M,, M., ..., My)-isomorphisme de G sur G, il existe un
. .

ie N Gi<m>, tel que [lisomorphisme n soit réalisé par lautomorphisme -
i=1

mterteur de & correspondant ¢ /4 (c'est-d~dire que pour tot 5¢G on ait
=627, .

.Démonstration. I, Soit ()= {s—»Z64~'} un automorphisme

intérieur propre de (5. Montrons que (4) est un (M,, M., ..., M¢)-isomorphisme.

Il est visible qu’alors (%) induit un (M,, M,, ..., M,)-isomorphisme de G sur
G =2Gi,
Puisque 4 appartient 3 3;<m> pour i=1,2,...,5 on a

;"'(ml, My, ooy My, X,y %, %, 000, *):(m” My cooy My, X0 %, %, .00, %),

Ainsi, si X; est la classe dans §,_.,<m> suivant (§;<m> m-identifiée avec
x;, la classe (A)-Xi=2AX.2"' = i X; est-m-identifiée avec le méme élément
x;, et coincide, par suite, avec X;. Donc, (4) satisfait aux conditions a)
(pour Xi=G,<m>) et b) de la définition des (M, M,, ..., M)-iso-
morphismes. : : "

En outre, si ¢€&i_y<m>, on a

[(2)- 0] Xi= [(1)- 0] [(%)- X] = (4)- 0 Xi = 0 X,

(car (). X:i= X; et 6 X, €®,_;<m> &;<m>), donc la permutation de M; qui
correspond & (2)-o est la méme que celle qui correspond 2 o, et (%) satisfait
¢galement a 1a condition ¢) de la définition des (M,, M,, ..., M;)-isomorphismes.

IL. Choisissons une fonction représentative normée ¢(x;) des M; dans
G, et soit g(x)=7- 0(x;) la fonction représentative normée des M; dans G, .
image de o(x;) par un (M, M,, ..., M,)-isomorphisme 7 de _G~ sur G. En
vertu du Lemme 3, les images de G dans & par le g-isomorphisme ns et

de G, dans @& par le o-isomorphisme 7. coincident. (Cette image commune

est un certain sous-groupes G de () et, plus généralement, on a 7=~ 9 ;
il suifit donc de démontrer que les isomorphismes 7. et ». sont induits
par des automorphismes intérieurs propres de 6. ) ' :

Comme (5 est un groupe représentatif, il corment une fonction super-
posante 7(x;). Le rz-isomorphisme 7, de (5 est Pisomorphisme identique de
® sur lui-méme et induit, par conséquent, I'isomorphisme identique sur G.
Par suite, pour tout "€G on a n,. v = 7,

Nous avons vu que o(x;' est également une fonction representatnve
normée de (5. Soit 77 le o-isomorphisme de (5 dans Iui-méme. Sa restric-

tion & G est M - En vertu du résultat de P’alinéa 1 du présent paragraphe,
n. ne différe de 7, que par un automorphisme intérieur propre (4). de .
On a donc 7, = (4,) . et, pour tout s¢G, :

oo 0 =T+ 0 =) ", o= (h)- Olc- 8) = ()5



60 M. Krasner et L. Kaloujnine

On démontre de la méme maniére l'existence d'un automorphlsme
intérieur propre (Z,) de &, tel que pour tout 5¢G on ait -.5=(4).F
Il en résulte que 5= (Z,)' (4,) = (;'%)). ' C.Q.F.D.

Considérons les groupes satisfaisant (pour I, 7%, ..., I's et pour
meM, X M, X ... X M fixe) aux couditions du présent paragraphe. Soit
C* une classe de tels groupes (M,, M,, ..., Mg-isomorphes. Si C est
I'ensemble des groupes de cette classe C* qun sont des sous-groupes de
G =1T1,01l0...01,, en vertu du théoreme précédent, C est une classe des
sous-groupes proprement conjugués (relativement a2 m) de @&, car deux
sous-groupes transitifs de & sont (M,, M,, ... My)-isomorphes si, et seule-
ment s’ils sont proprement conjugués.

Ainsi, C*— C établit une correspondance biunivoque entre [ensemble
Q U, Iy, ..., I's; m) des classes de tels groupes (M, M,, ..., M,)-isomorphes
et lensemble Q(I4, I, ..., Is;m) des classés de sous-groupes transitifs
proprement conjugués (relatzvement am) de =1 0l%0...01,. Dailleurs,
si G est un groupe appartenant & une classe C’, et si g(x-)' est une fonction
représentative normée des M; dans G, I'image de G par le g-isomorphisme,
qui est (M,, M,, ..., M;)-isomorphe & G, se trouve dans la classe C de
sous-groupes de & proprement conjugués qui correspond a C*. En particulier,
les images des G¢C par leurs o-isomorphismes normés appartiennent a C.

5. Montrons qu’il existe des sous-groupes du produit complet qui ne
sont’ pas représentatifs. '

Considérons le produnt complet ¥; de trois groupes cycliques ['\=1,= 1,
de p éléments. S it G le groupe des tableaux A =[a, a(x,), a(x,, x,)] tels que
a(x,) et a(x,, X,) “oient des constantes b€, et c€l, (G est le groupe qui
a été 1dent|f|é au §2 avec I X I, X I}). Le nombre des groupes représenta-
tifs parmi les groupes proprement conjugués de G ne dépasse pas celui
des fonctions représentatives normées des 1,, Iy, I's dans G. Or, remarquons
que l'ordre de G, est p*, celui de G, est p, ‘et celui de G, est 1. Ainsi, si
o(x;) parcourt ’ensemble des fonctions représentatives normées des I;-dans
G, o(e) prend une seule valeur (unité e de. G), et si x;%¢;, oix) prend
p*-i valeurs. Par suite, le nombre de ces fonctions est

| (P pr 177 = (p)F! = pPr. »
D’autre part, un A=/, I(x), I(x;, x,)] induit un automorphxsme intérieur
propre de ¥, si, et seulement si :
, 1~e.,1(€)—e,,l(e,,e)——93
Le nombre de tels 7 est donc
pr- Ip: -1 ‘_pl +1~‘-

Le nombre des groupes proprement conjugués dlstmcts de G est Ie quotnent‘
.de ce nombre par celui des 1€, qui sont dans le normahsateur N(G de

G. Or, un
;'_: [[) [(XI)’ 1(.\’,,5(._,)]
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est dans N(G) si, et seulement si, pour tout a~[a,b cj€q, il exnste un
o =|[a, ¥, c'|€G, tel que lo=y4'4, et inversement. )
Or, on a,vu Ia commutatwute des Iy, '

lo=]i, l(xl),l(xl, x)] {a, b, c] = [la, l(ax,) b, l(axl,bx)c]

o'l=I[a, b, [ I(x,),I(xl,x)]_—[la Hx) b, l(x,. x,)C)
Donc il faut et il suffit que pour tout (x,, x,)€I\x I', on ait

» da=la, lax)b=1I1(x)V, l(ax,,bx_)c—l(x,,x_) c.

Donc on a a'=a; si a=e,, on n'a qu'a prendre b'=0; si a+e, a est
un élément générateur de I, et I(ax,) ! (x,)~ doit étre la constante b — b’ b
indépendante de X, Par suite, si b est la puissance a’(j=1,2,...,p) de a,
on a, si x,=a', '

() =l@)=o0l(@ ) =bl@?) =...=b'l(e)=b =a'=x}.
Ceci étant satisfait, il suffit de prendre &= ba’, pour satisfaire a la seconde
égalité. Enfin, 1a troisitme égalité entraine, a, b étant des élements généra-
teurs des I3, [}, que I(ax,,x_)l(x,, x)7" et I(x,, bx,) I (x,, x,)~ “doivent étre
deux constantes z et 7, appartenant 4 I';; indépendantes de x,, x,. Par suite,
siz=a0%#, et si T=~>0% on a comme précédemment, en posant x, —a", x,= b,

I(x,, x,) = I(a", x,) =" I(e,, X,) =t (€, b?) =
 =thTh (e, @) =T Tt = @itk bist — xis X,

Inversement, ceci étant, il suffit pour satisfaire 4 la troisieme égalité
de prendre ¢ =a%b*c. ,

Ainsi, 'ordre cherché de ®;NN(G) est p3, et ainsi, le nombre des
grounes proprement conjugués de G est

prHTE pi == P,
si p=3, on a
PPH+p—5=4p—5=3p—2>3(p—1) o
et p#"+»—5 est plus grand que le nombre des groupes représentatifs propre-
ment conjugués de G. lI existe donc bien des groupes qui ne sont pas
représentatifs. ‘

6. Soit G un groupe abstrait es z(x;) une fonction représentatlve nor-
mée fixe des M; dans G, et soit G I'image de G dans &= [ ol}o-.-0l%.
par. le z-isomorphisme #,. o(x;) étant une autre foriction représentative nor-
mée des M; dans G, nous savons que 7, ne différe de 7, que par un au-
tomorphisme intérieur propre (1) = {o— 202~} de G.

Dans le present alinéa nous allons determmer exphcntement A partir
de limage G de G dans (S), Pensemble A des 7en <m> provenant du .

passage de x(x,) a toutes les fonctlons representatlves normées g(x) des

M; dans G.
A cet effet, introduisons tout dabord quelques groupes dont on aura
besoin dans la suite et démontrons a leurs propos un lemme.
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o(x;) étant une fonction représentative normée, soit G’ Pimage de G

dans & par le o-isomorphisme. Considérons, pour tout i=1,2,...,s, le

groupe Gi<m>. L’image de ce groupe G;<m> par 'application®)
o—lo'(m) (0" €Gi<m>)19)

qui est un sous-groupe de ‘G = I";j0 I'yz20..- o1’ homomorphe a Gi<m> (car

tout ¢’ € G.<m> conserve m’) sera désignée par P;(G').")

Lemme 6. ¢'(x), o”(x)) élant deux fonctions représentatives normées
des My dans G, et G, G” étanl les images de G dans & par le o'-isomor-
phisme 7, et par le o”-isomorphisme -, si pour tout j>I et pour tout x;€M;
on a o' (x;)=0"(x,), alors P(G')=P,(G")?)

Démonstration Si o est un élément de G,<m>, on a par
définition

o' -(m', 'x) = (m', ‘¢’ (m')."x).
Par conséquent, si ¢’ (resp. ¢”) sont les images d’un ¢€G, par le ¢’-iso-.
morphisme (resp. par le ¢”-isomorphisme), on a ‘o’ (m') ='¢" (m’), si o’ et
¢” induisent une méme application sur la classe m* (mod D,) dans M. Or,
il suffit pour cela, puisque on a ¢’ =6, {X— 0 X} 6" et 0" =0y { X — X} 6}
(X€G/Gy), que les images réciproques de m' par 6, et 6, coincident, et
que 6, et 6,~ induisent une -méme application de cette image réciproque.
Mais, puisque o¢'(x;) et ¢”(x;) sont normées, les images réciproques de m’
par 6, et par 6,- comcudent toutes les deux avec G,/G,. D’autre part, on a
vu que dans ces conditions,- si X€ G/Gs, 0p-X et 6,..X ne dépendent que
de. ¢'(x;) (resp. de ¢”(x;)) pour j>{; car alors, si
O X =My, Myy ..o, MYy, Xisyyen oy Xs)s
on a , : ,

X=0(m)o (m)...0 (m)o (x;s)...0 (xs) Gy=10"(X;57) ... 0" (x5) Gs.
Comme pour tout j>I, o” (x) =10'(x;), on a pour tout X¢G/Gs, by - X=0b,--X,
ce qui démontre le lemme.

Nous dirons que deux fonctions représentatives normées o(x;) et o (x))
-des M; dans G sont contigiies @ I'étage j si leurs valeurs ne sont différen-
tes que sur M;, c'est-a-dire que si o(x;) =19 (x;) pour i /.

Il est visible, que deux fonctions représentatives normées o(x;) et ¢’ (x;)
quelconques peuvent étre reliées par une chame

D(X,) =0y xl)) (] (xl): ey d S(xl) = Q'(xi)

9 Voir §1, p. 218. '

) Si, dans la notation par.ies tableaux, on a ¢ _[a a(xy), ..., @ (X, Xay ooy Xoo1) s
ig’ (m') est le tableau _
famy, ma, ..., m), a(my, ma; ..., mi, Xier), @(M, My, oo MG, Xigy | X, 4q) ] €665

1) ]} est & remarquer que P,(G’) se réduit toujours a P'élément unité. .

12) Si I’'on considére la fonction représentative »(x)=o(xp) (k=i41,i42,...,5)
des M, k > i, dans G;, on remarque sans peine que P;(G’) est tout smlplement Pimage
de G; dans ==l 0, 0...0F, par le »-isomorphisme.
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de fonctions représentatives normées o,(x ), telle queo,_,(x,) et 0;(x;) soient conti-
giies & I'étage j pour j=1,2,...,s, et que cette chaine est univoquement
-déterminée.

Si Z; est la permutation 6, _ - X—#,-X (X¢€ G/G;s) de M, qui provient
-du passage de ¢,_,(x)) a o;(xy), Ia permutatnon 0,- X —8,- X qui provnentdu
passage de o(x) a ¢'(x) est évidemment A4,y ... %2,

Déterminons chacun des Z;. Soient J(x;) et ¥ (x;) deux fonctions re-
présentatlves normées des M; dans G, contiglies a letage J. On a donc
‘f(x,) ¥ (xi) pour i/ et H(x;) = (x)) p, - ‘ ‘

y, appartient 4 G; et, pulsque J(x;) ‘ot ¥ (x;) sont normees, Ho, " est

Punité de G. % étant Vélément de n( ;<m> provenant du passage de ¥(x;)

a4 ¥(x;), on a vu que 8g.-X=2. (0,9 X). Ainsi,. pour déterminer Z,” il suffit
dexammer la relation entre les apphcatlons 65 et Hy de G/G sur M
Soit X¢ G/G;, et soient ‘
v Os- X =A(Xy, Xay -+ » Xs), 0,9:-X——~(x{,x§.,...x;).
On a alors d’une part
X=9(x)¥(x)... % (x) Gs=
— 9 (x) F (). .. H(x) 9 () w2 $ (50 - - (x3) G
et d’autre part : T .
X = () F (%) o (G2 (X)) (x,0) .- 9 (xs) G
Nous voyons donc que '
Xi=Xy, Xa=Xay+ .., X;=2X;
et que .
Fj0) F (Xja0) oo P (Xs) Go= 0773 (X)) ¥ (Xjs2) ... H(X0) G,
ou ,
l"‘cj‘(} (xj+1) N (Xj+2) “ae 3 (xs) GS =3 (X}H) & (x}+g) “e N (X;) Gs.
¥ (x;) étant normée, la derniére égalité équivaut a
F(m). . I (m) S () - 9 (x5) Gy=pay & (M) ... F (M) # (pa1) - o F (X)Cs.
Ainsi, si ;€& est 'image de w., par le ‘r-nsomorphnsme 1;9 de G dans @,
on a
(ml’ my, ..., mj, xj+17 ey xé):ﬁxj-(mlﬂ my, ree mj, Xj+1'.v ey xs)
et . .
IxX') = (X1, Xjo2y -« + 5 Xs) ="'!—‘_.Tj (m7)-(Xjs1, Xjs2y « vy X5) =j.‘7u:/ (m7)-ix,
Par suite, pour tout x=(x;, X, ..., %)= (x/,’x)€M on a
e x==/ (x/, Jx):/ (x,, X,, . . x,,fx)—(x,, Xoy e o Xy e (mf)-fx),
ce qm détermine la permutation /__63 #5' cherchée.
Remarquons que comme, pour Xj=rmj, tm; est Punité de G, est

"y
la’permutation identique de M. On a donc 2.(x,, X,, ..., X —1, M, Xjuq, -0, Xy) ==
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= (X1y X35 - - +» Xj—1, Mj, Xjs1s . . ., Xs). D’autre part, puisque pour tout x;€M;,
u; appartient a Gj, u.(m;) est un élément de P;(G’) (en désignant par G
I'image de G dans & par le J-isomorphisme %s).

Nous pouvons formuler ce résultat intermédiaire comme suit :

La permutation & de M qui provient du passage d’une fonction repre-
sentative normée 3(x;) contigiie a ¥ (x;) a létage j, posséde les propriétés
suivantes ; :

1. 2 conserve mod Dy toat X€M (4 appartient ,donc a ja).

2. Pour tout ZI¢ M tel que (2); =x; (c’est-a-dire tel que les éléments
z de 2/, considérés comme une classe mod D; dans M, soient de la forme
(219 Zus o oy 25m15 Xjy Vst V2 -« «» Vs))» & induit dans la classe 2/ une méme
permutation des j-restes iz = (yj1, Yjs2, ..., ¥s) de z€2l. Cette permutation
induite est un. élément de P;(G’), d savoir c'est la permutation /i, (n7). (Rap-
pelons que /z; est la restriction & la classe m/ (mod D; dans M) de I'image
bz de Pélément pr; =3 (x)7' 9 (x;) de G).

. 3. 2 induit la permutation identiqgue dans foute classe 7, telle que
(&), =m;,

Ainsi, la permutation 4= {03.X—063-X} de M, si on la considére, en
vertu des identifications du § 2 (alinéa 1), comme un élément de G o/, est
représentée par un tableau [d, d(x/)] tel que d.x'==x/, donc d est l'unité
e=(e,e,...,¢) de &/, et que d(¥)-x=d(x,, Xy, ..., X)) Ix= =i, -Ix, ce
qui est une permutation de /M appartenant 3 P;(G’) dépendant de ¥/,
mais ne dépendant effectivement que de la j-iéme coordonnée x; de . En
outre, d(x,, X,,..., Xj—y, m;) est, comme on a vu, la permutation identique
de /M. ’ . . .
Si 3(x;) est une fonction représentative normée fixe et si ¥+'(x) par-
court 'ensemble des fonctions représentatives normées contigiies a4 J(x;).a .
I'étage j, les permutations A parcourent Pensemble des éléments de & pos-
sédant les propriétés. énumérées ci-dessus. L’ensemble de ces éléments
constitue un sous-groupe de & qu’on désignera par 4»~1}’(G). Drailleurs,
comme G et 3 n’interviennent dans les conditions énumérées que par Pin-
termédiaire de G'=r1y-G, on notera le méme groupe aussi par -4;,G’).

On peut formuler les propriétés qui caractérisent les éléments de

-12(G) également sous la forme. équivalente suivante:

a) 4 conserve tout x¢ M mod D; et, pour tout x;€ M, JA(x/) appartlent a
P;j(G’) (condition 1 et une partie de la condition 2),

b) i-4(x’-') est un élément de '@ indépendant de x'~' (condition 2),

c) 7A(m’) est la permutation identique de M (condition 3).

Par suite, J}"(G) est lintersection des groupes des le@ aatxsialsant
séparement aux conditions a), b) et ¢).

Les le@ satnsfalsant a la condition-a) sont les leld tels que pour
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tout x’€ MJ, on ait JA(x/)€.P; (G) Ces éléments constituent le groupe qu’on
a désigné au §2 par
(’J Pi(G)

et qu'on y a appelé le prolongement de P;(G’) dans /..

Les 1¢ @ satisfaisant ‘4 la condition b) sont ceux qui, considérés de
" la manitre indiquée au § 2 comme éléments de @710 i-1®, donc représentées
par les tableaux 4= [2/7%, /~'4(x’"")], ont leurs secondes composantes dans
ce tableau indépendantes de x’~', Ils forment donc, le sous-groupe de ce
groupe qu’'on a identifié au § 2 avec le prodult direct @’ ‘><’ 'S des
groupes &/, /'@

Enfin, la condition c), qwon a déja rencontré au cours du présent
paragraphe signifie que 2 appartlent au plus. grand sous- groupe (B,,,<m>
- de ,<m> invariant dans (;<m>. Ainsi, -

I(G’)_‘l"(G) ¢1; PG N ((asl X EI®) NG, <m>.

Revenons 4 notre passage o(x;) — ¢ "(x)), ot o’ (x;) -est une fonction repré-
sentative normée quelconque. La chaine :
. 0(x;) = 0o(x), 0,(x), - - -, {)‘s(x:) = o’ (x;)
étant celle définie précédemment (c’est-a-dire o,_,(x;) et o;(x;) étant contigiies
a Pétage j), remarquons qu'on obtient tous les ¢'(x;) possibles, en faisant
- parcourir (pour j=1,2,...,5 & g;(x;)), pour ¢,_,(xp) déja construit, I’en-
semble des fonctions représentatives contigiies & Pétage j avec ‘o_;(x;).
o' (xi) (et, par suite, aussi les 9;(x.)) étant fixés, soit GU?) (G® =G) Vimage de
G dans & = I'yoI'yo... o I's. par le g;~isomorphisme Tio+ Comme, pour tout
i>j et pour tout x;€M, on a 9j(x) =o(x}, on a, en vertu du Lemme 5,
P, (G, —P,(G),» d’oit il resulte que
A (G) = L,(GV) = -4(G).

Ainsi, 4; étant Pélément de ® qui provient du passage 0j-1(X)—>0;(x),
quand .¢;(x;) parcourt Pensemble des fonctions représentatives normées
* contigiies A Iétage j avec g;-i(x;), quel que soit 9;_,(x;), 4; parcourt le méme
ensemble .1;(G). Par suite, quand o'(x)) parcourt l'ensemble des fonctions
representat:ves normeées, A= {6,.X — 8. X} (X€G/Gy) parcourt r nsemble

Gy = -1,(G) 4-1(C) - -+ <h(G) - ()
(o, d’allleurs, A,(G) se réduit A l'unité).

En particulier, soit'G un sous-groupe representatlf de ® et soit (x) -
une fonction superposante des M; dans G. Le i,-isomorphisme de G dans
%.est Pidentité, eton a G G. Soit o(x;) une fonction représentative normée
quelconque des M; dans G, et soit 4 la permutation de M qui provient du
passage de #(x;) ao(x). L’automorphlsme intérieur (4) = {0 -4 ;A7) induit

AS
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alors, puisque on a 7,.0=ga (o6& (@), précisément .le g-isomorphisme de G
sur-AGA-'. Nous avons donc le théoréme suivant:

Théoréme 6. L'ensemble des g-isomorphismes normés d'un sous-
groupe représentatif G de & est celui des isomorphismes de G induits par
les automorphismes - intérieurs (L) = {e—~Aiok-'} de & .engendrés par les
éléments A du sous-ensemble suivant de ®:

A@G) = A,(G) As-1(G) -+ A(G) A(G).

7. Dans le paragraphe suivant nous nous servirons des résultats
exposés dans.le présent paragraphe pour le cas de s=2. Dans ce cas
particulier, ces résuitats se présentent sous une forme beaucoup plus simple.
~ Supposons donc tout d’abord, que & soit le produit complet de deux
groupes de permutations I, I',, et soit G un sous-groupe représentatif de
@, image d'un groupe G par un o-isomorphisme de G dans @. Alors,
G,<m> est 'ensemble des éléments de G qui, écrits sous la forme de ta-
-bleaux A={a, a (x,)] sont tels que a-m, =m,.- a(m,) est la. permutation de-
M, qui correspond a ‘A par la m-identification et, par définition, quand A
parcourt G,<m>, cette permutation parcourt I%,. Donc P(G)=T, A,(G)
est ’ensemble des tableaux [/, /(x,)] tels que l—el, I(m)=e, et pour tout
X €M, I(x)€T,.

Ainsi, dans ce cas .1(G)=_1, (G) est un groiipe. v

En particulier, si I', et I, sont des groupes abstraits, on a =1, et
A=A,(G) coincide visiblement avec &,. Ce groupe ne dépend donc pas du
choix du groupe G. Ainsi, si G est un sous-groupé transitif du produit
complet ==1"01, de deux groupes abstraits /o1, et si o(x) est une
“fonction representatnve normée des I, I, dans G, on sait que le o-lsomor- -
phisme de (& dans ¢ est mdult par un automorphlsme intérieur o -7 07,,'
de 8, ot 4,€ ..

Par suite, quand ¢’(x;) parcourt 'ensemble des fonctions représentati-
ves normées, les éléments de § qui les induisent, parcourent A(G)A =
= Gyl = G, (011 G=1,- G). En particulier, il existe un o’-isomorphisme qui
est induit par Iautomorphlsme intérieur identique de (4. o'(x) est alors une
fonctlon superposante de’ G et G est représentatif. Ainsi, fouf sous-groupe
transztzf G du produit complet I'voI', de deux groupes -abstraits I';, I', est
représentatif, et tout (I, I')-isomorphisme de G dans G est un o-isomorphisme
. pour quelque Jonction representa ive normee o(x) de’ l'.,]‘ a’ans G
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