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.' " Produit cbr‘riplet des groupés.de per_muta_tions'
et probléme d’extension de groupes. L.

_Par MARC KRASNER et LEo KALOUJNINE & Paris. .

lntroductlon. ,

Le present travail se rattache, par ‘certains de’ ses cotes ala
théorle qui fut le champ le plus ancien de la théorie des groupes' —
cetle des groupes de permutations. .La représentation des groupes

- abstraits par-des groupes.de permutations fut surtout étudiée au cours
du XiXe siécle, et les résultats classiques de cette étude sont, & présent,
trop bien connus pour qu il soit nécessaire d’en parler en detaxll) is
_peuvent se résumer’ ainsi: -

- G étant un groupe et g étant un sous-groupe de G, lapphcatton,

_qui fait correspondre a tout- a€G la permutation {xa—»a‘xg}' de’
~ I'ensemble Glg des classes a droite xg de G suivant g, est une repré-
_sentation de G comme groupe transitif I' de permutations de I’ ensemble
G/g Le noyau de cette représentation est le plus grand sous- groupe
g’ de & invariant dans G. La représentahon est-fidele si, et seulement
~si g* se réduit 3 Tunité de G. X
"Il est bien connu éoalement qu '3 une similitude prés, toutes les
representatlons du groupe, G par les groupes transitifs de permutatlons’ ‘
peuvent &tre obtenues de- cette maniére. A savoir, si H est une‘repré-
" sentation de G comme -groupe transitif de permutations ‘d’'un ensemble
M, le choix d’'un élément-m de M définit une similitude qui trans-
. forme H en.la représentation de G al'aide du groupe g, des éléments
-de.-G dont les images dans H conserveht. m: on fait .correspondre’d -
tout X€M lensemble dés o¢¢G dont les images dans H transforment
m en x (cet"ensemble est bien une. classe a droite suivant g,,). - '
La ‘représentation considérée est primitive ou imprimitive selon
que‘g ’est’ un sous-groupe m'axima'l ou non de G ‘Dans le second

1) Voir par exemp‘e A. SpEISER, Die Theorte der Gruppen von’ endllcher .

Ordnung, 3. edmon (Berlm 1937), Chapitre 8.
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<as les ensembles des classes a droite dans G suivanf g, contenues -
'dans les classes A droite de G suivant un sous-groupe - intermédiaire

', GDg'Dg, constltuent des systemes d’xmpnmmwte

Soit o '

G GOD G,o. G : D G

une suxte de sous-vroupes de G. On peut se demander 511 est possible
d’exprimer la représentation de G a Paide de G, au moyen des s
,represenstatlons I''des G._; & lalde des.G; correspondants (i=1,2,...,s)
Un des prmmpaux resultats de. notre " travail montre précnsement que
“cette question admet une reponse positive et indique, d’une. maniére
effective, pour les-groupes G, oll les s représentations partielles I; sont ..
~données, un groupe umversel & de permutatlons défini & une simili-
tude pres .

. Malgré lapparente banalité - de ce . resultat 11 se trouve que le
* probléme géneral d’extension des groupes par d’autres. groupes?)-qu’on
pourrait appeler le probléme. de la “cascade schreierienne”, peut se
rattacher 4 un cas particulier de notre théorie, A savoir a celui .ou
pour tout i, G est invariant dans G, (nous disons dans.ce cas que.

G = G,2G,>:..2 G, est une suite de composition incompléte), et oy, par - "

conséquent, les- groupes T, sont-des groupes réguliéres de permutations:
-1l nous semble en: effet que, dans ce cas particulier, la détermination
du groupe, universel, ‘qu’on vient de mentionner, jointe"3. certains autres
résuitats de ce travail relatxfa a l’1somorphxe de ses sous-groupes, fournit
" une réponse satisfaisante, sinon, tout a fa1t expllmte au probleme de
la ““cascade. schrelenenne : -

Le groupe universel ® pour les groupes G ayant des represen-"
tations partielles données 1’1,1’2, L, se trouve &tre une généralisation
assez naturelle d’ un type de groupes blen connus .a'savoir, des groupes
monomiaux. ,

Un groupe monomial est un groupe de substttutlons de la-forme:-
.—+17(1)x,‘(,, ou (i) -appartient a un_groupe multlpllcatlf numerxquel’
Une telle substltutlon monomiale. peut étre définie par la donnée d’une
permutation 0= {X,~ Xy} des variables-a permuter et par la donnée,

peur-tout x;, d’'un nombre 7(i) dépendant de i
_ En changeant légerement les- notations, on’ peut . env1sager un
groupe de substitutions monomiales de la maniére sulvante S étant le
groupe de toutes les permutations d’un ensemble ‘abstrait M, et I’ ¢’ant
un groupe numérique multiplicat’ soit N= M X I’ le produit, au sens

%) Le probléme, atx_j’ourd.'hui assique, de O. SCHREIER est un’ premier t)as
dans la direction de ce probléme général, a savoir celui ou il n’y a que .deux
groupes en présence. : : I . :

e
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de-la théorie des ensembles, des M et'I. N est, par-définition, 'ensemble
des couples (m y) (m€M,y€l). Une application biunivoque o=
={(m, y)—(m',y)} de N sur-lui-méme egt une substitution- monomiale
si: 1) m’ ne dépend que de m; et non de y, et m— m’ est une per-
mutation de M (donc un élément de S); 2)on a y ——ﬂ(m)/, ol ;?(m)
est un élémerit de I’ dependant de m: . .

Sous cet aspect 'le concept d’un groupe monom|a] peut etre
facﬂement généralisé. Au lieu d’'un groupe miltiplicatif on peut prendre
pour I" un groupe abstrait (non nécessairement commutatif) quelconque
et de définir ensuite un groupe ‘de substitutions- de I’ensemble produit
N=MXT parles conditions 1 et 2 qu’on vient d’énoncer. On peut étudier
ensuite les représentations des g’roupes' abstraits par des groupes
monomiaux ainsi généralisés.- A .une différence’ de terminologie . prés,
© c’est une ‘telle étude qui a été entreprise récemment  par M., O.: ORES).
“Un -certain - désavantage..de. la notion d’un_groupe monomial
: générahse réside, & notre” avis, dans le fait, qu’il .y a dans sa définition
une dissymétrie entre les groupes Set I 'En effet, S est le groupe de -
toutes les /permutatxons de P'ensemble M, tandis-que I' est un groupe
_ abstrait. "Il nous semble, par suite, naturel de fanre dlsparaltre cette_
dxssymétne entre-S et I" et de procéder comme suit:

Considérons. deux groupes de permutations I d’un ensemble M'
et 1“2 d'un ensemble M,. Soit M= M, X M, le ptoduit.des ensembles’
"M, M,, On env1sage des applications o——{(m,, ma)——(m’'y,m’))} de M
dans Iul-meme qui satisfont -aux- conditioris suivantes: 1. m’, ne dépend
'que de m, et {m,— m',} est une permutation o appartenant a 1“1,'
2. Pour tout .m; €M, fixe, {m,— in', } est une permutatlon ay(m,) apparte-
nant a-I, (mais dépendant de 'm,).": -

On démontre -que I'ensemble de tel]es apphcatlons est un groupe '
. de: permutatxons de lensemble M= M,XM,. <
' -C’est-ce groupe que nous appelons le produtt complet desgroupes

et I, et que nous notons @ = TI'01}. @ est un. groupe transitif si,
et seulemﬂnt si I-’1 et' T, le sont. En outre, c’est un groupe imprimitif,
et’ les spus-ensembles {m; Y X M, de M, constitués ‘par les éléments
-~ (m,, %x,) de M, ou m, est fixe et ol x2 parcourt M,, sont des systemes-
d'imprimitivité de &. . ' ‘

Le groupe monomial generahsé de M. O ORE est un cas pam-'
culier du. produnt complet, a savoir celui, ou I est le groupe symeétri-
que. de -toutés les permutahons de Vensemble Ml, et ou I, est la

représentatlon reguhere d’un groupe abstralt 1’2 c‘pmme‘groupe de _per_—

3) O ORE Theory of monomlal groups, Transacitons Amerlcan Math Soc,, 5b
(1942), P.-15-64. . .
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mutations de Pensemble I'y (support- de la-steucture dé groupe I3). Si
I, est un -groupe multlpllcatlf de nombres ‘on ’retrouve les -groupes-
" monomiaux classiques. . :

&= I'y°I', est-de nouveau un groupe de permutatlons Soit I’,
un groupe de pérmutations d’un ensemble _M,. On~peut, en.itérant le
'processus indiqué, définir le prodult complet @ol’s_(l’o b)o I, qui est
un groupe de permutations de Verisemble (M, X.M,)X M,. Ii se révele que,.
si I'on identifie, comme dhabltude (MyX M) X M, avec,'M, ><(M2><M3).
le groupe (I} 012)01’3 coincide” avec: le groupe I (Igol‘s) qu’on peut -
. donc noter simplement 1’1017201’ ‘Ainsi, la composition ‘compléte des
groupes de permutatrons ‘est ‘associative, €t on peut définir le* produit
complet d’un’ nombre fini de groupes -de permutatlons LT, ..., I
d’ensembles MI,MQ, o M. Cest un groupe .de: permutatlons de
de I’ensemble produit M My X MyX ... X M, des M, My ..o, M.

Dans le présent travail,” nous procedons d’urie . maniére un peu
dufcxer‘uc Nous définissons directement; par des nronrletes intrinséques
(généralisant les condmons 1 et.2 énoncées -plus haut); le’ produit

complet @ = ..ols-de s groupes I'y, Iy; ... T, et nous montron& B
ensuite, qu’on a pour tout ‘entier i (O=i<s,. .
(T f,o (F,HOZ,HO OF)——f fgo ..OT I,Ho oI,

Les §§ 1 et 2 sont consacrés- 4 la définition rxgoureuse du coti=-
- cept du prodult complet ‘© =TI 0lp0...0L% qu’on vient d’esquisser; et

ala démonstratron de ses propriétés fondamentales et élémeéntaires. Nous. o

y mtrodulsons aussi de mulfiples notions et notations auxiliaires. dont
nous nous servirons dans les- paragraphes. suivants. Parmi .ces notions- .
une des plus 1mportantes est celle de la suite

o G= = §,<m> 2. (Sjl<m>:: :)(Ss<m> L
" de sous—groupes de (Sj attachée a un élémient m = (m,, m,, ..., m;) de M.

G, <m> est le sous-groupe de ® formé par ses’ elements conservant.’
les i premreres " coordonnées ml,mq, e m de m. Pour tout sous- groupe-f :

G de @ on.a souvent, .au cours de . ce travaxl a con51dérer la: surte:.
: © G=G,<m>2G,<m>>...DG<m>,

oll, pour tout i=1,2,. , Gi<m> —G n &,<m>. On montre que;.
~si G est transitif, la representatron de G i <m> a l'aide. de G.<m>>
'est un. groupe~de permutations semblable (et ceci, pour un’ m_fixe, -par-

une apphcatlon canomque de G, 1<m>/G <m> sur M;}: a un sous- - -

4y Par recurrence transfmle, on peut méme définir le produit complet dune
-,sultﬁ bien -ordonnée quelconque de groupes de permutatxons "Ceci a été fait par-
L. KarouNine dans un travail sous presse Dans le present mémorre nous nous..
occupons uniquement du cas d’un, nombre fmx de groupes.
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groupe transitif I';de I'. L’application canonique ci-dessus mentionnée
joue, d’ailleurs, un rdle important aux §§ 4 ét 5 de ce travail. Si on
" la considére comme une identifiéatién_de-G,-_,<m'>/G;<m> avec M,
nous I'appellons la m-identification.

On a cru utile- d’introduire au §1 Pécriture des éléments du
produit complet & =1 0l%0...01; sous la form'e dite de “tableaux de
permutations”. Cette notation particuliére (et I'algorithme qui s’y attache)
.nest pas strictement indispensable "pour Fexposé de la théorie générale,
. -qui est 'objet principal de.notre travail. Par contre, c’est.un outil trés -
puissant pour I’étude. des cas particuliers®). Pour cette raison, et en
vue d’appli_cations'ult_érieures,' nous avons indiqué pour quelques uns
de nos résultats .obtenus, leur transcription a4 I'aide de tableaux.

Dans ‘le §3, nous définissons la notion du produit complet des
groupes abstraits. Cest un cas spécial important, déjd mentionné plus
haut, du concept de produit complet des groupes de permutations.
I\, Iy, ..., Iy étant 'des groupes abstraits, on considére tout groupe
I, en Pidentifiant A sa représentation. réguliére, comme ‘un groupe. de -
permutations de 'ensemble I'.. Le produit complet de”tels groupes de
'permutétions T, est appelé  produit comiplet” des groupes abtraits. Le
fait que, dans ce cas, tous les groupes facteurs sont des groupes de
permutations réguliéres, permet rde‘préciser et de simplifier plusieurs

résultats exposés au .§ 2. ‘ '

Entre autres, Ia ‘suite de sous-groupes

. G= G<m>:>G<m>3 :$G<m> o
{dont on aparlé plus haut) attachée -a un element m de
o M=I=1I} ><I’ X XL

~-est une suite de composmon ‘(incompléfe) de G £@, cest-a-dire G <m>
-est invariant dans G;_,<m>. D’aiileurs, nous convenons de ne consi-
-dérer dans ce cas"que la suite attachée a I'élément canonique e==(e,,e,,...,€5)
de I, oit ¢ est tunité de I', ce qui s1mple1e la suite de P'exposé.
- D’autre- part si O est un sous-groupe transmf de ®, la sxmlhtude
«canonique applique G, ,<e>/G;<e> sur I’, .
Aux §§ 4 et 5 nous étudions des-homomorphismes et dés isomor- 4
-phismes d’un groupe abstrait G donné sur. des sous-groupes transitifs
d’un produit complet de groupes de permutations (et.plus particuliére-
ment sur des sous-groupes transitifs d’'un produit complet de groupes
. abstraits). La théorie que nous y exposons constitue une généralisation ,'
de 1a théorie de la représentation des groupes abstraits par les substitu-

5) Voir par exemple le travail; L. KALoUIKINE, La structure de p-groupes de - .
’ Sylow de groupes symetnques finis, Annales de I’Ecole Normale Supérteure, (3) 65
(1948), p. 239—-276
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“tions monomxales En outre comme on l'a déja mentionné, elle genera—'
. lise, en un certain sens, la. théone d’extension des groupes de
- O. -SCHREIER. . .

SOlt . ‘ G G Gl D G '
ine’ suife donnée de sous- groupes de G Si G, ne contient, en dehors
de. 'unité, aucun- sous-groupe invariant dans G (nous disons,- alors,
que G, est anti-invariant dans - G), la représentation-de. G a l'aide de
G, est fidele, Si s>1, cette représeniation est imprimitive et, pour-tout
i=1,2,...,s, les classes a droite 7(J; (Pensemble de-ses classes.
- sera note G/G) dans G suivant G, constituent des systémes d’imprimi- |
tivité. ‘o parcourant G,,, _o——»(a)_{'zG——-nnG} ol les classes 7G; -
parcourent G_I/G., est ld représentation de G, a raide de G.. Sont’
I lnmaoe de G, par cette représentation. I, est un- groupe transmf

- de ‘permutations de ensemble M;—= G,_ 1/Gi.

Une fois le .concept. du ‘produit complet acquis, il est plausxble
de supposer que, A une similitude prés, la représentation de G a l'aide
de Gs, comme groupe de permutations de V'ensemble G/G,, est um
sous-groupe transitif du produit complet &=1Iy0 Iyo...oT, des g oupes
e vde permutations I; des. ensembles M,= G_1/ y ' ‘

Nous montrons au §4 qu’il en est bien ainsi. Comme par allleurs '
il a été prouvé au §2, que =10 I’Qo.». . o Iy est lui-méme un groupe
. G satisfaisant au conditions précédentes relatives aux groupes de per-

mutations I3, “on voit. que c’est " bien. pour de tels- groupes un groupe
__universel. Clest précisément le groupe. umverse] dont nous avons parlé
" au début de cette introduction. :

- -Le point crucial de la démonstration est I determmatlon d’'une
application biunivoque Oconvenable de ensemble G/G; sur I'ensemble
produit G,/G; X G,/G, X ... %X Gs-,/G,. Une telle application 6 peut &tre
obtenue en choisissant, dans toute classe X, EG, ./ G;, un représentant -
7(X)€G." Toute classe XeG/G, "s’écrit alors, et d’une seule maniére,
sous la forme X=1(X,)7(X,).. 'E(X)G (choix de coordonnées!). On:
pose OXf(Xl,XZ,.. ,X), et on montre que; pour tout oEG

‘ . 0> 0{X—0X}6" _
est bien un 1somorphlsme (ou, comme. nous disons, une 1mmer51on)
de G dans &= I,0ly0... oI%. En choisissant autrement les représen-
tants z(X,), -on obtient, en général, d’autres 1somorphlsmes de G dans.
le produit: complet G =1TI,0l%0...o0, des I, Iy,..., 1%,

h 1Dans le cas particulier, ot G=G,D>G,> ...D .G, est une_ suite
de composition (incompléte) de G, et on G_l/G est ‘isomorphe a un
groupe abstrait I, le processus indiqué permet d’immerger G dans le
- produit complet des groupes abstraits I’ .-
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_ Les laomorphlsmes d’un- groupe donné. G, avec la suite donnee '
G=G,2G>...0G,, dans le prodult complet &, obtenus a lalde,'
-«d’'un choix de représentants dans les classes XEG,_,/G,, ne sont- pas
quelconqu_es “Si on choisit, pour tout i, I'unité de G comme représen-
taiit de m; =G, (considéré comme un élément de G;_ ‘/G) et si l'on
désigne par G Pimage de G dans ® par limmersion qit’un tel choix des
représentants définit; llsomorphlsme de G sur G est ce qui nous appe-
‘lons un (M,, M,,..., M)-isomorphisme. Cette notion d’ un (M,, M,y,..., My)-
isomorphisme, . qui est une généralisation- d’un concept ana.ogue
.employé dans.la théorie de Schreier, sera précisée au cours'du § 4. Pour
le moment, on se contentera de dire (d’'une maniére un peu vague) .
.qu'il ‘s’agit d’un 1somorph|sme tel. que si m=(m,,m,,...,ms) et §i X;
est I'image; par- 1’1somorphlsme consideré, de la classe X,=tG; (v¢G,_,)
"suivant G, dans G,_,, X, est contenu précisément_dans la classe suivant .
- .@;<m> que la.m-identification de ®,_,<m>/@, <m> avec M = G,_ /G.
- -applique sur X;. ‘ : :

Dans le cas pamcuher d’un groupe (G avec une suife -de compo-
sition incomplete G =G, 5 G, > ...> G, telle que G._, |G, soit isomorphe.
A un groupe. abstrait 1’,, nous defmissoﬁs”la’notion d’un (I, I},..., I%)-

_zsomorphzsme Ce n est autre chose que le (M;, M,,..., M;)-isomorphisme,.
'pour m=e, dans ce cas partlcuher - Ainsi, les 1somorphismeé d’un tel
groupe donné .G obtenus dans le prodult complet S=1TI,0le...00% _
des groupes abstraits I, I),..., I -4 laide d’un’choix de forme pré-
cédemment indiquée de - -représentants dans G des classes XEG,_,/G-
sont des (I, 1}, ..., Is)-isomorphismes. . o)
_ ~ Aprés avoir- établi -au §4 Texisterice des’ 1somorphlsmes (et plus
precxsement des (My, M,, ... , Me)- 1somorphlsmes) d’up groupe G, avec
“-une - suite ‘de” sous-groupes G= GODG D...D G, donnée, dans le .
prodult comp]et &=1I\0ly0...01s, nous determmons,_ dans le § 5, .
-Pensemble de tous les My, M; ..., M,)-isomorphismes de G dars @, et
nous donnons une descnptlon détaillée de cet ensemble. Nous demontrons
-que. deux (M, Ms, ..., Me)-isomorphismes 7 et 7 de' G dans & ne
 différent que par un automorphlsme intérieur (A) = {a——+lal '} de G,
oit 2 appartient a un sous-groupe bien déterminé de & qui est indé-
pendant du groupe G donné. Inversement, si 4 appaitient d ce sous-
groupe et sin est un (M, My, ..., M;)-isomorphisme’ de G dans &,
© ' =(A)7n est encore un (My, M,, ..., M)-isomorphisme -de G dans &:
"~ En_ un certain sens, les résultats des .§§4 et 5 résolvent.le pro-
bleme de la ‘‘cascade schreierienne”, mentionné plus haut. SCHREIER
determme tous les groupes G qm possédent un‘sous-groupe invariant G;»
1somorphe a un groupe donné I}, et tel que G/G, soit 1somorphe aun
g’roupe donne I,. Nous détermmons dans le present mém01re tous les
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- groupes G "stsédant_ -une suite G_=‘G_0.5 G,>...0G, de sous-

groupes telle que:.1) G, soit anti-invariant dans G, et 2) pour tout

i=1,2,...,s, la représentation de G., i laide .de "G, soit un -
.groupe de permutations’ donné. Pour.s =2, si G, est mvarxant dans G,

€t si G, se réduit a unité, on peut, 3 partir de nos. résultats resoudre
le probléme original de Schreier. Nous miontrons ceci dans le derniér

. paragraphe (§6) de ce travail. “Notre" solution est en”quelque - sorte-
* duale de celle-dé ScHREIER?). En effet, ‘Schreier fait ‘correspondre A une
"palre de groupes [}, I; .un erisemble de lois de composition du support

Adixe I'y X I’;, tandis que nous leur faisons’ correspondre -un ‘ensembles
de sous-groupes d'un groupe I',o I, organisé par une-loi de.compo-

- sition fixe. -Mais ce sont les” mémes systémes de facteurs  de Schreier

et les - mémes identités fondamentales entre. ces- ‘systémes - de facteurs
que notre solutlon met en évidence., Naturellement, ces: systemes de

_facteurs ont dans notre théorie une toute autre. 51gmf1cat10n que dans .

celle de Schreier. _ :

" La notion” du prodult complet de - groupes abstralts a . été
signalée dans une Note - de*- L. KALOUJNINES),” qui -a ‘remarqué que
c’est une- generallsatlon naturelle - d’un -concept qu’il "a- utilisé uans
I’étude des p-groupes de Sylow de groupes: symétriques de degré pm.
Ces p-groupes . de Sylow, sont en’ effet des prodults complets de -m

- groupes cycliques d’ordre p.

‘\M KRASNER a remarqué que dans le cas s—2 on peut retrouver,

;] parhr “du concept de produit complet des groupes -abstraits, les- sy-»

stemes de facteurs .de O. Schreier- et les identités fondamentales qui

h existent entre, eux (§6). , . o
La présente premiére- communication - comprend les. §§ 1—2 les™ .

§§3 b seront publles prochalnement

Conventlons concernant la termmologxe et les notations. )

‘On se servira, au cours de ce travail, de la termmologle généralement acceptée
dans la théorie. des groupes abstraits et dans la_théorie  des groupes de permuta-
tions. Le lecteur pourra consultet,-a ce sujet, mmporte quel livre modeme ‘sur la-

théorie des groupes. Pour les ifotions et les notat.pns de la théorie des ensembles .

nous_avons adopté la termmo]ogle de BOURBAKL
A part cela, nous tenons A signater’ les conventions’ su1vantes

1 Nous appelons une suite’ finie -
G-—GODGp GQD G;'

. 7) 0. SCHRLIER Uber dxe Erwelterung von Gruppen L Mom'ztsﬁefte fﬁr Math.”
.itnd Phys., 34 (1926),"S. 165-180. - . - g

8) L. KALOUJNINE, "Suf les p-groupes de Sylow du groupe symetrlque de degre :

‘m Comptes Rendus Acad Sa Paris, 221 (1945), p 222 294

z

SN
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de sous-groupes d’un groupe G, telle que, pour tout i=1,2,...,,s, G; soit un
sous-groupe invariant de G;_,, une suite de composition (incompléte). ~

2. Un sous-groupe g d’un groupe G sera dit anti-invariant dans G, s'il ne
- contient, en dehors de I'unité, aucun sous-groupe invariant de G.

3. G étant un groupe, et g étant-un sous-groupe de G, I'enseinble des classes
a droite ag-(a€G) dans G suivant g sera noté G g. Les éléments de G/g seront
désignés par des majuscules latines X, Y, Z.

4. Si'6 est Papplication a’un ensemblée M dans’ un ensemble N (pouvant
coincider avec M) on notera 6-x I'image d’'un x€M par 6. On séparera, donc, le
symbole qui désigne I'application et I'élément qu’elle transforme par un “.” (par contre-
an n'emploiera jamais le signe . pour désigner la composition dans un mongide).
Avec cette notation, si .6 et ¢ sont deux apphcahons comiposables, on a 1,u (0 X)=.
=h.x

- Si a() est lapphcatlon de M dans N dependanl d’un parametret parcourant
un ensemble 7, on notera donc 8(f).x llimage d'un x€EM par ¢ #). Comme un tel '
cas se- présente souvent dans notre travail, il aurait été incommode d’écrire I'image
de..x par & sous la forme ‘9(x), car -on serait. alors .obligé d’écrire, pour 0—0(1)»
I'expression incommode 6(f)(x).

D’autres conventlons, plus partxcuheres, seront md:quees dans le texte, au fur
et 3 la mesure de% besoins.. :

§ 1. Produit complet de groupes de permutations,

Soit M,; Ms,..., M, une suite finie d’ensembles et soit, pour tout
i==1,2,...,s, I un groupe de permutations.de I’ensemble M,, dont-
Punité sera notée e,: Considérons le produit (au sens de la théorie des.’
ensembles) M= M, X M, X...X M, des ensembles M,, autrement dit
{’ensemble des suites m=(m,,m,,...,ms), oli, pour tout i, m; parcourt
les* éléments de M;. m, sera dite la i-iéme coordonnée de m. - En '
général, si x est un élément de M et si les coordonnées-de x ne sont

" pas déja désignées de quelque maniére, la i-iéme coordonnée de x sera
‘niotée (x); (oii on omettra les. parenthéses.en écrivant smplement X;, St
" aucune. confusion n’est a craindre). :

Pour tout i==1,2,...,s, les produits MIXng...XM;-.et,
i<s, M X... XM, , XM; seront dits la ifsec{ior_z et le i-reste de M et
. seront notés M' et ‘M.') Visiblement, M peut-étre identifié avec M‘X‘M

en identifiant un x=(x;, x,...., x;) avec (X*,%x), ol X'==(x;, %,,..., x;) et
Ol X ==(X;s1, Xis0, .-, Xs)- xiet x seront appelés la i-section et le i-reste
de x. Si j<i; la j-section AMy=.(M)y de M et celle (x)=
= (Xjs1» Xjs2, .- ,X) de X* seront notés ‘M’ et ix. Si i<g<j, on a
(x),==x,. On a ev1demment M=M et X' =X. Quand j=i, pour deux

_ 1) Les- indices, supérieurs a droitg' sont écrits sans parenthése, car les-
puissances ne sont employées nulle part (4 Pexception de Valinéa 5 du § 5, ott'il-
sera précisé explicitement qu’il s'agit de pulssances) au cours de ce travail. Ainsi, .
aucune confusion n’est a cramdre
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élement% X et- y de M, la relation (x)f~/y)1 (autrement dit la coinci-
dence des j premiéres coordonnées de’ X:et de y) est une équivalence
dans M‘, notée D:.et-appelée le j-iéme diviseur de M'Z) On identifiera
toute’ classe de cette équivalence avec V'élément de M’ qui est la”
J-section- des éléments de cette classe. L’ensemble M’ devient ainsi
" I’ensemble quotient de M: par la relation equrvalence deflme ci- dessus
Toutes . ces identifications 'sont cohérentes er ce sens que, pour
j<i<i, Djest le quotient au ‘sens de BourBaki®) de D; par D:i*%). On
identifiera par suite- le drvrseur D de MF avec celui D' de M, Pour
cette raison on ecrira D; au “lieu de D' (et, en ~cas.’ de besoin, on
~ parlera de diviseur D; dansW) S ,
: Nous aurons_aussi a consrderer le 0-iéme dzvzseur D de M qui
est simplement ’équivalence amorphe de Mi (c’est-a-dire I’équivalence,
dont la seule classe est M' lui-meéme). L’ensemble quotient de M' par la
“relation d’ equlvalence D, et son unique élément ne dependent pas, en
‘vertu de Videntification. de M’ avec M/D; (j<i), du choix de i=<s et
seront désignés par M. et m°. Donc si x° est la classe (modD,) de
XEMi, pour tout i=1,2,...,s et X¥€M), on a_x"=m’. ) '
Considérons les leperc'iﬂOuS ‘ '

a_{x—v»a xy={(x;, Xs... xs)——>((o xl,(o x)g,_...,(o X))}
_ de I'ensemble M dans lui- meme qur satisfont aux deux cond trons
| ‘sulvantes : :

" 1. Pour tout i==1,2,...,s la i-itme coordOrzrje’e (o.x)i ‘de 0.x ne
_depend que des i premiéres coordomzees X1y X,y xi de x, c’est-d-dire de -
sa i-section X' ' : 5

- I existe donc, pour une telle applrcanon ¢ et pour tout i, une

fonction o(x)_a(xl,xQ, x),.defmre sur M et a valeurs dans
M,, telle que :

_ (0.x); =09 (X) .

-jPar suite, (a x) ne dépend aussi que. de x', d’oit il résulte que,
pour tout #, une telle application o est compatible avec Péquivalence
D;. Lapplication o'=={x'-»(¢.x)'} "induite par ¢ dans l'ensemble
quotient M"—M/D,», qui sera di_te_ la 'i-sectt'on ‘de g; satisfait, pour.

\

2) On écrira donc, conformément a la notatron de Boursaki, Théorie des
Ensembles _Fascicule des resullats (Pans 1939), p. 29, xi==yi (mod D)) quand
(x)7 == ()i ' :

3) loc. cit.?), p. 32, : :

4y Autrement dit, {'identification des classes de M‘ suivant D avec les élé-
.ments ‘de M/ est la méme que celle qu’on obtient en identifiant d’abord les classes

de Mi suivant D‘ avec les_éléments, de M, et en identifiant ensuite Ies classes de

M suivant D‘ avec les elements de Mi. - '

Al4
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tout j=<1, a la méme condmon I. On 4, si j<i, of——(b')f Par consé-
‘quent, si j<l les j premiéres coordonnées de o'.x' ne dépendent que
- des j premiéres coordonnées de x', Ainsi une classe suivant D’ dans
M est appliquée par ¢' dans une classe suivant le méme diviseur.

) Soit m'=(m,, m,,...,m;) -un élément de M. Considérons les
. éléments Y€ W qui sont, dans la classe suivant D’ identifiée avec .m’.%)

{’x'—'(x)—»f(a' x)} est une apphcahon de ‘M" dans lui méme, ne
dépendant que de m€ M’ et.satisfdisant, visiblement, 4 1a condition 1. .

Elle- sera notée o' i(m?) .7x* ou ’o‘(m,,mg, .,my).x. (Sii=s,: ‘o* sera

aussi__ notée fa). En particulier, on a gt (my, my, ..., M) . X; ==
=0, (M, My, .y M1, %), O 0 (XX, .. T x) est lapphcatlon defmle .
plus haut. On la-notera aussi o,(m~").x;: i
. 2.Quel que soit i=1, 2, ..., s, pour tout m'—‘=(m1,m2, ,_JEM' -1
lappltcatwn a(ml,mz,..., - 1) X; de M, dans lui-méme est une per— '
_mutation ao{my, My, ..., M;_y) appartenam‘ au groupe I';. '
Amsn o' app! 1que bzumvoquemeni toute classe
m-t= (ml,mQ. ey M) EMTT

dans M' sulvant D,_,, sur la classe a'-‘ mi- 1—(ml,mg,...;m{_l) dans
M‘ suivant D,_. Il "est visible que si o, satlsfalsant ah condition 1,
satisfait aussi a la condition" 2 pour .les groupes Iy, Iy I, o y'
safisfait - “pour, les groupes 111,1’2,....,1’,, et 7o' y satlsfalt pour les
»groupes I’,H,I’,,r,,... I;; il est aussi trés facile a v01r ‘que 51 o
'satnsfalt a la condition 1, il  satisfait. aussi a la condmon 2, si o et,
pour tout X'€Mi, ’o(x) y satlsfont

-‘Montrons qu une application o satlsfalsant aux condmons 1et2

est une ‘permutation. de . M. Comme M= Me, il suffit de demontrer ce-

fait, par induction sur i(i=1,2,...,s), pour “tout o', considéré comme
application de M’ dans lui-méme. Or, ceci est clair (en vertu de la-
condition 2) pour i=1. Supposons quil en soit ainsi pour un i<s.
M est Pensemble des classes dans M™! (mod D) et, par hypothese gitl
applique ‘toute classe xi€M' dans une classe X ‘eM' de maniere que
xi—X soit une appllcatlon biunivoque de M sur lui-méme.. D’autre
part, en vertu de fa remarque qui précéde, o'+ applique biunivoguement”
x' sur ¥, quand on les considére somme des sous-ensembles. de M+,
Ainsi, o'*' applique biunivoquement la réunion Mt de. toutes les classes
X€M' sur la réunion des X' correspondanfs, qu1 est au551 M'“, donc
01 est bien uneé permutatlon de M. )

‘Considérons pour des entiers 1<i<s, des apphcatlonsf(x‘ D delen-

semble M='=M|D,_, dans le groupe I'; [en particulier, si i=1, M°==M/D" .

‘est l’ensemble réduit a un seul élément et, par suite f(x°) peut étre considéré

5) Autrement dit x est* de la forme (ml, My, . ,m,-, , ,»..t. ,*)
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comme’ une constante, autrement dit comme un élément fixe -de TI].
L’enseinble de. telles applications- f(xi?) 'sera -noté Fi.- On définira
‘Pinverse d’une fonction f(x*')€F* et le composé des fonctions f(x-Y),
- g(x)EFE, (qui sont les fonctions a valeur dans le groupe Iy, 'comm'e
~ on le fait habltuellement pour: les fonctlons a-valeur dans un_ ;groupe..
Un a,€P; sera identifié, avec la fonction f(xi-?) identiquement égale’ a
a; sur M- et cette fonctxon sera notée a; (ou, quand on voudrd mettre
_en €évidence son argument, ¢, (X)), ) .
. o étant une appllé'ﬁ'hon de M. satlsfalsant aux condltlons 1 et 2,
~on" a.vu.que pour tout i=1,2,...,s et ‘pour -tout xi-t="
= (X, Xoy0 .., X)) EMPT, -0 détermine -une permutation  g,(x' )=
_ag(xl,xg,.. x‘-l) telle que (0.%);=a,(x*").x;. “Ainsi peit-on faire
'correspondre a chaque ¢ une ‘suite Ag-—[aa(x) do(x),:.. aa(x‘—f)].
de fonctions - a. (x*-!) €F’ (i=1, 2 ,8) dite' fableau *des permutations
A.assome a o; et la donnée de ce tableau détermine aussi o, car, . pour
fout i=1,2,...,s.¢et pour x€M, elle’ ucterm.np {e.x):, : -
Inverseient, si A={[a(x?), a(xl) a(x’ D)) _,e_st -une _suite de .
‘onctlons a(x"l\ﬁF' l’applxcn*lon ' -

' o—{x-—(xl,xo,.. x)——»(a(x“) xl,a(x) Xy ,a(x' Y. x)}

- de M satisfait aux conditions l et 2 et A est précnsément le. tableau

- Ag qu1 lui est associé. Ainsi-a-t-on établi une correspondance bxumvoque
entre les -applications ‘de M “satisfaisant aux conditions 1-et 2 et les-
tableaux décrits _ci-dessus. Le plus, souvent, une telle application. o de
M et son tableau A,, 'seront identifiés et notés par une-méme lettre. Le
‘tableau - associé .4 la permutahon 1dent1que de M est visiblem'enf
e=|e,e,...,e] " - ‘
' Montrons que lensemble (55 des” appllcatlons de M satxsfalsant '
aux conditions 1. et 2 (nous avons- déJa montré que ces’ appllcatlons ’
- sont des permutanons de M). est un groupe de’ permutations de. M.’

" Soient ¢,0 '€@5. Alors, 'si xe€M, ‘la i-section x)" de X' ==¢.Xx ne
depend en vertu de la condition 1, que de celie x* de x, et de meme,' _
_la i-section (x”) de x’ ==0’.X =0’ .(¢.%) ne dépend que de (x')". Donc .
(x") ne dépend que de x\, et o’c satisfait a la_condition 1.- D’autre °
part, si x*-* est fixé, (x')'"! eést aussi fixé (condmon 1) et x;— x’; est.

* une permutatlon a(x-1)er, (condition 2). De méme, quand . (x’ )"1 est
“fixé, x;—x; est une permutation a’'((x’ )'—1)61“ qui, en vertu de ce qun ‘
précéde; est déterminée par la donnée de ¢’ et de xi=1,. A1n51 51_x‘ ! est
fixé, x,—x/ ést la. permutation a’((x’) 1)a(x'"l)e , et o'a satisfait
aussi 4 -la -condition 2. :
Smt 0€@. Puisque xi— (x) —(o X) est une - permutation de M‘
X ne dépend que-de (X' (donc la permutation- o*l——{x =gq: x—»x} -
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satisfait a la condition-1) et, en particulier, si Pon fixe (x'),. x-* devient
aussi fixe. Dés lors, si l'on ne considére que les x¢M tels que
(x) 1~—(a x)"‘ soit fixe, X;—(¢.x); est, en vertu de la condition 2,
uné permutation-de M; appartenant a I',. 1l en est donc de méme de
lappllcatlon inverse (. x);,—+x; = (¢7'(¢-- x)),, ef, par suite, o~! satisfait

.aussi a la -condition 2, d’oii ¢7'€¢®. Ainsi, 6] est bien un’ groupe. -

—[a(), a(x),...,a(e)] et A =[a'(),d (), ..., a" ()]

-‘étant-‘les tableaux associés des.o,0’€®, le tableau associé i o’c est”

[c_z’a,fa’(a-xlja(x,),...7, a’(a-qcl, a(%,)Xa, .., A(X1,Xa, ry x,_g)gc,_.'l)d(xl, Xoyoony x,_l)]'{
car _ - _

A (A x) A ( [a a(xl), a(x‘l,vxg,...,'x,fl)].(xl,)_c.,',:.,x,‘))=.
=A’.(a.x1,q(x1).x2, a(xl,xz, X, 1)- 'x)_ : -

~—[a’ a(x),... a'(xl',xg, X )] (a X1 (X, - Xoy oo, A(Xy, X e, Xoo1) - Xe) =
(a x), @' (@-x,)-(@(x)-Xs), ... ,a'(a- xl,a(x,l)~x2,..,.,a(xl_,xQ',...,.x',_Q),Axsi)-.

(@ (X0, Xagen, Xyey) X)) =" -

: ='(a’a-x1v-,a’(a-xl)ia(x]v)-xﬁ,...,a('a-xvq(xl.)-xg,...,a‘(xj,xg,...,xx_z)- -

‘ 'x;—1) a(x11x2)4"';:x8—-1)'x5)-—_f—

_=[a’a,a’(a-xl)a(xl),..,,a_’(a,'.xl,‘a(xl) Xopenn d(xl,xg,...,x,_‘g)-x,_l)a(xl,xg,...,x,_l)]- '

(X1, X, e, X : .
"Ce tableau sera noté A’A et sera dit le Composeé - des A, A. Avec
cette loi de composition de tableaux, [‘identification des permutations -

~ 0€@ et de leurs tableaux associés est non seulement une identificatio .
"d’ensembles, mais une identification de groupes:

- On vérifie- également que dans ce groupe -de tableaux le iableau‘
inverse A-' du tableau

: [a:a(xl):a(xl: x2): :a(-.xl) Xayeee !xa—i)]

_ est de la forme"

-y

An = (ala ), (@l GEe) )

~ Le groupe & quon vient de définir. (con51dere aussi bxen comme un -

groupe ‘de permutatxon de M=M XM, X...X M, qié comme un

groupe de tableaux). sera appele le proa’zut cowplet des I, 1’2, I’, et

sera noté G =10 l,o.. . :
Soient @&i=1I"o .l’._, . oI’, et 'G= I’,ﬂo wao oI’,. -MOntfons

que T

®=G'o ',

—(Flor’o °I‘) ( i+1° ;:#20""6-1,1«):
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ce qui démontre en particulier, l’asSoéiativité du produit complet et
justifie notre notation: . ;

. En effet, soient 6¢® et xeM On avait identifié x avec (x' 'x)
(xie Miix¢iM), et on a vu que x'—»(a X)' est une apphcatlon de M
satisfaisant aux conditions 1 et 2 ‘pour les groupes I, T, ..., I, doi

6'¢ @, Dautre part, on a-vu. que si l’'on fixe xi,’x—-(o-x) devient une

permutation 'a(x) de "M .satisfaisant - aux mémes. condmons pour les

Tipq, Linny o 5 Ly donc ‘o(x) €'®. Ainsi

- x = (x}, 'x) = 6.x = (6% X}, ‘o(x) x)

“ést une permutation de M'X‘M, satlsfalsant aux condltlons Tet2 pour
@ et-"(S), donc - T

o oE@io '@ _ . A
Inversement si o est un élément de &''®, (0. x) ne dépend que

. de xi, et xi—> (0. x) est une permutation & de M' appartenant & &,
" donc satisfaisant aux conditions 1 et 2 pour les- 1’1,1’2,_ , L. Donc;

si j=i,{o:x)’ né dépend que de x’. D’autre part, 5i I'on fixe x‘,",xaf(o-x)
devient une permutation @ (x’) €'® de ‘M. Elle satisfait donc aux conditjons
1. et 2. pour les I}, Frp, .o, Il Pdr suite, si j>'i quand on fixe X',

((0' x)‘i.“ ’ (O";x)i;?: . (G x) ) — (0 (x x):+1’ o (X x)-+2y El xi "ix) )

" ne'dépend qué de x,+1,x,+2,.. v X5 cest-a—dlre (ox)f ne dépend que de‘ .
X7, Ainsi, ¢ satisfait ala condmon 1. pour tout j=1,2,...,s, et on a .

=10, ¢ (X') = ‘o (X). Donc o' et pour: tout X € M, o (x) satxsfont ala
condition 2, et-on a vu que, dans ces condltnons gy satlsfaxt .aussi
ce qui prouve que ¢€@. : .

Sitous les M' (i=1,2,...,5) sont des ensembles fmls, ‘Cest-a-dire .
si tous les I’ sont. des gfoupes de dégré,, et, par suite, d’ordre fini et
si my, n; sont le .degré, et ’ordre de I, a(xy,X,, ..., X;:,)- est une fonction

définie sur r’ensemble M-t de mym,...m,_, éléments et a valeur dans - .
Pensemble\ T} de n, éléments.” Le- nombre de-telles fonctions distinctes ; -

est p,™m.-Mmia et par consequénf il existe rzlng’"lns’"l‘"2 o N Meses Ma—1

" tableaux dnstmcts de la forme A =]a, a(xl), ,a(X1, X,y X ,_5)] associés
. aux permutations de M satisfaisant aux’ condmons 1.et 2 Donc dans
. <e cas, lordre du produit complet- : : :

G =1I orob..;QFs
) nn m, n mymy g me L., .
En particulier, . '
degré (T F)_ degré I', . degré I,

- et ordre (I,oI}) = ordre I (ordrefg)d grél‘x., |
Comme en général ‘

(ordre Iy)- (ordre Iy deeré It 4r- ordre Iy- (ordre I )degré I

A
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on voit que F, oI, et I'oI, n'ayant pas un méme ordre, ne sont
. pas, en general 1somorphes Ainsi la composition complete des groupes
de.permutation n’est pas, en général, commutative, .

Si (S) Iyolyo...ol', est le produit complet des groupes
I},I‘g,.. LI, .de permutatrons d’ensembles MI,MQ,.. M, et si, pour

chaque 1__1 2,...,s I est un_sous-groupe de @,,@5~1 Lo I'yo.. ol -

est un sous- groupe de I'tolyo...o I, car la condition 1 est la méme

pour @ et pour ®, et la condition 2 pour (Sj entrame la- ‘méme con-

dition’ pour ©. .
Si, pour un entier i=12,...,5, I est I‘mtersectron nl’, « dune

famille {Z“.a} de grOupes de permutatrons Iie de M;, (Sj est l'inter-

section des Gp=1TI,0I;0. i 1oI’z.g,oI‘mo ..ol%, "ou a parcourt

les mémes -indices. En effet o satrsfart a la condition 2 pour I3 *nl’, o,
si, et seulement ¢'il satisfait 3 la méme COﬂdlthﬂ pour tous les 11 @, et
toutes ‘les autres‘conditions sont les mémes pour ]es 06(} et pour les
06@0: ’ ) /"' . : '

S pour un entrer i=1,2,...,s5, I’, est le composé .’ une famrlle
{I a} de ses sous- groupes (S) est le ‘composé des '

‘ a (S)a__..F P2° 11°rza°It+1° . _Fs;

ol a parcourt les mémes 1nd1ces N . s
~+ " _En vertu de Iassociativité de ta composition complete il suffit de
- demontrer cette affirmation pour s—? car, ceci étant faif, et © étant le

.compOSé des (Sjl_lof, «, On a bien G=(G"'oI})o 16)_6)lo'® et ce-

- -dérnier groupe est le composé des (@)‘“10 i a)o B = Gq. Deux cas sont
a c0n51derer - .

1) i=1; soit. G- le' composé des Gja On a BC®, e, . puisqite -

o=t est un homomorphrsme ¢! parcourt un sous- groupe T dé
LT quand o ‘parcourt (Sj Pursque tout &, est C(&i I .,CI’ et

pursque I est le composé des I7, 4, on a I‘, I,. Par suite, si Aae@,,_

il existe un ¢@® tel que G1=g¢?; C’est-a-dire.tel que (65')'=e¢,. Par

conséquent, 6o 1€ @ satisfait aux conditions -1. et 2. pour les groupes. -

{e,}, I. Pour un aarbltrarre on a @ ]é{el} T Cc I, t,oI’QC(S),,,C(Sj

donc, on a oe(SNjo C@(S} ®, d’ou G=6.

. - 2) 1—2 calors, pursque [elt a(x)lle, b(x)] =Ie, a(xl)b(xl)]
'A{e,} Ty est le compose des {e,}oly o« €I 6T o, d’0U &> {e ol Si
« est un indice arbrtrarre (ax)* parcourt I, quand o, parcourt Go=1"10T
Arns: sice®,il exrste un UaEC)a tel quie (ao,)l—-ol d’olt oaa'le{el}ol’ c:(s)

“et GEGaG)C(Sa@ G, et on'a G=@. . : ,

-

S v
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§ 2. Quelques propriétés élémentaires du produit complet.

1. Soit ® le produit complét des groupes de permutatiors ..
"I, T,,...,T, des ensembles M, M,,..., M,, et soit i<s: On a vu que,
pour tout ¢€@, la permutation ¢ que ¢ induit daris M satisfait égale-
ment aux conditions 1 et 2'et, par suite, est un.élément du produit
complet @' =1IyoIl}o...ol}  Dautre -part, pour tous 6,7¢®, on -a
(o7)=0'7, car, pour tout xGM .on a: (o) x'—(oz x) = (0-(v:Xx))' =
=" (sx) =0".(v" x)—o'z' X', Ainsi, o—¢‘ est un_homomorphisme de
® dans &'. Montrons que c’est un. homomorphlsme de G non- seule-
ment dans G mais. sur @&.. En effet, ‘@ -étant un elément de @,
permutation .o de M==M xM, deﬁme par -

o (w x)‘~mx' et (w x)—~ .

satlsfaxt v151blement aux condmons 1 et 2 et appartxent par suite,
a®, et onaaw=anm Lhomomorphxsme o—a-de & sur & sera dit
canonigue. Son noyau est un sdus-groupe invariant ‘4(®). de @ (qui
" au cours. de ce travail sera dameurs Simplement noté ‘4, car cela ne
peut pas préter a confusxon) ‘A est ’ensemble .des éléments de. @ qui
conservent les i premiéres coordonnées de tous les éléments de M. En.
.partlcuher 4 conserve. tout.x €M et se réduit au groupe umte "

Lensemble des permutatzons oS quz conservent les i premzeres‘
. coordonnees de tout élément de M est un sous-groupe invariant id de ©, -
" tel’ que G/ A soit isomorphe .au groupe @'= =T,0l0...0T, et 0——»0 ést
l’homomorphzsme canonzque de & sur &= =0/4.

On’ identifiera chaque 0¢ @ aveq - .Pensemble” dés’ 46} ~tels que, "
o=7, et alors, en vertu de ce qui- precede & 51dent1f1e en: tant” que
groupe avec (/4. ' . : ‘

Visiblement, ‘4, en fant que grOupe de tabkeaux est lensemble :
T des tableaux de la forme : . ‘

[elneZs" ena(xl’XZw ,’X) a(Xl,Xg,.‘.. sl)] L

 Cest-a-dire des tableaux, tels que pour tout. ]<1 on aif a(x’ ‘)~e

‘ Soit oe'zl Etant donné un m €M, faisons correspondre a o la
pﬁrmutatlon on de' M, d1te m-pro;ectzon de.o, tel]e que. )

,,‘x——x si’ x’JFm et’ o= X=0.x Si x';m

m

. ()n voit qup o laisse mvnrwn* to us Jes x ¢ M sauf- Ccu,\ qii se trouvent .
. dans m, considété. comme une classe de M(mod. D?). Le seul element" o
“de ‘4 dont. toutes les prolectlons sont des. permutations 1dent1ques est-

la permutation 1dent1que de' M, cdr 0-Xx == o0.i-x.” D’autre. part, on. verlf'le o
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que la permutation o; de M=M, X M, X ... X M, satisfait aux con-
ditions 1 et 2 et se trouve, -donc, dans ©&; mais, comme elle conserve
tout x¢ M (mod D;), c’est un élément de.’d. Les ielations définissant
oz montrent-que, pour tous ¢, t€'4, on a (6%); = g;%;. 0—> g est donc
un endomorphisme de ‘4. On notera ‘T; le sous-groupe de ‘d qui .est
I'image de ‘dpar cet endomorpmsme Tout élément de iT; coincide
avec sa m-projection. : :

Considérons un élément ¢ de ‘A et soit {o },,,e,,,. 6) la. famille .

de ses - prolectlons Cest un éiément du groupe produit I[ T;,
i mEI[‘
et il est v151bl_e quen tant que permutation ‘de M, {o(,,,),mu,

coincide = avec o. Inversement {07 }meis €tant un_ élément quel-

conque de [[ T, il est’ vmble que, en. tant que permutatlon de M;
m(-',\l' -
c’ést un_élément de ‘4, et que, pour tout m eM‘ sa’ m-projection est

O Donc ‘4 ‘coincide avec ﬂ iT=.

m €Mt )
Si M|D; est fini; -4 est'le produit direct de ses sous- groupes-T5.
‘Faisons correspondre a chaque’ o¢'T;; -lapplication ‘o(m) de M’

définié-au-§ 1. Quel que soit o*E 'S, il ex1ste un et un seul o¢’ T;' tel
que’ ¢*=="g(/m), & savoir ¢ tel que . :

. x—x si x‘#m o.Xx =[(m,o*.x) si xX*=nm.

Un-tel g est, en effet; un élément de ‘4. ‘Ainsi, o— ‘o(m) est une
'appllcatxon blumvoque de ‘T, sur '©. Clest un 1somorphisme, car, -
'-sxcme‘zl et si X=rm, on a :

(m i(a7) (m; 'x))—a'c X=0. (z-x) —*(m o (m; 7 (T 'x))),
.car t.x=(m, 't (m;'x).
Ainsi iT- est 1somorphe a ‘®. Par.suite l’apphcatlon _ .
o—> {0'(7)} 7e20 (0 € ) st un 1somorphxsme deid= JI Ts sur (‘65)“".
e Al
Cet 1somorph1sme ainsi que.son .inverse, seront dits canor;zques

. 8) Ftant donné une ,famllle de groupes Fy(» parcourant un ensembleﬁd’mdic'e's .
N) de permutations opérant chacune ‘sur un ensemble Cv (ot les C» sont disjoints
deux A ‘deux), on considére les permutations ¢ de Yensemble C=U C,- telles
T oquetl ¢ (C)=0Cy; 2. pour tout »eN, il existe un_gpueFy tel que pour tout CuGCv,
. ‘on.ait @-cv=pv-cv. Une telle permutatlon sera d¢signée par le symbole {(Pv Yvew,
Visiblement {pv}vey {pv} veN={gvpv}ven. Le grotipe ‘de permutations de C
ainsi défini sera noté F—. II Fv et sera appelé le produit des F (Ce qui généralise

la définition -de BOURBAKI Algebre Chap 1; Structures algébrigues (Paris, 1942),
.p. 13=79). . . . : ’ S
En .particulier, quand lensemble N_{vl,v,,.. »,} est fini, le produit de .
groupes de permuiations. Fu,veN, sera appelé leur produit direct et sera noté .
Fo, X Fi,X...X Fv,. On plongera chague F, dans F en identifiant tout p;€F, avec’
Pélément q;—{rp:.}pe\EF tel que gy soit I'identité ou gu suivant ‘que s 4 ou
" =w.F sera dit aussi le produit de. ses sous-groupes ainsi identifiés avec les Fy.
® Clest en ce ‘sens que'.d est le produxt des groupes ‘T,, meMi.

<>
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Ainsi, ‘4 est isomorphe d ()", © ='45'45°4>...04={e}
(ol e est I'unité du groupe ) .est une suite normale de ®&, et pour
tout i=1,2,...,s, on a “dfidev ¥ En effet -on a @fd=G,
rgpig— - 14(@) HE) =T, et =~ 1(M)—M,, ‘donl dfid =107

Etant donné un sous-groupe G de ‘@, on appellera son prolonge—
ment dans ‘4 lxmage par ilsomorphlsme canonique, de -G*' dans i,
et on le désignera par (A ©G). Si aucune confusion nest possible on
le notera 51mplement ia. :

Soient E, E,, ..., E, une famille d’ensembles d1<]omts ‘deux a deux,
o une peérmutation de leur réunion E== UE conservant chaque E;, et
o' la permutation-qu'elle induit'dans E;. Sment C=EXEX...XE,le
. produit (au sens de la théorie densembles) de mémes ensembles et-
o* la permutation de €. telle que pour tout X ==Xy, Xo, i, X,) (.€E),
on ait ¢*.x=(0,:X,,6,-X,,...,0,-x,). L’application ¢—>¢*. est un
150morplnsme car, si o est une autre permutatlon de E de cette forme s
_on a : .
' (oo)*. x—r((ao)1 xl,(oa)2 “Xgy e,y (GE)"'x);
= (0,- (0 %,), 0+ (G- xz)’-- (‘7 x)) o*. (o*. x),

et 6* est lndentxte si, et seulement si tous les G et, par consequent g,
le sont. . : :
On identifiera o avec a*, et de: cette mamere e groupe des per—
mufations de E conservant les E, s’identifiera- avec ' le: groupe des
"-permutations de € telles que le transformé d’une coordonnée ne depend
pas des autres. ‘ :
Soit ==TIjolyo... 0TI, le prodult complet des groupes de per-
mutations I, 15,. ., T, d’ensembles M, M;, ..., M, et soit I'==I'XT'X ... XTI}
leur produit direct. Si 6= (0,,6,,..,0,y€I" (5,€I}), 6* est la permufa-
tion de .M telle 'que, pour. tout xeM on a (0*.x),=o;:x;; autrement -
dit clest lelement de & représenté par le tableau ,
A=[a,a(x"), a(xs‘l)]—[ol,oz,. q]
Cest-a-dire tel que, pour tout 1==1,2.0.,s, a(x~ l) soit la constante" '
oI, Ainsi, en vertu de lldentlflcatlon précédente, I' est un sous-
-groupe de & a savoir celui des tableaux dont les composantes sont
constantes. :

. 2. Transitivité. Le produzt complet © =T, oF o.. oT ‘est un groupe .
transztlf de 'permutaizons de M= HM,, si et seulement si pour tout
1—1 2,...,s, I est un groupe transzttf de permutaitons de M;..

' En vertu de P'associativité du orodmt complet demnn*rﬁe au §1,
il suffit de démontrer ce fait pour le cas de deux groupes Iy, Ty

Supposons que I et I, soient transitifs, et soient” (xl,_xQ),et (1, x).

~ deux éléments arbitraires de 'M1>_<M2. En.vertu de la transitivité des
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I (i=1,2), il existe un g,€ I} tel que o;-x;=x]. - L'élément 6= (0,, a)
de It X I, €I} I; applique (xy, Xy) sur (g;- X;, ;- X,) =(x;,'x;) et, ainsi,
.. I, oI, est.transitif.
Invérsement, supposons que I'o I’ soit transitif. So:ent X,, x; deux
- éléments arbitraires de M, et soit x,€M,. Il existe un g€.I'yo I, tel que
g. (x,,xo)-(x1,xq) Dés lors o'-x;=x] et, puisque ¢'¢G'= 13, I est
: transitif. . o« ot

Dée méme, soient xg,xq deux éléments arbitraires de M,, et soit-
x, € M,. Il existe un o€ I', o Iy tel que o (xl,xf,)——(x,, x3), d’oli a(x) X=X,
et pulsque og(xl)el’g,l‘ est transitif.

‘3. Soit (Sj I'olyo.:.ol, le prodmt complet des groupes transi-
tifs I, Ty,..., T, des _permutations d’ensembles M,, M., . ..,M_,, et soit
me= _(ml;mg, ..,m,) un élément fixe de M. On-désignera par @, <m> le
sous-groupe’ de & conservantAm' autrement dit Pensemble des " per-
-mutations Ge@ telles que ‘ f T

g. m_m “(mod D).
’.(“)<m> est donc le groupe de tableaux .
—[a(x°),a(x,) ()]
tels que pour tout j<l on ait a(mf—l) m;=m,.
" La suite des sous-groupes

, =@<m>>d G ,<m>> .. D(Sj~3<m> :
. de & sera dite la suite canonique de & associée d-m.

) Smt g€ G, L<m>. Alors 6—(0o-m);; est une apphcatlon o‘"” de
6),_1<m> dans M,. Comr_ne @& est transitif, il existe, quel que soit x,€ M,,
" un.c€® tel que a-m=(m1,'m'g.,'__...,nzi_l;x,,*, *..:0,%) et, en vertu de
"-la définition précédente, o€ ®,_,<m>. Puisque (o-m),=X,, on voit que"
ot est une application de &;.y<m> non selilément dans, mais sur M,.
_ On va moritrer que, si 6,6 €¢@,_;<m>, on a (o.m), —(0 m); -si,
et seulement si ¢ -et o sont dans .une .m_eme classe a droite
X =0@,<m>=0o@,<m> dans &,_,<m> suivant §;<m>. En effet,.
si 0’ €®;<m>, on a, puisque (s-x)' ne dépend que de x’, (o0’ - m), =
=(0-(¢'-m));==(0-m), car (o’ m) =m'. Inversement, si ¢ €,_ ,<m>'
est tel que (0. m) ==(o. m),, donc (6:m) = (6.m)’, on a,
. (07'G-my =(a‘-10)-m'=(a) TLgot.m) = (o) (o' m‘)-=m‘
et on a o' €@, <m>: Ainsi, n‘”"—(g""’) 1 applique biunivoquement
LM surl’ ensemble G,_,<m>/G,<m> des classes a droite-dans G,_, <m>
~ suivant @;<m>. Si I'on identifie z{™.x, avec x,(x;€ M, on obtient une

identification de O._1<m>/®°<m> avec M,, quL sera dite la premzere
m- 1dent1f1cat10n ' :

L}
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.Comme. tout o€ &_,<m> conserve m?, con51deré -comme clas<e
mod D,, il y .induit une permutatron ‘a sav01r

(ml;mﬁy'-- mz l)x) —'(r”l;m”!',",’ l 12 t(ml }) x)

: Par suite, 0%0 (m-1) -est un homomorphlsme de @; 1<m> dans’ F
C’est un hompmorphisme non seulement dans; mais.sur I, car, quel que
" soit g€ I}  élément a==[e, e;,.., €1, 0, %, %, .. ¥] de. I’><I’>< ><I’ C@j
appartrent visiblement, ‘a Gl_1<m> et on-a o (M) =g, .
Drautre part, =™ x;(x; € M) est précrsement lensemble des
ae@, L<m> qui transforment (ml,m,,... M, 1,m) en (ml,mo, S _1,X).
_En particulier 7. m, est ®,<m>. En vertu de la théorie classrque des
‘représentations 'd’uri groupe a I arde d’un sous- groupe7) si X,=n. x
(XEG, 1:<m>/C5 <m>, €M), on a oX, = n. (o (m'™Y) - x):  Ainsi,

- représentation ¢ = {X;—0X;} de aeC)L 1 <m>.3 Paide du sous- groupe .

G<m> de G,_,<m> est letransformé 7% e (m-2yn " de o(m*-) par-
n(’") Par surte le noyau de l homomorphlsme 0 —> o(m’ 1) (06(5) 1<m>)
plus grand sous- groupe Gr<m> de &,<m> mvarlant dans G, 1<m>
Donc;~si Pon identifie o;¢ I} avec’ I’ensemble ‘des ae®_1<m> tels que-
a(m‘ 1)_01,1’; s’identifie avec &, <m>/®; <m>. Cette xdenhflcat}on
séra dite la deirxiéme .m- tdentzflcatton ot - :

'. Si S est une classe suwant o) <m> dans C), 1<m> etsio el est
son 1mage par g —> o(mH) on-a, v131blement pour tout x EM,,

(m) (V(j-[(m) x))__o- x
Afnsi, o

un element meM étant chozsz zl existe pour z‘out i=1,2,...,s une

identification “canonique de M, avec -ensemble’ G- 1<m>/(‘) <m>- des
_classes:a’ droite dans &,_;<m> suivant G,<m>, et il existe une zdentz-'
fication canonique du groupe-I’; des permutattons de M- avec le_groupe
quotient &, _<m>/E;<m> de &,_,<m> par le plus grand sous-grouge:
Gf<m> de ®&,<m>. invariant dans. & _,<m>, ce groupe quottenz‘ étant -
considéré; de -la ‘maniére classique, comme un groupe de permutatwns de
G, <m>/G<m>7 cette seconde za’entzfzcatlon est le prolongement de la
-premiére au sens habjtuel.

—

Si s=.1, c’est-a-dire ¢ = I’,, la m- 1dent1frcat10n de I’ (—— @) avec B

(8/@1<m> (m =m, € M;) n’est autre chose que I'identification classxque-

du groupe de permutations ‘I, de M, avec sa représentation & I'aide de: -
son sous-groupe conservant Vélément m€M,: Ainsi, ce fait c1a551que

4 2y = PR -d ¥ ’ +
n eSL q'u 3311 Caa paru\.auer ue CC:'L“ qu on’ Vicﬁl -G md.qu r Ci \_lul_ll Cit

est, (_iallleurs, qutine ‘légere généralisation.

-7)'Al SpEISER, Theorie der Gruppen yon endlicher Ordnuﬁg (Berlin,. 1937).

-~
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4 Soit G un sous-groupe de G =1TI}0lyo...0 1. Ayant choisi’
un élément meM, on assocnera a G, comme on I'a fait pour le groupe
® tout entier, 'la suite : '

G"Go<m>:G<m>3 D G,<m>
“des sous: groupes G,<m> de G conservant m. On a
) Gi<m> =G N G,<m>.

‘Désignons  par 28 lappllcatlon o— (0. m); (oeG._1<m>) de
G,_,<m>. dans M,, et notons M,- limage de G,_,<m> par cette
apphcatxon, o est la restriction a G,_ \<m> de [Papplication o\
Uéfinie de la maniére analogue dans ©,_ ,<m>. Posons ﬂ‘"‘)—o("') -

Si Gest un sous- groupe transitif de ®, oim'est, pour touti=1,2,..

une - application de G- c<m> sur My, cest- a-dire M = M;, car, dans -
.ce cas, il ex:ste pour tout x; ‘€M;, un o€ G, tel que -

g. m——(m,,mq,... My, Xiy %, K, D, )

-0, qui conserve m'™?, est-dans G,_,<m>, et on a @M. o-—(a'm) = X;.

D’autre part, si G-n’est pas transitif, il existe un i tel que M,TM
En_effet; G* étant image de G par ’homomorphisme ¢— o' de & sur
@, soit i <s le plus petit.indice tel que G* ne soit pas un’ groupe
transitif de” permutations de M. Alors,. -puisque G n’est pas transitif, il
-existe un élément x€ M tel que, -pour aucuri ¢€ G, on n'ait (o.m) = x.
Mais, pu1sque G-' est un groupe transitif de permutations de M1, il
existe un- 7€ G tel que (z-m)~'=x-'. Par suite, comme = apphque
' _m‘- con51dere comme une classe (mod D), sur x*-1, considéré aussi
comme_une telle classe, il existe un élément y' ——(ml,mo, e, Mg, y) de
M tel que. oy —x. il existait un o€G. tel que (o-m)’ —y, on aurait
{ro-m)' = (z-(o-m)) = ' (6. m) = 7. = X/, contre I hypothése. Ainsi,
il existe un y,EM tel que, pour tout 06 G,_ <m>,.on a-(o-m), =+ Y.
Par suite, on a M, <= M.. '

1l résulte. de . I’alinéa precedent que _si o'veG, 1<m>, on a
oim. a—g('") T S, et seulement si ¢ et'v sont dans une méme classe
a droite’ suivant @&, <m>, cest-a-dire suivant’ G,<m> n G = G;<m>.

Ainsi, 'application - inverse 7™ est une application b1umvoque dé M; sur”
G <m>/G;<m>. En particuliér, si G est transitif, c’est une apphcatlon
biunivoque de M, sur G,_,<m>/G,<m>. ' .

En vertu du méme alinéa, 0— o, (m1) (0€G,_,<m>) est un
‘homomorphisme de G,_,<m> dans I}, dont le noyau_est, v151blement
Gi<m> =G n (55‘<m> L’image de G,_1<m> par cet homomorphxsme
sera notee T

Si- 3 est une classe suxvant Gi<m> dans G,_,<m>, sl ¢ e]‘ est
‘son 1mage par a—+a(m'-‘) “et si 5 est lnmage rec1proque de o; dans
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T
@, <m> par’la méme application, on_a, pour tout x,€M;, ,
o0 (R x)) = o S(E- %)) 2 0 (Baf-x)) = 00oX,,
d ou (m) V(n(m) x)) O' x ’

Les T, sont, pour tout i=12...,8 des groupes transitifs de
permutations des M, correspondants Si, et seulement si G est transitif,

. En effet, on a-vu que si G est transitif, il existe, pour tout
i=1,2,...:s et pour tout ;¢ M, un ¢¢G qui transforme m en
(my;my, oo, m_y, X, %, %, ..., %), et on a o(m~').m,=x;; et que si
G ne Iest pas,-on' peut trouver un entier i=1,2, .. ,s et un éiément
x.€M; tels que un tel ¢ n’existe pas. 1l est vxslble d’ailleurs’ que dans'
tous les cas; M est un systeme de transitivité -de I" ‘

On va mortrer que, si G est transztzf Gi<m> est le plus grand‘ .
sous-groupe de G,<m3> invariant’ dans G,_,<m>. Soit &,(m) I
restriction de a,(m"') & M,. Si o€ G,_;<m>, en vertu de ce qui precede
o.(m—*) est une -permutation de M. Puisqué 7™.x, est pour tout
- x;€M;, précisément I'ensemble des o€ G;_,<in> tels que o(m™"). i, — X;
et puisque G,<m> =7 . m,, on_voit, comme pour le groupe (S) que
la représentahon :

o] == {X—a aX.} (X eG,_1<m>/G <m>)
de g¢ G,_1<m> a 'aide de- G;<m> est.le transformé am g, (nz‘—l)n("’) - de'
o(m"‘l) par z{™; . on-voit" aussi quele- noyau de Phomomorphisme
g —> 0, (m'—l) et celul de homomorphisme 6 —>6} (qui est le plus grand -
sous- -groupe Gr<m> de G,<m> invariant dans G,~1<m>) commdent
Or,si G est transmt onaM M, d’ou a(m- 1)~-——o(m'—1) Ainsi,. dans ce
cas, le noyau du premxer homomorplnsme est Gi<m> =G NG <m>
et, par suite, Gf<m> est le plus Gxand sous- groupe “de. G, <m> in-
__variant dans G,_,<m> :
" Etant donné tn élément meM et un .sous- groupe transitif G de
@ =1I,0Ty0o...01, les applications _précédentes de G, <m>[G<m>
sur M; et de’ G,_i<m>|G{<m> sur I, seront c0n51derees comme des
1dent1f1cat10ns dités m- zdentzﬁcatzons dans G. :

5. Soient m,m" deux éléments de M, et s0it.G un sous- groupe'

transitif de & = I o Iyo...01,. En vertu. de -la transitivité de G, 11  N

existe un 7€ G tel que z.m=m’. On a, pour chadue i=1,2,...,s,
. v emi=(v. m)y=(m’). o€ conserve (mod D) m (oum ) si, et seulement si
. o' conserve m'-(ou (m")). Or, vxslblement oi conserve m' si, et seulement
si 7oi(7)~1 conserve (m').o-—» a"efant un homomorphlsme on a
,[:,.n/m-) 1— (zez-l)i, D’ autre part,’ nulsque T€Q, 06@ et zar™! sont

en méme temps dans G. Ainsi, le groupe G,<m'> des o€ G conservant
(m) est le transforme par © du groupe - G<m> des aeG conservant m'

G; <m > = 1;G <m>r1

’

- -
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Ceci montre, .en particulier, - que tous les 7€G tels que v.m=m’

transforment G;<m> en un mé€me groupe G.cm'>.

Si'(m )'—l—m’—1 onat€G,_j<m>, et inversement: Ams: Pensemble
-des G;<m’'>, pour les m’ satisfaisant a cette condition, coincide avec
'ensemble des groupes con;ugués de Gi<m> dans G._,<m>. Par
- suite, - leur intersection est le plus grand sous-groupe .de "G, <m>
" -invariant dans G_;<m>, c’est-a-dire le groupe G;<m>.

-‘L’intersection des G,<m>, é‘tendue a tous les meM, 'est visible- '

} ment, .le groupe des éléments 6€ G qui conservent (mod D)) tout meM
‘C’est donc le groupe i4(G)N G, et, par suite, ce groupe est le plus

o _grand sous-groupe de G,<m> mvanant dans G.

Il en resulte en . particuliér, que e ' .

o G<m>DG*<m>3'AnG
et pqur G=G,

(5)<m> D Gf<m> D ‘A

Comme 2 est le groupe, umté on voxt que G, <m> est uan. Sous- groupe
anti- mvarlant de G.

: i_(Repu-Ie\2b -jan'viér'lgflg) o -
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