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Über drei wichtige Gruppen. . 
Von T . S Z E L E in D e b r e c e n u n d I.- S Z £ L P Ä L in S z e g e d . 

Unter .einer Gruppe verstehen wir im folgenden stets eine additive 
.Abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit $('p),- 3(/>°°) bzw. die Addi-
t ionsgruppe des. rationalen Zahlkörpers, die Gruppe p- ter Ordnung und 
P R Ü F E R S Gruppe -„vom Typ ( P " ) " d e f i n i e r t als die durch die un-
endlich vielen Elemente Au Ai,.. : von der Eigenschaft 
( i ) . ^ i + O , Pi4, = 0, pA2 = Au pA9 = A2, ."'. 

.erzeugte Gruppe. Dabei bezeichnet /; eine beliebige Primzahl. Diese 
drei G r u p p e n 2 ) besitzen gewiße merkwürdige Extremaleigenschaften, 
dur'ch welche sie sowohl einzeln als auch-in ihrer Gesamtheit — sogar 
auch jedes Paar von ihnen — unter allen Gruppen ausgezeichnet s ind. 
Diesbezüglich führen wir folgende bekannte Tätsachen a)—f) an : 

a) 3 ( p ) ist die einzige Gruppe ohne eigentliche .Untergruppen. 
b) 3 (p c 0 ) ist./die einzige "unendliche Gruppe mit lauter endlichen 

echten Untergruppen. [15]. - . 
c) ist der. (eindeutig bestimmte) „Träger" sämtlicher lokal-

zyklischer*) Gruppen in dem Sinne, daß die Menge der lokal-zyklischen 
Gruppen mit derjenigen -der ho.momorphen ' Bilder der Untergruppen 
von 9t+ übereinstimmt [6], [7]. . " -

d) $(/?) und S Ü O sihd d e sämtlichen Gruppen © .von der Eigen-
schaft, daß jedes homoniorphe .Bi'd (mit mehr als einem Element) von 
© i s o m o r p h zu © ist (14]. — Außerdem sind diese Gruppen auch die 
sämtlichen nicht-torsionsfreien Gruppen mit nullteilerfreiem.Endomörphis-
menring [10]. 

e) 3 ( p ) und 9i+ sind die.sämtlichen Gruppen © von der Eigenschaft, 
daß jeder vom Nulloperator verschiedene Endomorphismus von © ein 
Autömorphismus ist [9], [8]. — Außerdem sind dieselben Gruppen auch 
als die Additionsgruppen der Primkörper gekennzeichnet. 

') Siehe die Arbeit [5}. Die eckigen Klammern verweisen auf das Literatur-
verzeichnis am Ende dieser Note. . . 

- 2) Genauer gesprochen bezeichnen Q(p) und 3(p~°)- je eine. Klasse- von un-
endfich vielen Gruppen. ' - - .. 

3) Nach KUUOSCH nennt man eine Gruppe lokal-zyklisch, falls'jedes endliche( 

System ihrer Elemente in einer zyklischen. Untergruppe enthalten ist. 
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0 3 ( / ^ ) • 9i"t"sind die sämtlichen minimalen algebraisch-abgeschlos-
senen*) Gruppen [16], [2], [11]. — Folglich.sind sie nach einem wichtigen 
Satz von BAER auch durch die folgende Eigenschaft gekennzeichnet : 

.Diese Gruppen —aber keine echten Untergruppen von ihnen — sind 
•direkte Summanden vön jeder sie enthaltenden Gruppe [1], [3] 

, Zweck dieser kleinen Note ist.zu zeigen, daß die erwähnten drei 
wichtigen Gruppen auch eine gemeinsame charakteristische Eigenschaft 
haben. Nennen wir nämlich nach BAER [4] eine Gruppe vollständig 
irtvariant, wenn sie-durch jeden — vom .Nulloperator verschiedenen — 
.Endomorphismus auf sich abgebildet-wird, so gilt der 

Satz. 3(p)> 2>(prj) und sind die sämtlichen vollständig invarianten 
Ahe Ischen Gruppen0).' 

Der Beweis ergibt sich durch eine einfache Kombination der in 
[9]; und [14] verwendeten Schlüße. Sei © eine vollständig invariante 
•Gruppe.: Da die Abbildung X^hX (X£ß) für 'eine ganze Zahl n ein 
Endomorphismus' von © ist, gilt für jedes n entweder «©==©, oder 
.«© = {0}. Demnach unterscheiden wir zwei Fälle. 

Erster Fall: Es gebe 'ein n (> 0). mit /z© = {0}. Dann muß das 
kleinste solche n=p eine Primzahl sein5) , Auf Grund von. ¿>©=={0} 
•hat in diesem Falle jedes Element =}=0 der. Gruppe © die Örcinung p 
und solnit zerfällt,© in eine direkte Summe von Gruppen 3(/0- Für 
-eine vollständig invariante Gruppe vom Typ 3 0 ° ) + gilt aber not-
wendigerweise ©*=.{0}y'ln diesem Fa|le ergibt sich a l s o ® = S(P)-

-Zweiter Fall: Es gelte für jedes n ( > 0 ) die Gleichung /?©;=©. 
D a n n gilt-auch , für die : Untergruppe bestehend aus sämtlichen' Ele-
menten endlicher Ordnung von .© offenbar n% = %. Ist' also 3;=j={0}, . 
so folgt aus = für ein E l e m e n t . ^ von- der Primzahlordnung p 
-die Existenz einer Folge, von Elementen A'2, A3,...' in © mit der Eigen-
schaft (I). Diese Elemente erzeugen eine Untergruppe 30°°°) in.©, die 
-nach BAER7) ein direkter Summand von © ist. I n ' © = 3 ( P ° ° ) - | - @ * muß 
-aber der Summand ©" (wie oben) verschwinden, w o r a u s ' © ==3(/7,°) 
folgt. — Im entgegengesetzten Fall (X = {0}) enthält die. torsionsfreie 

In vollständiger Analogie mit der Theorie der kommutativen Körper kann 
man eine Gruppe © algebraisch-abgeschlossen nennen, wenn alle- Gleichungen-

„nX = ; le©. eine Lösung X in © besitzen, d. h. wenn •«© = .© (/1 == 1 ,2 ,3„ . . . ) gilt. 
BAEK [2]-nennt die Gruppen von-dieser Eigenschaft „komplett".. Wir wollen aber 
<lie obige Bezeichnung beibehalten, denn die Abelschen Gruppen weisen in dieser 
Hinsicht eine tiefgehende Analogie mit der Steinitzschen Körperi'neorie auf [11]. 

5) Gleichwertig damit i s t : Die obigen drei .Gruppen, sind die sämtlichen 
-Abelschen Gruppen ohne homomorphe eigentliche Untergruppen. -

Vgl, [9]. . ' - • • . 
T) Vgl. [I] Theorem 1. 1, S. 766. 
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a l g e b r a i s c h - a b g e s c h l o s s e n e G r u p p e © n a c h [9] e i ne U n t e r g r u p p e St4-,. 
. d i e n a c h . BAER7) e in d i r ek t e r S u m m a n d v o n © ist . In d e r D a r s t é i l u n g -
© = 9 t f - - ) -©" v e r s c h w i n d e t ' a b e r d e r S u m m a n d ©*, w o m i t © = 9 î + also» 
a u c h de r S a t z b e w i e s e n i s t . 

"Bemerkung. D ie o b i g e n d re i G r u p p e n s p i e l e n a u c h . i n e ine r g a n z 
a n d e r e n H i n s i c h t e i ne a u s g e z e i c h n e t e Rolle . B e t r a c h t e n w i r a l le m ö g l i c h e n 
T y p e n v o n (n i ch t n o t w e n d i g k o n i m u t a t i v e n ) R i n g e n , d i e e i ne g e g e b e n e 
G r u p p e © z u r ' A d d i t i o n s g r u p p e h a b e n , die s i ch a l so auf © „ a u f b a u e n * 
l a s s e n . O f f e n b a r läßt s ich auf j e d e r G r u p p e © ein R i n g „ v o n t r i v i a l e r 
m u l t i p l i k a t i v e n S t r u k t u r " — ü b l i c h e r w e i s e Zeroring g e n a n n t — a u f b a u e n , . 
in° d e m n ä m l i c h j e d e s E l è m e n t e r r p r o d u k t g l e i c h Nul l ist.. N u n s ind d i e 
d i r .kten S u m m e n ( p f ) u n t e r a l len n i c h t - t o r s i o n s f r e i e n G r u p p e n d a -
d u r c h a u s g e z e i c h n e t , d a ß s i c h auf i h n e n n u r e in e inz ige r Rir g ( d e r 
Ze ro r ing ) ' a u f b a u e n läßt [12]. D ie G r u p p é n 3 ( P ) . und 'SR 4 " h a b e n i n 
d i e s e r H i n s i c h t .die k e n n z e i c h n e n d e . E i g e n s c h a f t , d a ß s ich auf i h n e n -
g e n a u -zwei R i n g t y p e n , v o n d e n e n d e r e ine nü l l t e i l e r f re i ( s o g a r K ö r p e r ) 
is i , a u f b a u e n «lassen [13]. " 
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