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Uber drei wichtige Gruppen. .

Von T. SZELE in’Debrecen und . SZELPAL in ‘Szegéd.

Unter _einer Gruppe verstehen wir im folgenden stets eine addltlve

' Abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit R+, 3(p); B(p*) bzw. die Addi-

tionsgruppe des_rationalen Zahlkorpers, die Gruppe p-ter Ordnung und
- PRUFERs - Gruppe -, ,vom Typ (p®)“?), definiert als die durch die un-
endlich vielen Elemente A,, A;, .. “von der Eigenschaft

() . A0, pA, =0, pAg—Al,pA — A, .. ‘
.erzeugte Gruppe., Dabei bezeichnet p eine ~beliebige Primzahl. Diese

., drei Gruppen?®) besitzen gewiie merkwiirdige Extremaleigenschaften,

durch welche sie sowohl einzeln als auch-in ihrer Gesamtheit — sogar

~ aucli jedes Paar von ihnen -- unter allen Gruppen-ausgezeichnet sind.

Diesbeziiglich fiihten wir folgende bekannte Tatsachen a)—f) an:
a) .3(p) ist die einzige'Gruppe ohne eigentliche Untergruppen.

b) .3(p”) ist_die einzige unendllche Gruppe mit lauter endlichen

“echten Untergruppen [15]. )
. ©) 9 ist der (eindeutig bestlmmte) ,,Traver samtlicher lokal-
zyklischer?®) Gruppen in dem Sinne, daB die Menge der lokal-zyklischen

Gruppen ‘mit derjenigen der . homomorphen Bxlder der Untergruppen.

von RF iibereinstimmt [6]. [7].

. d) 3(p)-und 3(p~)sind d'e samtllchen Gruppen 6) von der Elgen- .
schaft, daB jedes homomorphe Bi'd (mit mehr als einem Element) von

" @ isomorph zu & ist {14]. — AuBerdem 'sind diese Gruppen auch die
sdmtlichen nicht- t_orsxonsfrelen Gruppen mit nu]Itenlerfrew.m Endomorphls-
menring [10].

¢) 3(p) und R+ sind die samthchen Gruppen (S) von der Eigenschaft,

dafi jeder vom Nulloperator verschiedene Endomorphismus von & ein
h Automorph1=xnus ist [9]. [8]..— AuBerdem sind dieselben Gruppen auch
“als die Addmonsgruppen der ankorper gekennzelchnet

1) Slehe die Arbeit [5} Dxe eckigen Klammern verweisen auf daé Literatur-’

verzeichnis am Ende dieser Note.

2) Genauer gesprochen bezeJchnen 3(p) und- 3(p’°) je eine.- Klasse von un-_

. ndhch vielen Gruppen.

3) Nach KuroscH nennt man eine Gruppe lokal-zykhsch falls™-jedes endhche'

System ihrer Elemente m einer zyklischen Untergruppe enthalten 1st

Y
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") 3(p*) und R+sind die s‘aimtlichei] minimalen algebraisdzlabgesclzlqs-

" senen*) Gruppen [16], [2], [11]. — Folglich sind sie nach einem wichtigen .-

‘Satz von BAER auch durch die folgende Eigenschaft gekennzexchnet

- Diese Gruppen — aber keine echten Untergruppen von ihnen - smd -

direkte Summanden von jeder sie enthaltenden Gruppe [1], [3]

Zweck dxeser kleinenr Note ist.zu zelgen daB die erwahnten drei
‘ wmhtloen Gruppen auch eine gemeinsame charakteristische Eigerschaft )
- haben. Nennen wir ndmlich nach BAER [4] eine Gruppe vollstandlg
invariant, wenn sie-durch jedén — vom Nulloperator verschxedenen —
A Endomorphlcmus ouf sich abgcbnldet wird, so gllt der

Satz S(p) 8(p ) und ?R* smd die samtltchen vollstandtg mvananten -
- Abelschen Gruppen®).

- Der Beweis ergibt sich durch eine emfache Kombmahon der in
[9]: und [14] verwendéten Schiiife. Sei @ eine. vollstindig invariante

.. “Gruppe.: Da die ‘Abbildung X»nX (XE@)) fiir eine ganze Zahl n ein .
: _‘E‘ndomorph]smus von & ist,. gilt fiir ]edes n entweder n@ =@, oder

.n® = {0}. Demnach unterscheiden” wir ‘zwei Fille.

Erster ‘Fall : Es gebe ein n (> O) mit n(Sj——fO} Dann muﬁ das
kleinste solche n=p eine Primzahl sein®). Auf Grund von p@ = {0}
‘hat in diesem Falle jedes Element 40 der. Gruppe ® die Ordnung D
und somit zerfilit. @ in- eine dlrekte Summe von Gruppen B(p) Fir

. -eine vollstandlo invariante Gruppe vom Typ 3(p)+@' gilt ‘aber not-
-wendigerweise &' = {0}.-In diesem Falle ergibt sich also @ =3(p).

‘ ~Zweiter Fall: Es gelte fiir jedes n (>0) die. Glelchung nG=G.

. .Dann gllt -auch. fiir ‘die : Untérgruppe T bestehend aus samthchen Ele- -
menten endlicher Ordnung von @ offenbar nT =g. Ist aiso. ‘T’JF{O} L

so folgt aus p,v—“ flir ein Element A, vorr der Primzahlordnung p |

«die Ex1stenz einer Folge. von Elementen A;, A, ... in & mit der Eloen-

schaft (). Diesé’ Elemente erzeugen eine Untergruppe 3(p™).in @, die
-nach BAERT) ein direkter Summand von @& ist..In ®& = 3(p”) —{—(Sj* muf}
-aber der Summand @5 (wie oben) verschwinden, woraus @ = 3(p®)
--folot — Im. entgegenoecetzten Fall (%—{0}) enthalt die torswnsfre]e'

\

. 4) In vollstandlger Analog}ue m1t der Theorie der kommu’tatlven Korper kann
. -man eine Gruppe "® algebraisch-abgeschlossen nénnen, wenn alle. Gleéichungen:
nX=Ae® eine Losung X in @ besitzen, d. h. wenn n® =0 (n=1,2,3,...) gilt. -

Baer [2]-nennt ‘die Gruppen von dieser Eigenschaft ,komplett“., Wir wollen aber

die obige Bezelchnung beibehalten, denn die Abelschen Gruppen weisen’in dleser
Hinsicht eine tiefgehende Analegic mit der Steinitzschien Korperiheorie auf it}

5) Glenchwertlg damit ist: Die obigen drei Gruppen. sind die sidmtlichen
JAbelschen Gruppen ohne homomorphe exgenthche Untergruppen -

%) Vgl.. [9]. ' -

7) Vgl.-[1] Théorem 1.1, 8. 766. ]
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algebraisch-abgeschlossene Gruppe & nach .[9] eine Untergruppe N+,
.die nach.BAER") ein direkter Summand von @ ist. In der Darstéllung
@ == R+ + @ verschwindet ‘aber der Summand &, womnt (_S)——E)I"f also-
“auch dér Satz bewiesen ist. :

= Bemerkung. Die oblgen drel Gruppen spielen auch. in einer ganz
anderen Hinsicht eine ausgezeichnete Rolle. Betrachten wir alle méglichen
Typen von (nicht notwendig kommutatlven) Ringen, die-¢eine gegebene
Gruppe @ zur ‘Additionsgruppe haben, die sich also auf @ ,aufbauven“
lassen. Otfenbar 148t sich auf jeder Gruppe ® ein Ring ,von-trivialer

" multiplikativen Struktur® — {iblicherweise Zeroring genannt — aufbauen,.

in- dem ndmlich jedes Elementenprodukt gleich Null ist. Nun sind die
dir_kien Summen 33(py) unter allen nicht- torsmnsfrexen Gruppen da--

" durch ausgezeichnet, daf sich auf ihnen nur “ein einziger Rirg (der -

Zeroring) aafbauen 146t [12]. Die Gruppen B(p). und' R+ haben in

dieser Hinsicht die kennzeichnende Eigenschaft, dafi sich auf ihnem

- genau -zwei Rmatypen von denen ‘der eme nulltellerfrel (sooar Korper}
ist, aufbauen Jassen [13]. -
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