Einige aus Fimktionalgleichingen zweier Verindei-
lichen ableltbare leferentlalglelchungen. ‘

Von J. "ACZEL in, Szeged

Einlextung

Im fo]genden w1rd an elmgen Bexspxelen gezelgt wie man die
. Losung von Funktlonalglelchungen mehrerer Verinderlichen an die Losung
.von ‘partiellen leferentla]glexchungen zuriickfiihren kann. Die-Bedeutung
einer solchen Zuruckfuhrung liegt in dem Mangel einer. systematlschen
Theorie der Funktxonalg]exchungen ,

N. H. ABEL") hat aus der Funktnona]g]elchung

(1 zlte J')]——Z{x 2(y, D] =z{y, 2(t, )] -
. die leferentlalglexchung :

@ 'gé%%f @=iﬂQMz¥ianM

abge]entet um zu beweisen,. daf die streng monotonen und différenzier-
baren Losungen der Funktlonalglelchung (1) alle'von der Form

3 : 2(x, ) =F'[FQ)+F)] - : :
'smd wo F eine streng monotone und dlfferenmerbare Funktlon ist..

'Dle leferentlalglelchung ) bedeutet,~ daf in z_ die Varxabeln.x,y
»getrennt® auftreten, und zwar mit derselben Zahler- und Nenner-

- funktion. ABEL erhielt,” daf F(x)——CJﬁ(x)dx Die Gleichung (1) ist

_librigens dquivalent’mit den bexden Funktxona'glexchungen der Symmetrle'
(Kommutativitat)

(4) : g . .Z(X, y) =Z(y: X)

- und der Assoziativitat - - & .
®) ;_;,‘zkxy)ﬂ—zuzan

1) N. H. ABEL, Untersuchung der Functlonen zweier ‘unabhidngig verdnder--
"lichen GréBen x und p, wie f(x, y), welche die Elgenschaft haben, daB f(z, f(x, »))
“eine -symmetrische Function von xy und 2z 1st Journal fiir dze reine und angewandle
Math 1 (1826), S. 11=15.

I
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In § 2-werden wir sehen, daff auch (5) allein zur Herleitung der
Differentialgleichung (2) bzw. der Normalform (3) geniigt. )
FENYO und Verf. haben .in einer friiheren Arbeit?) aus der Funk-
tionalgleichung der ;,Bisymmetrie“2?)

(6) z[z(x, y), 2(u, v)} =2z {z (x, u), 2(y, V)},

und aus der fiir Mittelwerte kennzeichnenden Gleichung der ,Reflexivitat®
(7 : 2 (t 1) =1,

- die drei dquivalenten Differentialgleichungen o
® : ~ .'z’” —i——X(x) (von.y unabhingig),

: . - 2., 7 - .
9 - , -~ N zl Y(y) (von. x unabhingig),
10) . Z’—;—Z_(z) " (Funktion von Z allein) ,

nebst der ,,Ra‘nd-b.edingung“ o .
. Qan : : -zt =q (konstant)

abgeleitet. Man kanm iibrigens (8)'uncf (9) durch
7 ' z. __ JSx)
) ( ) ' . Zy g(y)
zusammenfassen.

Dadurch_wurde bewiesen, daB die allgemeinste Gestalt der streng
monotonen 2weimal differenzierbaren Losungen der Funktionalgleichun-
gen (6) mit der Bedingung (7) (ebenso wie die Losungen jeder der
leferentlalglelchungen ®), 9, (10), (2’) mit den Randbedmaungen (7
und (ll)) die Funktion .

3 =FO-QF@+eFR)
ist; und zwar ist - ' '

,(13):, .F([)_[ f\(f)(u f fx(t)az Z'[_fz(,)d,dt
| | (= ff(t)dt—cfo(t)dt

Hieraus folgt auch, daf -

(19) - X = YO =2().
In § 1 der gegenwirtigen Arbelt werden"nr .zeigen, daf man schon ‘
aus der Funktionalgleichung (6) der Bisymmetrie [also ohne Bezugnahme

2) J. AczéL St. FENyd, Uber d1e Theorie der Mittelwerte, dzese Acta, ll
{1948), S. 239-245. )

a) Herr G. AUMAW nennt es Konvexntat gegen sich selbst®. .

N\
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auf (7)} auf (8), (9), (10), (2 ), (14), (13), sowie auf

. Szt
(ry - O konstant

“schliefen ka‘n'n.,Hieraus'ergibt sich ferner o
12). - Z2=F'aF@HFQ) +d. : -

" Da aus der Kommutativitat (4) und der Assomatxvntat (5) die Blsym~
metrie (6) leicht folgt, enthilt § 1 auch einen neuen Bewels des ur-
spriinglichen Satzes.von N. H. ABEL 1), »

In §3 untersuchen wir wieder eine ‘andere: Funktlonalglelchung‘ -

~ die . Translationsgleichung“-

(15) N e %)) i]—Z(x y+1), R

‘ und bewelsen dalS aus ihr dlrekt die Glexchung - L _

R (2” g h E—:f(x.) ' (von y unaBBanglg)

' .und dxe Randhedmauna A - .
(16) R _ z(x O)—_x ,
folgt. — Dxe Glelchungen (8), (9, (10) sind’ auch ]etzt gultlg, aber mlf )
ay L X(=2Z(), Y()==0. o '

So ethalten wir als die aligemeinste streng monotone. dlfferenzxerbare
- -Losung von (15) :
a7 - - z=F" [F(X)+y]
und zwar ist F(z)——ff(z‘)dt
' Verwandt ist in-diesen Sitzen die Gestalt der Losungsfunktlonen b4
((3), (12), (12) und (17)): es handelt sich immer um eine ,quasi--
lineare Funktion®, d. h. um eine.Funktion, die durch Transformation °
mit F-aus einer linearen ‘Funktion entsteht. Die Differentialgleichungen
(27, (8), (9),. (10) bleiben in allen drei behandelten Fillén giiltig,
nur werden sie in verschiedener Weise spezialisiert. Die allgemeinste
Losung dieser. Gleichungen ist die in der Nomographxe wichtige Funktlon
H™' [F(x) 4+ G (»)]®)
Die Bedeutung dieser Satze besteht darin, daﬁ obzwar KALMAR
MIKUSINSKI %) und Verf 8)4)%) sogar unter schwacheren Bedmgungen (nam-

A 2y Vcl } ACZEL Zur Charaktensxerung nomographxsch einfach darsteilbarer
Funktxonen durch Differential- und Funktlonalglexchungen dtese Acta, 12A (1950),.

s, 73-80.

3) ). Aczfir, On mean values, Bu!lctm American nlath Soc., 54 (1948), S. 592 400. -

9 ] Aczm, Sur les opérations. définies pour nombres ‘réels, Bulletin Soczéte
Math. France, 76 (1948), S. 59—64."

5) Siehe die démnichst in den Studia. Mathematica erschemende Arbext von
"L. KaLmir, J. MIRUSINSKI und] Acsz .
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lich hochstens unter Voraussefzung der Stetigkeit statt _der Differenzier-
barkeit) bewiesen haben, daB die aligemeinste-Losung von (6) die Funktion
(12'), die von (5) die Funktion (3)#), und die von (15) die Funktion (17)°)
‘ist, doch geschah dies immer durch eine mehr .oder weniger "ver-
‘wickelte Konstruktioni, wogegen hjer der Beweis einfach durch Derivieren
erfolgt. Auflerdem erhalten wir eine explizite Integraldarstellung (statt
eines unendlichen Prozefies) der ,linearisierenden* Funktion F(f). Ein
weiterer Vorteil unserer vorliegenden Behandlungsweise ist, daB man
von den beiden Fragen, ob eine vorgelegte Funktion die Ldsung einer

der oben angegebenen Differentialgleichungen bzw. der urspriinglichen . '

Funktionalgleichungen ist, im aligemeinen die erste leichter entscheldet
Dies wird am- Ende an Beispielen erlautert werden.

.

‘ §1 .
Satz 1. Aus der Funktionalcrleiclu'ng der Bisymmelrie -
(6) L zlr(x ), 2, M]=zlz(x, U), 2(y, V)"
folgen die - szferenttalglezdmnaen
: . : Zzy . zzr —
'(8). o . : z Z = X(x),
\ . . ‘ Zz:/.__i!l_ll__
(g) : - z— . Z,:/A' - y(y)’
o : A2 TR 07
_.(10) L 2z _Z(z),
und audz .
(14) ' X t) Y(t) ~Z(t)

(und umgekehrt). Daraus folgt, dapdie allgemeinste streng monotone
zweimal differenzierbare Losung von (6) (ebenso wie dte on (8), (9)
- (10), (14)) glech - .

(12) - ... z=F" [aF(x)-}—bF(y)-{-q].
ist mit | o

(13) . F([):J _fx(;),‘u =J ‘fl'(f)d" ‘ =f -fz([)@t

_ Zunichst be weisen wir (,ohne Zuhiifenahme von (6)) dle Aqmvalenz
-der Gleichungen (8), (9), (10)..
' Erstens ist es klar, daf die Gleichung
AL z, _fx)
@ 2, &0)
mit den- Gleichungen (8) und (9) 4quivalent ist -(der Bewels erfolgt
-durch Logarithmieren und Derivieren bzw. Integneren man sieht auch

AY
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glelch dab f(x)—e j e , g( ) f bt /) ‘Aus -(10) folgt wneder

0[ [[ztan: 2)—e V“ — 2.z, Z(z)]——O. 91, f_/""’fz'v];o.

Integneren und Division dieser Glelchungen ergxbt (2). Umgekeh_rt,'es
folgt aus (2'), (da die Relation z=2z(x,y) y als eine implizite’ Funktion
'_ von -x und-z defxmert die nach x und z differenzierbar IS'[)

) _ e _

z Tz,

anferenmeren wir f(x)—z h(x, z) nach y und g(y)_z h(x, z) nach x,
_ so erhalten . wir einerseits .

h.(x,2)=0, éfso _lz_(x, z)= h(z),

(x y —h(x z)

“anderérseits die gewﬁnschté Glei’chﬁng (10). (Wir sehen auch zugleich,

- das he ;-é'f e B
g R
(!8) - Z_I.__ 2, —-h(Z) Z T(E)‘ Z, /Z(Z) )

* Also gentigt es eine der leterentlalglelchungen (8), (9) (lO) (2) a
dus (6) abzuleiten, etwa- (10)." L
Aus (6) folgt durch leferenzxeren nach.x, bzw. nach y:

(19 zle(x ), 20, V)] 2.(x, ) = 2,z (x, 1), 20, V)] 2.(x, ),
ozl 2w 2 x ) =2z fzx,0), 2(y, V] 2.0 v)

- (2. bzw. z, bedeutet seibstverstdndlich immer die Derivierte ‘nach der

ersten bzw nach der zweiten Verdnderlichen, ungeachtei dessen welcher .

Buchstabe an dieser Stelle steht). Setzt man: y=2x, v=u und dividiert -

‘diese- Glelchungen so gewinnt man (mit der ana’ ogen, durch Derivieren '

nach u und v erhaltenen: zweiten Glexchung zusammen):

20 Lz x) 2 lz(x, u), 2(x, u)] z,(u, u) -
e 2,(x %) z[2(xu), 20, w)] ~ z,{8; v)
z, (4 1) '

(also ist (11) == ;konstant)

2, 1)
leferenzleren wir (19) zuerst nach y, dann nach’ v, und divi-.
«dieren die erhaltenen Gleichungen, so bekommen wir mit u=x, v=y:
2. [2(x.9), 2(x, )] .. z.[2(x, ). 2(x, V)] z“ EACS)N
 Z ), 200 ))] Tz ), 200 22, 2 ()
Zusammen mit (20) ergibt dies ‘ ' L
Zyr 2 [2(59), 2000 z.[2(x ), 2] _ 7).
&z gl 2] 2l ), 2( )] .
~ Hieraus folgt nicht nur (10) sondern auch X(1)=_Z(t), und ganz analog
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folgt auch Y(t)= Z(f), also (i4). Damit ist bewiesen, daB aus (6) die
Gleichungen (8), (9), (i0), (2°), (14) folgen. . '

Da aus (10) die Gleichung (2’) folgt, undwwar wegen (14) in der
‘Gestalt—é:-—k i(( )) (wir'werden @;% sch»reiben)., SO ist, '
e =aff(x)dx+b[f(y)dy=aF(x)+bF()+c
- gesetzt, L B :

: z, 2

z v

o o, .:—:O, also "z‘zc[aF(x)‘,*‘bF(y)’fc];

mit Riicksicht an (18) und (14) ergibt sich
(12y- - - z=F"[aF(x)+bF(»)+C],

(13) o F({):fe_‘ X(t)dtdtzfe_J Y(t)dtdf: {e-fZ(t)dt'df’
| | l w. z. b. w.

Das aus (12') offensichtlich einerseits (6, -andererseits. (8), ),
(10), (14) mit (13) folgen, so ist damit auch bewiesen, -daB aus den
'leferentlalglelchungen (85, (9), (10) (14) sich auch (6) ergibt und dab
. zum Bestehen von-(6) bzw. von (8); (9), (10), (14) notwendig und hin-
- reichend ist, daf z die Gestalt (12) hat. Natiirlich reicht auch eine.
- der Gleichungen: (2'), (8), (9) (10) hin, etwa (10), hierzu muIS aber (14)
in die Gestalt
PN LICS) 1)) AN (1C B )N )
(10') 7,2, ) 2y [;(x, ) Z(x_) J’)] 2; [Z(xr »), 2(x, y)]
C_Zylze ), 26 0] 2,206 ), 2(x, )]
z.[z(x, 9,2 )z kGp), 2(x, )]
umgeschrieben’ werden. S

i , § 2. .
Satz 2 Aus der Fuhktionalgleidzung der Assoziativitdt
(5) Lzl ) =2[x 2%, 1))

_ folgen die Differentialgleichungen (8) ), (10) (2, (18) ‘und aua‘z (14)
© sowie .

(147 L =g =h() _
(und umgekehrt). - -,

Die allgemeinste streng monotone differenzierbare Losung von (5)
ist, ebenso wie die von (18) mit (14°),

3) 2(x, ) =F " IFQ+FO) -
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e ~'d B ¥ R Z{dae .
'xw)»fm=ff””w ff“wﬂ—fff”ﬂ=
' : =cC[fydt=c Jg(t) dt.-
(Daraus folot (2)) ‘ : :
Wegen-der in .§-1 bewiesenen Aqunvalenz “der Glelchungen (8),‘,
9), (-0), (2", geniigt es wieder (10) und (14’) zu bewiesen.
Differenzieren wir (5) zuerst-nach y, dann nach t, und dmdleren
- wir-die erhaltenen Glelchungen so wird
o 200 @)1z,
A TR A (TS NI
- leferenzxeren wir' -dagegen (5) -zuerst nach x:
| alx, 20 Dl =2l200 )i (%9,
'.dann dies weiter nach y bzw. t, und d1v1d1eren d1e so erhaltenen Glel-
~ chungen, so erhaiten wir

T N N 1)) n'z 2 lzx, ), 1] 2,
T R0 e *a#mnﬂa'
Der Verglelch mit (2°) ergibt . T .A.M"' )

zy(x J’) ) zry[Z(x y): t] zzz[z(x y)) t[

@ s CAEED TR

' _Da hier t konstant gewahlt werden kann so fo]gt Z z ——Z(z) also (10),  ’

™y

A anderselts bedeutet dxes (da die linke Selte von (22) mcht von t ab- '

\hangt) C : o S ’

) (z ) _

E - A t) .- z(z t) Z(Z) 'X('Z) )

aiso gllt ®) und  aucli Z(t)—X(t), ahnllch ]aﬁt sich auch (9) und o
Y(t)=Z2(t), also (14) ableiten. =~ .|

Andererselts erg1bt sich .aus. (21) und (22)

B , a () R
SO () ﬂ-)/z z,8)_ exp] 7 |1og z,,uyz,ﬂ)]dy _ explY(x)dx _
‘: "Z,,Q’,:é’)A 2 (2 ﬂ) epr”o‘?[l.Og Z’;g]d'z ' :e.>.<pr(z)'dz:
' - g(y) kexp[X)dy _ /()
g(z) keprX(z) dz @)

und ebenso . : T
- 2,(a, %), zy(a, 2) _ ‘exij(x) dx . f(x)
”'_ zde, )] z.(0,2) . exp[X(2)dz . f(Z) '

SRS @), 2 2) ) “kamn-
...also (18) und '(A14')i(und auc_h_ G B .——k 7@ 2) )" Auch (2) kann.
hieraus leicht érhalten werden. 3 o o
. . * . - . : - A ]2
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* Da aus (18) u.ndv(l'4') ‘mit geei:gn.eter Wahl der Funktion F(f)
bzw  der. Integrationskonstanten -in ~F(f) =-c.[f'(1) dt” of'fe_nsichtlichj A
2= F ' [F(x)+ F(y)] folgt, ist damit alles bewiesen. -

. §3.
_ Satz 3. Aus der fur dle Translallone,z kennzetdmende Funktzonal-
gleldzung

(15)" S z'z(x’y) t]—z(x,y—}—t)
C 0 folgt dle thferent/alglezdzung
@y - E W
und die Randbedingung ,.'" .
_ (16) oo o cz2x0)=x R
: oder was dasselbe ist, die Glezdzungen 8), (9) (10) nebsz‘ der Bed:ngung,
(147 A Z\f)—X(f) Y(f)—, ’

und ‘umgekehrt. Die al/gememste sfreng monotone. dszerenzrerbare L()szzng"
von (15) (ebenso wie von (2") und (16), bzw: von einer der Glezchuntren_
(8), (9), (10) nebst (14")) ist :

an . z=F'[Fx+) - -
mit- .ﬂ@—bumx | _

~-(16) folgt aus (15) unmttclbar wegen der’ strenven Monotome
" von z (man setze y=0). :

Um (2”) zu erhalten, dnfferenzneren wir ({o) zuerst nach X, dann
nach y, und d1v1d|eren -die erhaltenen Gleichungen, so erd

z; (x 1) 2 (x,y+1)
2y 2,5+

setzt man ¢ = C — y, "so erhdlt man - -.(
oy - c2. 2(x, C)
@) e SR .

Umgekehrt folgt aus (9") mit F(\)—— [f(x) dx

: » -

wm+ﬂ[ﬂw+ﬁ

aus (16) folgt G(t)——F (t) also’ (17); und da (17) die Glelchung
(15) und "auch (2" ) mlt (16) offensxchthch erfiillt,. so ist damit alles’
bewiesen. : "

=0, also = GIF{x)+ E
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 Wir bemerken hner' dab in diesem Falle auch die direkte Kon- -
'.struktxon (siehe Emleltung) nicht atlzu verwxckelt 1st, es ist namhch
Fly==2(Ct)%) : - :
" Ubrigens ist es leicht zu sehen 6) wie. es mit der Emdeutxgkelt
von F und von a,b,c.in. (12),(3), (17) steht: in (12) sind @ und b
, emdeutlg bestimmt und mit F(¢) zusammen smd dne sdmtlichen Losun=-
« .gen durch G(t)-—AF(I)—}—B angegeben falls ¢ ——Ac—{—B(l—a——b)
In (3) bzw. (16) smd G(t)-—AF(t), bzw G(z‘)—*F(t)—{—B d1e samt-
fichen Losungen.
- Beispiele.

- Wie wir sehen Werden ist in der ‘Praxis ‘immer die Nachprufung

«der Gleichung- (2) (bzw (2), ( 2”)) am . leichtesten; an ihr sieht man’
-auch gleich ‘ob die Funktxon von -der. Forin (7). oder aber .von der * -

“.auch (3) in sich enthaltenden Form (12') ist. Die Entschexdung zwischen
(3) ‘und (12) kann dann unmxtelbat geschehen ’

) z= x“y" Hier ist’ .
R z, aCxe=lyv a :l/x .
'z,  OCxH¥Y by _
,Dle Funktlon ¥4 erfullt (2) 1st also blsymmetnsch da sxe aber.nicht einmal

" (2) erfilit, ist sxe gewnﬁ mcht assozxatxv Man ‘hat F(x) —Js——=logx ‘
Tatsachhch ist 2= Cx“yb—e“‘Og““OgW (c——logC) '
- 2) z—xy —|—2xy+y +x+2y Hler ist

A 2 *_.1 e -"I'Q'Lvll(x+1')
"fzu, 2xy+2x+2y4-2 (X+1)(y+1) ,_ 2 Hy+n"

also 1st 2z wieder blsymmetrlsch ohne assomahv zu - sein. Man hat

F(x) *J ,l‘og (x+'l'), —b—='.%t; z';-elpg(;+1‘)+210g(y+l>_ 1.

Z_ (y—X)y+xy+1; 1/(x2+!)
Lz, =) x— (1) [ +1).°

deshafb bestehf’ atich ‘hler Blsymmetrle' ohne AsS_oznatwntat;.

a) Vgl J ACZEL "Uber eine Klasse von - Funktxonalglelchungen Commentaru
»Math Helvetici, 21 (1948), S. 247252, : .
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o . dx ;' a )
F(x) A—-_[W—arcfgx, = 1;

. " z=1g (arc tgx —"arcAtgy—i— -721) .

. 4) z =x'"92v, Hier ist ' o ' s 1
B | - (logy)xoest _ 1/(xlogx)
I Z_u xxogy(logx)~ H(ylogy) ’

also ist z bisymmefrisch; ob sie auch assoziativ ist, ist aber hiermit
-noch nicht entschieden. Man hat

-

‘F(x)_f_xlogx -~ Jetloget ;- logt=log logq;,"

42’ eeloglogz+loglog1’
-4 1st also auch assozxatw

5) z—x+y xy Hler 1st
'z, l—y (1 —xy

- - zu A ]_x /(l_y)

dx

o @ ist erfilt: F(x)—f

—loa(l—x) z—l —e'°g(‘ "“‘g“ V), also
—X
_ist z assoziativ. .

6) Z='§y_'-i_.—yl-.. H'ier‘. ist' | I | | -

] 'gz_-z('-icﬂry')y-—'(xy—l).' /(1+x)
S 7, xtHyx—xy—1) - /U-I—J')

'(2) ist erfillt und man 'hat-

F(_x)'= Jljl{—x '_arcct X, z——ctO(arcctux+arcctgy),

zlst also’ assoznatlv R : : ’ S ' -
7) zv—x cosy—{—l/l—x smy Hier ist -

- cz JT=xtcosy—xsiny - ° 1.
_”"fzf}' (——xsmy—{—l/l-—x%osy)l/l—x2 Vl—x-

' d1es hat die Form {27), also gllt dle Translatlonsc’lelchung Man hat

F(x) JV dx _

arc sin x, z= sin (arc sin x +y)

-
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iFxy Hier .ist

8; z=

z, . —=x¥ . X?

4

‘ :aisd'gilt ‘die Translationsgleichung; man hat

o dx 1 i
'F‘\’”—*-?-:?r =T -
rand

9) z—y +x+2yl/x err ist

2 WX (Siehe @),

X L (siene @),

: A 2y+2Vx 2Vx
Man hat- o

F()— —2‘17— Vx z= (VX+J)2

-2 1st also e1ne lranslatxonsmnktlon
IO) z2=x? Hler 1st

. R S P R | R S .
T e g (e @
“man hat . - Co S . -
1 dx loﬂoga&'—i—y’i .
e ee s . .
\x) Jxlogx lo logx = R

oz 1st also w1eder eme Translatlonsfunktlon
 (Eingegangen am 1. September 1949)
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