Sur les. fonctions. internes, .non-monotones.
- Par Akos CSASZAR A Budapest. .

jal mtrodult dans ma’ Note précedente mtltulee ,Sur une classe
des fonctions non mesurables“ [l] la notlon de fonction znteme se]on
. la définition ‘suivante: .
La fonctlon f(x) est dlte interne dans Pintervaile (g, b) si pour
) A<x<y<b
on a

min [ () f(v)lsf("” < maxts o, 0

le signe dégahte n’étant“valable que si-f(x) =75(y).
Toute fonction, strictement monotone dans I’ mtervalle (a, ) y est
_interne; par contte, toute solutlon dlscontmue de I’équation fonctlon-
nelle

f(x+y) f(x)+f(y)

(dont lgx1stence a été -démontrée par G. HAMEL [2]) est interne sans f
étre monotone. En tout cas, les fonctions mtemes non monotones sont
_ fort singuli¢res, comme.le montrent les theoremes sulvants démontrés
» dans ma Nofe citée ci-dessus: ~ :
f(x) étant.une fonction interne, non monotone dans (a by
A) pour tout point @ (a<a<b), les ensembles E[f(x)>f(a)]
et E[f(x) <f(«)] sont partout denses dans (q, b),
B) f(x) n’est pas mesurable sur (a,6). -
- Dans larticle present je démontrerai la genérahsahon sulvante ‘de
{a proposition B): :
Théoreme. f(x) etant une fonctwn interne, non monolone dans
l mtervalle (a, b), f(x) n’est mesurable sur aucun sous-ensemble mesu-
rable de (a, b) de mesure positive. A
La démonstratlon sera basée sur la proposmon A) ‘et surle lemme
su1vant .
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- Lemme. Soit f(x) une fonction interne, non monotone dans lin-
~tervalle (a, b) etsoita < e'< f < b. Désignons par E le sous-ensemble de
" (e, B) dans_ lequel la. valeur de f (x). est située entre f(a) et f (ﬁ‘) La

mesure intérieure') de Eest alors 0.

. Démonstration. Bornons -nous pour le moment au cas ou on -
aa<a<ﬂ<2ﬂ—a<b : » .

Supposons pout fixer les idées que f(@) <f(ﬂ) et sort 51 un sous- .

* ensemble mesurable arbitraire de E, de sorte que . '

-  f@<f(<f(@) . - pour x€E,. o

‘Supposons que |E;| >0; cette supposrtron .conduira a une contradrctron
Car en désignant par 1 un -sous-intervalle ‘intérieur de (@, 8) tel que.
’|Elll >0 et par E; I'ensemble symétrique & E,— E, par rapport au
point 3, E; appartlent encore a l’mtervalle (a,b) et on a -

_ FO>F®) pour x€E;.
Deargnons Jpar- {,49} une suite-de nombres fels que

f(/é’)<f(a) et §,>8 pour n->oo;

une telle suite existe en vertu de la’ proposition A) ‘Soit E le symétrrque
" de E, par rapport au pomt p’ On a alors pour tout entrer n suffrsam- .
ment gtand - : ;

f(X) <f( )<f(a) pour xEE"
Mars on vort aisément que- les proposrtrons )
X€E, et x+2(8,— /S‘)EE

.sont equrvalentes de sorte- que E; se produit-de Eo par une translation
infiniment pehte De I résulte en vertu d’un théoreme de M. H. STEIN- »
HAUS?) -que : : :

- EyEY =]=O pour. 7 suffrsamment grand
Mais Cest rmpossrble puisque =

j{63) <f(a) pour - xEE et'f(x) > f(a) - pour X'E 52 '

de’ sorte que les ensembies E2 et E4 ne. peuvent pas. avorr des pomts
en commun.
Dans le cas genéral -on chorsrra les nombres a, de sorte qu 1ls
satrstassent aux inégalités
28-=b< e < et f(a) <f(a),
2a,—b < o <20,—B et fa)>f(6), -
2e,—b< a3 <2a—f et f(a) <f(a) :
1) Nous appelons la mesure intérieure d'un’ ensemble E. Ta borne supeneure _
" de la. mesure. des sous- ensembles mesurables de E.
2) Vorr {3], une demonstratron directe est esqmssee dans [4]
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etc., ]usqua ce que pour n=r—1 on ait
a<a, < FE,
on choisira’ enfin un npmbre «, tel que

a<a <o < I ot 1) > 14);

- la pOSSlblhlé de ces choix étant garantie par la proposition ‘A). On
emploiera ensulte ‘la- partie déja établie du lemme aux intervalles
e, B) (az,al) (e, @), (@,@,) ‘qui -satisfont évidemmient a la
. rastriction que’ nous avons faite au commencement ‘

Pour démontrer le théoréme, supposons que f(x) soit mesurable
SUr ‘un .sous- -ensemble .mesurable E “de (a, b) et que |E|>0 Selon un
théoreme connu de N. LUsIN, F(x) est alors continue sur un ensemble .
mesurable E, CE, [E|>0 Soit @ un pomt de densnte de El et soient

d<e<e 'f(a;)<f(a) S
: a<B<b - fBY>](o). . :
. De51gnons par ‘/ Uidtervalle (¢, 8).* Tout point xEE assez voisin de‘e
~ .appartient a- ’ensemble /. E[f(al) <f(x) <f{(8,)], de sorte que celui-ci
~ 4 une mesure.- intérieure positive,’ en contradiction, avec le lemme, -en
vertu duquel la mesure mterleure de 1 ensemble I E[f(p’l) <f(x) <flew)]
_est nuile. - .
‘ Corollaire. (x) étant une fonction mterne, non monotone dans
Lintervalle (a, b), [ (x€ /zes! approxzmatzvement contmue en aucun pomt:
de cet mterval[e : : '
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