Merkwiirdlge Punktgruppen bel allgemeinen' |
‘Lemniskaten. - * ‘

' Von GYUL'AASZ. NAGY'm Szeged. L ’ N
L §‘1 Einleitunig.

Bedeute‘ R—g e.ne posmw_ Konstante und 1st ' N
_(1) f(z)—(z—zl)(Z—za) (z—2 )—Z"+a 2 ‘+ +a,,, ‘

- $0 helﬁt der Ort der Punkte z in der’ komplexen z-Ebene in. denen

2 f@I=R —e, oder f(Z)f(Z)—RZ-If(Z)I2 Rz—

ist, eine Lemniskate n-ten Grades mit dem Halbmesser ¢ und m1t den
Mittelpunkten 2,, z,, . . .,'2,. Die. Lemniskaten |f(z)|—R und |f(2)| =R’
“heifien konzentrisch. D1e Lemniskaten |f(z)|-Rl und |f(2)]=R, sind -
* .beziiglich der Lemniskate |f(z)|—R konjugtert falls R,R,= R2 1st

© . Die Glelchung L .

) . S Z f(Z) o

‘bestimmt eine. konforme Abb1ldung der. komplexen z-Ebene auf die
. Z-Ebene Die ‘inverse Abblldung (kurz: W-Abbildung) bildet den Kréis.
.|Z|=R==09" auf die Lemniskate (2) ab. Das W-Bild eines Punktes.Z
- ist eine Punktgruppe in der 2-Ebene, bestehend aus den Punkten, ih
denen das Polynom f(z) den Wert Zanmmmt Diese Punktgruppe wird -
im Folgenden einé Polgruppe der Lemmskate (2) genannt. Die Gruppe

. der Mittelpunkte der Lemmskate ist auch eine Polgruppe (Z=0). Es gibt

genau eine Polgruppe “die einen ‘Punkt 2, enthilt. Sle besteht ‘aus den
Wurzeln der Gleichung f(z) = f(2}). :

.- Beztiglich einer’ Lemniskate spielen die Polgruppen ¢ine ahnhche
Rolle, wie die Punkte der Ebene beziiglich eines Kreises. Man erhilt
'durch die W-Abbildung aus den Sitzen iiber den Kreis entsprechende

" Sitze iber die Lemniskate. ‘So gelangt man ais der Grundeigenschaft
- des Kreises zur Grundeigenschaft der Lemniskate, daB die Abstinde

ihrer Punkte von.den Mittelptinkten_' ein konstantes .Produkt grg’eben.
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2 ’ Gy. Sz. Nagy

“In einer friiheren Arbeit') habe ich die aligemeinen Lemniskaten von
dieser Eigenschaft ausgehend 'untersucht. In der gegenwartigen Arbeit
werden andere Elgenschaften der Kreise auf die Lemmskaten verallge-
meinert. ' -

Das W-Bild des Kreises |Z—2Z,|=R ist.auch eine Lemniskate,
deren Mittelpunkte eine Polgruppe, das W-Bild des Zentrums Z, bilden.

_ Die W-Bilder." der Kreise der Z-Ebene sind adjungierte Lemniskaten.

Die ebene Kreisgeometrie hat in der Geometrie der adjungierten Lem-

niskaten ein Analogon. :

- § -2, ‘Polgruppen bei einer Lemniskate.

Jede Polgruppe der Lemniskate n-ten Grades
N lf@=|z"+azv! + ...+an]~:~|(z—z1) (z—2)...(z—2)|=R
4Bt sich durch eine Gleichung n-ten Grades von der Form
@ j@O=Z=rev  (rz=0)
darstellen. Diese Polgruppe besteht aus den Wurzeln u,, Uy, ... 0,
dieser Gleichung. Die Polgruppeh haben den gemeinsamen Schwerpunkt

o a Ltz +z ”1+U2+ +U
n . n . n
.Eine Pdlgruppe 1st durch den Wert Z oder durch einen ihrer
Punkte ganz bestimmt. Die Polgruppe (4) hat dann und nur dann einen
- mehrfachen Punkt z, wenn beide Glelchungen

f@)—Z=f(z)—re* =0 und f'(z)=0

bestehen. Bezeichnen z;, 2;, .. ., 2., die Nullstellen der Derivierten f'(2),
so gibt es nur in den Polgruppen f(2) =f(z)=Z; (k=1,2,,..,n—1)
- mehrfache Punkte. Ausgenommen diese hochstens n-—1 Polgruppen

besteht jede Polgruppe aus lauter verschiedenen Punkten. .

. Ist r=R, so liegt jeder Punkt der Polgruppe(4) auf der Lemni- .
skate |f(2)|=R..Dann wird die Polgruppe eine Haupitgruppe der Lem-
‘niskate heiBen. Ist r<R bzw. r>R, so ist die: Polgruppe.(4) eine
innere bzw. duflere Polgruppe der Lemniskate |f(2)]=R.

Eine Lemniskate n-ten Grades |f(z)| = R besteht aus hochstens n
Jordanschen Kurven, Zykeln, von denen keiner einen anderen schneiden -
oder umschliefien kann?). Zwei Zykel konnen hochstens einen Punkt
gemeinsam haben. Ein gemeinsamer Punkt von zwei Zykeln ist eine
Ecke beider Zykel Ein Punkt liegt innerhzilb eines Zykels M, wenn er

N " 1) Gv. Sz NAGY Uber die allgememen Lemniskaten, diese Acta, 11 (1948),
S.207—224. .
2) A a 0.1, S. 211.
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ein innerer Punkt des von M begrenzteri einfach geschlossenen: Be-
reiches ist. Eine Lemniskate ‘besitzt innerhalb ]edes Zykels mindestens
einen Mittelpunkt. :

Es gilt der Satz -

- 1. Jede innere Polgruppe einer- Lemmskate hat mnerhalb emes' )

Zykels M der Kurve dieselbe Anzahl x der Mittelpunkte (jeden" Mittel- -
‘punkt nach seiner Vielfachheit geredmet) Die naturltdle Zahl » zst die
Charakteristik des Zykels M. .

Ist 0 <7< R und verdndert snch r von O ausgehend bxs ro stet}g
und monoton, s bewegen sich -die Nullstellen der Polynome -

- - . E@=f@)—rev . - .
stetlg ‘Dies gilt auch dann,. wenn auch der Winkel ¢ .sich stetlg ver-
dndert. Wihrend dieser Veranderung von r und ¢ kann keine Null-
stelle. der Polynome g(z) den Zykel M iibertreten. In den Nullstellen z
der Polynome g@) besteht ndmlich die Unglelchung .
. . |f(z)|——r£ro<R .

in den Punkten z: des Zykels M. ist aber |f(2)]=R. o
' Daraus folgt, daf jedes Polynom’ g(z) O=sr=r<R; 0Lgp< 2n)
innerhalb des Zykels M der- Lemmskat@ |f(2){=R ebenso. oft ver-
- schwindet, wie das Polynom f(2). Damit ist der Satz 1 beW1esen
A Ein -Zug einer Lemniskate ist ein . geschlossener “Teil der’ Kurve
der iiberall stetige - Tangenten besitzt. Ein Zug ist ein Zykel; wenn er
si¢h nicht schneidet. Widrigenfalls besteht der Zug aus mehreren Zykeln.
Die Charaktenstxk eines Zuges ist-die Summe der Charakteristiken seiner -
" Zykel. Man- sagt dafl ein Punkt innerhalb eires Zuges der Lemniskate
liegt, wenn er innérhalb eines Zykels des Zuges liegt. Mlt dleser Defi-
mtlon gilt der Satz I auch: fiir die Ziige der Lemniskate. - —
~ "'Ein Kreis. ist durch.sein Zentrum-und durch semen Halbmesser
" oder "durch sein Zentrim und -’ durch éinen - seinet Punkte bestlmmt-
Ebenso ist eine Lemniskate bestimmt, wenn man ihre Mittelpunkte und
auberdem ihren Halbmesser oder eirien ‘ihrer Punkte kennt. Im zweiten -
Falle kann man den Punkt durch jeden anderen Punkt'der zugehorigen

Polgruppe ersetzen. Eine Polgruppe als Haupigruppe .und zwei andere -

Punkte bestimmen die Lemniskate, wenn die zwei Punkte mcht der-
selben Polgruppe’ gehoren..

- §3 Die Lage der Hauptgruppen auf der Lémniskaté 4

Jede Hauptgruppe der Lemniskate | f(z2)| =R besteht aus den Null-'
stellen emes Polynoms h(z) von .der Form

) h(z)__f(z) Re""“l](z—c,‘) -‘ IR,
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Diese Hauptgrippe wird mit H(p) bezeichnet. ¢ heiBt der Winkel
"der Hauptgruppe H(p). jeder Punkt von H(yp) liegt auf der Lemniskate.
Ein Punkt 2z ist dann und nur dann ein mehrfacher Punkt der Haupt-
gruppe H(p), wenn beide Gleichungen h(2)=0 und K (9)=f'(2)=0
bestehen wenn also z ein singuldrer Punkt der Lemniskate ist®). Jeder
(reelle) singuldre Punkt einer Lemniskate ist ein mehrfacher Punkt mit’
getrennten .Tangenten, wo ein Zug sich schneidet. Zwei Ziige haben
einen Punkt nur dann gemeinsam, wenn beide Ziige sich in diesem
Punkte schneiden. Schneidet ein Zug der Lemniskate sich nicht,” so
. enthilt er keinen singuliren Punkt. Er ist ein Zykel. ~

Wihrend der Winkel ¢ von Null bis 27 stetig und monoton zu-
nimmt, bewegen sich die Punkte der Hauptgruppen H(g) auf der Lem-
niskate stetig und beschreiben die Lemniskate. Hat der Zykel M der. -
Lemniskate keine Ecke, so-hat jede Hauptgruppe auf M lauter verschie-
dene Punkte. Die zyklische Aufeinanderfoige dieser Plinkte auf M bleibt
aiso bei der Verdnderung des Winkels_p unverdndert. Deshalb werden
- die auf M liegenden Punkte einer Hauptgruppe H(gp) von denjemgen
einer anderen Hauptgruppe H(¢’) getrennt. N

Dies gilt auch fiir einen Zykel M mit Ecken, wenn man eine
Ecke in-der zugehbrlgen Hauptgruppe der Lemmskate auf-M emfach _
- rechnet.

Ist x die Charakteristik des Zykels M, so hat jedes Polynom
g(z; N =f@)—re?, O=r<R,
" in dem von M begrenzten Bereich B x Nullstellen. Diese - Nullstellen

~ - gehoren der Hauptgruppe H(p; r) der Lemniskate |f(z)|=r.

Es gibt eine Zahl Ry, so daf keine Lemniskate |f(2)|=r, Ry<r<R
im Bereich B einen singuliren Punkt besitzt. Enthdlt das Innere von B
die Nuillstellen 2., 2, .- , 2, der Derivierten” f'(2), so xst Ro Max Jf(zk)], .
'(k=1 2,...,p). Im Fallep 0 ist R,=0. _

-Eine. Lemmskate | f(2)| =7+, Ry<r<R, hat mit dem Zykel M der
Lemmskate | f(z)|=R:- keinen Punkt gemeinsam. Sie hat aiso in. B eine
~aus-ganzen Ziigen bestehende Teilkurve, die keinen singuldren Punkt
besitzt und die sich dem Zykel M nihert, falls r- R. Daraus folgt, daB
die in' B liegenden Punkte der Lemniskate |f(z)|=r, R0<r<R auf
.einem Zykel M(r) ohne Ecke liegen. .

Die auf M(r) hegenden Punkte der Hauptgruppe H(p; 1 trennen
dlelemgen der -Hauptgruppe H(g’;r), ¢’ == . (mod. 2n). Diese - zwei -
Punktgruppen konvergieren im Falle r+ R gegen die auf M liegenden -
Punktgruppen der- Hauptgruppen H(g) und H(g’). Diese Punktgruppen

3)Aa01),8209



Punktgruppen' bei Lemniskaten. . ' 5

trennen ‘auf M einander. Dies gilt auch dann, wenn d1e Hauptgruppe
H(¢) eine ‘Ecke E des Zykels -M enthilt, : '

.. Bezeichnet ndmlich E(r) den Punkt von M(r), der im Falle r+R
gegen E konvergiert und bezeichnen: E(r) und-E; (r) die auf M(r) zu
E(r) benachbarten Punkte der Hauptgruppe H(¢'; r), so enthélt der-
Bogen E[(r) E(ry E;(r) des Zykels M(r) auBerhalb von E(g) keinen
Punkt der Hauptgruppe H(p; 7). -Diese Hauptgruppe hat also auf dem
" Zykel M(r) nur einen Punkt, der im Falle r~R gegen dxe l:cke E des =
Zykels M konvergiert.

Damit ist der Satz bewiesen: '

1. Jede Hauptgruppe hat auf ihrem Zug M von der Charaktenslzk ‘
.x genau x getrennte - Punkte, “wobei eine Ecke des Zykels in der zuge-
horigen Hauptgruppe einfach zu’ rechnen ist. Die auf dem Zykel'M
Itegenden Punkte zweier Hauptgruppen H(p) und H ((p) frennen eznander

. § 4. Konjugxerte Polgruppen -bezilghch- einer Lemmskate-

- Die Punkte Z, und Z, sind konjugierte Pole beziiglich eines
- Kreises K, wenn sie Spiegelbilder voneinander. fiir den Kreis K -sind.
Die Punkte Z;“und Z, sind also bezugllch des Kreises :

A |Z|=R oder ZZ— R2-|Z| R2—0 o
- dann kon]uglerte Pole, wenn -
' Z—-Rle”i’—RTeW’ 22 Rze“?’—RT 69, 0< T1

sin_d

. Aus der ldent.tat D e -

6) (A+ZB)(A+MB)—-(B+MA)(B-I—lA)—(l—-lﬂ)(AA BB)

: folgt im Falle A -Z, B=—R, i.—Te'9° y—Z—Te‘“P T1, daB;.
(Z—-Zl)(Z Zl)—Tz(Z—Za) (Z—Zz)——(l—T’)(ZZ RZ), .

'oder } ..
Nz—zp~ T2IZ Z2]2—'(1——T2)(|Z|2 _

ist. In den Punkten des Kreises |Z|=R besteht also d1e Glelchung

Diese Glelchung stellt einen bezughch der kon;uglerten Pole
' Z, und -Z, Apollonischen Kreis ‘mit dem Parameter T dar. . . -
Die Eigenschaft des Apouomsche Kreises laBt sich auf die Lem- -
niskaten’ ubertragen : :
* Sind Z, und Z,. kon;uglerte Pole bezughch des Krelses |Z|
50 -bilden - d1e Nullstellen der Polynome - . . . o .
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5@ sf(z)—z;sf(z)—léréw-z 1 - a)
@
' gz(z) =fR)—Z,=f()— RT e‘“"“ﬂ(z—-bk

bezuglxch der Lemmskate | f(z)|—R konjugierte Polgruppen Diese Pal-
gruppen sind W-Bilder der Punkte Z, und Z,.

Aus der Identitit (6) folgt im Falle :
A=f(2), B= ; R, 1= Te“", y=7= Te"'?’, A.T=*=__1-
‘die Identitat

f,(z)f,(z)—Tng(z)ﬁ(z)_(1——T2) (f(Z)f(Z)—RQ)

oder :
Ifl(Z)l2 Tzlfz(z)|2—-(1—T2)(|f(z)[2

~ In den Punkten der Lemniskaten [f(@)|=R besteht also dxe Glel-

" chung '

fl(Z)

f(2)

Daraus ergibt sich der Satz -

II. Bezeichnen G.und G’ konjugierte Polgruppen bezugltch emer "
Lemniskate n-ten Grades und bezeichnen d,, d,, .. ., d, bzw. dj, d;, . ..
die’ Abstinde eines Punkfes der. Lemniskate von den Punkten der Pol- .
gruppe G bzw. G, so ist das. Verhaltms

dd,.:.d,
o o did]. . ed] '
von der Lage des Punktes P unabhangtg Die poszttve Zahl t hetﬁt der ,

Parameter der Lemniskate beziiglich der konjugierten Polgruppen G und G'.

Dieser Satz gilt auch im Falle 7—1. Er ist aber dann trivial,
weil dann die Punktgriippen G und G’ in eine- Hauptgruppe der Lem-
niskate zusammenfallen. Das. Prinzip des Beweises des Satzes 1ll kommt
schon beim Beweis eines. anderen aligemeinen Satzes von G. DARBOUX
vort), Der Satz IIl enthilt einen Satz von. A. WANGERIN”) {iber -eine
Lemiiskate zweiten Grades.

" Jeder nicht auf der ‘Lemniskate hegende Punkt Q der Ebene
gehort offenbar einer einzigen Polgruppe G an und bestimmt die kon-
jugierten Polgruppen ‘G und G’, sowie den’ Parameter f eindeutig. Be-
,wegt smh Q auf der Lemmskate | f(z)l—-R1 =RT, so. ‘beweg‘t‘sich— die

Z—'a]‘
Z—bk

/1

k=1

=T.

=t

- 4) G DarBouzx, Sur une cﬁzssﬁ remarquable de courbes et de surfaces alge-
briques (Paris, 1873 ; unverinderter neuer Abdruck, 1899); S. 66—80.. . .
T 5). A. WangEerm, Uber eine Elgenschaft der Lemmskate, Archw der Math
Phys 53 (1873), S. 19-21. .
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ganze Polgruppe -G auf dieser Lemniskate.. Die konjugierte Polgruppe
bewegt sich auf der konjugierten Lemniskate |f(z)|= R,==RT™".
" Sind Z, und Z, konjugierte Pole beziiglich des Kreises |Z|=

‘'so schneidet jeder Kreis K durch die Punkie Z, und.Z, den Kreis
|Z|=R orthogonal. Das W-Bild des Kreises K ist eine zur Lemni-
skate |f(2)|=R ad]unglerte Lemniskate, die durch die konluglerten _
Polgruppen (7) geht und die Lemniskate lf()|=R orthogonal schneidet. -
Dies - folgt aus der Konformitt. der W-Abbildung. Es gilt also- der Satz
' IV. Eine Lemniskate wird von einer adjungierten Lemniskate, die
. durch zwei beziiglich der ersten Lemrliskate konjugierte Polgruppen geht,
in' jedem- gewhnlichen Punkte orthogonal geschnitten. (Die Schnittpunkte
bilden auf beiden Lemmskaten zwel Haaptgruppen ) “

§ 5 Die Onentlerung der Punkte ‘einer Lemniskate bezﬁglich -
ihrer Hauptgruppen. .

Besteht eine ebene Punkigruppe (C) aus den Punktén C,(k=1, 2,...,n),
weicht der Punkt P der Ebene von den Punkten C, ab und bezeichnet
7. (0=7y,.<m) den Winkel  der Geraden PC, zu einer. festen Achse
(orientierten Geraden), so heifit der. Winkel Q=235y, (mod =) die
Orientierung des Punktes P beziiglici der’ Punktgruppe (C) und auch .
die Orientierung der Punktgruppe (C)-beziiglich des Punktes P. £ istdie -
Laguerresche Qrientierung des Systems.der Geraden PC; (k=1,2,...,1).%)
_ Bezelchnet (C’) eine andere Punktgruppe mit den. Punkten"

Cl, Cﬁ, C’ und bezeichnet wk den (mit Drehungssmn versehenen) '

‘Winkel, unter dem der Vektor C C vom Punkt P aus erschemt s0 ist
w0, =y,—7:. Dann heift der Winkel :

0= Z o= Z i~y =2~ (mod )

bzw. -
.Qlo—— — Z w,,——SZ—.Q’ (mod- 71)

die Onentterung des Punktes P beziiglich der Punktgruppen (O und (6]
bzw. (C') und (C). £ und & sind offenbar komplementare kael und
hdngen von der Achse der Orientierung mnicht ab. :
Bezeichnet z bzw. ¢, die zum. Punkt P bzw. C, gehdrnge komplexe '
Zahl, ist d1e reelle Achse die Achse der Oixentlerung und. ist -

. z—c,,—rke e (09, <2m), A ,
so ist q)k—y,, bzw @ = 7, -+ 7, je nachdem <7 bzw <pk>n 1st
6) Oeuvres de Lacuerrg, 1 (Paris, 1905), S 23 26. Vgl. G. HUMBER’I‘, Sur

Porientationi des systémes de droites, Nouvelles Annales de- Math., (2) 12 (1893),
S. 37-64; 123=136. - )
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In belden Fallen ist also 2¢;—_-27,, (mod 2n) Deshalb besteht die

Glelchung )
—E" = e2i P 32"71;
z2—c¢,

Smd h(z)—]](z—c,,) und A, (z)—]j (z—c,‘), so sind

’_1(_2_’) Ti=4 — 237 =¢2i¢ ynd m@) - h(z) ez‘(g Q) == ¢2i %,
h(z) #Ziz—e . " h (z) h(Z)

Setzt man in der ldentitét (6) *

A=f(2),, B= —R A==¢'?, u—e*v’ lu:%:l
" setzt man ferner
, h(2) —f(z) Re“” h (z)—f(z)— e"P .
: so hat die Identntat die- Form ~
h(2) by (2)—e'@ 9 h (Z)h(Z)—(f—e“"’ "’7) [f(Z)f(Z) R* ]—

A L == [[f(2)F—RY,
In den Punkten z der Lemmskate (2) besteht also die Glenchung

-7 — k(@) h@z) e 2i%
: : ’ h(z) h(z)
Es gilt also . e
20, =g —p=0'— ©Q (mod. 2n) oder €,=-—2—"% (mod n).

2"
Daraus ‘ergibt sich die folgende Verallgememerung des Satzes
" iiber den Peripheriéwinkel des_Kreises: : .

V. Die Punkte einer Lemniskate haben beziiglich threr Hauptgruppen o

V4
2
Bewegt sich ein Punkt z auf der Lemniskate ‘stetig ohne. m,zw1-‘

schen irgendeinen Punkt der Hauptgruppen H{(g) und ‘H(¢’) .iiberzu-
treten, so ist w, = w,(2) eine stetig¢é Funktion- (k=1,2,...,n). Unter-
dessen bleibt also nicht nur Q,, sondern auch. Sw,(2) bestandlg In
den Punkten ¢, und c; der Lemniskate ist w,(2) unstetig, w,(2) hat dort
einen Sprung. Deshalb tnterscheiden die Werte von Zw.(2) in zwei
Punkten der Lemniskate, zwischen denen es genau einen Punkt der
Hauptgruppen H(g) und H(¢") gibt, um = voneinander.

Die Hauptgruppen H (50) und H(p+-m) heiBen Gegenhaupigruppen.
‘Aus Satz V-ergibt sich die folgende Verallgememerung des Thalesschen
Satzes :

"VI: Die Orzentzerung Jedes Punktes einer Leriniskate beziiglich ihrer
~ beliebigen zwei Gegenhauptgruppen ist ein Rechtwinkel. )

. Der Schwerpunkt der Mittelpunkte einer Lemniskate zweiten Grades

-(einer Cassinischen Kurve) ist auch Schwerpunkt ihrer Hauptgruppen..

H(p) .und H(¢) dze konstante Orlentzerung Q= 9 —

-(mod m).
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- Das- Symmetnezenfrum der Lemniskate zweiten Grades halbiert also"
das Punktpaar_jeder Hauptgruppe Liegen also die Ecken- eines Pa-'
. fallelogramms A A A A, auf éiner’ Lemniskate zwelten Grades, so ist
das Punktpaar A,A, oder A;A, eine Hauptgruppe der Kurve. Der- Satz V

enthilt also einen Satz von DARBOUX?) iiber Cassmlsche Kurven und -

damit. einen spezxe)leren Satz von WANGERINB) iiber emzugxge Cassxm- -

sche Kurven,.

§ 6 Das Doppelverhaltms von Polgruppen .einer Lemniskate
Pas Doppelvérhaltnis der Polgruppen . f(?) =2, (k=1,2,3,4)

der ' Lemniskate |f(2)|=R (die aiich. Polgruppen der Lemmskaten .

_]f(z)—Zl——R"smd) ist die Zahl -~

CZy—2Z, Z4Z-ZZ3 ZzZ
: Ly 22 Z,—2Zy  Z,—Z,  Z,— .
, angen die Punkte Z,; Z,, Z, und.Z, auf einem Krexs |Z—-Z |= R”

- so ist Dv reell. Das Doppelverhaltms von behebxgen vier Hauptgruppen

Dy=

- einer Lemmskate ist also immer reell. .

Das Doppelverhiltnis Dv 148t sich durch die "Punkte der’ ersten
(oder letzten) zwei -Polgruppen und durch 1e emen Punkt der anderen
zwei Polgruppen ausdriicken. :

Smd namlnch )

f(z)’—Zl H(Z*—ak) f(z) Z H(Z— by), f(C)——Z U"df(d)— o
. 50 sind -
—=Z,= f(C)——Z H(C—ak) Za fc)—Z2~— H(c_‘bk

24“21 =f(d)_'Zl :‘kl—]i'(d— a,) undZ4“ 2 =f(d)—2??’£{(d—bk). B
| Daraus folgt die Gleichung A '

.. B n c—a, " d—'ak »
D”—ﬂ[c—m]'[d“ 2.

Liegen die Punkte. Zyy Zs, Zg und Z, auf einem f(rels K und-ist.
ihr Doppelverhdltnis - Dv negativ "bzw. positiv, $o st das Punktpaar

Z,Z, von dem Punkipaar A getrennt bzw nicht getrennt, Fur Lem—
‘niskaten gilt der Satz:

VII. Haben die Haupltgruppen ’-.’(fp‘ﬁ) (f=1,2,3,4) einer L Lemni~ L

_skate ein negatzves Doppelverhaltms Dv, so hat jede dteser Hauptgruppen

DA 40,88, - . . L
"% A 2, 0. - : . o i
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je einen Punkt unter- ihren vier auf einem Zykel M von der Cha-
rakteristik x aufeinanderfolgenden Punkten und das Punkipaar der ersten
zwei Hauptgruppen trennt das Punktpaar -der letzten zwei quf M. Im
Falle Dy >0 trennen diese zwei Punktpaare auf M einander nicht. -

Es kann angenommen werden, daB -die Aufeinanderfolge der
Punkte der Hauptgruppe H(p™) beim positiven Umlaufen des Zykels M
o e, ..., ¢ ist. Der Bogen cPcf® (oder ¢cf’, ¢ cf; ..., ¢,¢%) von
M enthélt nach Satz II je einen Punkt der iibrigen drei Hauptgruppen.

Wihrend ein Punkt z von ¢ ausgehend den Zykel M im posi-
tiven Sinne umlduft, geht der Punkt Z= f(2) in der Z-Ebene den Kreis
. vom Punkt Z, ausgehend im. positivem Sinne -mal. um. . Wiahrend .

~ dieser Bewegung des Punktes z auf dem Zykel M verandert sich der
. Winkel des Wurzelfaktors z—z, von f(2) offenbar um O oder um 27,
je nachdem der Mlttelpunkt 2, auBerhalb bzw. mnerhalb des Zykels
M liegt, - L

Wahrend der Punkt z den Bogen c(”c“) beschreibt, 'geht,der.Punkt ) -
Z=f(2) von Z, ausgehend den Kreis K in positivem Sinne einmal um.

[nzwischen tritt der Punkt Z ]eden der -Punkte Z,, Z; und Z; einmal . -

~.iiber, weil die von Zy, Zs. bzw. Z, bestimmte . Hauptgruppe auf . dem
_Bogen ¢c® genau- einen . Punkt besitzt. Die Aufeinanderfolge der
* Punkte der Hauptgruppen H(¢\?) (j=.1,2, 3, 4) auf den Bogen ¢{” ¢/
' (oder ey ..., c®c) stimmt also ‘mit der Aufeinanderfolge der
* Punkte Z,, Z,, Zg, Z, beim positiven Umlaufen des Kreises K iiberein.
~ Daraus folgt- die Rxchtlgkelt des Satzes VIL - -

§ 1. Potenz, Potenzlmie, Potenzpunkte bei Lemmskaten.

_ Dxe Glelchung der Lemmskate |f(2)—Z,| =R labt smh in der Form o
® L(Z)‘[f(Z) Z) [f@)—Z)—R*= 7

_f @ &) — [Z.f(2)+ Zof(z)] —R*=
oder D N
© Lk y>_1[[(x—xk> - y,,)zl—zez—o x

‘schrelben wenn . . . -

f(z)—Z H(z—z,,) z=x+iy und z,‘_.—_x,‘—'l—Aiy,‘
sind.
Der (reelle) Wert L(zo)—L(xo, yo) 1st die Potenz des Punktes

2 =X+ iy, in bezug auf die Lemniskate (8) bzw. (9). Die Potenz
emg:s Punktes 2; der Lemniskate ist.also Null. Liegt 2, au_Berhalb jeder
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Zykel bzw. innerhalb eines Zykels der Lemniskate, so ist die Potenz
L(z,) positiv bzw. negativ. Enthilt -eine Poigruppe den Punkt 2, SO
haben aiich die {ibrigen Punkte der Polgruppe in bezug auf die ‘Lem-
niskate die Potenz L(z,). Die Punkte, die in bezug auf eine Lemni-
skate dieselbe Potenz 'haben, liegen auf einer konzentrischen Lemniskate. -
- Es gilt d1e fo]gende Verallgemeinerung des bekannten Satzes des
Kreises: - !
. VIII. Wird ein Strahlenbiischel durch den Punkt Py .von einer Lem-
. njskate geschnitten, so ist das Produkt der Strecken, die auf Jjedem Strahle’ .
von P, bis an die Lemniskate reichen, von bestindiger Gripe. Dieses
Produkt ist die Potenz des Punktes P, in bezug auf die Lemniskate.

. = Eine beheblge Gerade g durch den: Punkt Py -—(xo, yo) hat die

Gleichungen von der Form -
. Xx=X,-+dcosa . uhd y=Yy;+dsina. _ |
. erd dies in die’ Glexchung (9) eingesetzt, so ergibt sich die
Glei¢hung. ; .
L(xo+dcosa yo+dsma)—d2"+A d®" b 4 As,ad 4 L(x, 9,)=0,
Daraus folgt der .Satz VIII, -weil die Wurzeln d,, dy, .. a’g,, dieser
Gleichung der Relation d,d;. .. d,,= L(x, ¥,). geniigen.
Die Piinkte 2, die in bezug auf die ad]unglerten aber mcht kon-
' zentrlschen Lemmskaten (Z,3=2,).
(10)- Lk(z)—lf(z)-—ZP—Rk f(Z)f(Z)—[Zkf(Z)+Zkf(2)]—R,,—0
: (k*l 2) ‘
glelche Potenzen besxtzen geniigen der Glelchung
(1) L@—LEA=(Z~2)10)+ @~ Z)f(2)+R§'—Rf='0
und-liegen auf der Pofenzlinie der-Lemniskaten L,(2) =0 und L,(2) =0.
Diese Potenzlinie ist eine Kurve n-ter Ordnung, eine Stelloide von E.
Lucas®), das W-Bild einer Geraden der Z-Ebene. Sind namhch
f@)=X+iY und Z2 Z,=R'ée'®,

SO’ léiﬁt sich die Glexchung ¢h)) in der Form
- RE—R}
C2RT . :

schrelben Die W-Bllder der Geraden der Z-Ebene werden adjungzerte
Stellozden genannt Sle smd durch das Polynom f(z) beshmmt_

Xcosa—l—Ysma+ =0

(OS5 BV i)

zugehorxgen Polgruppe Zwe1 ad;unglerte Stel_loxd_en haben eme Pol- :

- 9 Vgl G: LORIA Spezrelle algebrazsclze und transzendente Kurven (Lelpzxg
’ 1910), ‘Bd. I, S. 439 450. . . g
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gruppe gemeinsam. Die Asymptoten einer Stelloide laufen in den Schwer-,
punkt der Polgruppen zusammen und bilden eine n-strahlige Windrose.
) Sind. 4, und 7, reelle Zahlen mit der Summe I, so- bilden. die
Lemniskaten -

(12) I L(Z) =kl (2)+12L2(Z)——
ein Biischel von Lemniskaten. Fiir. jeden Punkt z der Lemniskate (12) ist
L(D): L@ =—hd=1
Der Ort der Punkte, deren Potenzen in bezug auf: zwei adjun-
gierte Lemniskaten ein gegebenes Verhiltnis 4 haben, ist also. eine
Lemniskate des Buschels Das Biischel enthdlt im Falle 4=1 eine

Stelloide, die gemeinsame Potenzlinie aller Paare der Lemniskaten des
~ Biischels. Aus 4 1+ 4=+ u=1 folgt namlich, da ’
ALR) + AL@] — [ Li2) + i L) = (— ) [Ly(2) — La(2))

Es gibt_in der' Z-Ebene einen Punkt (Potenzpunkt) der in. bezug
+“auf drei Kreise die gleiche Potenz besitzt. Zu drei adjungierten - Lem-
niskaten gibt es also eine Polgruppe,’ die Potenzpolgruppe der Lemni-
skaten, deren Punkte in bezug auf die- drei Lemmskaten die glelche ‘
Potenz besitzen. - :

Die W-Abbildung ist konform. Aus bekannten Satzen der elemen-

- téren Krelsgeometne folgen, z. B. die Silze: Die Gruppen der- Mittel- ‘

punkte der Lemniskaten eines Biischels liegen auf einer adjungierten .

- . Stelloide, von der die .Potenzlinie 'in jedem Punkte einer Polgruppe

"orthogonal geschnitten wird. Schneidet eine Lemniskate zwei adjungierte
Lemniskaten orthogonal, so schneidet sie jede Lemniskate des von diesen

" - zwei Lemniskaten. bestimmten Biischels orthogonal (in zwei Polgruppen)

'und 1hre Mlttelpunktgruppe llegt auf der Potenzlinie des Biischels..

§ 8. Durch Polgruppen einer Lemniskate bestxmmte -
Korrespondenzen zwischen den Punkten der Ebene.

"~ Die Polgruppen einer Lemniskate |f(z)]=R n-ten Grades be-
stimmen zwischen den Punkten der Ebene eine (n—1, n—1) Korre-
spondenz. In dieser Korrespondenz entsprechen einem Punkte 2, der Ebene
die tibrigen Nullstellen -des Poiynoms f(2) = f(2,), also - die-iibrigen
n—1 Punkte der z, enthaltenden Polgruppe. Bezeichnet M bzw. M’
einen-Zykel der Lemniskate f(2) = R von.der Charakteristik » bzw. »’
und bezeichnet B bzw. B’ den von M bzw. M’ begrenzten abgeschlos-
senen endlichen Bereich, so bestimmt die (n—-l .n—1) Korrespondenz
zwischen den Punkten :der Bereiche B und. B’ eine (', x) Korrespon-
denz. Ist. x=2, so bestimmen. die Polgruppen zwxschen den- Punkten

des Bereiches B'eine (u—l n-—l) Korrespondenz Dles folgt aus Satzl
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Jede (1, 1) Korrespondenz zwischen den Punkten der komplexen
Z-Ebene ist eine Korrespondenz zwischen den Polgruppen und damit

eine (n, n) Korrespondenz zwischen den Punkten der Ebene. Einem

Punkte einer Polgruppe entsprechen nidmlich die Purkte derjenigen :
~ Polgruppe, . die- nach der (1 ) Korrespondenz der ersten Polgruppe
entspricht. ,

Jede solche Korrespondenz zwnschen den Punkten der Ebene mdu- :
ziert eine (x, %) bzw. (x'; ) Korrespondenz zwischen den Punkten des °
Bereiches B bzw. B’ und eine (%, %) Korrespondenz zwischen den’
Punkten der Bereiche B und B’. '

In der Geometrie der Lemmskaten haben dlelemgen Korrespon- *
. denzen eine besondere Rolle, die aus ‘den einfachsten involutorischen
Abbildungen * der. Z-Ebene, d. h. aus Spiegelungen bezughch eines -
Punktes, einer Geraden oder eines Kreises entspringen. Die enispre-
. chenden (n, n) Korrespondenzen mdgen pregelungen beziiglich einer
Po1gruppe eines ad]unglerten Stelloide bzw. emer adjungierten Lemm-
.skate .genannt werden. ‘

_Jede " dieser Korrespondenzen hat d1e auszelchnende Elgenschaﬁ
daﬁ emem Punkte der Ebene lauter reelle Punkte entsprechen

(Eingegaﬁg_en am 10.. Auéfz.ét 1948.)



