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Solution de l'équation pour les nombres ordinaux. 
P a r W A C L A W SIERPINSKI à V a r s o v i e . 

On sait qu'il n'existe qu'un seul système a, /? de nombres ordinaux 
finis « et /?> a, tels que a ? = § a (à savoir a = 2, /3 = 4). Or, il est intéressant 
qu'il existe une infinité de systèmes a, ¡3 dé nombrés ordinaux transfinis, tels, 
que a<jS et a? = ¡ja,. même tels , où « = w. Le but de cette note est de les 
trouver tous. En d'autres termes, nous nous proposons de trouver tous les 
nombres ordinaux ? > « satisfaisant à l'équation 

(1) <ui = | » . ' " 

Il est à remarquer que l'équation (1) n'a pas de solutions en nombres 
ordinaux H<co En effet, le nombre £ = 1 ne satisfait pas évidemment à 
l'équation (1). Donc, si %<<o et w t = £ 6 ) , on a £==«, où n est un nombre 
naturel > 1 , . e t alors on a, comme on sait na = co, d'où w l à « 2 > to = n'°, 
donc, vu que « = §, wl > -, ce qui implique une contradiction. 

Soit une solution de l'équation (1). Soit § = + o)?b + . . . le 
développement normal du nombre Vu que H > <o, on a ici a â 1 et 2 < (oa+l, 
d'où = (puisque, quel que soit le nombre ordinal a, on a 
(a-f 1 )(u = a co). D'autre part, comme (vu que a est un nombre naturel), 
on a '¿a^(oa(0. On a ainsi £u = waw et, d'après ( l ) , on trouve cô  — (oaa>, ce 
qui donne £ = aû>. Comme | > co, il en résulte que a^co (puisque, pour « 
naturels, on a aa> = w < £). 

Soit a = ciP7-f . . . le développement normal du nombre a ; vu que 
ce^co, on a ici y = 1 ? = aii) = ii)>,+l, Or, comme + (le déve-
loppement normal d 'un nombre ordinal étant unique), on trouve a — y + ' \ , 
d'où aco = (y + l) (o = yo) et, comme KW = # 1 ! , on trouve 'y u> — cov+l. Sj 
y = cû^m + . . . est le développement normal du nombre y, on a yco — cof11-1 

donc, vu que yco = coy+1, on trouve cov+1 = <u',+1, d'où y + 1 = ^ + 1 et y — fi. 
D'après y = ù)um-\-... on trouve donc y à 10." = «)"/ et, comme aP^y, on 
trouve iof — y. Ainsi y est un nombre epsilonien. Or, l = a«> = yn). 

Chaque solution £ > c o de l'équation (1) est donc de la forme | = eco, 
où e est un nombre epsilonien. D'autre part, soit £ un nombre epsilonien 
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quelconque. On a donc £ = <»E et, pour £ = £«> on trouve 

et le nombre £ satisfait à l 'équation (1). 
Nous avons ainsi démontré le 

Théorème. Pour qu'un nombre ordinal £ =)='"' satisfasse à l'équation 
(1), il faut et il suffit qu'il soit de la forme g = £<>.), OÙ E est un nombre 
epsilonien. 

Or, il est à remarquer que, quel que soit le nombre ordinal transfini 
a de seconde espèce, il existe un nombre ordinal £ > a, tel que 
(2) a»e = £«. 

En effet, soit e un nombre epsilonien > a et posons £ = £a. Vu que 
a ^ W, nous aurons S — £ « > £ > « , d'où £ > A. Or, comme A < E, on a «•• = £, 
d 'où 

£« == (Ea)a = (a*. a)" = a^*1')« = aect = a" 

(puisque, a étant un nombre de seconde espèce, on a ( £ + l ) a = ca). 
Le nombre £ satisfait donc à l 'équation (2). 
R e m a r q u e . On définit les nombres epsiloniens comme nombres ordinaux 

E satisfaisant à l 'équation W6 = £. Or, on les pourrait définir aussi comme 
nombres ordinaux £ > M satisfaisant à l 'équation 

(3) 
En effet, d 'une part, si £ est un nombre ordinal tel que w c = £ , on a 

E < 2 e ^ c o ! 1 , donc 2c = £. D'autre part, si 2Î = £ et : > w , o n a t = w + o, où 
« S i ! . Comme 2?' = £, on trouve £ = 22Î = 22",+i, = 2w-2e == co 2 0 ^ d1, d'où 
a) + H = ! = to-J-p, ce qui donne £ = p, donc, d 'après (3) : £ = co2Q = a2% d'où. 

'¿ = ÎO', ce qui prouve que £ est un nombre epsilonien. 
Quant à l'équation (3), outre les nombres epsiloniens, elle' a encore la 

solution £ = &. 

.(Reçu le 30 mai 1949) 


