81

Le prmclpe du maximum en theorne du potentlel
et la notion de fonction surharmomque.

Par'HENRI CARTAN 4 Paris et JACQUES DENY 4 Strasbourg.

1.

Dans la lhéorne cla351que du potentxel newtomen (ou plus generalement
des potentiels d’ofdre « de M RIESZ) on peut dxstmguer deux problemes-
- fondamentaux:

Le probléme d’e’quilibre Tout cOnipact C admet-il une distribution d’équi-
‘libre ? Autrement -dit: existe-t-il une distribution. positive portée par C dont
le potentiel soit égal a 1 sur C a lexceptlon des pomts d’un sous- ensemble
de capacité nulle'? :

Le probleme du. balayage Toute dlstnbutxon posmve 7 peut elle étre
“balayée” sur un ensemble fermé quelconque F? Autrement dit: existe-t-il
une distribution u’ portée par F, telle que les potentiels engendrés par u et
w' soient egaux sur F a Pexception des pomts d’un sous- ensemble de capa-
cité nulle??) :

On sait que le probleme d’ equlhbre recoit une réponse affirmative pour
0<e=22?) La solution donnée par O. FROSTMAN [5] repose sur la-remarque
suivante, que auteur nomme “principe (élémentaire) du maximum”: un po-
tentiel continu, engendré par une distribution & support 3). compact C, atteint .
son maximum sur C. Ce théoréme s’étend au cas d’'un- potentlel qun n’est

1) Avec cefte déhmtlon la dlstnbutnon balayée u’ nest unique que Iorsque o ne.
charae pas l'ensemble des points “irréguliers” de F, ce qui a lied riotamment. lorsque le
support de w est disjoint de F, ou lorsque g est d’energle finie; dans le cas contraire la
. définition du balayage doit étre précisée (cf. par exemple [6] et [3]). Dans ce travail il
" sera seulement questlon du balayage .d’une distribution d’énergie finie ou d’une masse
ponctuelle sxtuée dans’ Pextérieut de rensemble fermé sur lequel on effectue.ie balayage,

de sorte qu on pourra adopter la défimtion du texte. - .
’ 2 Pour. 2<<e<<m (ol m est ladimension ‘de ’espace), il exnste encore une solution
(et une seule) dans le champ des distributions de ‘Scawartz (cf. [4], chap. l), mais- ce
n’est plus une distribution positive,

3) Rappelons ‘que le support d'une mesure est le plus’ petlt ensemble fermé dorit
le complément,a:re est d¢ mesure nulle pour w.

F,6
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pas continu, sous la forme suivante, que nous - appellerons premier prmczpe
du- maximum ou principe de Frostman : Si e potentiel U d’une distribution
positive ¢ est mdjoré par une constante c-sur le support de «, on a Usc
dans tout Pespace ).

Soit maintenant F un ensemble fermé et x un pomt extérieur a F;
probléme du balayage sur F de la distribution & (masse-unité placée au pomt
X) se ramene aussitdt, grdce a la transformation. de KELVIN, au probléme
d’équilibre pour le compact F’ déduit de F par une inversion de centre x.
Ceest le point de vue de M. RiEsz [10]. Du balayage d’une masse ponctuelle
on_ passe ensuite facilement au cas général. '

~ Pour des généralisations ultérieures, il est utlle d’édifier une théone
aufonome du balayage, indépendamment du probléme d’équilibre. On sait
qu’on peut le faire en utilisant le résultat suivant, que nous appellerons se-
cond principe du maximum: soient U et V- les potentiels engendrés par des
distributions - positives d’énergie finie w et »; si on a U<V sauf sur un en-

~semble de mesure nulle pour w (nous derﬂS alors: presque ‘partout pour w),

on a U<V dans tout I'espace.®)

Dans la. premigre partie de ce travail nous envxsagerons des potentxels
pris par rapport. & un noyau quelconque K (sausfalsant toutefois & des con-
ditions précisées au paragraphe 2). Nous donnerons plusieurs systémes (équi-
valents) de conditions -nécessaires et suffisantes que doit remplir ce noyau K
pour que le probléme d’équilibre et le probléme du balayage d’une distribu-
tion positive: d’énergie finie admettent tous les- deux uné réponse affirmative.
Nous verrons notamment que, pour qu’il en soit dinsi, il faut et il suffit que

e “premier principe du maximum” et le “second principe du maximum”
soxent vérifiés tous deux. La conjonction de ces deux principes sera .appelée
principe complet du maximum. :

Dans la deuxiéme partie de ce travail nous imposerons a priori des
condltlons de ‘fregularlté” au noyau K. Pour de tels noyaux ' réguliers, nous
donnerons un critére (théoréme 3) qui permet de reconnaitre effectivement
si un noyau donné (supposé régulier) satisfait au principe complet du maximum.

Chemin faisant, nous aurons été amenés & introduire diverses classes
de fonctions positives; Lorsque le second principe est "satisfait, toutes ces
classes coincident; les fonctions de ces classes jouent alors, pour le noyau
K, le role joué.par les fonctions surharmoniques =0 dans le cas du noyau
newtonien. Une étude plus approfondie de ces fonctions “surharmoniques”
(déja con51dérées par M. RIEsz et O. FROSTMAN dans le cas des “noyaux d’ordre
a’). fera 'objet d’une publlcatlon ultérieure. :

. 4 Ce-théoréme a été établi par "A. ]. Magrria [8] dans le cas newtomen et par O.
FrosTMAN [5] pour les potentiels d’ordre «. .
5) Ce théoréme, qui est vrai notamment dans le cas du noyau. d’ordre « pour

0<a =72 est appelé principe du maximum dans )arlicle [1], de la termmologle duquel
nous nous écartons .donc un peu. .
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* I. NOYAUX GENERAUX.
2. Rappel dé définitions et lemmes.

- On se placera une fois pour toutes dans P’espace euclidien R™3a mdi- -
mensions. On emploiera la notation additive pour les opérations du'groupe
R", et on désignera par |x| la distance euclidienne du point x a l’origine 0.

Dans un but de concision on appellera “mesure” (mesure de RADON)
toute distribution positive. La mesure invariaate par translation sera' notée dx.

On supposera toujours que le noyau K est une mesure de type positif
dont la transformée de Fourier est une fonction (positive) & croissance. lente
ainsi que son inverse®); il ne sera pas fait d’autre hypothése sur K dans
. cette premiére partie. '

Par définition le potentzel engendré par la mesure u est la mesure
K*p, pourvu que ce produit de composition .ait un sens (ce qui a certaine-
ment lieu si @ est & support compact). Si la mesure K*‘u*‘u est définie et
est 3 densité continue £7) on dit que w est d’ énergie finie (infinie dans le
cas conlralre), lénergie de p est alors le nombre f(0)=Sp Kxuxu (trace
de f), qui est non négatif, et nul dans le seul cas w=0. On désigne par
||¢¢]j 1a racine’ carrée de ce nombre. -

Si 4 et w sont ¢ énergie finie, la mesure K*l*y est a densne commue
la quantité (4, ) ==SpK=Axp est appelée énergie mutuelle de 2 et p; e]]e.
vérifie inégalité de Schwarz: (4, p) < ||2|| [|eel] . ,

On peut définir I’énergie de la distribution 4— g, différence de deux mesures
A et u d’énergie finie: c’est le nombre non neégatif ||A —u |2 = ||2|]P+u|*— 2@, &)
(nul seulément si A==y): La racine carrée de I’énergie est une norme sur
I’espace vectoriel de ces distributions (la “norme-énergie”). . Ainsi normé, cet
espace vectoriel (préhilbertien) H n’est pas complet en général, mais les sous-
ensembles-E et E, de H, constitués respectivement par les mesures (positives)
d’énergie finie et par les mesures d’énergie fmze portees par un ensemble fermé
F de R™ sont complets.

Comme en théorie classique la notion’ d’énergie permet de defm‘lr la
capacité d’'un ensemble compact, puis les capacités intérieure et extérieure
d’un ensemble quelconque. Un ensemble de capacité intérieure nulle est de-
mesure intérieure nulle pour la mesure invariante. Nous dirons qu’une pro-
priété a lieu A peu prés partout (2 p.p.p.) si elle ne tombe en défaut qu’aux
points d’un-ensemble de capacité intérieure nulle;.elle a lieu quasi-partout
(q.p.) si ’ensemble exceptionnel est de capacité exteneure nulle.

6) Clest-a-dire: si & eqt ‘la transformée de 'K, il existe un nombre p >0 tel que

. fd dx
les intégrales j(l+]x|z)p : J-@(I"HXV)” soient toutes’ deux finies. Cette restriction
suffit pour entrainer les lemmes qui vont étre rappeles et dont on pourra trouver la dé-
monstration dans [4], chap. I et Ii.

7) C'est-3-dire siles mesures K u*u et f dx comcndent & désigne la mesure
symétnque de u. :
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‘Si. u. est une mesure d’énergie finie, le produit ‘de composition K
est défini. C’est une mesure (positive), dont on monire qu'elle a la forme
f(x)dx, olt f est une fonction sommable sur tout. compact (pour:la mesure’
de Lebesgue). A priori, cette fonction n’est définie qu’a un ensemble de me-
sure nulle prés; mais on montre ([4], Chap. II, théoréme 1) qu’on peut la
préciser a -un ensemble de capacité extérieure nulle prés. On a le résultat
précis suivant: d chaque mesure p dénergle finie est associée une classe
@) de fonctions =0, deux a deux égales q.p., de telle mamere que les.
conditions suivantes soient satisfaites:

1° si K#u est a densité continue f, la fonction f appartlent a la classe

P (n);

2% [a classe @(ul—{—‘ug) est constltuee par les sommes d’une fonctlon de

D(u,) et d’une fonction de @ (u,);

3 si feD(u) et si leE ’énergie mutuelle (u,)) est égale a l’mtegrale
[ faa;

. 4° si une suite de mesures y,,eE converge fortement %) vers une uckE,
et si f,€ ﬁ(y") il existe une suite partielle telle que les fonctions f,, conver-
. gent q.p. vers une fonction fe@(w, la convergence étant uniforme sur le
complémentaire .d’un ensemble ouvert de capacité arbitrairement petite,

Il en résulte que si fe®(w), il existe, pour tout nombré 2>0, un
ouvert @ de capacité <h, tel que la restriction de f au complémentalre de- -
) smt une fonction continue.

" Désormais, on désmnera par U* Vune quelconque des foh(,tions de la.
classe @(u), et on lappellera le potentiel de la mesure " supposée d’ énergle-_
finie.

Les lemmes Suivants seront constamment utiliSés par la sulte:

Lemme 1. (Régularisation.) Soit {a,} une suite de mesures portées par
un compact fixe et convergeant voguement®) vers la mesure & (masse-unité a
lorigine) Pour toute w€E, le produit de composition u,= u*a, est une me-
sure: de E qui converge fortement vers w. On peut donc extraire, de la suite
.des potentzels U™, une suite partielle convergeant p.q. vers U* (la convergence
étant uniforme sur le complementazre d’un ouvert de capaate arbztrazrement
petite). :

Si les mesures e, sont dé 1a forme q>,,(x)dx (ou chaque ¢, est som-
mable et bornée), les | potentlels U*n sont continus; la suite p, est alors dite.
‘régularisante pour .

Lemme 2, (Suxtes monotones de potentlels) Si {U"} est une suite dé-
crozssante (q p.) de potentzels d’energze finie, ou une suife crozssante (q9.p.) de

8) Clest-a-dire || p— y.]l tend vers 0. . .
- 9) Ceci signifie que lim ff(x)da,,(x) f(0) pour toute fonction continue f.
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potentiels denergle uniformément bornée, u, converge for'ement vers une me-
sure w€E, et on'a: lim U= U"q.p.-

Lemme 3. (Propriété de mlmmum) Soient F urz ensemble fermé, et f
une fonction positive, sommable pour toute mesure de E, et majorée sur F par -
-un potentiel d’énergie fmte, il exts[e une mesure de E,, ez‘ une seule, soit u, ,

 qui vérifie:
: U‘>fappp sur F, ‘
U*=f presque partout pour u;

cette mesure u est, parmt les mesures wEEF, celle qui rend minimum lzn-
tégrale :

lf(v)=f(U”—2f)de--l°),

' Si f=U*, avec A¢E, Popération qui fait passer de 2 i ;o est appelée
dans [5] le “balayage imprécis de 2 sur F”. Si 4 admet une balayée 4’ sur
F (au sens donné au § 1), on a u=4=" ‘

' Si F est compact, la constante 1 satisfait aux hypotheses du lemme 3.
La mesure w correspondarnte coincide avec la distribution d’équilibre dans le
cas ou celle-ci existe, e

3. Classes de fonctions associées au noyau.’

Dans ce paragraphe et le suivant, on ne considére que des fonctions
J positives jouissant de la propriété suivante: la restriction de f @ tout com-
pact est sommable pour ftoute mesure d'énergie finie. Un_ potentiel d’énergie
finie, une fonction continue positive, vérifient cette condition. Parmi ces
- fonctions, on va considérer trois.classes de plus en plus restreintes, qui toutes
‘contiennent tnvnalement la constante- O.

Fonctions de la classe a. Une fonctzonfest dans la classe «
si, pour tout compact C, il existe une mesure ‘uEEC telle que U=fa p.p.p.
sur C. '
Les fonctions de la classe @ jouissent des propnetés suivantes:
(i) La mesure p associée a une telie fonction fet 2 un-compact quelconque
C satisfaita U"<f a p. p. p. dans lespace. En effet cette mesure satisfait aux
“conditions du lemme 3 et par conséquent est unique; soit alors ¢ un com-
- pact en.tout point-duquel on ait U*> f, et » la mesure (unique) de £, telle -
que U’=f & p.p.p. sur 'ensemble fermé F= CUc; puisque w€Ej;, on a
u=v» (lemme 3), ce qui-exige que ¢ soit de capacité nulle.
~ (ii) La somme de deux fonctions de la classe . est dans la classe a.

10) Sous différentes formes ce lemme est d’un usage courant en théorie du potentiel
{ci. notamment [5], p. .66, et {1], § V)." L’existence et Vunicité de la mesure minimisant
“Pintégrale de GAuss” I;(») résultent facilement de ce que Iespace Ep est convexe et
complet (apphcatlon d’un théoreme bien connu de F RIESZ)
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~Fonctions de la classe-g. Une fonction f est dans la classe § si
a) sur tout compact, f est majorée par un potentiel d’énergie finie '), .
b) pour toute u € E a support compact Fu, la relatton U'<f a p p p. sur
F, entraine U*<f a p.p.p. dans lespace.
Observons qu’on obtient encore la classe # en substituant b) la con-
dition en apparence plus forte ;

b’) Pour foute MEE la relation U'< f presque partout pour p entrazne.
U*<f a p.p.p. dans tout Uespace.

Il suffit évidemment de montrer que toute fonction f de la classe 8
‘satisfait 4 b’): soit en effet « une mesure de E (a support quelconque), avec
U“<f presque partout pour w. Il existe une suite' croissante de compacts
E, contenus dans I’ensemble des points olt U"<f, et tels que u soit limite des
restrictions w, de w aux ensembles E,. D’apres le lemme 2, on a U*=Ilim U*»
q.p- Or ona U< f a p.p.p. dans Vespace (d’aprés b)), donc, a la limite,
U*<f a p.p.p.-Par suite f satisfait a b’). :

Les fonctions de la classe £ jouissént des proprxétes suivantes:

(i) La borne inférieure de deux fonctlons de la classe g est dans la
classe p. . :

@ii) Si une fonction de la classe £ est majorée - par un potentiel d’éner-
gie finie, elle est a p. p.p. égale & un _potentiel ‘d’énergie finie. '

(iii) La restriction d’une fonction de la classe §°a un compact C est
" égale a p.p.p. sur C au potentiel- d’'une mesure de E,.

(i) est évident; quant.aux propriétés (ii) et (iii), elles s’obtiennent trés
simplement A I’aide du lemme 3 et de la propriété b’), en prenant pour Pen-
semble F qui figure dans Pénoncé du lemme 3 soit I’espace R™tout entier,
soit le compact C. La propnéte (m) exprime que la classe B est contenue dans
la classe «. : :

Fonctions de la classe y..Une fonctionfest dans la classe y
si elle vérifie la condition a) el si, pour toute- mesure u¢E, la fonctzon
inf (U*, f) est a p p-p. égale d un potentzel d’énergie fmte

Les fonchons de la classe b% ]oulssent des- propriétés évndentes

(i) La borne mféneure de deux fonctions. de la classe .y est dans la
classe ¥ .
(ii) Si une fonction de Ia classe y est majorée par un potentiel d’éner-
gie finie, elle est a p. p.p. égale 4 un potentiel d’énergie finie.

La classe y est contenue dans la classe § (et a fortiori dans la classe a):
il suffit de montrer que toute fonction f de la classe y satisfait 2 b’; or soit
@ une mesure de E telle - que U“<f presque partout. pour u; posons

11) Si f et’ g sont deux fonctions définies a p. p p., on- dlt que J est majorée par g
sxonafhgéppp . v ; .
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'inf(_U"‘, f)=U"2 p.p.p.; comme U est majorée par U* et U” —U* presque

partout pour , on a: ||u—»||2 = J(U” U”)du— I(U“ U )dsz dot -
.p=w, ce qui entraine. U“sfa p-p- p.

4, Second principe du maximum. -

Considérons les hypotheéses suivantes:

Hypotheése I. La classe « contient. tous les potenttels denergze finie.

Cette hypothése exprime la possibilité de fatre le “balayage de toute
mesure d’énergie finie sur tout compact. La. propriété- (i) des fonctions de la
- classe @ montre que le potentiel engendre par ‘la _mesure balayée est majoré
dans-tout Pespace par le potentiel-de la .mesure- donnée. En considérant des
suites croissantes de compacts on en déduit la p0551b|hte de falre le balayage
sur tout fermé.

L’hypothése I est satisfaite si on suppose seulement que la classe @ con-
" tient les potentiels continus d’energze finie. A cet effet désignons par ‘V Ves-
pace hilbertien obtenu en complétant (pour la’ norme- énergie) Pespace déja
considéré H des distributions qui sont différences de deux mesures .de E;.

désignons par V, 'espace obtenu d’une maniére analogue a partir de E; =
(Vo est un sous-espace linéaire de V). Dire que le potentiel U* est dans la .

classe « revient a dire que, pour tout- compact.C, la  “projection” de u sur
V. appartient au sous-ensemble E; '?). Or les mesures de potentiels continus
(et méme les mesures A densité continue et-support -compact) sont .denses
dans E (d’aprés les lemmes 1 et 2); si les projections-sur V; "de -ces mest-
res sont des éléments de E,, il en est de méme pour toutes les mesures de E
d’oli- le résultat. -

Hypotheése 1. La classe B contzent tous les: polentzels d’eneraze finie.

Autrement dit, si u et » sont des mesures quelconques de E, et si U*<U”
presque partout pour g, on a U“<U” a.p.p.p. (donc q.p., comme "on le
. voit aussitdt en régularisant).. Cette hypothése n’est autre que.Vénoncé du
second principe du maximum, rappelé au § 1 @ cette différence prés que la
derniére majoration a lieu seulement .q. p., pulcque “dans le cas général en-
visagé ici, un potentiel est une fonction qui n’est définie qua un. ensemble
de capacité extérieure nuile pres). :

- Hypothése lll. La classe y contient- tous les potentiels denergze finie.

Autrement dit, 31 A et w sont des mesures quelconques de E, il existe
une mesure »€ E telle que U”=inf (U U“) ap.p. P- (et on peut montrer que.
. ’égahté a méme lieu q P)

1) En effet si la prolectlon de p sur V; est une mesure p', on a (w,v)={(w,»)
pour toute »€E,-ce qui exprime que U¥ =U* a p. p. p. sur C; si inversement w admet
une balavée ' sur C la dxstrxbutlon w—up' est orthogonale a- toutea les mesures vEEC,
donc a Vg,
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Théoréme 1. Les trois hypothéses précédentes sont équivalentes;
lorsqu’elles sont sai‘isfaz'tes les classes «, 8 et y sont identiques :

A pl‘lOl‘l les hypotheses I, I et Il sont de plus en plus fortes, puxsque_
les’ classes @, § et 7 sont de plus en plus restreintes: Il suffit donc de montrer
que, moyennant I’hypothése I, toute fonction' de la classe « est dans la classe
B, et toute fonction de la classe @ est dans la classe y. '

Faisons donc I’hypothése I, et soient f une .fonction de la classe e, et
w une mesure de £ 2 support compact C, telle que U*<f a p.p.p. sur C;
il s’agit de montrer que U*<f i p. p. p. dans I’espace. Puisque f est dans
la classe « il existe dans E, une mesure » (unique) satisfaisant 3 U"=f a
p.p.p. sur C,U'<fa p p.p. dans I’espace. D’aprés Ihypothése I toute
A€E admet une balayée 4’ sur C, etona (4 1) = (4, &), (4, #)= (%, ») (puis-
que et » sont deux éléments de E;). Comme U* est majoré sur C par U”, on a
(', @) <@, 7). doii- ()<, ») pour toute 2€E, ce qui entraine U= U"
a.p.p.p, e afortiori U*<f a p.p.p.

Soient mamtenant f une. fonction de la classe B, et u une mesure quei-
conque de E. U" est dans la classe 8, puisque U” est dans la classe & par
hypothése, et qu’on vient de montrer que tfoute fonction de la classe & est
dans la classe 8. D’aprés les propriétés (i) et (ii) des fonctions de la classe 8,

~la fonction inf (f, U*) est un potentiel d’énergie flme ce qui montre bien que

f est dans la classe 9.

Remarques a) L’hypothése II ‘est 'satisfaite si on suppose seulement'
que les. potentiels continus d’énergie f1n1e13) sont dans.la-classe 8, car alors
ils sont aussi-dans la classe «, et on a montré que dans ce cas ’hypothése |

est satisfaite,

b) De méme lhypothese Il est satisfaite si on suppose seulement que
les potentiels continus d’énergie finie sont dans la classe y, mais on peut
méme donner un énoncé un peu meilleur: ’hypothése IIl est satisfaite si on
suppose seulement que la borne inférieure de deux potentiels continus d’éner-
gie finie est un potentiel. %)

¢) La somme de deux fonctions de la classe & est dans la classe a;
donc, moyennant ’'une quelconque des.hypothéses I, Il ou Ill, la somme de
deux fonctions de la classe g (ou de la classe y) appartient a la méme classe.

18) Ou méme seulement si les potentiels engendrés par Ies mesures a densnté con-
tinue et 4 support compact sont dans la classe g.

14) Pour établir ce résultat on montre d’abord que l’hypothése affalbhe entraine la
propriété suivante: Si {U*"}.ést une suite.de potentiels continus et si lénergle [lo,]| est
uniformément bornée, il existe une mesure »€E telle que lim int U*"= U" q. p. (Clest une
conséquence facile du lemme 2). Soient alors 4 et # deux mesures quelconques de E;
il suffit de considérer deux sultes 1égularisantes {1,} et {s,} convergeant fortement vers
A et u, les potentiels- continus U?" et U convergeant q. p. vers U* et U* (lemme 1), et
d’appliquer la propnété précédente a la suite {»,} définie par U¥n= inf (U Ut
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5 Le principe complet du maximum.

Nous venons d’établir: trois énoncés équivalents du sécond principe du _
maximum (hypotheses I, I-et ). Occupons-nous maintenant du probleme
dequnhbre ‘a4 cet effet - exprimons successivement que la constante. un est
dans l'une des classes @, 8 ou y; on obtient les conditions suivantes,
qui.sont de force croissante, mais qui deviennent équivalentes 51 le noyau'
satisfait au second principe : :

_ Condition (1): Tout compact admet une dtstrzbutton deqwltbre Le
_potentiel engendré- (potennel d’équilibre) est alors <1 & p.p.p. (et méme
q.p.) dans tout Pespace (propriété (i) des fonctions de la classe. a).

Condition (2): Sile patenttel U" est . majoré par - (& p.p.p.) sur
le support de u (qwon peut supposer compact), il en est de méme dans tout
. Lespace. Cest le principe de. Frostman.(cf. § 1);.il entraine la condition (1),
c’est-a-dire P’existence d’une distribution d’équilibre pour tout compact-(méme
_si on ne suppose pas que le noyau satisfait au secord principe) :

Condition (3):. Quelle que soit la mesure MEE la fonction inf (U*, 1)
- est un potentzel

On appellera principe complet du maximum la conlonchon de l'une
quelconque des hypotheéses I, II ou Ill et de 'une quelconque des conditions
(1), (2) ou (3), c’est-a-dire la conjonction du secorid principe du maximum.-
" et du principe de Frostman. Il revient au méme de dire’ que les potentiels
'denergle finie et les. constantes non negahves sont dans la classe g, ou en-"_
core (d’aprés la remarque c, § 4) que la classe @& contlent les fonctions de
“la forme U”+c, ot # est une mesure de E et une_constante non négative.

Finalement on obtient.V’énoncé suivant du principe complet: Quelles
que soient.les mesures w et v de E et la constante ¢=0, la relation U*<U" ¢
- presque partout pour  entraine U*<U”--c q.p. dans Uespace. 1l est utile d’ob-
server que dans cet énoncé on- peut se borner A considérer des potentiels U”
continus (remarque a, § 4) et des mesures & 2 support compact. Nous ver-

rons que dans-le cas d’un ‘noyau “réguher” on peut egalement supposer les
) potentlels U* continus. »

1l.NOYAUX -REGULIERS.
, . 6. Définitions: .
Nous ‘'supposerons dans cette deuxiéme partie que le noyau K, satis-

.,fansant toujours aux hypotheses générales de la premiére- partie (§ 2), vérifie
€galement les. trois condmons de régularité suivantes: :

(a) Le noyau est une fonction K(x) 1”) stnctementposzttve contmue fzme
en tout pozm‘ X sauf peut-étre en 0. '

10) Cest-a-dire que !a mesure K est de Ia forme K (x)dx, la fonction K (x) étant
sommable sur tout compact; d’ailleurs la sommabilité de K(x) sur tout compact résulte
aussi de la condition (¢). - - . el
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(b) Lensemble e, des poznts x tels que K(x)=s: est compact quel qite
soit s>0, et convexe pour.s suffisamment grand. )

(c) 1l existe un nombre h<m (oit m estla dimension de l'espace R™ '), tel
que K(x)<=2"K (2x) pour tout x d’un vozsznage de 0.,

- Remarques. 19 Pulsque K est de type posmf, o'n'a'K(x)‘=K(—x)
pour tout x; les compacts e, admettent donc lorigine pour centre de symétrie-
- 2% Si K(0)< 4o, la seconde partie de la condition (b) “est satisfaite
(les e, étant vides pour s> K(0)); la condition (c) est aussi satisfaite.
3% Si K=K(r) est uné fonction continue de la seule distance |x|=r,
strictement positive, décroissante pour r>0, avec K(r)—-0 pour r—>+oo la
condition (b) est satisfaite.

‘Notation. Si F désigne un ensemble quelconque, on notera F” V’en-
semble déduit de F par la translation x; de méme w* sera la mesure déduite
de la mesure u par cette translation. :

Lemme 4:-Dans un voisinage de O la valeur moyenne K,(x) de K sur |
le compact e; est majorée par AK(x), oit A est une constante mdependante de
s (suffisamment grand).®)

Esqunssons bridvement la démonstration: on observe d’ ébord que, pour
“s assez grand, K,(0)=2"s/(1—2""); pour cela desxgnons par I, Vensemble

- des points x définis par K(2°x)=s, K(2"+'x)<s (k=0,1,...); e, privéde
* Porigine, est la réunion des /,; or on a K(x)sz S pour xEI et, par récur-

rence, K(x)=2"*"s pour x€l,; de ces majorations on déduit ansément Pin-
égalité annoncée.

Soit alors x un point arbitraire d’un voisinage (suiﬁsamment petit) de O
Posons K(x/2)—z‘ F=eNe, F'=ezN(R"—e,) (F est vide pour s>¢, d’apres

la convexité et la symétrie des esj on a_[[((y)dy mes(e’) <t < 2"K(x) (dans

'tous les cas); [K(y)dy/ mes (¢;) = 0 pour s>£, sinon ‘cette quantité est, d’apres

la premiére parhe de la demonstratlon <2"t/(1—2"™); on a donc bien -

K,(x) =< AK(x), en prenant A=2"(1 42 (1—2"")).

' Suivant l’usage classique, nous appellerons potentzel engendré par une
mesure (positive) quelconque. #, la fonctloan(x y)du(y) qui est définie "
pour fout x (& valeurs finies ou infipies) et semni- contmue inférieurement (s.c.i).

Désignons-la provisoirement par. V¥#(x). Ii faut véiifier que . cette définition .
du potentiel est en accord avec celle donnée dans la premxere partle & 2)

16) Ce lemme a été établi par O. FrostMaNn ([3]. p. 27) dans le_ cas des potentiels
d’ordre «. . ’ '
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autrement dit. que la fonction V* est dans la classe @ (u), lorsque u est une-
mesure d’énergie finie. Le théoréme 2 ci-dessous montrera qu’il en est bien.
ainsi. Avant de le ‘démontrer, il nous faut étudier la fonction V* dans le cas
“oit 14 mesure w est  support compact; si K(0) <00, V* est alors continue,
et par suite appartient a la classe @(u). On peut donc se borner au cas oL
K(0)=+oo; dans ce cas:

Lem'me 5. Soit u une mesure a support compact; en iout point x la-
valeur moyeniie V(x) de V” sur &z converge vers V* (x) lorsqué s tend vers +-oo. -

Ce lemme est évident si V“(x)——}—oo(grace alas.c. 1), sinon il existe .
un voisinage de x tel que, si #’ est la restriction de p a ce vo1smage Ve (x)
‘son arbitrairement petit. Il suffit alors’ d’apphquer le lemme 4, qui entraine
V¥ (x)=AV*(x) pour s assez grand, et de tenir compte de la continuité de

|/ au. voxsmage de x.

Remarque Le lemme 5 exprime que V* est partout hmlte de ses :
régularisées par les fonctions w,/mes (e,), ol , estla fonction caractéristique
de e,. V* est également limite de ses régularisées par une suite de fonctions.
,contmues ¢,=0; ne dépendant que de K(x), s’annulant, pour n assez grand,
en dehors de voisinages de plus en plus petits de lorigine, et telles enfin

que fgon(x)dx—- 1.
On peut alors énoncer d’une facon- précnse

Th éoréme 2. Pour qu'une mesure p soit d’eneroze fmze il faut et i’
suffit que lmtegrale :

m | J J K(c—y) A dn(s) -
soit finie, et alors-sa valeur est égale a U'énergie ||u|?. Dans ce cas la fonction-
V()= [K(x-y)du(y) ‘est dans 1d classe D (k). .

Par la suite nous pourrons donc adopter la notahon usuelle U* aulieu: -

de V*. que u soit d’énergie finie ou non.
Pour démontrer le théoréme; considérons d’abord une mesure u de E
a support compact, et soit g, le produit de composition de.u par la distri-
bution homogéne de la masse -1 sur e,; V" est continue, donc appartient
a la classe (15(“,,) comme .u, converge fortement vers u, on peut extraire de
- la suite V* une suite partielle convergeant q. p. vers une fonction U”E(D(u) _
(lemme 1), mais comme V*" converge partout vers V* (lemme 5), on a bien
v“em(u) et par smte pour toute A€E: oo . '

L u)_ju”dz JV”a’l;
en parliculier'; - L .
<|luli2=wJ V"-du=,[.f’K<x+y)du(x)dy.(y):-
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Soit inversement x une mesure i support compact, pour laquelle I'in-
tégrale (1) soit finie;' les régularisé’esyn sont d’énergie finie et il résulte du

lemme 2 que | y" ;2—jv "du, converge versj V¥dup1y; lu, ]| étant uniformé-

ment bornée, u, converge: falblement vers une mesure de E- qui n’est autre
-que w« (puisque w, converge vaguement vers w); u, converge donc foriement
vers u (puisque w, est la régularisée’ de ¢ qui, on vient de le voir, est d’éner-

“gie finie), et [lu]]z = == lim ||, | lz—JV“du On a bien montré Videntité entre

les ‘deux définitions de lenerme pour toute mesure a-support compact.
Soit enfin | w ‘uné- mesure quelconque, u, sa restriction a la boule B(O D);
-on a dans tous les cas (compte tenu de la s.c. i): [|ee]]2 == lim e, |P =

--—hmj V¥ du —f V¥du, et d’autre part: V* = lim V*» partout ce qui achéve
de démoritrer le théoréme.’ :

Pouir la suite il sera utile d’étendre le lemme 5 i certaines mesures
" <qui ne sont pas a support compact; un point essentiel de la démonstration
.du lemme 5 était ja continuité du potentiel U*™* au voisinage de x; la gé-
néralisation suivante est donc immédiate, et il suffit de. 1'énoncer:

Lemme 5bis. Soit x ure mesure telle que, pour tout point x, on
‘puisse trouver un compact C tel que le potentiel engendré par- les masSes
extérieures a C soit arbitrairement petit au voisinage de x; alors la valeur
.moyenne Ui (x) de U* sur ; converge vers U*(x) lorsque s tend vers -+ oo..

Remarques. 1° Avec des hypothéses convenables de “régularité a
Pinfini” pour K, foufe mesure de potentiel non identiquement infini satisfait aux
-conditions du lemme 5 bis, et par suite tout potentiel est partout limite de
" -ses régularisés 18). Par exemple il en est ainsi lorsque la condition suivante
-est vérifiée: A tout compact C on peut associer un nombre k et un compact
' tels que K(x—y)=kK(x—=z) pour tous points y€C, z¢C, x non €C’. Les
conséquences’ d’une telle hypothése rélativement & la théorie des fonctlons
“‘surharmoniques” seront étudiées dans un travail ultérieur.

2% Si K satisfait au principe de Frostman, toute mesure u d’énergie
finie dont le potentiel est majoré. par le potentiel. d’'une' mesure 2 4 support
compact - satisfait -aux conditions du -lemme :) bis. En effet & tout nombre
a>0 on peut associer un compact C tel que U, donc U*, soit. <a sur le

‘17) En effet on a, d’apres le théoréme de FUBINI-TONELLI fV“dM—~ V¥ (0), avec

== ke, eth“"dy ——V”"(O), oil », s'obtient en regulansant v par deux médlatlons
successives.

' 18) La nécessité d’une hypothese de régularlté A l'infini est mise en év:dence par
iI'exemple sulvant K(x)=e-" (avec - m=1), p=e2dx/(14x3); on a U¥(0) <+ oo,

UM =+ o0 pour tout.x= 0, donc lim UM (0) =+ o0 U*(0). Notons toutefois que ce

$—» 0
noyau, bien que de’type positif, ne satisfait pas & toutes les hypothéses exigées au § 2

(l inverse ez* de 'sa transformée de Fourier n’est pas 4 croissance lente).
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complémentaire de C; or soit uy la restriction de . au complémentaire d_e C;
a fortiori U™ =<a sur le complémentaire de C, donc U <e q. p. (principe
de FrROsSTMAN), et enfin U* < a partout (d’aprés la s.c.i. de U™). .

7. Le théoréme d’Evans-Vasxlesco. .

Smt u une mesure A support compact, ou plus: géneralement une me-
sure. satisfaisant aux condijons du lemme 5 bis; le théoréme suivant, établi
'par G. C. Evans [4 bis] et F. VasiLEsco [11] dans le cas newtonien, et étendu.
par O. FROSTMAN [5] (p. 26) aux potentiels d’ordre e, est également " une
conséquence des hypothéses de régularité: ~

‘Lemme 6 Si la restriction de U" au support d’une z‘elle mesure 73 est
continue, U* est une fonction continue dans tout Pespace. : :

Une s1mple adaptatlon des. demonstratxons class1ques momre en effet que
le résultat est vrai toutes les fois que, dans un voisinage de O, la relation
K(x)< K(y) entraine K(x)=<gK(x—y), oll g est une constante posmve in-
dépendante. de. x et de y (le noyau K étant supposé d’autre’ part continu,
symétrique et fini pour x==0). Or cette condition est réalisée lorsque les
compacts e, sont convexes pour s assez grand et que Ia relation K(x)SqK(Zx)
est satisfaite pour x voisin de 0. , :

.On en déduit la conséquence suivante :

‘Lemme .T. Toute mesure MEE est limite croissante de mesures H, &
support compact, dont le potentiel U‘ " est contmu dans tout lespace ét..con-
verge partout vers U*. :

Soit en effet {w,} une 'suite décroissante d’ouverts d'ont'la‘capacité.tendr
vers 0 avec 1/n, la restriction de U* aii complémentaire de w, étant continue:
(une telle suite existe puisque 1a fonction partout définie U* est'dans la classe -
@ (u)). Désignons par u, la restriction de w au compact C,=B,—B,N w,, oit.
B, est la boule fermée B(0, n); la suite croissante {u,} converge vagiement
(et méme fortement) vers w 1), et le potentiel U*" converge partout vers U*, 20).

"1l reste 3 montrer que U“~est continu dans totit I’espace; ‘et. pour cela
que la restriction de U*" au compact C,, qui contient le support' de ‘w,, est:
continue. Or les restrictions & C, des fonctions s. c.i. U* et U"*™ ayant pour-'
'somme une foncuon contmue (la restriction de U") chacune d elles est continue.. -

19) Les u, ont en effet une limite (vague ou forte) » < u, et la différence u—w» est’
portée par Vintersection des w,, qui est de. capécité extérieure nille; il en résulte que
tout compact contenu dans cette intersection est de mesure nulle pour la mesure p— v
dont Fénergie est finie, et donc que g —» est nulle. :

20) Cela résulte.des propriétés élémentaires de I'intégrale d’une fonctnon s, C. 1. (norL
négative) par rapport a une suxte cronssante de mesures. -
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Remarque. Si F est un ensemble de mesure nulle pour w, on peut.
évidemment astreindre les mesures p, de Pénoncé ci-dessus & avoir, leur sup-
yport contenu dans le compiémentaire de F.

8. Classes de fonctions. assoclées 4 un noyau réguher.,

Considérons les deux classes de fonctions =0, dont I’analogie avec les
.classes B et y de la premitre partie est évidente *!).

Classe B: f est dans la classe Bsi f est s.c.i. et si, pour toute u€E,
Ada relation U*< f presque partout pour u entraz‘ne U“< f partout.

- Classe C: fest dans la classe C si, pour toute w€E, la fonction
inf (U” f) est partout égale & un potentiel (d'énergie évidemment finie).

Ces définitions entrainent aisément les remarques suivantes:
19y La classe C est contenue dans la classe B: on observe d’abord que
‘toute fonction f de’fa.classe C est §.c. i.2%); soit alors # uhe mesure qul-
-conque de E, avec U*<f presque partout pour p, et posons U®=inf (U*, f);
le raisonnement.utilisé au § 3 pour montrer que la classe y est contenue
-dans la classe 8 prouve encore que gw==7», d’oil U“sf ‘partout.

2% La classe B est zdentzque la suzvam‘e (qui est plus large en appa-
‘rence seulement):

Classe B': f est dans la classe B’ si f est s.c.i. et si, pour toute me-
- .sure p a support compact et a potentiel continu, la relation U*<f sur le
-support de w entraine U*<f partout. ‘

II suffit de montrer que toute fonction f de la classe B’ est dans la classe
B; or soit u€E, avec U"“<f presque- partout pour w. D’aprés le lemme 7
et la remarque qui le suit, « est limite d’une suite croissante de mesures
&, dont le support. est compact et contenu dans I’ensemble des points x tels
que U*(x) = f(x). et dont le potentiel U"" est continu et converge partout
vers U"; comme f est dans la classe-B’, on a partout U*" <f, d’oii, a la li-
mite, la propriété 4 démontrer: U"<f partout.

3% La borne inférieure de deux fonctions de la classe B (respect. de la
«classe €) est dans la. méme classe.

C’est une conséquence évidente des définitions.

2t) On' pourrait aussi définir une classe A analogue 2 la classe e, mais cela exigerait

" une étude approfondie des points irréguliers que nous n’envisagerons pas ici; dans le cas

-du noyau d’ordre a. (0 <« <2), cela conduirait & la définition bien connue des fonctions
surharmoniques d’ordre fractionnaire de M. Riesz [10] et O.-FrosTMAN [7].

22) Si’'en effet on pose U™ =inf (nU¥, f), o1, u-est une’ mesure de £ non- nulie.
(donc de potentiel strictement positif dans tout V'espace), on voit que. f est pariout limite
«d’'une suite croissante de fonctions-s. c. i, donc est elle-méme s. c.i. -



" Le principe du maximum en théorie du potentiel. B} 95

- 4% Si une fonction f de la classe B -est -majorée par un potentiel d’éner-
gie finie, il existe une w¢E telle que U*<f partout, U*=1f d p.p.p.; en ef- .
fet f est alors dans_la classe g, et, d’aprés la propriété (ii) des fonctions de
‘cette classe, il existe une w€E avec U*=f a p. P- P, donc u* <f partout
{puisque f est dans la classe. B). -
' Comme application de la remarque 2°) montrons que, dans le cas dun
" noyau reguller le principe complet du. maximum (§ 5) est équivalent-a la
- forme- suivante,” qu’on peut-appeler la “forme élémentaire” (par analogle avec
la forme élémentaxre du principe de Frostman) .

(M) Si les poz‘enttels d’energze finie U* et U’ sont continus, et si la
- .borne supérieitre de U*—U"” est strictement positive, cette borne est attezm‘e
'sur le support de u, suppose compacf ' :

A En effet dapres la définition du § 5 Te prmmpe complet exprlme que
la classe B contient toutes les fonctions de la forme U” ¢, ot U” est un po-
tentiel continu d’énergie finie, et ¢ une constante non négative. II- est. clair’
.que cette  hypothése entraine (M); inversement on voit facilement, .en- ralson-_
_nant par Pabsurde, que si (M) est vérifié, les fonctions de la forme U"4c¢
“sont dans la classe B, et par suite dans Ia classe B; d’olt le résultat.

9. Critére pour le principe complet du maxixhum.-
" Le théoréme suivant donne un critére, pour le principe. complet ‘et met

~en évidence les. propriétés prificipales. des fonctions surharmomques par rap-
port & un noyau réguher satlsfalsant a ce pr1nc1pe '

.. Théoreme 3. Pour.qu'un noyau fl’O'llllel‘ K satzsfasse au  principe '
complet du maximum, il faut et il suffit quil existe une famille ¥ de mesu-
res- o, distinctes de £°3), de masse. totale =1, telles que U’ =K partout, et

 tellés que, pour tout vozsmage VdeO; il exzste une mesure o€F avec U= K
hors de V.
S'il en est ainsi, tout potentiel, tom‘e constante =0 est dans les classes
- B et C; en outre, pour une fonctzon f =0 et s.c i, les quatre proprzetes sui-
“vantes sont éguivalentes : : - E '
" (i)-f est dans la classe B.
(ii) f est dans la classe C. :
(iii) f est limite d’une suite croiszante de- potentzels denergte fmze
- (iv) f satisfait en tout point x & la relation:

I f(x)gff(xﬂ)dv(y)- pO_"f toute o€,

23) Rappelons que B déswne la mesure qu1 consnte en. une masse —{—1 placee a .
WJorigine.. . :
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Pour démontrer ce théoréme .nous étabhrons sl,ccesswement les propo- ,
sitions suivantes: :

Proposition L. Sz le noyau K(x) satzsfazt au prmczpe complet il est
dans la classe B. :

Il suffit de montrer que K est alors dans la classe B’: soit donc w une
mesure a support compact F, dont le potentiel est continu. et majoré par K
sur F; d’aprés la continuité de K et de U” on a, pour toute constante c>0
U“sK—}—c dans un voisinage de F; si donc U* et K, sont les . régulansés
de -U" et de K (par exemple par médiations sur les e?) on a U< K,+c
sur le support de u, pour n assez grand; K, étant .Jui-méme un potentiel
d’énergie finie, cette relation a liev dans tout I’espace (principe complet); il
suffit alors de faire n—+--o0, puis ¢~0, pour obtenir la relation a démontrer:
U* < K partout. '

Proposxtlon 2 Si le noyau satisfait. au principe complet zl existe
une famille §.

On va montrer qu’on peut “balayer” la mesure & (qui est d’énergie finie:
seulement si K(0)<+-o0) sur I’ensemble fermé (non borné) F, des points x-
tels que K(x)=s; ou tout au moins qu’on peut trouver, pour tout s>0, une
mesure & de masse totale <1, portée par F;, dont le potentiel vaut K en-
tout point - intérieur de F; et est majoré partout par K. De. telles mesures.
¢, constitueront évidemment une famille §. ° 4

Soit a cet effet un nombre f (0<t<s); K est borné sur le compact
F.Ne,, donc il existe (d’ aprés le lemme 3 et Ja proposition 1 ci- dessus) une:
mesure ¢ de E portée par ce compact, avec U‘ =K & p.p.p. sur ce com-
pact, U*< K partout. o _

La masse totale de cette mesure w est =< 1: soit en effet y la distribu-
tion d’équilibre de la boule fermée B, = B(0, r)- (Vexistence de y découle du
principe complet); par définition U’<1 q.p., U’=1 q.p. sur B,; comme y-
est 4 support compact, le lemme 5 entraine U”=< 1 partout, U”—l en tout.
point intérieur de B; on peut donc écnre

fd;»s jU"d‘u jU”dys j Kd;/— U"(O) =1,

d’ou Je résultat, pour r--oco. )
L'énergie de u est donc bornée, indépendamment de ¢; lorsque ¢ tend
vers 0 en décroissant, U” croit (d’aprés le second principe), donc u converge:
" fortement vers une mesure &, portée par F,, de masse totale <1, de potentiel
U% =K q.p. sur F, (lemme 3), donc < K partout (proposition 1). lI reste a
vérifier qu'on a effectivement U*==K en tout point intérieur de F,, ce qui
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résulte de la continuité de K et de ce que U* est partout limite de ‘ses ré-
gularisées (remarque 2° du lemme 5 bis). 24)

‘Définition. Nous venons de voir que le critere est nécessaire; d
Pavenir nous supposerons lUexistence d’une famille § et nous appellerons fonc-
tion surharmonique 1oute fonction f>() s.c.i, telle que, en tout point x, on
ait la relation S

A ) ‘ f(x)ijr/(x—}—y) d_U('y)=deo’5 pour toute ¢€F

Cette condition est indépendante de la famille § particulitre considérée, .
comme cela résultera du théoréme 3 lorsqu’il aura été démontré: 'une quel-
conque des conditions (i), (i), (iii) de ce théoréme caracténsera en effet les
fonctions surharmoniques.

Proposition 3. Tout pofentiel est surharmonique.

Un potentiel U* (engeridré par une mesure positive tout a fait arbitraire)
étant s. c. i, il suffit de montrer (2), qui est une conséquence du théoréme.
de FuBINI (que les intégrales écrites soient finies ou non):

Jurdor— [ U auz= [ K(y—x du(y) = U*(0).
On démontre aussi facile_mént les'propositions suivantes :.

Toute constante ¢ (0 <c< <) est surharmonique.

La borne inférieure de deux fonctions surharmonigues est surharmomque

-La limite d’une suzte croissante de fonctions surharmomques est sur-
harmonzque

Proposition 4. Toute fonction surharmonique est dans la classe B.

Il.suffit de montrer qu’uné telle fonction f est dans la classe B’; ou
encore: si une mesure u, a support compact C, engendre un potentiel con-
tinu, et si la borne supérieure ¢ de U“— f est strictement positive, cette bor-
ne est atteinte en un point de C (au moins). .

A cet effet désignons par FI’
cet ensemble est non-vide et compact 2°); nous allons montrer que I’ hypothese'_
~“C est dlS]Omt de F” conduit a une contradiction.

24y On peut méme préciser.davantage:. pour s assez.grand, U = K en tout point de
F,sans exception. Supposons en effet’s assez grand pour que e, soit convexe, et soit x
un point frontiére; on peut trouver un voisinage V de x tel que, si ¢ est la restriction
de & & V, U*(x) soit arbitrairement petit. Pour ¢ assez grand la valeur moyenne de U*
sur €; NF, est < 2"AU¥(x) (d’aprés le lemme 4 et les hypothéses de convexité), d’oti le
résultat, compte tenu de la contiriuité de U*™* au voisinage.de x.

2) Car U¥—f est semi continue supéricurement, et U*(x) est arbnralrement petit
" pour |x| assez grand (g étant & support compact).

F1
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En effet la distance de tout point de C & tout point de F est alors
bornée inférieurement par un nombre strictement positif; - il. existe donc une
mesure o€ telle que la fonction U°(y— —Xx), potentiel engendré au point y
par la mesure ¢* déduite de ¢ par ia translation x, soit égale 3 K(y—x)
quels que soient y€C et x¢F. On a donc:

J Ut doty) =] Utdor=| U du=[ K(y—x)d(y) = U*(x).
En rapprochant de (2) il vient, pour tout X€E:

J =)oz U"(x) — flx)=e.

La moyenne, par rapport a la mesure o, de la fonction U*—f—c<0
étant =0, ’ensemble des points oit cette fonction est <O.est:de mesure
nulle pour ¢%;. comme cet ensemble est ouvert (car f est s.c.i.), on a
U"—f==c en tout point du support de o= (et en outre la masse totale de
¢* doit €tre égale a.1).

Le support F, de o.n’est pas réduit au seul point O-(puisque o est de
masse totale 1 et est, par hypothése, distincte de ¢); soit un point 20, -
z2€Fy; le point x;,=x-2 appartient au support de ¢, donc aussi & F; en
recommengant le raisonnement avec x, on met en évidence une suite infinie
de points x,=x-+kz (k==0,1,...) appartenant tous a F, ce qui est en
contradiction avec I’hypothése que F est compact. '

Le résultat est donc établi, 1l résulte des propositions 3 et 4 que tout
potentiel et toute constante positive sont dans-la classe B, ce qui démontre
que tout noyau régulier qui posséde une.famille § satisfait au principe
complet. '

La démonstration du théoréme fondamental sera achevée si nous prou-
vons les propositions 6 et 7 qu’on va lire ci-dessous; voici d’abord une
proposition auxiliaire :

Proposition 5. Soient U* un potentiel quelconque, et f une fonction
s-¢ i; st ona U*<f partout, et U* = f presque partout (pour la mesure de
Lebesgue), alors U" = f partout. . :

Si U* est majorée par le potentiel d’une mesure & support compact,
U* est partout limite de ses régularisées (lemme 5 bis), qui sont égales aux
réguiarisées de f, d’ott U“=>f (en vertu de la s.c.i. de f), et par suite
U* = partout. .

Dans le cas général, soit » une mesure de E & support: compact
g=inf(U* U”) est surharmonique (proposmon 3); elle est donc dans la
classe B, et il existe une mesure 2¢E avec U* =gapp.p, U*< g partout
(remarque 4° du § 8). D’aprés la premiére partie de la démonstration, U’l—g
partout, d’ott U*== inf (U”, f) presque partout et Ul inf(U”, f) partout ce.
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qui entraine (toujours d’aprés la premiére partie) U’z——irif(U" f) partout. En
résumé on a mf(U" U )—mi(f U”) pour toute véE a-support compact,
d’olr! finalement U" = f partout

Propocnlon 6. La classe B est contenue dans la classe C.

Soient effet f une fonction -de la. classe B, et U“ un potentiel d’éner-
gie finie; U" est dans la classe B ef il en est de méme de inf (U, f) (remar-
que 3° du § 8); cette fonction étant majorée par un poten’uel d’énergie finie,
il existe une mesure A€E avec U*<inf(U*, /) partout, Ur=inf(U* f) a

p.p. p. (remarque 4° du § 8); la proposition 5 entraine alors 1’égalité a dé- .-

montrer: U*=inf(U*,f) partout.

Proposition 7. Toute fonction de la classe C est limite d’une suite
crozssanie de potenttels d’énergie fmte

Sonent en effet f une telle fonchon et u une mesure de E non- identi-
quement nulle; la fonction inf (nU*, f) est partout eoale a un potentiel d’ener-
gie finie U*~ (proposmon 6), et on a partout: f__hm Utn.

Ceci achéve la démonstration du théoréme. Signalons les corollaires
suivants: fout potentiel est limite d’une suite croissante de potentiels d’énergie
- finie; toute. fonction surharmomque majorée par un potentiel d’énergie finieest
partout égale @ un potentiel.d’ energte fmze

v

10. Remarques finales.

a) Rappelons que la forme élémentaire du pr1nc1pe de FROSTMAN est
vérifiée lorsque le noyau régulier K est sousharmonique (au sens ordinaire)
-en tout point x =0 (cf. [5]); pour un tel noyau, tout compact admet une
distribution’ d’équilibre dont le potentiel vaut 1 en tout point mterleur au
compact.

b) La définition donnée par F. RiESz des forictions surharmomques {91
éoncorde bien avec celle donnée ici lorsque le noyau est le noyau newtonien
r&= (dans l’espace de dimension m=3); en effet il suffit .alors de prendre
pour famille §§ celle des distributions homogenes de masse totale un, portées
par les sphéres -de centre 0.

¢) Un noyau régulier étant donné, il se peut qu'une famiile § soit en
évidence a priori. Par exemple si le noyau est re"™(m>2,0<a<2), on
obtient les mesures d’une famille § en effectuant la transformation de KELVIN -
sur les distributions d’équilibre des boules de centre O (cf. [10]). En utilisant
-cette famille §§ pour- caractériser les fonctions surharmoniques relatives a un
- tel noyau, on retrouve une des deux définitions des fonctions “‘surharmoni-
ques d’ordre a” données par M. RIESZ; elle généralise la définition de F.
RIESZ. : '
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Signalons rapldement un autre exemple de noyau pour lequel une fa-
mille § est en évidence a priori: il s’agit de la solution élémentaire, bien
connue, de I'équation 4U—a*U=0 (a constante >0). Par exemple, pour
trois dimensions,-on obtient le noyau e-°r/r, qui est-évidemment régulier; sa

transformée de Fourier (a2+4n%r2)™" (a un facteur constant posmf prés) est
_bien une fonction positive a croissance lente, ainsi que son inverse, de sorte
que la fonction e-%7/r est bien le noyau d’une théorie du potentiel. Pour ce
noyau, associons 2 la sphére de centre O et de rayon r la distribution de la
masse totale ar/shar, répartie uniformément sur la. sphere: lorsque r varie
~ on obtient une famille F dont Pexistence prouve que le noyau e~°"[r satisfait
au principe complet. Dans un travail ultérieur, nous étudierons plus en détail
ce noyau et les fonctions surharmoniques correspondantes. . .. . .-
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