73

Zur Charakterisierung noniographisch einfach darstellbarer
Funktionen durch Differential- und - Funktnonalglelchungen.

Von J. ACZEL in Szeﬂed

Emleltung

Die Aufgabe, Differentialgleichungen fiir die Funktlonen z2=2(x,1)
anzugeben, deren Erfiillung notwendig: und hinreichend ist, damit z.durch
eine . Fluchtentafel darstellbar sei!), wurde von GRONWALL, KELLOGG und
BARrROW?) erledigt. DUPORCQ?) ermittelte eine Charakterisierung durch Funk-
tionalgleichungen. Seine Funktionalgleichungen enthielten aufier den verander-
lichen Werten der Variabeln x, y, 2 auch deren konstante Werte. (Wir werden
im Folgenden nicht von Funktionalgleichungen dieser Art sprechen soridern
von solchen, in denen nur veridnderliche Werte
der Variabeln vorkommen.) ‘

In § 1 geben wir leferentlalglelchungen
. an, die notwendig und hinreichend sind, damit
sich die Funktion durch solche Fluchtentafeln
darstellen 148t, deren samtliche Trager Gerade

Figur 1.

1) Eine Fluchtentafel besteht bekanntlich aus drei geraden oder krummen Linien
(den Trigern) deren jede in eine Skala (die Leiter) eingeteilt ist,” die die drei Ver&nder-
lichen x, y und z darstellen (undzwar pflegen aus praktischen Griinden die Triger der -
zwei unabhingigen Veridnderlichen meist an den beiden Rindern der Figur Platz zu nehmen).
Die Verbindungslinie zweier Punkte an den beiden unabhingigen Skalen soll aus der

-.dritten Leiter-den- Funktionswert herausschneiden (Figur I). Die- drei ‘Skalen +bedeuten
offensxchtllch drei Funktionen (S;=f(x), Se=g(»), S3=~h(2)): jede die betreffende Bo-
genlinge als Funktion der, zugehdrigen Verinderlichen x bzw. y bzw. z. — In der Praxis
‘sind diese Funktionen immer streng monoton, dies wollen wir auch hier annehmen.

2) T. H. GroNwALL, Sur les équations entre trois variables représentables par des
nomogrammes A points alignés, Journal de Math. pures et appliquées, (6) 8 (1912), S. 59 - 102
0. D. KeLLoGe, Nomograms with points in alignment, Zeitschrift fiir Math. und Phys., 63
(1915), S. 159—173. — D. F. Barrow, Expressing a function of three variables in no-

mograph form, Duke Math. Journal, 15 (1948), S. 433—437. :

8) M. E. Durorcq, Sur la théorie des abaques a alignement, Bulletin des Sciences
Math., (2) 22 (1898), S. 287—291.
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sind (Figur 2, Figur 3 und Figur 4). Da die Giiltigkeit einer .Fluchtentafel
bei einer projektiven Transformation unverindert bleibt, konnen offenbar’ die
vier Typen von geraden Nomogrammen -auf. jene zwei der Figur 3 und 4

reduziert werden®). Die Rechnungen bei diesen zwei Figuren zeigen auch,
dab alle geraden Nomogramme dadurch charakterisiert sind, daB zu ihnen
drei (streng monotone) Funktionen F(t) G(t), H(t) angegeben werden konnen,
derart, dal .

M FQ+GO)=HE). -

Die von uns anzugebenden Differentialgleichungen’ sind (einander dquivalentd)
und) alle Folgen der einen schon von P. SAINT ROBERT®) gefundenen Diffe-
reritialgleichung dritter Ordnung (9), ihr Interesse liegt aber darin, daf sie
den expliziten Ausdruck der Funktionen F(f), G(t), H(t) aus z=2z(x, y) (und
aus ihren -Ableitungen) ermog-

lichen [(10)]. o \w o w//

a—fx) ."f(x)-fh(z)—c
.d—c—h(z) . a
' — EN-t-0b _ zH—c—g(y)
IR Te
F(x)=log [a—f(x)] F=bf(x)

. G=—loglgiy)+8] - Giyy=ag(y)

d .
H(z)= log(m— 1) H(2)="a+b) h(z)4(a+b)c
Fx)+G(y)=H(z) Fx)+G(y)=H(2)

Figur 2. ' " Figur 3. " Figur 4.

4) Es geniigt offenbar sogar, wenn man sich auf Nomogramme . mit' dquidistanten
.parallelen Trigern beschrdnkt. — Alle diese Tatsachen machen -aber natiirlich die geraden
Ncmogramme von anderen Typen gar nicht iiberfliiBig ; oft geben diese .glinstigere Dar-
stellungsmoglichkeiten (z B. leichter konstruierbare und ablesbare. Skalenfunktlonen) als
die scheinbar einfachste parallele Fluchtentafel. : .

" 8) Siehe J. AcziL, Einige, aus Funktionalgleichungen zweier Veranderlichen ableit-
bare Differentialgleichungen (zu erscheinen in diesen Acta, sowie auch ]. AcztL—ST. FENYS,
Uber die Theorie der Mittelwerte, diese Acta, 11 (1948), S. 239 ~245. Aus letzterer Arbeit
ist es auch ersichtlich, zur Losung welcher Frage die Differentialgleichungen des § 1 den
Verf. urspriinglich begegneten. — Damit die Differentialgleichungen des § 1 iiberhaupt.
.einen Sinn haben, setzen wir die Funkuonen z(x, y), Fit), G(t), H(t) differenzierbar, meist
sogar zweimal oder dreimal dlfferenzxerbar voraus.

6) P. Saixr RoserT, De la résolution de certames équatxons a trois variables par
le moyen d’une régle ghssante, Memorze delle R. Accad di Scienze di Tormo, (2) 25 (1871),
S. 53-72. :
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v In § 2 behandeln wir Spezialfille, in denen einige’ der Skalen einander
. hnlich sind und wir charakterisieren die Funktionen, die durch Nomogramme
dieser Art darstellbar sind, mittels Angabe von Randbedingungen zu den
leferentxalglelchungen des. § 1, bew. mittels Spezxalxswrung dieser Differen-
tialgleichungen, bzw. mittels Funktlonalglelchungen [In diesen Spezialfdllen
fallen mehrere der Funktionen [(10)] F(t), G(t), H(t) zusammen. Fiir diese
erhalten wir in dieser Weise mehrfache Ausrechnungsmdoglichkeiten.] Eine
dieser Funktionalgleichungen (§2d) ist mit einer. von L. FEJER gestellten-
Frage?) eng verbunden.
In § 3 werden €inige Probleme aufgeworfen.

. §1I.
Wir beweisen den folgenden

Satz. Damit es zur Funktion 2(x, y) drei streng monotone (und diffe-
renzierbare) Funktionen F(t), G(t) und H(t) derart gibt, dafi die Relation

(1) FX)+G()=H@), d h z=H7[FX)+G()] .

gilt, ist notwendig und hinreichend, daf3 die Funktion 2 in ihren beiden Ver-
dnderlichen streng monoton (und dtf/erenzzerbar) ist und einem der folgenden
. acht dquivalenten D:fferentzalg ezc/wngen geniigt : %)

S C WS (C WP (G B I (O

@ % =20 =R el % L= he),
zl? Vi ZLI - ) 3 I N ” z]/ "o
(6)- 7—‘ — =X ), 7)" = ¥ ), (8) =2 =7 (z)
Zrzv’_._é:_z__ — z-r.'/.v o ZI'IZ!IU 6 2
©) z, 22 2, 2, . d. h 2302,y 2), = 20y .v/) —Zz Zn”)

. Diese Gleichungen geben auch die expltzzte Form von F(t), G(t), H (1") an:
RO = ¢f f(f)dt_jexp[ | x(@yat]at, G(z)_cjg(t)dt_ | exp|— jY(t)art}

H\t)—cfh(t)dt—fexp[ jZ(t)dt]dt

Beweis. Die Notwendigkeit und das Hinreichen der strengen Mono-
tonie (und Differenzierbarkeit) von z zur strengen Monotonie (und Diffe-
. renzierbarkeit) der Funktionen F, G, H bedarf keines Beweises. '

‘Die Aquivalenz der angegebenen leferentlalglelchungen untereinander
erhelit sich sofort aus der Tatsache, dafi der Glelchung (9). alle iibrigen

%) Siehe ]. Horvars, Note sur un probleme de L FEJER, Bulletin Ecole Palytechnzque
Jassy, 3 (1948), S. 164 —168. ,

8) Diese Gleichung wiirde fiir einen Spezxalfall unseres Problemnis (siehe § 2) von
N. H. ABern gefunden: Untersuchung der Functionen zweier unabhanglg_ verdnderlichen’
GroBen x und y wie f(x, y), welche-die Eigenschaft haben, da8. f [z, f(x,y)] eine symme-
trische Function von z, x und y ist, Journal fiir reine und angew. Math., 1 (1826), S, 11—-15.
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aquivalent sind. Die Gleichung (5). ist eine einfache Zusammenfassung der
Gleichungen (2), (3), (4). Durch Logarithmieren und Derivieren nach x bzw.
nach y folgen aus (2) die Gleichungen (6) bzw. (7) und aus (4), baw. (3)
die Gleichung (8). Derivieren wir (6) bzw. (7) nach y bzw. x, so erhalten
wir (9) Aber auch aus der Gleichung (8) folgt (9), indem wir dle Jacobische
Determinante der beiden Funktionen z(x, y) -und w(x,y) —_——’72 bilden, die

%y

wegen der aus dem Bestehen der Gleichung (8) folgenden Abhéngigkeit der
Funktionen z und w gleich 0 ist, und dies ist eben die Gleichung (9). Da
alle gemachten Schliisse umkehrbar sind, so ist die Aquivalenz unserer Glei-
chungen vo]lstﬁndig bewiesen. Unsere Betrachtungen zeigen auch, daf

| ro. c’(f) oy — _ ()

Zum Beweise der Notwendigkelt und des Hinreichens unserer Gleichun-
gen fiir. das ‘Bestehen von (1) geniigt es also die Notwendigkeit bzw. das
Hinreichen einer. dieser .Gleichungen, etwa der Gleichung (2). zu beweisen.

* Derivieren wir (1) nach x, bzw. nach y, so erhalten wir F'(x)= H’(2) 2,
und G'(y)=H'(2)z,, woraus (2) [und auch (3) und (4)] folgt.
Umgekehrt folgt aus (2): .
. z, . ) 2, \

Lefatcfama] Zlefroatefsmal= .
| C —cng)—eaf=0; |

also [c [/(x)dx —}—cfcr(y) dy = H(2)}, F(x)+G(y)—H(z) Aus (10) folgt dann
auch die letzte Aussage des Satzes.

§ 2 .
Einige interessanten Spezialfélle, in denen es zuemander ahnliche Leiter
gibt, kénnen _folgenderweise charakterisiert werden :
a) Betrachten wir zuerst parallele Triger, wo die zwei unabhanglgen
Skalen einander &dhnlich sind (Figur 5). Dies bedeutet offensichtlich

(1) aF(x)~bF(y) =H(2), d. h: z=H-"[aF () +bF(y)].

_ Man sieht unmittelbar, daB die in dieser Weise darstellbaren Funktionen
vollstindig charakterisiert werden wenn man einer unserer Differentialglei-
chungen (2)—(9) noch die Randbedingung

“2) Z’g% = konstant (: %) :

beilegt. Es ist also f(t) = kg(t) und X(t)= Y(¢). Die Charaktens\erung kann
auch durch Spe21a1151erung der Gleichung (2) erfolgen:

1]
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, 2, ()
@ 2 )
Die Bedeutung der durch (11) angegebenen Funktionen besteht darin, daﬁ
eben aus ihnen durch ,Mittelbildung® d. h. durch Losung der Gleichung
z(m, m)=z(x,y), die Mittelwerte der Gestait mx,y)=F-'[(1—q)F(x)+

+qF(y)] gebildet werden konnen [Dafi diese wirklich Mittelwerte sind, ist
klar: m(t,f)=¢] Dies sind die sogenannten - quasiarithmetischen Mittel-
werte“. Sie fallen, mit den sogenannten »bisymmetrischien- Mittelwerten* )
' zusammer. [Siehe unter c)].- -

b) Sind alle drei Skalen einander ahnlich (Figur 6), so haben wir

(13)  aF®)+bF()+c=F@), d, h. z=F[aF(x)+bF(y)+.

Es wurde an einer anderen Stelle®) bewiesen, dafi diese Funktionen dadurch
charakterisiert- sind, daBi sie bisymmetrisché Funktionen“ sind, d. h. der
Funktionalgleichung '

(14) _ 2[2(xy, 1), Z(xg,yz)]—z[z(xl,xg) 2(r, 1)

geniigen. Mit Differentialgleichungen konnen die Funktionen der Form (13)

auch charakterisiert werden®), indem wir einer der leferentlalglelchungen
- ()~ (9) die Randbedmgungsglezchung im erwezterlen Sinne

®) Z _ 2J2(50) 2] 202, 0), 25 )))
' 22, alx), 260l zl ) 2(xy)]

' oder . _
(8,,) oz, 2zl y) 2&) 2,9 2(x, Ml

| 22, 2@, 259 T 2l ), 26 )]
und die eigentliche Randbedingung (12) beiftigen. [Es istalso X(t)-—Y(t) Z(t)]
Statt (12) kann wieder die spezielle Differentialgleichung () vorausgesetzt
werden, dies macht aber (8) oder (8”) nicht iiberfliissig. Unsere Differential-
gleichungen (2)—(9) sowie die- Bedingungsgleichungen (12), (8) und.(8").
wurden auch aus der Funktionalgleichung (14) direkt abgeleitet®).
c) Sind die drei Skalen nicht nur #hnlich, sondern sogar gleich, und

fallen auch ihre Anfangspunkte in eine Gerade (Figur 7), so erhalten wir:

(15) (1= F()+qF()=F(@), d.h. z=F[(1—q) Fx)+qF()]

" Diese Funktionén sind die quasmnthmetlschen Mittelwerte. 'Sie sind®) durch‘
die Funktionalgleichung (14) der Bisymmetrie und durch

ey ‘ z(t, t) =t

charakterisiert. Mit Differentialgleichungen geschieht die Charaktenslerung,

indem wir einer der Gleichungen (2)—(9) aufier der Randbedingung (12)
noch die zweite Randbedingung. (16) hmzunehmen (beide geben die Werte

] 9) Siehe J ACZEL On mean. values, Bulletin of the American Maih. Soczety, 54
(1948), g. 392—-400. -
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der Funktion bzw. ihrer Derxvxerten auf der Gerade y—x an). (In unserem
Falle kann offensichtlich (12) durch
(¥2) . - z,(t, 1) = konstant (==q) .

- ersetzt- werden.) Es wurde an anderer Stelle’) bewiesen, daB‘aus der Funk-
tionalgleichung (14) nebst der Bedingung (16) direkt die Differentiaigleichungen
(2)—(9), sowie die Randbedingungen (12) und (12') abgeleltet werden konnen
[(2) ergibt sich auch hler in der Form )] - : :

. °‘F()‘/ — . QF(;.)/ N ‘ \rb‘)
° ' L . ,,'0 .
/ —— . { ,” '  \Fly)
° @ | o '
'y ' ," ' \
' . i . Fly)
o Jpfly - . ; = 0 A\
Figur 5. o Figur 6. - .. higur 70

d) In Figur 8 wird das Nomogramm der F:gur 7 noch weiter spezialisiert,
indem auch noch die drei Trager aqu1dxstant pezelchnet wurden, Dxes be-

deutet offenbar
() F@+FO)=2F@), d.h 2= FI[F(")jF‘”], o
das sind dle symmetrischen quasxanthmenschen Mittelwerte. Sie und nur 51e9)
erfilllen die Gleichungen (14), (16) und :
(8- - 2 )=2(0%).
Bei der Charakterisierung durch Differentialgleichungen®) . braucht man auﬁer
einet von unseren Differentialgleichungen und der Randbedmgung (16), .
[[statt g(12)] die Randbedingung

/) ]

. .
129y . 2z (t, H)==z(t1t [ 27y =L
(2) 2 =21 ”<>z,,/<y). |
‘Ubrioens folgt aus (16) und (18) die Gleichung (12) mit q———". Auch hier

bleibt natiirlich die Bemerkung am Ende von c) iiber die direkte Ableitbarkeit
der Differentialgleichungen giiltig.’

(l7) 14Bt sich auch in der Form F- (ﬂ_——v—)—z[F'-l(u) F-‘(v)]'schrei'ben.

Das Interesse in ‘der Untersuchung dleser Glexchung wurde von L. FEJER7)
gezeigt. :
Natiirlich kann. man ahnhch ‘wie w1r £s hxer getan haben, auch die
Fille a) und b) symmetrisieren -durch das ,in die Mitte- Riicken“ der z-Skala
((und durch Gleichsetzung der Skaleneinteilung der zwei unabhingigen Triger). -
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e) Sind die drei - Triger parallel und Z#quidistant, fallen die Anfangs-
punkte der Skalen in eine. Gerade und sind die zwei unabhidngigen Skalen
einander gleich und die 2-Skale 1hnen dhnlich mit halblertem Mafistabe
(Figur 9), so bedeutet dies

A9 F@+FO)=F(@), & h 2= F (@ +FO)L

Diese Funktionen sind, wie es gezeigt wurde!®), dadurch charakterisiert, daff
sie ,assoziativ¢ sind, d.h..der Funktio‘nalgleichumJr

(20) . _ : z[z(xl,xz) x]—z[xl,z(x2 xs)]

- genfigen. Wie wir es an anderer Stelle®) | bewnesen haben, konnen die Funk-

tionen. (19) mit den aus (3) bzw. (4) ' spez1ahslerten leferentlalglelchungen

f() , £20)
| 3) =z2= 7G) oder 4 zu—-—é-r(——)—
nebst'. der Randbedmﬂunor (12" charaktenslert werden. Diese folgen auch
direk! aus (20)5) [ABEL®) leitete aus dieser Funktxonalglelchung (20) und der .
Symmetrie (18) die Gleichungen (2”) und (19) ab.] -

_ f) Sind die Triger parallel undiquidistant, fallen die Anfangspunk.te
in dieselbe Gerade -und ist -die z-Skala der x-Skala wieder mit-halbem MaB-
stabe ahnhch wihrend die y-Skala einfach linear ist (Figur 10), so haben wir

@) FO)+y=F@, d.h z=F[F@+)].

In einer in Vorbereitung stehenden Arbeit von J. MIKUSINSKI und dem Verf.
wird gezeigt, dafi diese Funktlonen und nur diese d1e ,,Translatlonsglelchun0“
erfiillen :

A(22) . . z(x y1+y2)_z[z(x 1), ¥l 4
Es wurde auch bewiesen®), daf die Funktionen (21) mit der [aus (22) direkt

| Fy/ ' Ry -\
io . ‘o /0 \
: rw/. / | o ¥
0 . o Ba) . o
I . 1 z ',
' / , ; : :
. Fly) : ' . ' 3
SR aa ' o JFep o A
Feao +Fly = Flz) - - P+ F(‘\a) a F(Z) . F(x) + Y= Fz)
, ———-3-2_ , ‘
- Figur'8. . - . Figur 9. 'Fig\ir 10.

. 10) J. ACZLL Sur les opérations defmles pour nombres réels, Bulletin de la Soczéte»A
Math. de France, 76 (1948), S. 59—64. -
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i‘ =f(x) (von y unabhidngig) oder
(24) z,—k(z) oder (25) Lo 2

. und der Ramdbedmgunor (16) 2(x, 0)——x vollstindig charakterisiert werden
konnen.

: § 3. ,

Dem Leser wird es wohl auffallen, daf die Funktionstypen in § 1 (1)
und §2 a). (11) durch Funktionalgleichungen nicht charakterisiert wurden
[da hier mehr als eine willklirliche Funktion auftritt, konnten wir ja nicht
Funktionalgleichungen desselben Typus wie (14), (20), (22) erwarten], wahrend
in § 2 b) und e) eben die einer der urspriinglichen Differentialgleichungen
(2)—(9) beigefiigten charakteristischen (eigentlichen) Randbedingungen fehlten;
. dagegen gelang es uns in § 2 b), ¢), d); e), f) nicht mit der Spezialisierung
einer der urspriinglichen- leferentlalglelchungen ohne Randbedmgungen aus-
zukommen.

Es wire kaum umnteressant diese Betrachtungen in dem Sinne zu

veral]gememern daB jeder. Funktionentypus in allen drei’ Weisen charakteri-

siert sei: A) durch eine Funktionalgleichung, B) durch eine spezialisierte Diffe-

rentialgleichung, C) durch Beifiigung von (eigentlichen) Randbedingungen -
zu einer urspriinglichen Differentialgleichung.

In manchen Spezialfillen ist es moglich, diese Liicken auszufiillen. Be-
zeichnen wir z. B. in § 2 e) die zweite Umkehrfunktion von z=2(x, y) mit
y==2"1(x,2). Falls die Funktion e(x)=2z"'(x;x) existiert [wie man aus
dem Beispiel der Funktion 2(x, y) =}/ xt+y* 4+ 1 sieht, muB sie nicht immer
existieren; es ist leicht einzusehen,. dal sie, falls existiert, konstant sein
mufl], so konnen wir die urspriinglich fehlende Charakterisierungsweise C)
der Funktionen -(19) ermitteln, indem wir der urspriinglichen Differential-
gleichung (3) [oder (4)] die beiden Randbedingungen z[x,e(x)]=1 una
z,[x, e(x)] =1 beifiigen. Die dhnliche Erledigung von Fillen, wo e(x) nicht
existiert, wire hier besonders interessant.

(Eingegangen am 4. September 1949.)



