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Ober die Verteilung der Primzahlen (I). 
Von P . TURÄN in Budapest. 

§ I-

In seinem Vortrag zu Cambridge in 1912 bezeichnete Pro-
fessor L A N D A U als eines der Hauptprobleme der Primzahltheorie 
den Beweis folgender Behauptung: wenn x eine genügend große, 
sonst aber beliebige Zahl bedeutet, dann gibt es zwischen x2 und 
( x + 1 ) 2 oder — was dasselbe bedeutet — zwischen x und 
x-\-2][x+ \ immer Primzahlen. In diesem Aufsatz wollen wir uns 
mit dieser Frage beschäftigen. 

Das Problem ist offenbar mit der Abschätzung von oben des 
Restgliedes der Primzahlformel verbunden. Wenn wir die berühmte 

Riemannsche Vermutung h. £(s)4=0 für s = o - f / i j 

als bewiesen annehmen und wenn p die sukzessiven Primzahlen 
durchläuft, dann gilt für X - ° O nach H. VON KOCH1) 

x 

( , ) - W - ^ l - J - ^ f + O O S K w x » . 
2 . . . . . 

Aus (1) ergibt sich leicht die Existenz zweier numerischen Kon-
stanten C! und c2 so, daß für zwischen x und x + ca^xlog2x 
immer Primzahlen existieren. Dieses Ergebnis wurde von H. CRAMÉR8) 
verbessert, wieder unter Annahme der Riemannschen Vermutung, 
indem er log2x durch logx ersetzen konnte. Dieser Weg wurde 

' ) H. VON KOCH, Sur la distribution des nombres premíers, Acta Math., 
2 4 (1901), p. 1 5 9 - 1 8 2 . 

-) H. CRAMÉR, Some theorems concerning prime numbers, Arkiv för 
Math., 1 5 (1920), No. 5. 

9 
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aber ziemlich hoffnungslos, als es klargemacht wurde, daß die 
Abschätzung des Restgliedes von oben in (1) mit der Wahrheit 
der Riemannschen. Vermutung untrennbar verbunden ist ; aus 
dieser Bemerkung erhellt sich, daß in der Riemannschen Vermu-
tung im Wesen schon eine Behauptung vorliegt, welche in einer 
verschleierten Form die Verteilung der Primzahlen reguliert. LAN-
DAU3) ist noch weiter gegangen, er hat bekanntlich direkt einen 
arithmetischen Zusammenhang zwischen Wurzeln und Primzahlen 
vermutet. 

Einen sehr wichtigen Schritt machte HOHEISEL4) im Jahre 
1930. Mittels einer sehr originellen Methode bewies er ohne 
Hypothesen, daß für alle hinreichend große x zwischen x und 

i — L -
x.+ x 33000 immer Primzahlen existieren. Er entdeckte, daß man 
zur asymptotischen Abschätzung von 7i(x+xa)—n(x) ( a < 1) kein 
Gebrauch davon zu machen hat, daß £(s)4=0 in der Halbebene 
a > a ist, es genügt zu wissen I. daß £(s)4=0 für ein'Bereich 

o>l-D 'Qfo'gf[(/i+t)3) ' l'l wo D' Cä und ferner c« • • • 
numerische Konstanten bedeuten, II. daß keine der Halbebenen 

• a > a 0 ( - L < a 0 < l ) „zu viele" ¿.'-Wurzeln enthalten kann. Was I 

anbelangt, mußte er nur Littlewoods bekannte Abschätzung nu-
merisch verfolgen, für II genügte ihm eine, etwas verschärfte Form 
des bekannten Satz von CARLSON5), nach welchem für die nicht-
trivialen L'-Wurzeln, Q = ae + it s , 

(2) N(o0tT)= "Z 1 < c 4 T 4 M 1 " ° o ) log« T. 
Q 

"pSsöo 
CXl já f 

Der Exponent 1 — gg^QQ wurde zunächst durch die Vergrößerung 

von D in I von H. HEILBRONN6) zu 1 — -^q - verbessert; etwas 

3 ) E . LANDAU, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen 
(Leipzig, 1909). Siehe besonders p. 367—368. 

4) G. HOHEISEL, Primzahlprobleme in der Analysis, Sitzungsberichte 
der Preußischen Akademie, phys. math. Klasse, 1930, p. 580—588. 

ä) F. CARLSON, Über die Nullstellen der Dirichletschen Reihen und der 
Riemannschen ¿"-Funktion, Arkiv för Math., 15 (1920), No. 20. 

°) H. HEILBRONN, Über den Primzahlsatz von Herrn Hoheisel, Math. 
Zeitschrift, 36 (1933), p. 394-423 . 
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später bewies TCHUDAKOFF7) mittels der Winogradoffschen Methode, 
daß D beliebig groß gewählt werden kann, woraus, wie schon 

HOHEISEL angibt, folgt, daß zwischen x und x + x 4 immer 
Primzahlen existieren, wenn nur x > c5 = c5(t). Eine weitere we-

3 
sentliche Verkleinerung des Exponenten + £ gelang INGHAM8), 

indem er entdeckte, daß eine Verbesserung des Exponenten 
3 

4(70<1—ff0) in (2) eine Verkleinerung des Exponenten + c nach 

sich zieht. Aus Hoheisels Beweis arbeitete er (Tchudakoffs Resultat 
wieder benützend) den folgenden Satz aus: wenn für b und B 
die Ungleichung 

<3) N(a„ T)<ceTb°""]\ogBT 

gleichmäßig für y á c, ^ 1 erfüllt ist, dann ist für jedes 9 > - y 

<4) l i m [ » ( x + * , ) - * ( x ) ] ^ = l . 

Wie aus dem wohlbekannten Riemann—Mangoldtschen Satze 

r j ~ c 7 r i o g r folgt, kann b nicht kleiner sein als 2, d. h., 

(4) ist auf diesem Wege grundsätzlich nur für -^-beweisbar. 
O C 1 

INGHAM beweis (3) mit b = -5- und so (4) mit Für 
o o 2 

sind mir nur Cramérs neuere Ergebnisse bekannt9), von denen 
typisch ist der folgende Satz: unter Annahme der Riemannschen 

Vermutung und 0 < a < gilt 

Z 1 < c 8 x , - 2 a I o g 2 x . 
_ a J>«+1 —PTi&fti 

Hier bedeuten 2 =pt<p2<... die sukzessiven Primzahlen. 

7) N. G. TCHUDAKOFF, On zeros of Dirichlets ¿-functions, Recueil matfu 
(Moscou), 1 (43) (1936), p. 591—602. 

8) A. E. INGHAM, On the difference between consecutive primes, Quar-
terly Journal, Oxford Series, 8 (1937), p. 2 5 5 - 2 6 6 . 

'•') H. CRAMÉR, On the order of the magnitude of the difference between 
.consecutive prime-numbers, Acta Aritmética, 1 (1936), p. 23—46, 
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INGHAM beweis allgemeiner (3) mit 6 = 2 + 4 c, B = 5, wo c 
die untere Grenze derjenigen Exponenten ß bedeutet, für welche 

£ + it j = O (<0 gilt. Wenn also c = 0, d. h. wenn die Linde-

löfsche Vermutung wahr ist, dann bewies INGHAM wesentlich den 
oben erwähnten Koch—Cramirschen Satz, wo er aber statt der 
Riemannschen Vermutung die schwächere10) Lindelöfsche benötigte. 
Auch diese ist aber gewissermaßen mit den Primzahlen innig 
verbunden, da aus (1) die Riemannsche Vermutung und nach10) 
die Lindelöfsche folgt. 

In § II werde ich die Ungleichung 

(5) N(a, T) sS 7 2 ( 1 o ) exp (13 log™ T) 

gleichmäßig für - J p ^ a ^ l , T ^ c , beweisen, vorläufig unter An-

nahme einer anderen Vermutung, welche aber meines Erachtens 

unabhängig von den Primzahlen ist. Diese Annahme wird enger, 
1 

wenn wir (5) gleichmäßig für -^¿a^ 1 beweisen wollen, als 

wenn der Beweis nur für - ^ - ^ a ^ l — f geführt wird. Für letzte-

res genügt die 
H y p o t h e s e a . Es sei oj(n) eine positive, für n+oo mono-

ton ins Unendlich strebende Funktion von n, sonst beliebig. Für 
n^c* gibt es ein M = M(n), das die Ungleichungen 

n2 

(6a) 

erfüllt und es gilt 

(6b) max \z" + £ + ... + z*|> e x P 
ir ( l 

für alle Wertsysteme (zltz2f.. .,z„), welche die Bedingungen 

(6c) l ^ M ^ 1 - 2 ^ 2 - , ( f = 2 , 3 , . . . , / j ) 

genügen. 

10) J . E. LITTLEWOOD, Quelques consequences de i'hypoth&e que la 

fonction £(s) de Riemann n'a pas de zeros däns le demi plan a > „ 

Comples Rendus Paris, 1 5 4 (1912), p. 263—265. 
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Den wesentlichen Inhalt dieser Hypothese kann man offenbar 
so ausdrücken, daß „zu viele" konsekutive Potenzsummen von n 
komplexen Zahlen nicht gleichzeitig „zu klein" sein können. 
Übrigens zeigt eine heuristische Überlegung, daß diese Hypothese 
wahrscheinlich für alle M(n), welche (6a) genügen, alle Wertsys-
teme (zlt z2,..z„), welche nur die schwächeren Bedingungen 
* i = l , \zv\^\ (v = 2, 3 , . . . , n) erfüllen, gültig ist, sogar mit 

exp(—log sn) statt exp — ) • I n § werden wir zwei 

Resultate in der Richtung der Hypothese entwickeln; der erste 

ergibt, daß, wenn nur die Bedingungen M ^ 2 n , — 

(v= 1, 2 , . . ., ri) erfüllt sind, dann gilt 
<7) = 

Zur Orientierung bemerken wir, daß, wenn wir n<o(ny als M(n) 
wählen, dann gibt (7) die Abschätzung 

(8a) max \z\ +.. {—nlog(200ft)(n) i !)}. 
If-ll+lgVÄJ/ 

während (6b) die Ungleichung 

(8b) max |zr+ . . .+zI|2£exp — - ^ p 

fordert. Wenn co(n) „langsam" ins Unendlich strebt, so ist die 
rechte Seite von (8a) „fast" die gewünschte, trotzdem, daß in der 
bewiesenen Ungleichung (8a) das Intervall für v viel enger ist, 
als in (8b). Das zweite Resultat liegt in der entgegengesetzten 
Richtung; ich gebe, eine Bemerkung von Herrn P. STEIN folgend, 
ein Wertsystem te,^,...,-^) mit z x = 1, |za|F=iz3|= . . . =|z„| = l 
an, für welches 

max \zvl+zl+...+zvn \ < exp (—S-log/i logco(/j) I «(, ' )s,sjf ^ 6 > 
\ 6>(n) / — 

bei jeder Wahl von M gilt. 

Wenn wir (5) gleichmäßig für y ^ a ^ 1 beweisen wollen, 

benötigen wir eine schärfere Hypothese, welche auch ein gewisser-
maßen willkürliches M — M(n) enthält; da diese Hypothese wahr-
scheinlich für jede erlaubte Wahl von M und sogar für ^ = 1 , 
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wahr ist, einfachkeitshalber benützen 
wir hier sie mit M = n D a n n lautet unsere Hypothese, wie folgt: 

Hypothese b. Für n^cw undzt = 1, \z2\ < 1,..., 1 gilt 
max \zv1 + zvi + ...+ zvn\ > exp ( - n 0 0 9 ) -

„•/•(i 
Aus (5) leiten wir, die Beweisführung von HOHEISEL—INOHAM 

folgend, für x+oo 

(9) 7i(x + f x exp ( l o g ^ x ) ) — JI(X) ~ e x P (log0996*) 

ab. So gelangen wir im Wesen zu dem Koch—Inghamschen Satze, 
aber unter Annahme einer von Primzahlen unabhängigen Vermu-
tung. Hierbei sei noch bemerkt, daß ich für den Inghamschen 
Satz einen neuen Beweis gefunden habe — natürlich ohne irgend-
welche Vermutungen — der mit Kochs Beweis einige Ähnlichkeit 
zeigt und der die „verkürzte" Primzahlformel von RIEMANN— 
MANGOLDT—LANDAU nicht benützt. Von der Darstellung dieses 
Beweises wollen wir diesmal absehen. 

Der Ausgangspunkt dieser Untersuchungen war der folgende 
heuristische Beweis der Riemannschen Vermutung. Es sei s0=o0+it0 

mit o 0 > 1, to >2a0— 1, so daß s0 von dem Punkte s = 1 ferner 
liegt, als von der imaginären Achse. Nach dem Satze von CAUCHY— 
HADAMARD hat £(s) keine Wurzel im Kreise 

^ r ' - J S i K Ä l f w * = R'\ 
«=«0 

Wenn wir heuristisch y (sy ' durch den längst der ganzen 

Linie o = a„ genommenen quadratischen Mittelwert ersetzen, ge-
langen wir zu11) 

2v 2» ' 

R'1 = lim V\* Ö ^ r Vi2 Oti k2a« • 

Wie man aber leicht sieht, ist der rechtsstehende lim (sogar lim) 

genau ( f f o — y ] ; so ergibt sich, daß, wenn s0 die Gerade a = o0 

durchläuft, f(s) in dem Bereiche o > y , | / | >]f2o6— 1 keine Wur-

» ) bedeutet, wie üblich, log p für Ar=p« und sonst 0. 

1 Ä log2"+2Ar 
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zel hat. Vorliegender Aufsatz enthält eine erste Verbesserung 
dieser heuristischen Methode; ich hoffe bald auch Verbesserungen 
anderer Art mitteilen zu können. Zwecks Abschätzung von N(a, T) 
nehmen wir jetzt die vorherigen v und a0 als geeignete Funktionen 
von T an, für welche wir anfangs nur lim lim a0 = -j-oo 

T-*-a> T~>- qo 

voraussetzen; mit diesen v und o0 ergibt die obere Abschätzung 
des Integrals 

T/2 
a=a0 

daß eine Ungleichung von der Form 

(V) dt, 

(10) Г T"'1 \fj 

„sehr oft" für T, a = a0 gilt, d. h. überall in diesem 
Intervall höchstens mit Ausnahme einer Intervall menge 2l = 3i(i', a), 
deren Gesamtlänge m(2l) die Ungleichung <cn(e)T2{l"He 

genügt. Diese Menge 31 hängt selbst von v ab ; wenn wir aber 
den Wert von v auf ein Intervall kürzer als 7 " beschränken, dann 
ist-für Z a) = 3t+ offenbar /n(3t+) < cl2(e)T2(l'ay+2% d. h. (10) 

v 
ist im a= a0, Tj2 ¿t^T „sehr oft" für beliebige zugelassene v 
gleichzeitig befriedigt. Aus der Riemann—Hadamardschen Formel 

1 . 1 . 

(11) 
s + 2 

1 
„=i vs + 2rt + 2 

ausgehend (b Weltkonstante) können wir 

2 л ) + ? 
1 1 

Q Q 

auf der Kom-

plementärmenge ö von 3t+ im T/2^t^T nach einer geeigneter 
Wahl von v von unten abschätzen; diese beiden Abschätzungen 
ergeben, daß die Ungleichung im Intervalle 
„sehr oft" befriedigt ist. 

Das Interessante in den oben skizzierten Methoden ist die 
Tatsache, daß ich, im Gegensatz zu den klassischen Methoden, 
immer mit Funktionswerten operiere, welche „fem von dem kri-
tischen Streifen" angenommen werden. 
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Wir wenden folgende bekannte Sätze aus der Theorie der 
^-Funktion an. Es gibt eine positive, absolut konstante ganze Zahl 

mit den Eigenschaften: 

(12) für ist12) Z 1 > 0 , 

42 
0 3 ) . K ^ , 

, ' I ' , ' 2 i-özHÖZ+ÖZ 0 gt^gi 2 TT 2 j t 2 JI 
(14) für / ^ A gilt13) 

und 

(15) Z 1 < m i n ( / — 1, log/). 

< y ! o g / 

(16a) 

Ferner erwähne ich noch drei einfache Ungleichungen, die in fol-
gendem öfter benötigt werden: Wenn n eine positive ganze Zahl 
bedeutet, dann gilt 

im (n+(2yi)! , 
(16c) (2/j + 2 ) ! ^ 4 " + , ( n + l ) P . 

§ II. 

L e m m a I. Es sei ¿>= 1 oder 2, r^ 2. Dann ist 

, - f l o g y ( ^ ) ¿"/n 
tr ^ (/•—l)*7 ' 

B e w e i s : Da 

A ( r - log*(6>>)) = > — 1 ( t f - r l o g ^ ) ) 

für y> 1 nur dann verschwindet, wenn y = ^-eKir, so haben wir 

nach (16a) 

12) J . E. LITTLEWOOD, TWO notes on the Riemann f-function, Proceedings 
Cambridge Phil. Society, 22 (1924), p. 234-242. 

19) R. BACKLUND, Über die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion, 
Acta Math., 41 (1928), p. 345-375. 
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1 
00 

- 'AT! 

,1 Kl brKl r Kl 
< 2 b T T ^ + ^ T I F ' ^ 2 6 T ^ T F ' 

er«, , , „_ _ _ 1 Lemma II. Für v>0, ao>0, — 1 und 1 ^ / i ^ - s - e °° v + 1 2 
gilt 

l o g - ' / ^ - L l o g - 1 (2n). 

B e w e i s : 

l o g / i ^ - ^ log 2== „ , 

d. h. 

1 | l o g 2 ^ 1 °o log2 1 ^ . o g * ^ 
logn ^ ( v + 1 ) —<T0log2 J f o _ | o e 2 

1 6 

Daraus folgt aber 

(log(2/i) \v+1. _„„ 
— r 1 — - ] ¿ 2 1 , w. z. b. w. 

I logn J -

Wir haben 

N(a, T) < T2(X'a) exp (13 log 0 1 87) 

für und für T>C zu beweisen; C bedeutet hier und 
später absolute, nicht notwendig dieselben Konstanten (also hier 
ist C speziell von a und T unabhängig). Es ist mehr bequem-

lich a durch 1 — z ü ersetzen; dann ist unsere Behauptung 

(17) r ] < 7 " e x p ( 1 3 1 o g 0 1 8 7 ) 

für T> C und 1. Da TITCHMARCH14) mittels der Wino-

, 4 ) E . C . TITCHMARCH, On F(s) and n(x), Quarterly Journal, Oxford 
Series, 9 (1938), p. 97—108. 
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gradoffschen Methode 
N(\—2\og~&slT, T) = 0 

für T>C bewiesen hat, haben wir (17) nur für 
(18) T>C, l s £ a ^ 2 l o g - < m 7 
zu beweisen. 

Wir betrachten zuerst 

Es sei in folgendem 
(20) o0 = 2 6 ( l + log-084 T) log2 T = B log2T 
und die ganze Zahl v = v(T) beschränken wir in diesem Moment 
nur durch 
(24) 2B\og*T^v<tB\og*T. 
Dann ist für T> C offenbar 

( 2 2 ) I . \2v±2 f+1 

L e m m a III. Mit den oben definierten o0 und vgilt für T>C 

£ 
T/2 

« = «„ 

2dt < 109 7 log 7 ¿ I ^ I L 

B e w e i s : Aus der bekannten, für o > 1 gültigen Identität 

folgt: 

(23) ^ A ( n ) ^ V n « < - ( , ) " . 

Also ist, wenn wir im Beweis des Lemma III <j0 zur Abkürzung 
durch ' ersetzen, 

, . ! ~ ^ A(ny\ogi»n , 
r ' )•<.'? n2° 

T 

, y y A {ni) A (n) logvm log" n f Í m ] 4 ! 
m^T* ( m n y J v /2 ) 

r,2 
< 
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< J T j r log2y+2fl | ^ y y log"4"' m logy+1 n 
2 ¿tt n2a „<„, {.mn)a log — 

n 
y . log2"+2n , , v v log^'/nlog^+'n 

2«=a n (mn)«\og — 
n 

log*-1-' m log"+1 n 
m + 4 2 Z - * u<m<2n (tnti)a lüg 

y l o g 2 " + 2 n 4 ( y log"+1 n Y 
2 n4i n2« + log2 [n4i n° ) + . 

4 y logv+1 n y log"*1 m 
+ log2 „ ^ n"-1 „ < ^ 2 n m°(m—n) ' 

da für O ^ y ^ l l o g ( l + > » ) ^ j ; l o g 2 . Für die ersten zwei Glieder 
können wir Lemma I mit A '=2i> + 2, r~2a, ¿>=1 bzw. mit 
K=v+\, r—o, b = 1 anwenden und so gelangen wir zu 
, (2^ + 2)! 16 ( * + ! ) ! ' 
'•/»1 < (2<T—l)2"+2 Y log2 ( f f - 1)2"+2 + 

, 4 y log^'/i ( y logv+lm \ 

(24) 

log 2 i \v+\)/o 
y log"+1n ( y logy+1/n ^ , 

y log^'n i y log*1"1"1 m 
T+nio na~l l»<^2» m"(m — n] 

4 
log2 fl>^5+j;/« n"~l \n<ir<2» m"(m — n) 

Die letzten drei Summen seien mit J3, Jt und /5 bezeichnet und 
log*"*' x 

es sei zuerst J6 betrachtet. Da die Funktion — & , von x = t 
j x° 

bis x — e^+'V« monoton zunimmt und für x>e<"+1>/<r monoton ab-
nimmt, so ist 

. . . . 4 _ y logy+1/i log »+'/? y 1 
¡og2 n"-1 n" „<t<2n m—n < 

n>e 
8 v log2v+3rt 8 ^ |0g2*+3 n 

< In/rO ¿t... n2a-\ < log2 n>fi\)i« n2°-i " log2 ¿ti n2'-1 

und nach Lemma 1 (mit b= 1, K=2v + 3, r = 2ff—1) 
16 ( 2 * + 3) l (25a) |/s| < log 2 (2ff—2)2v+3 
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Nun betrachten wir J3. Da 2 g i l t , gelangen wir nach der 

obigen Bemerkung über den Verlauf der Funktion x zu 

m 4 y log t ' n log**'(2 ri) y _ j 
1731 log2 ^TVi»/« n""1 (2«)° /n —n 

und mit Rücksicht auf Lemma II 

m r 12 1 ^ log2y+3(2/i) 
iy31 ^ log2 22%-t1 n2"-' ' 

Lemma I ergibt also (mit b = 2, K=2v-\-3, r = 2a—\) 

(25b) 1/1 c 1 2 ( 2 y + 3 ) ! |y3| < | o g 2 ( 2 f f _ 2 ) 2 v + 3 • 

Wir schätzen endlich /4 ab. Da für x > 1 die Ungleichung 

l 0 g ^ l j C gilt, so folgt mit Rücksicht auf (20) und (21) 

für T>C 

I / I < — z lQgv+1/t ("+1Г( л 1 1 
|У4' log2 1 (v+n/o"" , (v+i)/» л""1 l ecr ; U<r<2ппг—п) "2е = " ь е 

12 f y - H Y * 1 у - l o g ^ n 
log2 { ea J Л0"1 

12 * / У + 1 1 f r + 2 y+2 

^ log2 [ eo J 2 e [e(o-1) | ^ 

. 7 ( v + \ ) 2 v + 2 ( Г ' , T 

< 1 5 8 2 1 — 1 l 0 g 7 

und nach (16a) und (16b) 

7 i eU« r + 1 

l 0 g 7 < 

7 / ei/« y+i 

Da aber (2ст—г)? 1 "^ ( 2 a — 2 ) — ¡ - = 2<x gilt, ist 
1 — 7 

elog2 ö ( 2 a - 2 ) 2 " + 2 ' 

Aus (25a), (25b), (25c), (24) und (22) gewinnen wir für T>C 
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die Abschätzung 

IV.I < T- (2"+2>l 
2 8 ( 2 F + 3 ) ! 

(2ff_i)2v+2 ' l o g 2 (2o—2)2"+3 

elog2 8 (2a-2) 2 "+ 2 ( 2 a - l)2»+2 
54 log 7" ( 2 Y + 3 ) ! 

(2<r— 2)2v+2 

(2*> + 3 ) ! 

I 2 v f 2 

< 
< 109 T\ogT-, 

(7—2 

w. z. b. w. 
( 2 a - l ) 2 ^ 2 ' 

L e m m a IV. Es se/ die integrierbare Funktion A(t) für 
T/2 ¿t^ T definiert und ß eine beliebige Zahl zwischen 0 und 1. 
Dann gilt für 

T 

(26) \A(t)\^T 2 ( ¡\A(t)\*dt 
T/2 

mit Ausnahme einer Menge, deren Maß höchstens Tß ist. 
B e w e i s : Wir bezeichnen mit Ä die Menge derjenigen 

Punkte, für welche (26) nicht erfüllt ist. Dann ist nach dem 
Mittelwertsatz 

T T 

J j A ( 0 p i / ^ m ( Ä ) inf T'ß j \A(t)\*dt, 
T/2 T/2 

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 
c 

Wir wenden Lemma IV mit A(t) = - j (s\iv), s = a0 + /7, 

ß=a und Lemma III an. So erhalten wir, daß die Ungleichung 

f ( 
109 Tlog T-

( 2 » + 3)1 

und nach (16c) und (21) a fortiori die Ungleichung 

215 T 2 | 0 g i T 
t = a, + it ( i V 

K — i J 
für T> C und T mit Ausnahme einer Menge vom Maß 
nicht größer als T" gilt. Diese Menge selbst kann wohl von v 
abhängen; da aber die Anzahl der von (21) zugelassenen Werte 
von v kleiner als Blog3 T ist, so gilt die folgende Behauptung: 
für 7 " > C k a n n man aus dem Intervall T ^ ^ t ^ T eine Menge 
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3l+ = 5t+(a) mit dem Maß ^ £ 7 " log3 7 auslassen, auf deren 
Komplementärmenge 58 = 33(a) überall 

i-g 
< 2 1 5 7 2 log5 7 (27) — — (s)'v) 

v\ Ç K5) 
1 

3 = 00+11 ( » V K - T ) 
1 

für jeden, (21) erfüllenden Wert von v gilt. 
Nun betrachten wir auf der Geraden a = a0 die Intervalle 

If, = [ff« + (^ + 4") a ° + + T ) ' hier läuft der Index p die 

Werte + 2 , . . . , [ 7 ] —1 durch. Nach (27) kann die 

Menge 21+ höchstens 2BT"\og3T von den Intervallen /,, ganz 
bedecken ; wir bezeichnen diese mit l l a s s e n sie außer Acht und 
betrachten nur die übrigen Intervalle, welche wir mit l'u bezeichnen. 
Die Anzahl dieser Intervalle 1',, ist nach dem obigen für 7 > C 
größer als T/2—27 7 " log3 7 und jede Ç enthält mindestens eine 
s = s0, für welche die Ungleichung (27) erfüllt ist. Im ganzen 
§ II bezeichnet s0 = o0 + itQ durchwegs einen solchen Punkt. 

Aus (11) gewinnen wir nach v-maliger Differentiation für a > 1 

( - 1 ) y + ' r 1 y 1 y » 
vi ( s - l ) " + ' „•éi (S + 2n)v+1 T ( s — ' 

Aus dieser Gleichung und aus (27) erhalten wir für 7 > C 

1 1 1 
(So- 1) v+l n=1 (s+2n) v + 1 - f ( S b - f r 1 

K - t ) 
wo 7, a, v nur durch (18) und (21) beschränkt werden. Wenn 
q' diejenige Wurzel bedeutet, welche zu s0 am nächsten liegt, 
so gilt 

(28) 
1 

I s o - e ' r 21 Q 
_ M 

U - i . 

»+1 

• 
< 

1 -a 

< o,5 T 2 'og5 T 

( « - i r ' 
Zuerst schätzen wir in (28) das letzte Glied ab. Für 7 > C 

( > 2 4 + 2) gilt nach (12) 



Verteilung der Primzahlen. 95 

folglich nach (20) und (21) und 

(29) 
s „ - l 

-+i ol + 1 \ 

tt 
< exp log 7 < exp(—3Iog2 T) 

für T>C. Die Abschätzung der zweiten Summe-in (28) gelingt 
auch sehr einfach ; für T>C ist 

(30a) 
, , W V 

• S i U o + 2 / i J 

\v+l 

< So—9' 
v+1 oc 

V So+2 
S0-l n=i sa+2n 

So+2 r 
« ^ i U + 2 / i J 

ob 

< e x p ( - 3 1 o g a 7 ) Z 

So-9' 
»+i 

s 0 + 2 

Ti = l 

< 
S 0 +2 

s0-f-2n 

v+1 

nach (29). Ferner gilt für T > C , t 0 ^ T/2>3o0 , also, wenn t i^lt 0 > 

(a0 + 2Y + ^<2 « + « ) < f # £ < I * ' + 2 " ) 2 + 
r-

Daher ist 

z 
So + 2 

s0 + 2« < 

(30b) < 2 1 Z . 1 2 v + 1 2i t l <«.g;3/„ 3 V + 1 3 > „ < » £ 4 
Z ! + • • • 

Aus (28), (29), (30a); (30b) erhalten wir für T>C 

(31) 1 

|5o-?T+ 1 l 

e restliche 

y 7 = z { s f ^ 0 

S p - g 

r u - f 

«+1 
- exp (—2 log2 7 ) }<2 , i y-

' ff, 

2 log5 7 
i 11*4"1 
K — 2 J 

Die restliche Summe in (31) zerlegen wir in fünf Teile: 

02) 2: i r t r ' . y,= 2 2 A<t0^t„- 2ji1Ou \tc-l„\<27tW 
i\v+l 

i(,ai„+2.iK<7J 

Diese Fünfteilung hat für T>C gewiß einen Sinn. Für /8 haben 
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wir gleich wegen (13), (20) und (21) 

( 3 3 a > w< ? < 

«+1 

für T>C. Für /7 kommen wir mit der rohen Abschätzung aus 
(15) aus; für T> C gilt nämlich 

\JA < 2 2 
m = - oo q 

Sc-Q 
s0-e »i = A m<t ¿-(m-l) 

v+1 
< Z m ( | «M-l 

2 

1 \ «M-l 
+ X I 2 
ei 

0 0 ( a2 

m ?A m l(°b —1 )2 + (A» 4- tri)2 j 2 < (33b) 
00 í „ \«M-1 fVl+1 Í „ -iV+1 oe ( X 

<2 <2 2m f +2 
m = A V'O-J-m) m — A \h ) m=[tf}+.2 \mj 

«M-l < 
_ \«4-.l „ «M-l ff« . ~ On 

< 2 f /„6 + 2 7 | ? r r < e x p ( - 2 1 o g 2 7 ) . 
V «o / 'o 

Für y9 haben wir für T> C 

t ' o - ^ l I o £ + ± 

(2 1_ \ «M-l 

und für Ju 

i - t 
I7ul< • 2 m 

2 , 1 

S, < m = [i0+2afo0] m = M+2 
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, v-l 
h r . 

T °o ) 2! m) 

< i ± l - j + e x p ( - 2 1 o g 2 T ) . 

Aus (33a), (33b),(33c),(33d)(32) und (31) erhalten wir für T>C 

(34) 
|So-

i _ f y* M I 

4ns—4 

«M-l 

~~ 2~J 
Zur Abschätzung von /10 benötigen wif außer der Hypothese b 

noch das einfache 
L e m m a Für die Anzahl Nx der nichttrivialen Wurzeln 

im \t—t0\^2n^a0 gilt für T>C 
| M - 2 l / ß l o g 2 7 | < lOKßlog T. 

B e w e i s : Nach (14) ist für T>C 

2 Jt 

2n g 2 n •2 k 

kt 1'—1 '0—4 n2a0 K - U o log 4 n i 

< log 7, 

< 
I | 

< ( l + 2 K ß ) l o g 7 > A l o g '' v=- < (1 + 4|Af?) log T, 
1 2 ^ 0 

|^-2Ki 0 Iog/,|< (I +4VB) logT+Vo 0 l og (4n*) + 
I 

1 
/0 

• j < ( l + 8 l / ß ) l o g r , 

| AT, -2l/ff01 og71 < ( I + 8YB ) Iog T+jAffo< (1 + 9 ]fB) 1 ogT, w.z. b. w. 
/ / \«H-1 

Wir bemerken zunächst, daß die Glieder I———I von Jia 
V so— Q ) 

dem absoluten Werte nach sämtlich ^ 1 sind und Gleichheitzeichen 
gilt sicher für q = q'\ ferner, daß die Mengen 91+ 33, die Inter-

c o' 
valle l'f,, s0, q', also auch die Zahlen — — - von der Wahl von v 

So Q 
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unabhängig sind. Dann können wir aber unsere Hypothese b mit 
s p' 

n=±=A/,, z„ = — — — anwenden, wo N, den im Lemma V gege-
So Q 

benen Sinn hat; dieses ergibt für 7 > C die Existenz einer ganzen 
Zahl r0 , für welche 

(35a) N?12 (1 - Nr™) ^ n ^ N?2 

und 

(35b) |/10| = 

Wir geben nun dem, bisher nur der Bedingung (21) untergewor-
fenen v den Wert v = v0— 1 ; wir zeigen, daß (21) bei dieser 
Wahl befriedigt wird. Aus (35a) und Lemma V folgt für 7 > C 

(36a) v < v 9 ^ N l № < ( 2 V B \ o g * T ) m [ \ + ^ ~ ^ ' 2 < 

< 23/2B3'4log« 7 ( l + < B log« 7 

nach der Definition von B (siehe (20)). Es folgt ferner aus Lemma V 
und (35a) ganz grob für 7 > C 

(36b) * + I = > y N\ß > ~ (KB log2 T)3/2> 2 B log2 7 + 1. 

Mit (36a) und (36b) ist also (21) gerechtfertig. Da für 7 > C 
offenbar 

a0 3ff0 3 B log2 7 2 0 

und 

< 7-4-(»»-!) < J * 

gilt, erhalten wir aus diesen, (35b), (3£) und Lemma V für 7 > C 

| s 0 - i > ' r o e x p ( - 2 1 o g 0 ] 8 7 ) < 
l-a 
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d. h. für T>C 

> .(<*,- y ) [ l - "og 7+51oglog r + 1 5 1 o g 2 + 2 ! o g » I 8 r ) l ] > 

> v - \ - log T+3 l o g ™ ? } A . 

Mit Rücksicht auf (35a), (20) und Lemma V ist für T>C 
B l o B * T g l o g 2 T 

n < jV,3/2[1 —Nr0 4 S] K ( 2 m 3 / 2 l o g 3 J t l - ^ f d - < 

(1 + log'08« Tyi* ( _ 8 ] ( _ 2 _ j 1 
log T l log ^ N ? a J log7 V log№8t7 

< 

also folgt aus (37) 

(38) 

Nun betrachten wir von den Intervallen (i ein beliebiges 
l'i und wir bezeichnen durch p+ = a+-t-i7+diejenige nichttriviale 
Wurzel aus welche den größten reellen Teil besitzt. 
Dann folgt aus (38) für 7 > C 

al-2a+a0 + 2 ^ ( a 0 - a + ) 2 + (/„ - 1+f = |s0~(>+|2^ С ? > 

d. h. 
(39) + 

Dies bedeutet aber, daß im Intervall 7 / 2 ^ / ^ 7 nur die Inter-
a 5 valle ¡¡1 nichttriviale, in der Halbebene 1 
2 1 log083 7 

liegende Wurzeln enthalten können, wenn nur 7 > C . Daraus folgt 
nach (15) und /n(«+)^ßT" log« 7 für 7 > C 
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Wenn wir a durch a + + ersetzen, gelangen wir zu 

(40) N + I j _ Bt ^ < 27 T l« + + 10exp(-0-821og log T)] | o g 4 T < 

<TA exp (11 log0-18 7"), 
10 2 

wenn T> C und 1 — l o g f f 8 ä 7 ^ № 7 . ; nach (14) gilt 

diese Abschätzung auch für 1 ̂  1 — • Wir bezeichnen 

T T T 
a+ wieder durch a und wenden (40) nacheinander mit y , , . . . , 

anstatt 7 an, wo 

Dann ist offenbar 

X<2\og 7 , ^ 7 ' s ; 7 
2^ ^ 2*-1 

f ü r a S * l i s t 

> y T" > y e x p ( y log018 T) >C 
_7\ 1 1 

2l 

wenn 7 > C . Nach Summation erhalten wir für 7 > C 

< r exp( l l + ^ + + > T"exp(12log0187) 

und, da nach (15) offenbar n\\ — y , 7 T j < 2 7 T l o g 7 gilt, ge-
winnen wir endlich für 7 > C , 1 ̂  a ^ 2 log - 0 '8 17 die behauptete 
Ungleichung (17). 

Für den Beweis der asymptotischen Formel (9) skizzieren 
wir vollständigkeitshalber die Beweisführung von HOHEISEL—INGHAM. 
Zur Abkürzung sei gesetzt: 
j/x exp (log0986 x) = h, 2 ' o g P = V(x), 7 , = / x e x p ( — l o g ^ x ) . 

p, m 

Aus der Riemann—Mangoldt—Landauschen Formel erhalten die 
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genannten Verfasser leicht (siehe 8)) 

(41) 
xp(x + h)-jj(x) 

h < 
l - 2 1 o g - ° ' n T 

<c(y^log*x + ^ ^ + 2 J N(a, 7)x*-' logxoffl] , 
o 

wo C von da an von x unabhängige Konstanten bedeutet. Die 
ersten zwei Glieder haben den Grenzwert 0 ; für das dritte gilt 
für T> C nach (5) 

i 
J N(ar T)xai\ogxda 

o 
< lOriogTlogx + r A r ( f l | T ) x . . 1 , d f l < 

fx J 

< 
1-2 log- 0 '« T 

Y» 
l - 2 1 o g - » s l r 

\I-o 

< o ( l ) + logx j exp (13 log018 T)da< 

d. h. 

< o (1) + exp (14 log"8 T) exp [2 log"0 81T (—2 log0 ̂ x ) ] < 
< o (1) + exp (14 log018 T) exp (—log0"181 T) = o (1), 

w. z. b. w. 

§ III. 

Dieser Abschnitt enthält einige Bemerkungen über unsere 
Hypothese a . Wir beweisen den folgenden 

S a t z . Für m^2n, 1 — 1 , 2 , . . ,,n) gilt 

R = max K + 'z£ + . . - + ; g l > ( " ) . 
m-n + lÄi><,m V ¿VU/n J 

B e w e i s : Es sei 

(42a) 
«. = 1 V Zv J r=U 

( 4 2 b ) j w = = S > C v Z V ' c « = 1 
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Offenbar gilt 

(42c) C u = 2 
. , + 4 + . . , + i „ = n z',1 Zn,..., Z'„" 

also 

(43a) 

und 

(43 b) \c„\^ 

Es sei 

IM W ( , _ « ) " 
V m> 

(* = 0, 1,2 n) 

I — 1 r^ + fl-n 
r LY l n - 1 r (i ——V* ji+jt+--+jn=n+c fr—"-Y 

(44a) 

und 
(44b) 1 -f(z)sm_n(z) = F(z). 
Offenbar ist F(z) ein Polynom m-ten Grades; es ist leicht zu 
sehen, daß die Koeffizienten von 2°, zx, 2 S , . . . , zm~H in F(z) ver-
schwinden. Es gilt 

v = m - n + 1 
(45a) 

und nach (44b) 
(45b) F(z,) = F(z2) = ... = F(2„) = 1. 
Wir ersetzen in (45a) z der Reihe nach durch zl,z3,...,z„ und 
addieren; so gelangen wir wegen (45b) mit der Abkürzung 
z" +zl + .. . + zv„ = sv zu 

m m m 

(46) n = 2 dvsv = £ d„sv 2 |<fc|. 
v=m- n + 1 f = m - n-t-1 v = m - n + l 

Da für k = (m—n+\) , (m—n-f 2 ) , . . . , m nach (43a) und (43b) 
wegen m>2n 

I = |cA + + • • • + c * -AI ^ 

(47a) 
II — m 

I k—l 

(k+n-
+ ( * " ¡ ] 1 J ' ^ 2 " f 
^ [n-1J{n}\ l ~ ( , _ l 

' m ' ' m > 

* + n - 1 ) « » 
2" ( m + n -

n - 1 j 
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und wegen der elementaren Ungleichung (n — l )" - 1 <en z(n — 1)! 

gilt, so folgt 

iß m V* 
№) |rft|^ g " w (k=m—n + 1,..., m). 

. 0 — 5 " ) 
Nach (47b) und (46) ist 

e~2w ( n Y J n Y 

Endlich zeigen wir an einem Gegenbeispiel, daß es zu jedem M 
ein Wertsystem (zu..., z„) sogar mit z1 = 1 = |z2| = . . . = |z„| 
gibt, für welche 

max \z" + zv2 + .. .+zv„\ < exp Í — logn l o g w j . 

Das Gegenbeispiel habe ich aus einer Bemerkung des Herrn P. 
STEIN gewonnen, die ich aus einem Littlewoodschen Aufsatze15) 
entnehme; dieser Aufsatz behandelt übrigens ein Problem, welches 
mit unseren Hypothesen verwandt ist. Es sei n = 4', die ersten 

|j1^ von den zv seien gleich 1, die folgenden aus densel-

ben seien gleich exp j ^ j , die folgenden ] seien gleich 

exp ^— und allgemein 

_ _ ( kni \ 
- e x p l M ) 

— = ( kni \ 
" ^ ' - M V , ) + • • • + ( , - ' * ' + , ) + W - M Í W Á ) e x p l M J 

(Ar=2, 3 , . . . , / ) . 
15) J. E. LITTI.EWOOD, Mathematical Notes (12) : An inequality for a 

sum of cosines, Journal of London Math. Society, 1 2 (1937), p. 117—222. 
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Dann ist 

, nix nix*21 f y \2l 

also 

max |^ + . . . + z r | ^ ( 2 c o s [ ^ — = 

< exp logn log ü) | , 

wie behauptet. 

(Eingegangen am 27. Dezember 1939; umgearbeitet am 1. Januar 1941.) 


