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Ober die Primzahlen der arithmetischen
Progression. (Il.)

Von PAUL TURAN in Budapest.

Im folgenden sei immer s=o4¢i, L(s,z) eine beliebige
Dirichletsche L-Reihe, welche fiir ¢ > 1 bekanntlich durch Z x(n) '

n=1
definiert ist; (k) die Eulersche Funktion, A(n) das Dmchletsche
Symbol. Die zu behandelnde Progression sei kx+1[(x=0, 1,...),
wo (k,[)=1; es bedeute P(k, I) die kleinste Primzahl dargestellt
von kx+[. Esist L(s, x) 30 fiir ¢ > 1; die unbewiesene Piltzsche

Vermutung') behauptet, daB L(s, x)#0 fiir a>—‘,‘2— .

S. CHowLA®?) bemerkte, daf unter Annahme der Pilizschen
Vermutung gilt
(1) Pk, 1) < c;p(k)?*, ,
wo &> 0, beliebig klein und ¢,=c,(¢) ist. In meinem ersten Auf-
satze?) bewies ich, daB unter derselben Vermutung
(2 P(k, 1) < c,p(k) log®** o (k)
fir fast alle Progressionen mod k4, d. h. fiir jedes beliebig kleine
& existiert ein c2=c2(s) so, dab

lim —— 1 =1.
koo PE) «p(k) 2

1s1<k, (k =1
Pk, D <cap (k) l0g2te (k)

1) A. Piutz, Uber die Hdufigkeit der- Primzahlen in arithmetischen Pro-
gressionen etc. (Habilitationschrift Jena, 1884)

%) S. CHowra, On the Least Prime in the Arithmetical Progressxon
Journal Indian Math. Society, (2) 1 (1934), p. 1—3.

3) P. TurAN, Uber die Primzahlen der arithmetischen Progression,
diese Acta, 8 (1936—37), p. 226—235.
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Zur Orientierung bemerke ich, daB aus dem Primzahlsatze offenbar

. 1
mswm 2 'O
¢ =1, 1S1sk-1
P, ) <p()log] (k)
folgt; es ist also fast immer P(k, I) <c,(€)p(k)log? ¢ (k) und
P(k, 1) > @(k)log'-¢ p(k).

Im folgenden will ich kurz zeigen, daB man mit einer
schwicheren Voraussetzung auskommt. Es geniigt nur iiber die
Jkleinen* Wurzeln der L-Funktionen etwas vorauszusetzen; so
erhellt sich besonders, daB die - kleinen* Primzahlen der arithme-
tischen Progression nur von den ,kleinen® Wurzeln der L-Funk-
tionen abhingen. Diesen Schiuf ziehen wir aus dem folgenden
Satz.

Satz. Es sei vorausgesetzt, daf die Piltzsche Vermutung in
folgender schwicherer Form wahr ist: Es existieren zwei positiven

Weltkonstanten 6 mit 0 < 6§l und e, so daf in das Paralle-

logramm 1 —6 <0< 2, |t| < a keine der L-Funktionen verschwinden.
Dann ist
P(k, 1) < cyp ()",
wo ¢ eine absolute Konstante bedeutet und c, nur von « und ¢
abhdngt, jedoch mit ¢, > —(15—
Bemerkung: ¢, nimmt monoton ab, wenn e monoton zu-
nimmt; wenn @-oo, kann- man ¢, als %+s wihlen mit beliebig
kleinem positiven . .
Beweis. Einfachkeitshalber nehmen wif 6=—;— und @ =5

an und beweisen den Satz mit ¢,=28; im allgemeinen Falle ist
der Beweis dhnlich.

Es ist fiir 6> 1

An) o~ L
@ 2 w2 Tm L=

n
n=1lmodk

Es sei %+(p(k)8=x, w=[2loge (K)]; dann ist bekanntlich
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wegen (3)
m—l_x__
n 1 x*
4) 2 A(n) ( 1 5— J ‘STf(S) ds.
n<z “=|+T1gz-
Es sei
1 bed
=~ f =) ds.
O ‘
6=1+lolgx
| S
Auf o=1+ ogx ist
‘ logn 1 Sy logkw
Ol 3 =<2t ——— > —E<a
a=lmodk 17 iog= k't orE s=t ' P iog=
wo g, und spiter a,, ... von k, I, s unabhdngig sind. Dann ist
also-
dt - 2
<o =0 [ _urs

¢ (1452 £ (1422 '
' < < a,p (k)1 < a9 (K
w. 172
Es ist also

loge-t X :
‘ 2 A(n) ?f_])n! — 271”. j %f(s)ds

< a,p(k)°

”
n=1lmodk

Wir wenden den Cauchyschen Integralsatz auf das Paralle-
3 . 1 . : T o
logramm (Zim, 1+Tgx_i 41) und die Funktion sTf(S) an.

Das Integrand ist hier ‘nach der Voraussetzung regulir, ausge-
nommen den Punkt s=1, wo ein Pol erster Ordnung mit dem

Residuum L liegt. Da das Integrand auf der reellen Achse

o(k)

reel ist, gilt
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A(n) Iog"’“% .
| = —emnr <
nlx

n=lmodk
+ 1
logz

©) <agwitr | oo+
3 .

T
t=4
4. —
1 4 )
r L [ UG = agwr+ Lt

9 0 log g (k)
o, [+ )

o w

g

Nun gilt aber wenn L(s, x):{:O fiir o>— |t|<5 nach Titch-

march#) fiir die Strecken a=1, [t]£4 bzw. t=4, %éaéz
: L

) '-L—(s, %) | < a;loge(k),

also aich

1£(5)] < aslogg (k).
Dann ist aber
3 log g (1) , 16
(82) Iy < asx” (]9*6) log g (k) < a,p (k)™ 2 logo (k) < aup (K,

ferner

xlog (k)
| 6los ¢ (k)

also nach (8a), (8b) und (6)

(8b) l,<ay, < app(k)S, v

logm 1.2
© | 3 A0 gy <ap
n Sy
n=ilmodk

4) E.-C. TircumarcH, A Divisor Problem, Rendiconti Palermo, 54 (1930),
p. 414—429. Die Behauptung (7) steht hier nicht explicite; es 4Bt sich aber
leicht aus Lemma VII und Lemma V entnehmen.
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Wir miissen den Beitrag der Primzahlpotenzen p* mit @ > 1 ab-
_schitzen. Da fiir 1 <n < (k)

w-1_%
log -

elog —;— o )
NCESI <a, (T) < ay;(4e)Proer® < a0 (k)8

gilt, so ist

log“";x;
> logp @—11 <

P'm
(]Oa) PE=Imodk
P @)Y, a>1

<anp()tloge() D' 1 <anp(k).
- d, r
" <p k) r>1 ‘

Da ferner fiir p(k)*<n < @(k)°
loge-1 X
- n
(w—1)!
so ist

elog 2o
< @ (—;u—"—) < ay(2e)2Er® < ay p (k)

loge -t %

2 e <
(10b) p“Eln;odk,a>l
PENP=p¥<p()

<anp(Ptlogp(k) D] 1 <anp (k).

d, r
A< pik)s
- r>1

Endlich gilt fiir p(k)* <n< (k)

log“-‘% (elog —fr)w

—_—— 2 1 k) e 2
@=D)1 < Qg < Ay 21989 (M) = gy p (k)

also

log““‘%
| o8P <=1 <
p,a>1
(10c) »*=1modx
PRP=pF <) .
<anp(R)logp(k) D' 1 <aup®)P.
d,r>1
TSek)e
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Aus (9), (10a), (10b) und (10c) folgt schlieBlich

lo w-l_x_ 4
l 2 10gp(w—_1)p'!——¢(k)7 < c p(K)°F,
p=lmodk -
sy
also flir k> ay

. log“’"—';-
2 lng-m—>0, q. €. d

p
p=imodk
P=@ k)

Weitere Ergebnisse in dieser Richtung . gibt eine von HOHEISEL
stammende Methode; auf deren Behandlung hoffen wir in der
Kiirze zurlickzukehren. o

(Eingegangen am 23. November 1938.)



