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Beitrdge zur Reduktionstheorie des logischen
Entscheidungsproblems.

Von JOZEF PEPIS in Lwéw (Polen).

Einleitung.

Vorliegende Arbeit ‘schlieBt sich den Untersuchungen tiber
das Entscheidungsproblem des engeren logischen . Funktionenkal-
kiils!) (Pradikatenkalkdls) an. Auf Grund einer verschérften metho-
dischen Anforderung®) ist man bekanntlich in den letzten Jahren
zu einer Unterscheidung des mengentlfeoretischen Pradikatenkalkiils
vom sogenannten beweistheoretischen (axiomatischen) Pridikaten-
kalkdl®) gelangt. Der Unterschied macht sich dadurch geltend, dafi
solche Begriffe wie ,Individuenbereich®, ,erfiillbar“, ,allgemein-
giiltig®, die im mengentheoretischen Pridikatenkalkiil eine groBe
Rolle spielen, im beweistheoretischen Kalkil im allgemeinen nicht
zugelassen werden; sie werden namlich dort durch ihnen ent-
sprechende finite - Begriffe ersetzt. So werden z. B. die Begriffe
.allgemeingtiltig“, ,erfiilibar“ durch die finiten Begriffe ,ableitbar®,
Lunwiderlegbar“ vertreten. Dieser Unterscheidung zwischen ,men-
gentheoretischem Kalkiil“ und ,beweistheoretischem Kalkiil“ ent-
spricht selbstverstdndlich auch eine Unterscheidung zwischen ,men-
gentheoretischem Entscheidungsproblem und ,beweistheoretischem
Entscheidungsproblem¥.

1) Vgl. D. HiLBERT—W. ACKERMANN, Grundziige der theore!isdzen Logik
(Berlin, 1928), insb. drittes Kapitel.

?) Bei dieser Anforderung handelt es sich hauptsachhch um eine neue
(finite) Auseinandersetzung mit dem Problem des Unendlichen.

8) Bez. dieser Unterscheidung vgl. das Werk: D. HILBERT—P. BERXAYS,
Grundlagen der Mathematik, 1 (Bertin, 1934).
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Vorliegende Arbeit ist dem mengentheoretischen - Entschei-
dungsproblem - gewidmet und zwar jener Richtung der Unter-
suchungen {iber das mengentheoretische Entscheidungsproblem,
welche mit dem Namen ,Reduktionstheorie“ bezeichnet wird. D. h.
es werden hier einige Reduktionssidtze aufgestellt und bewiesen,
die die Losung des mengentheoretischen Entscheidungsproblems
auf die Losung gewisser Spezialfdlle desselben zuriickfiihren.

Betreffs dieser Richtung von Untersuchungen liegt schon in
der Literatur eine Reihe von interessanten Ergebnissen vor, an
denen hauptsichlich folgende Autoren beteiligt sind®): K. GODEL,
J. HERBRAND, L. KALMAR, L. LOWENHEIM und TH. SKOLEM.

. In I beweise ich einige allgemeinere Sitze tiber Abbildun-
gen unendlicher Individuenbereiche und Sétze iiber- in diesen
Individuenbereichen geltende Darstellungen beliebiger logischer
Funktionen. Diese Sitze finden dann in II, bei der Ableitung der
eigentlichen Reduktionssitze, Anwendung.

Obzwar die Beweise der hier aufgestellten Reduktionssitzen
eng mit dem Begriff ,unendlicher Individuenbereich“ verbunden
sind, lassen sich doch fast alle diese Reduktionssdtze unschwer
-in den beweistheoretischen Kalkill iibertragen. Dies sei aber einer
weiteren Arbeit vorbehalten.

1. Darstellungen von Funktionen in unendlichen.
Individuenbereichen.

Ist @(x, y, 2) eine dreistellige logische Funktion m einem
Individuenbereich J, so stellt fir n=2

) (Evy) (Evs) . .. (Ev,,_l)[i;l' D (v, vian, x,-)] %)

eine n+ 1-stellige Funktion mit deniArgumenten Vi, X1y Xay ey Xpoys Uy
dar. Es gilt der folgende »

Satz 1. Ist @(x, y, 2) eine Funktion, die eineindeutig die
Elemente x aus & auf die Paare von Elementen [y, 2] aus & ab-
bildet®), so bildet die Funktion

4)'Die entsprechenden Arbeiten werden im Text niher angefiifirt.

%) Das Summenzeichen soll hier und im folgenden die Konjunktion
andeuten. i

6) Eine solche Funktion existiert dann und nur dann, wenn die Kardinal-
zahl m von § der Gleichung mé=m geniigt.
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n—1 :
(Evs) (Evs) . .. (E'P&.—l) L;l O (v;, Visa, xi)]

die Elemente v, aus & auf die n-tupel [x,, X,, ..., X,_1,v,] von
Elementen aus 3 eineindeutig ab. '

Damit die durch (1) dargestellte Funktlon Zu einer einein-
deutigen Abbildung des Individuenbereichs 3 auf den Bereich
aller n-tupel von Elementen aus J gehore, ist notwendig und hin-
reichend, daB die folgenden vier Bedingungen erfiillt seien:

a) Zu jedem Ding v, aus . gibt es ein Bildtupel
[xi; X3, . . ., Xa_y, v,] Von Elementen aus J:

@ 00 " En | 31 0 @ v x;)] "

b) Zu 'jederh n-tupel [x,, X,, . .., X,_;, v,] von'Elementen aus
3 gibt es bei der Umkehrung der Abbildung ein Bildelement v,:

. n—l]
3) G ) Ee ™| 3 00111, %)
¢) Die Abbildung ist eindeutig :
@) @) ™ (%)™ (2a) () i[(vx =) &

n—1 n—1

@ &EDTZ O, %) &E SO, 5] -
\ > (Z. (. =x,) & (v, = v,,)); .
d) Die Umkehrung der Abbildung ist eindeutig:
()™ (@) o)™ (2 () (é)i Z' x=%) & (1, =0, &
5 & (Eve)s™ f D (v;, V41, X) & (Evp)""g-w (i, Vsar, 5:,.)]»
| »(v,=..%1>}.
Bildet die Funktion ®(x, y, 2) die Elemente x aus J aufdie

7) Wir verwenden hier und im folgenden hdufig (xp)? bzw. (Exe)
(fir b=a) als abkiirzende Bezeichnung filr (x,) (Xg+1)...(x;) ~bzw.
(Ex,) (EXas1) ... (Ex;).- Das Symbol e, das den variablen Index angibt, darf
natiirlich durch jedes andere Symbol (z. B. durch v, 4 i) ersetzt werden.
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Paare [y, z] aus 3 eineindeutig ab, so sind die folgenden vier
Bedingungen' erfiilit :
a*) Zu jedem Ding x aus J gibt es ein Bildpaar [y, 2]:
(6) ‘ (x) (EY) (E2) @ (x, y, 2).
b*) Zu jedem Paar von Elementen [y, 2] aus J gibt es bei
der Umkehrung der Abbildung ein Bildelement x:
o () @) (Ex) @ (x, 3, 2).
c*) Die Abbildung ist eindeutig:
® OOV IP(x Y, D&DO(x ), 2)>(y=)) &E=2)]
d*) Die Umkehrung. der Abbildung ist eindeutig :

&) D)2y, 2) &P (x,y, 2) > x=x)}.

Zum Beweis des Satzes 1 geniigt es offenbar zu zeigen, daf
die vier Implikationen : (6) > (2), (7) -~ (3), (8) ~ (4), (9) » (5) allge-
meingiiltige logische Formeln darstellen, oder, was dasselbe bedeutet,
daB a) aus a*), b) aus b*), ¢) aus c*) und d) aus d*) foigt.

Hier beweisen wir die Allgemeingiiltigkeit der beiden ersten®): -

Satz 2. Fiir jedes n=2 ist

n-1
(%) (ED) (E2) ® (x, 3, 2) > (00) (Exp)2™" (Eve)i [;‘ ® (v, viss, x,.)]

allgemeingiiltig.
Der Beweis wird durch Induktion nach n gefiihrt:
() (EY)(E2) D (x, ¥, 2) > () (EX) (Evy) @ (vy, 5, X)
ist allgemeingiiltig, denn Vorderglied und Hinterglied unterschei-
den sich nur in der Bezeichnung der Variablen und in der Reihen-
folge benachbarter Seinszeichen. Fiir n=2 ist also Satz 2 richtig.
Angenommen, er sei fir n richtig, d. h. es sei

. n-1 -
() ENED O (5,3, 0) Ex €0 | S 0 0, s, )]

allgemeingiiltig ; wir zeigen dann dasselbe ftir n- 1.

Spaltet man in der letzten Formel (Evo); in (Evo); ' (Ev,)
auf, so erhdlt man

n-1
. (x) (Ey) (EZ) ‘D(x: » z)-"('vl) (Exe);' - (Evo); - (Ev..)[‘zzla’(v.-, Vis1s xi)]'

8) Der Beweis der Aligemeingiiltigkeit der beiden anderen Implikationen
modge dem Leser iiberlassen bleiben.
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Hieraus und aus der offenbar richtigen Formel

() (EY) (E2) @ (x, y, 2) > (1) (EVus1) (EX) @ (0,5 Va1, X,)
ergibt sich

X EVN(E)D(x,y,2)~ - ‘
' (10) "(vl) (Exe)r_l(Eva);-l(E”n) Z: (D(Uir Vis1y xi)J&
| & (v,) (Eyer) (EX,) @ (v, Vpan, X,).

Ferner ist

7 T n-1 -
) Exgi™ Evi ™ (Ev)| S0 01 10 %) | &
& (U Y (Ev,.,) (EX, ) @ (v, Vpiq,s X,)
in

@) (Ex). ™" (Eve)y~ 3(Ev [Z D (v;, Vipr, X; )]
-
& (”.n) (E'Unﬂ) (Ex,,) D (v, Vys1, xn)

umformbar und hieraus, gemaB der Regel
(Ex) F(x) & (x) G (x) >~ (Ex) (F (x) & G (x)).

ergibt sich
n- n- kS :
(v1) (EXo)y ! (E vo)s 1(E'Un) a Z{‘ D (v;, Vi1, x;)] &

& (Evn-i-i) (Exn) d) (’U,,, vn+1 ’ xn)

und diese Formel ldft sich, wie man es sofort .einsieht, in

() (Exo)y (Eva)ﬂ+1 [ ;ﬂ: @ (v;, Visr, ‘x-')]

umformen.

Das Hinterglied der Implikation (10) impliziert also die letzte
Formel. Daraus und aus Imphkatlon (10) ergibt sich durch Ket-
tenschluB die Formel

) 05321 0) Bt Ew| 370 ),
womit Satz 2 bewiesen ist. '
Satz 3. Fiir jedes n=2 ist

n-1 ‘
D) @ED) D2, G 6 Ew | 3 0@, s, %))
allgemeingiiltig. ' »
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Der Beweis wird durch Induktion nach n gefithrt.
"Fiir n =2 ist der Satz.richtig; denn

(») @) (Ex) D (x, y, 2)~ (x1) (va) (Evy) @ (v, 2, X))
ist offenbar allgemeingiitig. Der Satz sei fiir n als richtig ange-
nommen ; er soll fir n4+ 1 bewiesen werden. ’
Nach der Induktionsvoraussetzung ist.

n—1
NG ED) D 3,2+ w0 0 €0 30 @i vr, 0]
allgemeingiiltig; da aber

() @) (Ex) @ (x, ¥, 2) > (vas1) (x.) (EV,) @ (0, Va1 X,)
offenbar allgemeingiiltig ist, so ist.es auch die Formel

(N @) (EX)O(x,y, 2)~

n—1
(l ]) - (xo);-l (vn) (Evﬂ):—‘ [ —Zl m ('U.', Visrs xi)] & )
& (vn+l) (xn) (Evn) (D (’U,,,l Vps1s xn)'
Das Hinterglied dieser Formel ld6t sich, wie man sofort einsieht, in

n-1
(xo): (vn+1) (’Un) (Eva);'-l [‘gl‘ /L (vi) Vi+1s X,)] & (E’Un) (/] (”m Vps1y Xp)

umformen und die letzte Formel impliziert gem4s der Schlufregel
(x) F(x) & (Ex) G (x)~ (Ex) (F(x) & G (x)). die Formel

(-"0‘);l (Un'l-l)‘(Evd)I,l"[._;; O (vi, Vi1, xi)] .

Das Hﬁntefglied der Implikation (11). impliziert also die letzte
Formel, woraus mit Riicksicht auf (11) durch Kettenschluf die
Formel

(3) @) (ED) D&, 3,2+ (3% () Ev0} | 35 0 @1 10, )]

gewonnen werden kann. Damit ist unser Induktionsbeweis vollendet.
Wir beweisen jetzt den
Satz 4. Notwendige und hinreichende Bedmgung fiir die
Darstellbarkeit einer dreistelligen logischen Funktion @ (x, y, 2) in
_einem Individuenbereich ¥ in der Form: Ry (X, y) & Ry(x, 2) ist die
" Richtigkeit der Formel :

(12) X))@ W @O (1) &D(x, v,2)+D(x, y, 2)]
in 3. »
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Die Bedingung ist notwendig, da ja die Formel

) (») (Z) (1) @) [Ru(x, J’)&Ra(x u) & R (x, v) & Ry(x, 2) »
+ R, (x, ) & Ry(x, Z)]

offenbar richtig ist. -Sie ist aber -auch hinreichend, denn, durch
zweimalige Anwendung der Regel (x){F(x)~p]-[(Ex)F(x)~p]
(p enthdlt die Variable x nicht),. ergibt sich aus ihr:

L ()@ (EL) D(x, y, d) & (Ev) D (x, v, 2) » D (x, , 2)],
wihrend die Umkehrung

@@, y,2)>(Eu) @ (x,y, u) &(Ev) P (x, v,2)]
stets richtig ist.
Setzt man nun

R (6, ) =(Ew) O (x,3, 8), Ry(x, 2) = (Ev) ©(x,0,2),
so besteht (x) (») (2)[@(x,y,2) ~ R, (x,y) &R, (x, 2)], also ,
D (x,y, 2)=R(x,y) &R, (x, 2).

Aus Satz 4 ergibt sich z. B. der Beweis fiir die Darstellbar-
keit jeder Relation (D_(x, ¥, 2), die eineindeutig die Elemente x
eines- Individuenbereiches auf die Elementepaare [y, z] desselben
abbildet, in der Form R, (x, y) & R;(x, 2).}) In der Tat, falls [y, u]
und [v, 2] zugleich Bildpaare von x sind, so muff wegen der Ein-
deutigkeit der Abbildung y=v und u==2 sein, womit [y, 2] sich
~als Bildpaar von x erweist und somit die obige Bedingung (12)
erfiillt -ist.19) :

9) Diese Darstellbarkeit liegt zwar sprachlich nahe, indem man ja statt

zu sagen: o[y, 2] ist das Bildpaar von x%, auch: ,y ist die erste Stelle des

Biildpaares von x und z ist die zweite Stelle des Bildpaares von x“ sagen

kann; indessen ist auch ein exakter Beweis, wie der oben angegebene, not-
wendig.

10) Satz 4 146t folgende Veralligemeinerung zu: Nofwzndige und hin-
reicheride Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer n--1 stelligen Funktion
R(x,%1, X2, ..., X,) in der Form Ry(x,x1) & Ry(x,x2) & ... & R,(x,x,) ist die
Richtigkeit der Formel

1 n 2 n no 1 1 1 2 2 2
(x)(x(’)l(x(")l"‘(x(’)l[R(xrxl;x2;-'-;xn)&R(x7x1’x2:"'1xn)&---&

&R (X, X1y Xay ey Xn) > REE, X1, Xar o o1 X))
Daraus folgt -der exakte Beweis fiir den sprachlich naheliegenden Satz, daB
jede 'Funktion R(x, x,, x2,..., X,), die eineindeutig die Elemente x eines Indi-
viduenbereichs J auf die n-tupel [x;, x2,..., x,] von Elementen aus J abbil-
det, sich in der Form Ry (x, x;) & Ra (X, X3) &... & R,(x, x,) darstellen 148t.
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Satz 5. Bildet die Funktion R,(x,y)&Ry(X,z) eineindeutig
die Elemente x aus 3 auf die Paare [y, 2] von Elementen aus 3

. n-1
ab, so bildet die Funktion (Ev(,);f"' [ Z (R, (v, vi41) & Ry (v;, x,.))]

die Elemente v, aus ¥ eineindeutig auf die n-tupel [x,, x,,..., X,_y, v,]
von Elementen aus  ab. .

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus Satz 1, indem wir
R, (x, ) & R, (x, 2) fiir @(x,y, z) einsetzen.

Satz 6. Ist R(x,x,,X,,...,X,) eine in einem Individuen-
bereich  definierte logische Funktion, fir welche folgende beide Be-
dingungen :

D) (09} 00 [ RE K T, EYERG o a0 3 =50

b) (xe);l (Ex) R(x, xl: xz: R ] xn)
erfiillt sind"), so ldft sich jede — in I definierte — n-stellige
Funktion F (x,, X, ..., X,), mit geeigneter Funktion f(x)'%), in der
Form (Ex)[f(x) &R (x, X, Xy, . . ., X,)] darstellen.
Beweis: Wird die Funktion f(x) durch die Festsetzung

f(x) = (Ey(’);‘ [F(yly yﬂy sy yn) &R(x) ylv }’2, ey yn)] definiert, so
gilt zundchst stets
{f(X) &R(x: x17 x2y . '.7 xn)} o~ !

~AEYN IFO Yar e YD ERX, Y15 Yoy o) VI &R (X, Xy, X, ., X)),
ferner wegen a), wie man leicht einsieht, stets

{EVN [F(Ds Yas--, VI ER(X, 1, Voo, VI &R (X, X1, X, X,)} 00
~A{F(xy, X, ..., X,) & R(x, Xy, Xs,..., X,)}

Die beiden erhaltenen Aquivalenzen liefern zusammen die Aquivalenz
{f(X)&R(x, x;, Xy, X0} ~ {F(Xy, X900y X)) &R(X, Xy, X5, 0 05 X))y
aus welcher leicht
(Ex) {f(X)& R(x7 x17 x‘b- c0y xn)} o~

~ {F(xly X2,. T xn)&(Ex) R(x) xl} X2, LS xn)}
gewonnen werden kann. Da aber, gemif b), (Ex) R(x, X, X,...,X,)

1) Die Bedingungen a), b) sind — wie man leicht einsieht — fiir n =2
dann und nur dann in einem Individuenbereich J erfiilibar, falls die Kardinal-
zahl m von J der Gleichung m2=m, oder, was auf dasselbe auskommt, der
Gleichung m™ = m geniigt.

12) Einstellige logische Funktionen bzw. Funktionsvariablen werden wir
meistens durch kleine Buchstaben bezeichnen.
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wahr ist, so folgt aus der letzten Aquivalenz sofort
F(xy, %, .. o, %)~ (EX){f () &R (X, Xy, X, . . oy X)),
womit Satz 6 bewiesen ist. _

Satz 7. Ist R(x, x,,%,,...,X,) eine in einem Individuen-
bereich I definierte logische Funktion, fiir welche die Bedingungen
a), b) (aus Satz 6) erfiillt sind, so ldpt sich-jede — in J definierte —
n-stellige Funktion F(x,,x,,...,X,), mit geeigneter Funktion f(x),
in der Form (x)[R(x, X, X,, . . ., X,) > f(x)] -darstellen.

Beweis: Ist F(x;, x,,...,x,) eine beliebig in J definierte
Funktion, so 14Bt sich F(x,, X,, ..., X,) wegen Satz 6 in der Form
(Ex)[g(x) &R (x, X;, X, ..., X,)] darstellen. Aus F(x;, Xy, ..., X,)~
~ (Ex)[g(x) &R (x, X1, X,, . . ., x,)] folgt aber F(x;, X,,...,X,)~v
~ () [R(x, X}, X3y . .., X,) > Z (). F (%), X,,...,%,) 4Bt sich also
in der Form (x) [R (x, X,, X,, ..., X,) ~ f (x)] darstellen (mit f(x) =g (x)),
w. z. b. w.

Ist insbesondere R(x, x;, X, ..., X,) eine Funktion, die ein- .
eindeutig die Elemente x eines Individuenbereichs. § auf die n-tupel
[x1, X, . . ., x,] von solchen abbildet, so sind die Bedingungen a),
b) offenbar erfilllt und daher ergeben sich aus den Sitzen 6
und 7 folgende zwei Behauptungen : '

Satz 8. Ist R(x, x,, X, ...,X,) eine Funktion, welche einein-

- deutig die Elemente x eines [ndividuenbereiches ¥ auf die n-tupel
[x:, X3, . . ., X,] von solchen abbildet, so lift sich jede, in & defi-
nierte, n-stellige Funktion F(x,, X, ..., X,), mil geeigneter Funktion
J(x) (und zwar mit f (x) = (Eyo); [F (31, Yaso- s V) &R (X, Y1,-, ¥,
in der Form (Ex)(f(x) & R(x, x;, Xy, . . ., X,)) '3), ferner, mit geeig-
neter Funktion g (x) (und zwar mit g(x) = )1 [R (X, Y1, Yas--+s Yu) >
>F(, Yay - ¥0)]), in der Form (x)[R(x, Xi, X, ..., X,) & (x)]
darstellen.

13) Beriicksichtigt man, daB R(x, x;, Xs,...,X,) sich in der Form
Ry (x,x1) & Ry (x, x3) & ... & Ra(x, x,,) darstellen 146t (vgl. dariiber FuBnote 19)),
so erhilt man hieraus, daB jede in einem unendlichen Individuenbereich defi-
nierte Funktion sich in der Form (Ex){f (x) & R, (x, x;) &R (x, Xs) &... & R, (x, x)]
und, indem man S§; (x,y) gleich f(x)&R; (x,y) flir i=1,2,...,n setzt, auch in
der Form (Ex){S;(x,x1) &S5 (x,x:) &... & Sp(x,x,)] darstellen 148t. Diese
letzte Darstellbarkeit (in abz#hlbaren Individuenbereichen) wurde von K. GopEL
beim Entscheidungsproblem verwendet (Zum Entscheidungsproblem des lo-
gischen Funktionenkalkiils, Monatshefte fiir Math. und Phys, 40 (1932),
S. 433-—443, insb. S. 441). ’
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Die Funktionen f(x) und g(x) sind in diesem Satz durch
die Funktionen R(x, X, X.,...,X,) und F(x,Xx,,...,X,) sogar
eindeutig bestimmt. Es geniigt, dies flir f(x) zu zeigen. Fir
R(x, x;, X,,...,x,) bestehen auBer a) und b) offenbar auch die
folgenden beiden Tatsachen :

9 (YH @R Y, Vs - V) ERZ Y1, s, - -, D)+ (x=2)],
d) () (EVe R0 Va0 - -5 V)
Aus F(x;, X, ..., X))~ (EX)(f(X).&R (x, x,, 3, . . -, X,)) folgt
zunichst
(EYe) [F(uya - 5 ¥) &R 1, ¥y -+, Y~ _ '
~ (EYo (E2) (f(2) &R (2, Y1, Yar - 1 V) &R (X, 1, Yo - - 5 Y-
Wegen ¢) ist aber — wie man leicht einsieht — '

[(EZ) (f(z) &R (Z, yla yﬁv S yn)) &R(x’ yl, yﬂr‘ . -,J’,.)] Dt

"\J[f(X)&R(x, ylr y2’ . -,J’n)]
und daher ist

EYNF(y1, Y2 - s V) KR X )1, Yy o -y Vo)l o>
~ [f(x) &(Ey(’);. R(x; W «J’m_ . -:}’..)]-
Da abér (Ey,); R(x, 1, ¥, --.,¥.) wegen d) wahr ist, so folgt aus
dieser Aquivalenz sofort ‘ '
EYNRFOu Ve V) &Ry, 0, -, P~ f(X)

womit f(x) eindeutig bestimmt ist, w. z. b. w..

Aus dem Satze 8 ergibt sich gemidB Satz 1 sofort  der fol- -
gende '

Satz 9. Ist ®(x,y,2) eine Funktion, die eineindeutig die
Elemente x aus dem Individuenbereich 3§ auf die Paare [y, z] von
Elementen aus 3 abbildet, so ldft sich jede in Y definierte n-stellige
Funktion (n=2) F(x,, X, ..., X._1, v,),'Y) mit geeigneter Funktion

f(v) (und zwar mit f(vl)E(Ey‘,);'_l (Eve)s [F(y,,ym‘...,y,,'_l,v,,)&

n—l1 n—1
. n-1 3
&«Z,"D i, Viss yi)])! in der Form (Evo)y [f(”l) &,__Z; @ (v;, V41, xi)] ,
- 1) Die n-te (letzte) Variable bezeichnen wir statt x, mit v,, um statt

n—2
- (Evpli™! [f(’vl) & Z P (vi) Vis1, Xi ) & B (Vn_1, Xn, Xp1 )]
i=1 c

n—1

kiirzer (_E‘Dp)'l'—l [f ()& 2 D (v;, vi+1, X )] schreiben zu kénnen.

=]
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ferner, mit geeigneter Funktion g (v,) ( und zwar mit gv,)=
n~—1 .
E(Yo):-l (ve)2 [ ;‘Q @i Va1 V) F 1, Yoy - - s Yo Un)]) , in der
el

Form (vg)!™! [ Zl' D (v;, Vi1, X:) > & (v;)] darstellen.

Setzt man hier R;(x,y) & R, (x, 2) fiir @ (x,y, 2) ein, so erhilt
man unmittelbar folgenden

Satz 10. Ist R,(x,y) &R, (x, 2) eine Funktion, die eineindeutig
die Elemente x aus einem Individuenbereich 3 auf die Paare [y, 2]
von soldien abbildet, so ldpt sich jede in I definierte n-stellige
Funktion (n=2) F(x,, X,, .. ., X,_1, v,), Mit geeigneter Funktion f(v,)

(und zwar mit
FE)=(Ep) (Eve)l [F(yl, Tor e os Yar 00) &

& SR (0,50 &R, ).
n—l

in der Form (Ev,); ™ lf () & Z} (R, (vi, v;41) & Ry (v;, x,-))] , [ferner,

mit geeigneter Funktion g(v,) (und zwar ‘mit

n—1

g("l) = _(yo):_l (ve)2 [;(Rl(vﬂ Via1) & Ry(v;, J'.')_)“*

-)F(yla J’a, .. '1yn—1) vn)]) ’
n—1

in der Form (v(,);‘“[ SR, (v, vie) & Ry (v, X))~ g(vl)] darstellen.
o]

Es gilt ferner folgender

Satz 11. Ist R(x,x,X,,...,X,) eine Funktion, weldhe ein-
eindeutig die Elemente x eines Individuenbereichs I auf die n-tupel
[x., Xa, .. ., X,] von solchen abbildet, so bestehen fiir jede Funktion
F(x,, Xy, ...,x,) dber 3 die beiden Aquivalenzen

(x(’);‘ F(xlr xﬂ; reey x,,) o (x) (ExO);‘ [R(x) xlr x2, ey xn) & F(xl‘) xz_r".' H xn)]

und . : : '

(Exe)r F(xl’ xz; eevy xn)N (Ex) (xo);l [R(x; xl r’xm ey xn)l"F(xlt x%: cry xn)]'
2
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Beweis: Aus (x); F(x,,Xs,...,%,) und aus der richtigen
Formel (x)(Exg); R(x, X;, Xy, ...,x,) folgt durch n-malige An-.
wendung der Regel [(x) F(x) & (Ex) G (x)] +~ (Ex) (F(x) & G(x)) so-
fort (x) (Exo); [R(x, X1, Xp, - . ., X,) & F (X3, X, . .., X,)}. Umgekehrt:
aus der letzten Formel und der, wegen der iiber R(x, x,, X;,..., X,)
gemachten Voraussetzung, richtigen Formel

(Yol (EX)R (X, 31, Vs, - - 5 V)
ergibt sich durch Anwendung der Regel
[(x) F (x) & (Ex) G (x)] > (Ex) (F(x) & G (x))
zundchst die Formel ‘ -

(Yot (EX)Exe) [R(X, Y1, Yarvves V) &R(X, Xy Xapovny X) & F (X1, Xae 0 X)),
aus welcher mit Berticksichtigung der‘Formel

(x) (xo);‘ (}’o);' [R(xr xl» xﬂ) seey x")&R(x, y11y2" "’yn‘_:‘z_;(xi =y|)]

leicht (x,); F(x;, X,, - .., X,) gewonnen werden kann. Damit ist die
erste Behauptung bewiesen ; die zweite ergibt sich daraus durch
Anwendung auf die Funktion F(x,,x,,...,x,) nebst beiderseitigen
Verneinung.

Satz 12. Ist ®(x,y,2) eine Funktion, welche eineindeutig
die Elemente x aus I auf die Paare [y, z] von Elementen aus J
abbildet, so bestehen fiir jede in 3 definierte Funktion F(x,,X,,...,X,)
die Agquivalenzen

(xe): F(x), Xay .. o, X, )

n-1 .
o~ (vl) (Exe);‘—l (E’Ue); [ Z]:d) (’U;, Uit X,-) &F(xlr x21 .. "xn—l) 'Un)]
und
(Ex(’); F(xh Xgy e o0y xn)m

n-1
~ (Evy) (X(,);‘_‘ ('Uo);[ - D (v, Vir, X;) > F (X, Xa, . o oy Xy, 'Un)] .

Satz 12 ergibt sich sofort aus den Sdtzen 1 und 11,

Satz 13. Ist R, (x,y) & Ry(x, 2) eine Funktion, welche einein-
deutig die Elemente x aus 3 auf die Paare [y, 2] von soldhen ab-
bildet, so bestehen fiir jede in 3 definierte Funktion ¥ (x,, x,,..., X,)
die Aquivalenzen
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n-1
(Xe)? F(xn Xy ooy X)) (1)) (E-"g);'-1 (E'Uo); [‘;I‘(R1 (Ui’ ”.‘+1) &

&R2(vi’ xi)) &F(xly xﬁ, LIS | xn—l’ vn):l
und :

n-1
(Exe);‘ F(xv Xoy o v vy xn)‘\’(E'Ul) (xo)r-l (vo); L=ZI(R1‘(”-'; 'U.'+1) &

&R 1)) F o, ey Ko m] .

Satz 13 erhdlt man aus Satz 12, indem man R (x, y)&Rg(x 2)
flir @ (x, y,2) einsetzt.

In den obigen Sidtzen haben wir auf verschiedene Darstel-
lungen beliebiger logischer Funktionen hingewiesen. Diese Dar-
steliungen gelten in einem Individuenbereich 3, falls die Elemente
x aus J sich auf die Paare [y, 2] von Elementen aus J einein-
deutig abbilden lassen oder, was dasselbe bedeutet, falls die
Kardinalzahl m von 3 der Gleichung m?®=m geniigt. Da K= N,
ist, so gelten diese Darstellungen insbesondere in abzdhlbaren
Individuenbereichen und nur aus dieser Tatsache wird im folgen-
den, bei Anwendung auf das Entscheidungsproblem, Gebrauch
gemacht (unter Beriicksichtigung des bekannten Lowenheim—
Skolemschen Satzes). Beildufig stellen wir aber fest, daB alle diese
Darstellungen auch in allen anderen unendlichen Individuen-
bereichen gelten, da ja nach einem bekannten mengentheoretischen
Satz die Beziehung m?=m tiberhaupt fiir jede transfinite Kardi-
nalzahl besteht.!6)

Hinsichtlich der Aquivalenzen, von denen in den Sitzen 11,
12 und 13 die Rede ist, sei vorldufig bemerkt, dab sie zu Pri-
fixdnderungen sehr geeignet sind; sie erlauben uns ndmlich
Komplexe von Alizeichen gewissermaBen durch ein Allzeichen und
ein Komplex von Seinszeichen, bzw. Komplexe von Seinszeichen
durch-ein Seinszeichen und ein Komplex von Allzeichen zu ersetzen.

-15) Der genannte mengentheoretische Satz wird mit Benutzung des
Auswahlprinzips bewiesen; die Heranziehung des Auswahlprinzips ist dabei
unvermeidlich, da wie A. Tarskr (Sur quelques théorémes qui équivalent 3
I’axiome du choix, Fundamenta Math, 5 (1924), S. 147—154) zeigte, der Satz
bereits dem Auswahlprinzip #dquivalent ist.

2'
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I. Reduktionsséitze des mengentheoretischen
'Entscheidungsproblems.

Wir zeichnen eine dreistellige logische Funktionsvariable,
etwa @(x,y,2), aus (wir nennen sie die. ,ausgezeichnete“ drei-
stellige Funktionsvariable) und bilden mit ihr den Ausdruck

() (EY)(E2) P (x, Y, )&
&(X)(y)(Z)(y)(Z)[@(x 1,2 &P (x,y,2)»y=y&z=2] &
&N QREX)P(x,y,2) &
&)@ 0) D@ (x, 5, )& D(%,3,2)»x=3].
Ferner zeichnen wir zwei zweistellige logische -Funktionsvariablen
R, (x,¥), R;(x,y) aus (wir nennen s_ie die ,ausgezeichneten“ zwei-
stelligen Funktionsvariablen), und die Formel, welche aus (13)
hervorgeht, indem man. R, (x,y) & R,(x, 2) fiir &(x,y,2) einsetzt,
bezeichnen wir mit (14). Wir stellen folgende zwei Definitionen auf :

Definition 1. Ein Zdhlausdruck A, weldher die ausgezeich-
nete dreistellige Funktionsvariable @ (x,y,2) enthdll, mége ein
y-Ausdruck heifien, wenn er dann und nur dann erfiillbar ist, falls
das gleiche fiir den Ausdruck A & (13) zufrifft. Es ist klar, daf
ein Erfiillungssystem von- A& (13) erst recht den Zihlausdruck A
erfiillt; ein solches Erfiillungssystem nennen wir eine ausgezetdmete
Erfiillung des Zdhlausdrucks A.'%)

Definition 2. Ein Zdhlausdruck A, der die zwei ausge-
zeichnelen zweistelligen Funktionsvariablen R, (x,y), Ry (x,y) enthilf,
moge ein 8-Ausdruck heifen, wenn er dann und nur denn erfillbar .
ist, falls das gleiche fiir den Ausdruck A & (14) zutrifft. Ein Er-
fiillungssystem von A & (14) ist zugleich ein Erfiillungssystem von A ;
" ein solches Erfiillungssystem von A mdge eine ausgezeichnete Er-
fiillung von A heifen.'")

(13)

18) Die hier angegebene Definition des Begnffs »y-Ausdruck® kann auch
anders ausgesprochen werden. Es gilt nimlich — wie man sofort einsieht —
Ein Zihlausdruck A, der die ausgezenchnete Funktionsvariable & enthilt (dle .
iibrigen” Funktionsvariablen von A seien Fi, Fa,..., Fi), ist ein y-Ausdruck,
wenn es, fallser uberhaupt erfiillbar ist, einen lndwnduenberelch 3 und ein den
Zihlausdruck A in Y erfiillendes System von Funktionen Fj, F;,...,F;, &
gibt, so daB durch die Funktion &' (x,y,2) eine eineindeutige Abbxldung der’
Elemente x aus 3’ auf die Paare von Elementen {y,2] aus J’ geleistet wird.
Ein solches Erfiillungssystem Fj, F3,..., F{, @ in J' ist ein ausgezeichnetes
‘Erfiillungssystem von A. _

17) Den Begriff des #-Ausdrucks habe ich-zum ersten Mal in meiner
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Es gilt folgender

Satz 14. Ist A ein y-Ausdruck und geht B aus A hervor,
indem man R,(x,y) &R, (x, z) fir ®(x,y,z) einsetzt’®) so ist B
ein mit A, in bezug auf die Erfilllbarkeit, gleichwertiger*®) - Ausdruck-

Beweis: Sind F, F,..., F,, ® die Funktionsvariablen
aus A, sosind F,, F,, ..., F,, R, R, die Funktionsvariablen aus B.
Ist der Zihlausdruck A erfitllbar, so hat er, als y-Ausdruck, eine
ausgezeichnete Erfilllung, etwa Fj, F;,...,F,, @ in Y ; @' (x,¥,2)
148t sich aber in der Form R/(x,y) & R;(x, 2) darstellen®®) und,
wie man sofort einsieht, ist dann F}, F,..., Fi, R,, R, eine aus-
gezeichnete Erfilllung von Bin . Also: Ist A erfiillbar, so ist es auch
B und hat sogar eine ausgezeichnete Erfiillung. Ist umgekehrt B.
erfillbar und ist F’, F}’,..., F., R{’, Ry’ ein Erfilllungssystem
in 87, so erfillt Fy,Fy,...,F/, R’ (x,y) &R} (x, 2) offenbar den
Zihlausdruck A in J’; also: ist B erfiillbar so ist es auch A.
Mithin sind A und B gleichwertige Zihlausdriicke und da B, falls
tiberhaupt erfiillbar, dann sogar eine ausgezeichnete Erfiillung
besitzt?!), so ist B auBerdem ein S-Ausdruck, w. z. b. w.

Arbeit : Ober einen Godelschen Reduktionssatz der logischen Entscheidungs-
theorie (erscheint demn#chst) eingefiihrt. Ich habe dort der Definition folgende,
der oben angegebenien gleichwertige, Fassung gegeben: Ein Z#hlausdruck,
welcher die Funktionsvariablen R,, R, enthdlt (die iibrigen Funktionsvariablen
desselben seien Fy, Fi,..., F;), ist ein g-Ausdruck, wenn es, falls er iiber-
haupt erfiillbar ist, einen Individuenbereich §" und ein den Zihlausdruck in '
_erfilllendes System von Funktionen Fy, Fy,..., F}, R}, R, gibt, so daB durch
die Funktion R{(z, x) & R;(z, y) eine eineindeutige Abbildung der Elemente z
aus &' auf die Paare von Elementen [x,)] aus J' geleistet wird. Ein solches
Erfiillungssystem Fy, Fj,...,F/, R}, R; in & bildet ein ausgezeichnetes Er-
fiillungssystem des Zihlausdrucks.

18) Es wird hier gemeint, daB fiir die Nennform & (x,y,z2) der Funk-
tionsvariable @ der Ausdruck R;(x,y) & Ry(x,2) zur Einsetzung angegeben
ist. (Bez. der Einsetzungsregel fiir Funktionsvariable vgl. das in FuBnote 3)
zitierte Werk, S. 90.). .

1) Zwei Zihlausdriicke - mégen gleichwertig in bezug auf die Erfiill-
" barkeit ‘oder kurz gleichwertig heifien, wenn sie entweder beide erfiillbar oder
beide nicht erfiillbar sind. .

20) Da ja die Funktion @ (x,y, z) eineindeutig die Elemente x aus &
auf die Paare [y, 2] von solchen abbildet.

21) Dies ergibt sich so: Ist B iiberhaupt -erfiillbar, so ist es, nach .dem
oben 'Bewiesenen, auch A. Aus der Erfiillbarkeit von A folgt aber, wie wir
ebenfalls oben bewiesen haben, die Existenz einer ausgezeichneten Erfiillung
von B.
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Satz 15. Zu jedem Zdhlausdruck A IdBt sich ein gleich-
wertiger y-Ausdruck B angeben, der aufer der ausgezeichnefen
Funktionsvariable @ nur einstellige Funktionsvariablen enthdlt.

Beweis. Es sei A ein vorgegebener Zahlausdruck, F,, F;,.... F,
die in ihm figurierenden mehrstelligen Funktionsvariablen und
& &, ..., & seine eirstelligen Funktionsvariablen ; F; soll r-stellig
sein (r;>1 ftir i=1,2,...,k). f,fs,---, [ seien k einstellige
Funktionsvariablen, die voneinander und von g, &,..., & Ver-
schieden sind, ferner sei B der Zahlausdruck, welcher aus A entsteht,
indem man fir die Funktionsvariable F;(%,,x,, ..., Xy, vr) %)

""—l ’

den Ausdruck (Ewvp)yi™! [f,.(vl)&z @(v,.,v,.ﬂ,x,.)] einsetzt (fur
=1

i=12,...,k).

Der Zahlausdruck B enthilt aufier der ausgezeichneten Funk-
tionsvariable @ nur noch einstellige - Funktionsvariablen, nidmlich
Juskore s for &y &ay - -, &5 wir zeigen, daB B ein mit A gleich-
wertiger y-Ausdruck ist. Ist A erfiillbar, so ist es, nach dem be-
‘kannten Lowenheim—Skolemschen Satz28), -auch im Bereich der
natiirlichen Zahlen 3 erfiillbar. F, F;,...,Fi, £,8,..., 8 sei
dann ein den Zihlausdruck A in 3 erfilllendes System. @&’ (x, y, 2)
sei eine Funktion, die eineindeutig die Zahlen x auf die Zahlen-
paare [y, 2] abbildet ; es geniigt etwa @’ (x, y, 2) =[x=2""".(22—1)]
zu setzen. Wir defmleren die Funktionen fl,fz,...,f,,’ durch die
Festsetzung

""—l

)= (Eye);i_l (E%);i F{ (Y1 Yar-ees Vre1,Vr;) &'ZQD' (W), Ve, Vi) |5
. Jj=1

firi=1,2,...,k

Die Funktionen f,f5,...,f., 2,8,...,&,® bilden dann
eine ausgezeichnete Erfiillung des Zdhlausdrucks B, da ja wegen
Satz 9 offenbar

r; -1
Fi, (xh Xs) - . x'.—lr 1),-') -— (Eve)r'- ll: i,(vl) & Z; 14 (’U,-, Vit1s xi)]
j= .

22) Bez. der Bezeichnung der letzten Variable der Nennform von
F; mit vr; statt xr, vgl. FuBnote 14).

2) L. LOWENHEIM Uber Mﬁghchkelten im Relativkalkiil, Math. Annalen,
76 (1915), S. 447—470, insb. Satz 2; TH. SKoLEM, Logisch-kombinatorische
Untersuchungen iiber Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Sitze
usw., Vidensk.-Selsk. Skrifter, Mat.-Natuiw. Klasse, 1920, Nr. 4 S. 1-36,
insb. S. 3—10.
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besteht (flir i=1,2,.... k). Also: Ist A erfilllbar, so hat B
eine ' ausgezeichnete Erfiillung. Ist nun umgekehrt B erfiillbar,

44 (44

o8& &7, @7 ein Erfilllungssystem von B in

&’ und werden die Funktionen F’, F;,..., F,” durch die Fest-
setzungen ’

3 - 1
F/(Xy, X3y o oy Xpmg, 0 =(E v(,)j"'l [f,-” (vl)&_zl D" (v}, Vjs1, x,-)],
J=

fir i=1,2,...,k definiert, so erfiillt das System F,’, F,’, . F
g, 8, ...,g offenbar A. Also: Ist B erfiilibar, so ist es auch A.
Aus diesen beiden Tatsachen folgt die Gleichwertigkeit der Aus-
driicke A und B und auBerdem, da B y-Ausdruck ist, w. z. b. w.2%)

Satz 16. Zu jedem Zihlausdruck A ldBt sich ein gleichwer-
tiger g-Ausdruck B angeben, der auper den ausgezeichneten Funk-
tionsvariablen R,, R, nur einstellige Funktionsvariablen enthdlt.?®)

Sei A ein vorgegebener Zihlausdruck, F,, F,, ..., F, seine
mehrstelligen und g, g,..., g seine einstelligen Funktionsvariablen ;
F; soll r-stellig sein. fi,f,,...,f. seien k einstellige Funktions-
variablen, die voneinander und von g,,8,,...,& verschieden sind,
ferner sei B der Zihlausdruck, welcher aus A entsteht, indem man
fir die Funktionsvariable - F,(x,, x,, ..., X, ,, v,,) den Ausdruck

ri-1 .
(E’Up);r ! [f. (”1) &J—-——Zl (Rl (v;’, 'Uj+1) &R, ('”ir xj))]

einsetzt (fiir i=1,2,..., k).

Der Zihlausdruck B enthdit auBer den ausgezeichneten
Funktionsvariablen R,, R, nur noch einstellige Funktionsvariablen,
ndmlich f,fs, ..., [, &1, & - .., & und man zeigt leicht, indem
man #hnlich wie beim Beweis von Satz 15 vorgeht, aber jetzt
statt Satz 9 den. Satz 10 beriicksichtigt, daB A mit B gleichwertig

2) Zum Beweise des Satzes 15 konnte man fiir F; (x1, xa,..., Xri—1, 9r;),
. V'".-l
statt den Ausdruck (Evg)?"'[f.- @) & D’ 65, v, X; )], mit gleichem Erfolg
j=1
) 1 r.-—l . :
auch (ve)y' [ D 8@, vje1, X;) +fi(n )] einsetzen. Nur miite man sich dann
=
mit der zweiten Darstellung in Satz 9 bedienen.
25) In Satz 16 ist schon der bekannte Ldwenheimsche Reduktionssatz
(Vgl. die in FuBnote %) angefiihrte Arbeit, insb. § 4) enthalten, da ja B nur
einstellige und (zwei) zweistellige Funktionsvariablen besitzt.
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ist und B auBerdem ein g-Ausdruck ist. Einen anderen Beweis
erhdlt man, indem man auf Satz 15 unmittelbar Satz 14 anwendet.

Satz 17. Zu jedem Zdhlausdruck A ldgt sich ein gleichwer-
tiger y-Ausdruck B angeben, der aufer der ausgezezdmeten Funk-
tionsvariable ® (x,y, 2) nur einstellige Funktionsvariablen enthdlt und
auperdem ein Skolemsches Prdfix besitzt : (x,) (X,) - .. (X,) (Ey)
(Eys) ... (Ey,).*) .

Wegen Satz 15 geniigt es Satz 17, statt fiir beliebige Zahl-
ausdriicke A, fiir y-Ausdriicke, in denen auBer der ausgezeichneten
Funktionsvariable @ nur noch einstellige vorkommen, zu beweisen.
Sei nun A ein solcher Zihlausdruck. A kdnnen wir uns ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit in der pridnexen Normalform
denken. Es kann auch vorausgesetzt werden, daB das Préfix von A
mit einem Allzeichen beginnt und mit einem Seinszeichen endet®").
Das Prafix von A hat dann einen Grad 28) n. Zum Beweise von
Satz 17 geniigt es also nur noch zu zeigen:

Satz 18. Zu jedem y-Ausdruck n-ten Grades (n> 1), welcher
auper @ nur einstellige Funktionsvariablen enthdlf, ldBt sich ein
gleichwertiger y-Ausdruck (n—1)-ten Grades angeben, der aufer
@ nur einstellige Funktionsvariablen enthdlt.

Sei
(x (Exp)riia (Xo)erea (E "o)rgn (xe):,'.'_ﬁl (Exe)::+19[(x1; Xgy oo vy Xs,)
n<s<n<s<...<r,<s,) ein y-Ausdruck n-ten Grades, der
auber @ nur noch die einstelligen Funktionsvariablen f,, f,, ..., 1.
enthdlt. Auf diesen wende man das bekannte Skolemsche Ver-

26) Bekanntlich kann man jeden Zahlausdruck auf eine Art Normalform
bringen (prinexe Normalform), in der am Anfang ein System von unverneinten
Quantoren (All- und Seinszeichen) steht; das voranstehende Quantorensystem
nennen wir nach K. GopeL (Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen -
Funktionenkalkiils, Monatshefte fir Math, und Phys., 317 (1930), S. 349—360)
das Prifix des Zihlausdrucks. Eine prinexe Normalform, in der die All-
zeichen sdmtlich den Seinszeichen vorangehen, nennen wir eine Skolemsche
Normalform und das entsprechende Prifix nennen wir ein Skolemsches Prifix.

€7) Vgl. dariiber S. 352 der in FuBnote %) zitierten Arbeit von GODEL.
Fiir F(x) braucht man aber keine neue Funktionsvariable zu nehmen; es
gentigt eine schon in A vorkommende.

'%8) Der Begriff ,Grad eines Prifixes“ soll im selben Sinn verstanden'
werden wie in der in FuBnote 2) zitierten Arbeit- von GopEw (S. 352). Prifixe
ersten Grades sind die Skolemschen Prifixe. Priénexe Normalformen, die ein
Prifix n-ten Grades besitzen, sollen Ausdriicke bzw. Normalformen n-ten
Grades heiBen..
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fahren®?) an, nur mit dg:r Modifikation, daB man statt der
dabei iiblicherweise verwendeten s;-stelligen Funktionsvariablen
F (x5 X35 .« +y X5y, ¥s,) den Ausdruck

Ei [ fr) 8 5 0 03,010, %) |

setzen soll®®), wobei f,,, eine von f, f;, .. ., f. verschiedene Funk-
tionsvariable ist. Der erhaltene Zihlausdruck enthilt dann, auBer @,
nur die einstelligen Funktionsvariablen f,, f;, ..., fi, fis1, 4Bt sich
auf die prianexe Normalform (n—1)-ten Grades bringen und ist
auferdem ein mit dem vorgegebenen Ausdruck gleichwertiger
v-Ausdruck. Das letztere ergibt sich folgendermafen: Ist der vor-
gegebene Zihlausdruck erftillbar, so hat er, als y-Ausdruck,
eine ausgezeichnete Erfilllung, etwa f), f3,..., fi, @ tiber J. Wir
setzen

fl:all (vl) 'E'(,Eyo):l - (E'L’e);l (x(’)::+1 (Exo)::n» (xg):,','_1+l (Exo):‘:+ 1 [Sl[/ On,

8, —1
H y2: sy }’s,-n vau x8,+1! ey xs,,)'&'zl. @, (’U,-, vi+11 J’.)] ]
=

wobei U’ den durch Einsetzung der f/, @ an Stelle der f,, @ aus
A entstehenden Ausdruck bedeutet. Man zeigt leicht, indem man
Satz 9 berticksichtigt, daB f. f;, ..., fi, fi.1, @ eine ausgezeichnete
Erfiilllung des erhaltenen Zahlausdrucks ist. Ist umgekehrt der er-
haltene Zahlausdruck erfiillbar und f/’, £, ..., f., fisy, @ irgendein
Erfilllungssystem, so zeigt man leicht, indem man d&hnlich wie
beim unmodifizierten. Skolemschen Verfahren argumentiert, daB
. S, @ den urspriinglichen (vorgegebenen) Zahlausdruck
erfiillt, Damit ist aber Satz 18 und daher auch Satz 17 bewiesen.

Satz 19. Zu jedem Zahlausdruck ldpt sich ein gleichwertiger
B8-Ausdruck angeben, der aufer den ausgezeichneten Funktionsva-
riablen R,, R, nur einstellige Funktionsvariablen enthdlt und aufer-
dem das Skolemsche Prifix besitzt.

Der Satz 19 wird 4dhnlich wie Satz 17 bewiesen. Nur soll jetzt,

29) Vgl. die in FuBnote 23) zitierte Arbeit von SkoLEwM, insb. S. 4—6.
Vgl. auch die in FuBnote %) zitierte Arbeit von GopEL, insb. S. 353.

30) Diese an das Skolemsche -Verfahren angebrachte Modifikation er-
laubt uns den Grad n auf n—1 mit Hilfe einer einzigen einstelligen Funktions-
variable, statt mit einer s;-stelligen, herabzusetzen. Eine andere Modifikation
hat GépeL an das Skolemsche Verfahren angebracht um, statt einer s,-stelligen,
mit s, zweistelligen Funktionsvariablen auszukommen; vgl. FuBnote 19).
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-1
statt (Evt,)i“'[fm(v,) & 21 D (v;, V41, x,)], beim Skolemschen Ver-
- J=

5 -1
fahren der Ausdruck (Ev,);*” l[f,,“(v,) & 2 (R, (v, v;41) & Ry (v;, x,.))]
. j=1

verwendet werden und statt Satz 9 soll jetzt Satz 10 berticksichtigt
werden. Einen anderen Beweis erhdlt man, indem man auf Satz 17
unmittelbar Satz 14 anwendet.

Die Sitze 15, 16, 17 und 19 kbnnen selbstverstindlich auch
als Reduktionssédtze des Entscheidungsproblems aufgefaBt werden.
Satz 17, als Reduktionssatz aufgefaBt, besagt, daB man sich beim
Erflillbarkeitsproblem, ohne Beeintrdchtigung der Allgemeinheit,
auf solche Zahlausdriicke beschranken kann, die die Skolemsche
Normalform haben, y-Ausdriicke sind und, auBer der dreistelligen
ausgezeichneten Funktionsvariable @, nur einstellige Funktions-
variablen enthalten. Satz 19 besagt, daB man sich beim Erfiilibar-
keitsproblem auf solche Zahlausdriicke beschrinken kann, die die
Skolemsche .Normalform haben, 8-Ausdriicke sind und, aufier den
ausgezeichneten Funktionsvariablen R,, R,, nur einstellige Funktions-
variablen enthalten. :

Diese Reduktionssitze lassen sich in verschiedenen Richtungen
verschirfen. Eine Verschdrfung besteht darin, daf wir die An-
zahl der einstelligen Funktionsvariablen, die in diesen Reduktions-
sdtzen unbestimmt ist, niher bestimmen. Dies gelingt, indem wir
ein Resultat von ]J. HERBRAND®!) berlicksichtigen. Dieses Resultat
besagt, daB man sich -beim Erfiillbarkeitsproblem,- ohne Beein-
trachtigung der Allgemeinheit, auf solche Zahlausdriicke beschrin-
ken kann, die eine einzige, und zwar dreistellige Funktionsvariable
enthalten. Sei A ein solcher Zihlausdruck und ¥ (x, y, z) die ein-
zige vorkommende Funktionswariable. Wir setzen in A fir ¥ (x, y, 2)
den Ausdruck (Ev,) (Evy) [f(v:) & P (vy, v3, X) &P (v,, 2, y)] ein,
wobei f eine beliebige einstellige und @ die ausgezeichnete drei-
stellige Funktionsvariable ist. Der so aus A entstehende Zihlaus-
druck B enthdlt dann auBer @ nur die einzige einstellige Funktions-
variable f und ist ein mit A gleichwertiger y-Ausdruck. Dies letztere
wird genau so wie Satz 15 bewiesen. Wir haben damit den

31) J. HerBRAND, Sur le probléme fondamental .de la logique mathé-
matique, Sprawozdania z posiedzeri Towarzystwa Naukowego Warszawskiego,
Wydziat 111, 24 (1931), S. 12—-56, insb. S. 39—41.
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Satz 20. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf soldhe
Zdhlausdriicke besdirdnken, die y-Ausdriicke sind und aufer der
ausgezeichneten Funktionsvariable @ nur eine emslelltge Funktions-
variable enthalten. ‘

Aus Satz 20 und Satz 14 folgt sofort

Satz 21. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke besdirdnken, die p-Ausdriicke sind und aufer den
ausgezeichneten Funktionsvariablen R,, R, nur eine einzige einstel-
lige Funktionsvariable enthalten.

Wir wollen jetzt zeigen :

Satz 22. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrinken, die y-Ausdriicke sind, das Skolemsche
Prdfix (%)) (x3)...(x,)(En)(Eys)...(Ey,) besitzen und auper der
ausgezeichnelen Funktlonsvarzable 45 nur noch  drei einstellige
Funktionsvariablen enthalten.

Zu diesem Zweck zeigen wir zundchst:

Satz 23. Zu jedem Zihlausdruck lipt sich ein gleichwer-
tiger y-Ausdruck angeben, der ein Prdfix dritten Grades besitzt
und aupler der ausgezeichneten Funktionsvariable @ nur noch eine
einstellige Funktionsvariable enthdlt.

Sei A ein beliebiger Zihlausdruck. Nach einem von GODEL?)
herrithrenden Satz 148t sich zundchst zu A ein gleichwertiger
Zahlausdruck mit nur zweistelligen Funktionsvariablen und mit
Skolemschen Prifix angeben.??) Es sei

(x(’)lp (Exo)gH QI (xD Xgy oo oy xq) (P <¢I)

dieser Zdhlausdruck und F,(x,y), F,(x, ), ..., F.(x, y) seine Funk-
tionsvariablen. Es sei & (x,y, 2) eine dreistellige Funktionsvariable
und ¥y, ¥, ..., ), seien n gebundene Variablen, die voneinander
und von den Xx;,X,...,x, verschieden sind. Es bezeichne
B(x, X3, ..+, X3 V1, Y-, V,) den Ausdruck, der durch Einsetzung
der & (x,, x;, y;) an Stelle der F,(x, x;) (fir k,/=1,2,...,q und
i=1,2,...,n) aus A(x,, x,,...,x,) entsteht. Der Zahlausdruck

E D Ex| S0, x00+( 3 Fexx,008
/ &B(X, Xgs ooy X3 V15 Voo o o y,,)” &(Ex) @ (x, x, x)

&%) Vgl. die in FuBnote 13) zitierte Arbeit, insh. S. 441.
33) Man kdnnte an dieser Stelle Satz 19 anwenden; es genhgt aber der
schwichere Gddelsche.
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ist dann, wie man leicht beweisen kann,%¢) ein mit
(x(’)lg (EXO)IQ"FlaI(xl' Xgy ooy xq))

also auch mit A’ gleichwertiger Zahlausdruck, enthilt nur die
Funktionsvariable & und 148t sich auf eine prinexe Normalform
zweiten Grades bringen. Wird in diesem Zahlausdruck fur & (x, y, z)
der Ausdruck (Ev,))(Ev,) [fi(v)) & @ (v,, vy, X) & P (v, 2, ¥)] eingesetzt,
so entsteht ein mit A gleichwertiger Zahlausdruck B; der ein
y-Ausdruck ist, auBer @ nur noch eine (einstellige) Funktions-
variable f, enthdlt und der sich auBerdem auf eine pridnexe Nor-
malform dritten Grades bringen 146t. Dies letztere sieht man leicht
ein, indem man den Kern®) des vorletzten Zihlausdrucks (mit
der einzigen Funktionsvariable @) auf die konjunktive oder dis-
junktive Normalform bringt. Damit ist aber Satz 23 bewiesen.
Aus Satz 23 folgt aber auch sofort Satz 22. Ist ndmlich A ein
beliebig vorgegebener Zihlausdruck. so finden wir, wegen Satz
23, zunédchst einen gleichwertigen y-Ausdruck dritten Grades B
mit einer einzigen (ndmlich einstelligen) Funktionsvariable auBer
@. Um nun einen mit B, also auch mit A, gleichwertigen Zihl-
ausdruck ersten Grades, mit drei einstelligen Funktionsvariablen
und der dreistelligen ausgezeichneten @, zu erhalten, -geniigt es
auf B zweimal das Skolemsche Verfahren anzuwenden, nur aber
in der modifizierten Form, wie wir es beim Bewels des Satzes 18
verwendet. haben. _

Satz 24. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrdnken, die 8-Ausdriicke sind, das Skolemsche -
Prifix besitzen und aufer den zwei zweistelligen Funktionsvariablen
Ry, R, nur noch drei einstellige Funktionsvariablen enthalten.

Dieser Satz folgt sofort aus den Sitzen 22 und 14.

Satz 25. Beim Erfilllbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrinken, die. 3- Ausdriicke sind, das Gddelsche®®)

3) Vgl. dariiber L. KaALmMAR, Zum Entscheidungsproblem der mathe-
" matischen Logik, Vérhandiungen des. Internationalen Mathematiker- Kongresses
Zirich, 1932, Bd. I, S. 337—338.

3) So nennt man nach L. KaLMAr den von Quantoren freien Bestand-
teil einer prinexen Normalform. [Ober die Erfiillbarkeit derjenigen Z#hlaus-
driicke, welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten,
Math. Annalen, 108 (1933), S. 466—484.]

) GOpEL hat gezeigt, daB man sich beim Erfullbarkextsproblem auf
Zahlausdriicke mit einem Prifix der Form (x1) (x3) (x3) (Ey1) (Eya)...(Ey,)
beschrinken darf (Vgl. die in FuBnote 13) zitierte Arbeit).
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Prifix (x) (x) (x3) (Ey) (Ey,) .. .(Ey,) besitzen und nur 6 Funk-
tionsvariablen enthalten, ndmlich drei einstellige und drei zweistellige.

‘Sei A ein beliebiger Zidhlausdruck. Wegen Satz 24 finden
wir zu demselben einen - gleichwertigen Zihlausdruck B, der ein
g-Ausdruck ist, ein Skolemsches Préfix besitzt und aufier den
ausgezeichneten Funktionsvariablen R,, R, nur noch drei, ndmlich
_einstellige, Funktionsvariablen- enthdlt. Zum Beweise des Satzes 25
gentigt es nur noch zu zeigen, daf zu B ein gleichwertiger 8-Aus-
druck D konstruiert werden kann, der ein Godelsches Prifix besitzt
und nur sechs Funktionsvariablen enthalt, ndmlich drei einstellige -
und drei zweistellige.

Sei (X1 (EYo)t A (X1, Xas « « oy X3 Y1y Vas - - -, ) der -Ausdruck
B; seine Funktionsvariablen (auBier R, R,) seien fi, f;, fs. Wir be-
zeichnen mit C die Konjunktion der folgenden drei Formeln :

r—1 .
(Cl) (v) (Eve); (Ewe); (Eye): L;:(Rl (©i V1) &Ry (v, W;y) ) &
&9[(’0,, w2: Ws, LS | wr; yI) }’m A ﬂ}’a)] ’
(& D MED[R(Z X) &R (2, )],

(C) (M@ [(R(x, ) &R, (x, 2)»y=2) &(Ra(x, Y) &Ry (x, 2) > y=2)].

Der Ausdruck C enthilt dann dieselben Funktionsvariablen £, f,, f;,
R,, R, und auBerdem aber noch das Identititszeichen. Wir zeigen
jetzt, daB B mit C gleichwertig ist.

Ist der Zihlausdruck B erfiillbar, so hat er, als g-Ausdruck,
sogar eine ausgezeichnete Erfilllung, etwa fi,f;, fs, Ry, R; iiber .¥'.
Dieses Erfilllungssystem bildet dann auch eine ausgezeichnete
Erfiilllung von C. Sei namlich v, ein beliebig aus I’ vorgegebenes
Element. Wir bestimmen zundchst weitere 2.(r—1) Elemente v,
w, (i=2,3,...,r) rekursiv in Y, indem wir fiir i=1,2,...,r—1
das dem Elemente v; in der durch die Relation Rj(z, x) & R; (2, y)
geleisteten Abbildung ‘zugeordnete Elementepaar mit [viy, Wiyi]

r—1

bezeichnen, wodurch Z (R{(vi, 1) & R;(v;, w,y,)) richtig wird.
i==]".

Wegen der vorausgesetzten Erfilllbarkeit des Zihlausdrucks B
durch das System f7, f;, fs, Ry, R; konnen wir weiter zu den Ele-
menten v,, Wy, W;, ..., W, s Elemente ,,),,...,, in & finden,
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so daB U (v,, Wy, Ws, ..o, W,; V1, Vs - - -, ¥,) besteht?”); hiermit ist
aber C, als eine durch das System f], f;, f;, Ry, R, erfiillbare Formel
nachgewiesen®) und da ja C,, G, bei dieser Erfiillung offenbar
richtig sind, so gilt dasselbe auch fiir C.

Es sei nun umgekehrt f’, fy', /o', Ry’, Ry’ ein den Ausdruck
Cin einem Individuenbereich J” erfiillendes System und x;, x,,..., X,
irgendwelche r Elemente aus JY”; wir bestimmen zunichst weitere
r Elemente £, 1, ..., aus " rekursiv folgendermafen :

Wir setzen
(15) tL=x
und unter den gemdf C, existierenden Elementen greifen wir fiir
jedes Paar f;, x,.y_; (i=1,2,...,r—1) ein Element heraus und
bezeichnen es mit 7.

Dadurch sind die Elemente #,4,...,¢ in "’ definiert und
es gilt

(16) (PP t.) &Ry (t.'+1v x(r+l)—i)

fiir i=1,2,...,r—1. Setzt man hier r—i fiir i ein, so ergibt sich
(|71) ' 1”(t(r+1)—i’ tr—i)’

(172) s (Fsn-i> Xis1)

fir i=1,2,...,r—1. Wegen C, gibt es weiter fiir

(18) v =1, i }
Elemente v, w; (i=2,3,...,)und y; (i=1,2,...,5) in J”, so daB
(191) 1”(’0.': Vis1)s o

(‘g°2) s (’U.': Wi+l)

fir i=1,2,...,r—1 und )

(20) QI"('U,, W2: w;.;,...,w,; yliyﬁv . --»}’.)

bestehen.

Zwischen den v, und den frither definierten f#, besteht aber
die Beziehung

2 l) . Vi =1l11)i

fur i=1,2,...,r. Flir i=1 besteht sic wegen (18). Angenommen,
es sei v;=f,.;,_; bei einem i<r—1, dann gilt wegen (17'1)

37) %" bedeute den durch Einsetzung von f, f,, f;, R;, R; bzw. an Stelle
von f,, fy, fs, Ry, R, aus ¥ entstehenden Ausdruck. Analog unten %",

38) Die Tatsache, daB die ausgezeichnete Erfiillung von B auch den
Ausdruck C, erfiillt, kann auch leicht aus Satz 13 entnommen werden.
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V' (v;, £._;), was zusammen mit (19°1) gemdB C; v, =t,_; =¥ 1_G+1)
ergibt. Hiermit ist aber (21) durch Induktion bewiesen.
Tragen wir (21) in (17-2) ein, so erhalten wir R;'(v;, Xi\1)
fir i=1,2,...,r—1 und dies in Verbindung mit (192) ergibt
wegen C;

(22) Wit1 = X1

“fir i=1,2,...,r—1. Setzen wir weiter in (21) i==r, so erhalten
wir v,=1{,, was zusammen mit (15)

'U' .=x1

ergibt. Dieses und (22) in (20) eingetragen liefern A" (x;, x,,..., X, 5
YirVer .+« Y,), Wwomit (da ja x,x,,...,x, beliebige Elemente aus
& waren) B als in J” erfiillbare Formel nachgewiesen ist.

Die Ausdriicke B und C sind also gleichwertig und C la6t
sich auf eine Skolemsche Normalform mit nur 3 Allzeichen bringen,
die aber noch das =-Zeichen enthdlt. Eliminiert man dieses
nach dem Kalmar—Godelschen Verfahren®?) und fuhrt statt dessen
die Funktionsvariable R, ein, so erhdlt man einen mit C, also
auch mit A, gleichwertigen Zdhlausdruck D, welcher nur die sechs
Funktionsvariablen f,, f, f;, R,, R;, R; enthdlt und sich auf eine
Normalform mit einem Godelschen Prifix bringen 146t,4%) w.z. b. w.

Satz 26. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zahlausdriicke beschrdnken, die ein Prdfix der Form (x,) (x)) (Ey,)
(EYy) . ..(EY,) (xs) besitzen und nur6 Funktionsvariablen enthalten,
ndmlich drei einstellige und drei zweistellige.

. Satz 27. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche

Zdhlausdriicke beschrinken, die ein Prdfix der Form (x))(Ey)
(Ey) ... (Ey,_) (x3) (x5) (Ey,) haben und nur 6 Funktionsvariablen
enthalten, ndmlich drei einstellige und drei 2weistellige.

Die Beweise der Sitze 26 und 27 ergeben sich leicht aus
dem Beweise des Satzes 23. Es ist nur zu beachten, daB die
Konjunktionsformel C,&C,&C; sich auch auf eine prinexe Nor-
malform mit einem Prifix der Gestalt (x,) (x;) (EV) (E¥) . .. (EY.) (x5)
bzw. der Gestalt (x)) (Ey)(EYy)...(EY.-1) (x2) (x5} (Ey,) bringen

83) Vgl. L. KanMir, Eine Bemerkung zur Entscheidungstheorie, diese
Acta, 4 (1929), S. 248—252; vgl. auch die in Fufinote %) zitierte Arbeit von
GOpEL, insb. S. 356—357.

40) Aus dem Beweis ist efsichtlich, daB D sogar ein g-Ausdruck ist.
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146t41) und daB das Kalmar— Godelsche Verfaliren diese Prifixe
beizubehalten. erlaubt.

Satz 28. Beim Erfiilllbarkeitsproblem darf man sich auf Zahl-
ausdriicke beschrdnken, die y-Ausdriicke sind, die prdnexe Normal-
form mit nur drei Seinszeichen besitzen und aufer der ausgezeichneten
Funktionsvariable ® nur noch drei einstellige Funktionsvariablen
enthalten. .

Zum Beweis geniigt es, wegen Satz 22, zu zeigen, daB zu
jedem y-Ausdruck A mit Skolemschen Prifix und nur drei ein-
stelligen Funktionsvariablen (aufler der ausgezeichneten @) ein
gleichwertiger y-Ausdruck B angegeben werden kann, der genaa
dieselben Funktionsvariablen besitzt und im Prifix nur drei Seins-
zeichen enthilt. -

Sei nun A gleich (Xo)i (EYe)i ¥ (X1, Xay v s X, Y1y Vas e« 3 Vu)-
Die Funkiionsvariablen aus A seien f,, f,, f;, . Sei B die Kon-
junktion der folgenden beiden Formeln B,, B,:

s=1

’(xe)I (Evy) (ve); (we)i-l [2 D (v;, Vigr, Wi) >
(B) =
"’QI(XI’ xzv ey xr; le w2) LR ] Wc—lr 'U,)]‘ H
(By) - () (EY)(Ex) 2 (x,9,2).

Ist A -erfiillbar, so hat es, als y-Ausdruck, sogar eine ausgezeich--
nete Erfiillung, etwa f],f;, f;, @ in . Dieses Erfiillungssystem
biidet dann auch eine ausgezeichnete Erfillung von B. In der
Tat, — wie man leicht einsieht — besteht wegen Satz 12 fur je r
Elemente x,,X,,...,x, aus & die Aquivalenz

(Eyl?)lQI (xlr Xoy ooy X5 ylr yﬁs S ] y.) o~

s—1

~ (Evy) (”9); (We):-l L;;'@’ v, Vi1, W)~

*SX’ (xl: xﬂ) LIRS ] xr;' wl’ w2) ey wa—lv vu)] ?
" aus welcher sofort die Aquivalenz
(X (EYR W (X, Xay v oy X3 V1 Yoy ey V)

. s~—1
~ R ER) 00 007 [ 30 w50,
_’QI’ (xl~ xﬂy sy xr; wlo wﬂ) ey wa-‘—ly 'U,)]

] 41) An dieser Stelle, wie auch am Ende des Beweises von Satz 25, ist
die Aquivalenz (x) [f(x) & g ()]=[(x)f(x) &(¥) g (»)] zu beriicksichtigen.
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folgt. Da aber, gemif der gemachten Voraussetzung

(xO); (EyQ);SIl (x1_7 Xgy ooy X, y,]vyﬁy LS ] ya)
besteht (A’ bedeutet ja den aus A durch Einsetzung von f}, f;, fs, @’
an Stelle von f,, f;, f;, @ entstehenden Ausdruck), so folgt aus
der 'letzten Aquivalenz unmittelbar

g—=1

(xe)1 (Ev1) (ve)o (We)i™ [Z’ D' (v;, Vi, W;) >
*S‘)I, (xl)x2’ ey xf; wl). w2t WS) sevy W,_l, n)]

i fo fo, @ erfiillt also den Ausdruck B,, und da dasselbe offenbar
auch fiir B, besteht, so erfilllt das obige System auch B und
bildet dessen ausgezeichnete Erfiillung. Ist umgekehrt B erfiillbar,
U fi', @7 ein Erfiillungssystem in Y7, so erfiillt dieses System
auch A. Denn aus '

(x)1 (Evy) (vg)s (Wo)i~ [ 2 D" (v;, Vigr, W) >

»QI”(XII xz» AR | xr; wl) W2, LIRS ] Wu-l ’U.)}

folgt einerseits leicht

) @t g | S0y m)|-

*(x(‘);(Eva) (Ew()): IQI”(-xlv x2) LIRS ] xr; wl) Wz; AR ] 1—17 a)

andererseits folgt aus (x) (Ey) (E2) @’ (x, y, 2), wegen Satz 2, leicht

s~1

(v) (Eve)s (Ewg): ™ [ Z D" (v;, vy, W; )] Daher besteht also die

Formel (XQ)I(E'U,) (EWQ): IQI” (xl’ Xay ooy Xy Wiy Wo, 000y, Wy, n);
aus welcher, durch Unbenennung der Variablen,

(xo):(Ey(’):QIH (xl’ x2y e X }’1, .Vm .. '7y:)

gewonnen werden kann. B ist also ein mit A gleichwertiger y-Aus-
druck und 148t sich auBerdem auf die prinexe Normalform, mit
nur drei Seinszeichen im Prifix, bringen, w. z. b. w." Was die
Gestalt des Prifixes von B anbetrifft, so ist sie {ibrigens im grofien
MaBe willkiirlich; sie kann z. B. (xo)i(Evy) (Ey) (E2) (vp)y we); "
oder (x,); (Ev,) (vg)s (Wo): ™' (Ey)(EZ) — je nach Verlangen — lauten.
Satz 29. Beim Erfilllbarkeitsproblem darf man sich auf Zahl-
ausdriicke beschrdnken, die g8-Ausdriicke sind, ein Prdfix der Form

3
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(x) (%) . .. (x,,) (EV) (Eya) (EYs) (Xps1) Kmss) - - - (Xpns) besitzen und
aufer R,, R, nur noch drei einstellige Funktionsvariablen enthalten.

Satz 30. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrdnken, die g-Ausdriicke sind, ein Prdfix der
Form (x,) (%) . . . (X4) (EY2) (Xs2) (Xmsa) - -« (Xmsn) (EVs) EY5) besitzen
und aupfer R,, R, nur noch drei einstellige Funktionsvariablen
enthalten. .

Die Sitze 29, 30 gewinnt man leicht aus den Sétzen 28 und 14,
nebst obiger Bemerkung betreffend der Gestalt des Prifixes.

Satz 31. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf Zdhi-
ausdriicke beschrdnken, die auper fiinf zweistelligen Funktions-
variablen nur noch einstellige enthalten und ein Prdfix der- Form
(Ex)) (Ex;) (Exs) (Ex) (0) (0 (Ex5) (¥5) (V) - - - (1,) - besitzen

L. KALMAR hat bewiesen®?), daf -man sich beim Erfiillbarkeits-
" problem auf bindre*®) Zahlausdriicke mit einem Prifix der Gestalt
(Ex)) (Exy) . .. (EX,usy) (30) () (EX,) () (B)) - - - () Deschrénken
darf. Nun sind wir imstande, indem wir sein Verfahren tiberhaupt
nicht dndern, sondern es sfatt auf aligemeine, nur auf spezielle
Zihlausdrticke von der in Satz 30 genannten Gestalt anwenden,
zu zeigen, daB der Spezialfall m =5 und nur 5 zweistellige Funk-
tionsvariablen, statt einer unbestimmten "Anzahl, bereits mit dem
allgemeinen Entscheidungsproblem dquivalent ist. Es geniigt nur
. zu bemerken, dafi falls % (a. a. O. #?), S. 231) nur drei Seins-
- zeichen enthdlt (n,—=3) und die Anzahl der in U figurierenden
zweistelligen Funktionsvariablen gleich zwei ist (was wegen un-
seres Satzes 30 ausreicht), dann besitzt der mit U gleichwertige
Zahlausdruck B (a. a. O. ), S. 234) nur 5 Seinszeichen und
enthdlt auBer einstelligen Funktionsvariablen nur 5 zweistellige
Funktionsvariablen.

- Satz 32. Beim Erfilllbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrdnken, die g-Ausdriicke sind, ein Prdfix der
Form (x)) (x5) ... (x,) (Ey) (Ey)) (Eys)**) besitzen und auper R, R,

#) L. KaLmAr, Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem, diese Acta, 5
(1932), S. 222—236. Vgl. auch die FuBnote 5) der Arbeit: L. KaumAr, Uber
einen Lowenheimschen Satz, diese Acta, 7 (1934), S. 112—121.

4) D. h. die nur Funktionsvariablen von hdchstens zwei Argumenten
enthalten.

- 4) Dijeses Prifix kann in gewissem Sinne als Gegenteil des Godelschen
betrachtet werden.

~
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nur noch eine mehrstellige und drei einstellige Funktionsvariablen
enthalten. .

Sei A ein beliebiger Zahlausdruck. Wegen Satz 30 148t sich
zu A ein gleichwertiger B-Ausdruck B angeben, der ein Prifix
der  Form (x) (X)) ... (xn) (EV1) (Xps1) (Kmsa) - - - (Xinsn) (EV2) (EY5)
besitzt und aufier R,, R, nur noch drei einstellige Funktionsvariablen, -
etwa f,, f;, fs, enthdlt. Das Prifix von B ist von zweitem Grade:
Wenden wir nun auf B das Skolemsche Verfahren an (in unmo-
difizierter Form), so erhalten wir einen mit B, also auch mit A,
gleichwertigen Zihlausdruck C, welcher auBer f,, i, f;, R, R, nur
‘noch eine, namlich eine (m -- 1)-stellige Funktionsvariable enthiit
und welcher ein Prifix der Form (x)(x,)...(x,)(Ew) (Ey.) (Eys)
besitzt. C ist iibrigens — wie man leicht einsieht — sogar ein
B-Ausdruck. Damit ist Satz 32 bewiesen.

Satz 33. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrdnken, die y-Ausdriicke sind, ein Prdfix der
Form (%)) (x9) .. .(x,) (Ey)(Ey,) (Eys). besitzen und aufer ® nur
noch eine mehrstellige und drei einstellige Funktionsvariablen enthalten.

Satz 33 ergibt sich aus Satz 28 (nebst Bemerkung zu Ende
des Beweises) genau so, wie Satz 32 aus 30.

Satz 34. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf Zahl-
ausdriicke beschrdnken, die §-Ausdriicke sind, ein Prdfix der Form
(%) (xa) (xs) (E) (EV2) (Es) (%) (Xs) - . . (x,) OCesitzen und nur 6
Funktionsvariablen enthalten, ndmlich drei einstellige und drei zwei-
stellige.

Zum Beweise des Satzes 34 genligt es, wegen Saiz 25, zu
zeigen, daB zu jedem @-Ausdruck A mit Godelschem Préfix und
nur drei einstelligen und drei zweistelligen Funktionsvariablen ein
gleichwertiger 8-Ausdruck. B angegeben werden kann, der genau
dieselben Funktionsvariablen enthdlt und ein Priafix der Form
(1) (%) (x3) (Ep) (Eyy) (EYs) (%) (%) . . . (x,) besitzt. Sei nun A gleich
(x0) (x2) (%) (Epo)i A (%3, X35 Xs3 W1, Yoy - - -» 3,)- Die Funktionsvariablen
aus A seien fi,fs, fs, K1, Ra, Ry, Wir setzen B gleich der Kon-
junktion der folgenden zwei Formein B,, B,

(%) (%) (x5) (Evy) (V)2 (Wo):—l [z(Rl(vi) Vi) & Ko (v;, W)~
(B =t .
"QI (xlr xﬁ; xs; wl) w27 oy wa—l: v:)J ’

®) () (E9) (E2) (Ru(x, 9) & Rufx, 2)).

3
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Die Zihlausdrticke A und B sind dann gleichwertig; dies
wird ganz analog wie bei Satz 28 bewiesen, nur soll jetzt statt '
der zweiten Aquivalenz aus Satz 12 die aus Satz 13 beriicksichtigt
werden. B 148t sich weiter auf prdnexe Normalform mit einem
Prifix (x,) (x2) (xs) (Ev,) (EY) (EZ) (vp)s(We)i~"' bringen, womit Satz-
34 bewiesen ist. Da aber B sich auch auf prinexe Normalform
mit einem Prifix (x,) (x,) (Xs) (Ev;) (vo)s (We); ~* (Ey) (Ez) bringen
14Bt, so gilt auch folgender

Satz 35. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf Zahl-
ausdriicke beschrdnken, die 8-Ausdriicke sind, ein Prdfix der Form
(x2) (%5) (%) (Eyy) () (X5) - . . (x.) (Eys) (Eys) besitzen und nur 6
Funktionsvariablen enthalten, ndmlich drei einstellige und drei zwei-
stellige.

Wir beweisen jetzt den

Satz 36. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zdhlausdriicke beschrdnken, die (-Ausdriicke sind, ein Prdfix der
Form (x)) (xg) ... (x,)(Ey)) (Eys) (Eys) besitzen und nur 7 Funk-
tionsvariablen enthalten, ndmlich drei einstellige, drei zweistellige und
eine vierstellige.*®) .

Sei A ein beliebiger Zéhlausdruck. Wegen Satz 35 14t sich
zu A ein gleichwertiger g-Ausdruck B angeben, der ein Prafix
der Form (x,) (x;) (Xa) (Eyy) (x)) (x5) . . . (x,) (E2) (Eys) Desitzt und
nur 6 Funktionsvariablen enthdlt, ndmlich drei einstellige und drei
zweistellige. Das Préfix von B ist von zweitem Grade. Wenden
wir nun auf B das Skolemsche Verfahren an (in unmodifizierter
Form), so erhalten wir einen mit B, also auch mit A, gleichwer-
tigen Zihlausdruck C, der aufer den 6 Funktionsvariablen, die
schon in B vorkommen, noch eine vierstellige Funktionsvariable
enthalt und sich auf die prinexe Normalform mit einem Prifix der
Form (x,) (x5) ... (x,) (Ey) (Eys) (Eys) bringen laft, w. z. b. w.

Satz 37. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Zihlausdriicke beschrinken, die bindre f-Ausdriicke sind, ein Prifix
der Form (x))(x,).. (x Y(EV)(EY,) (Eys)(Ey,) besitzen und nur
3 einstellige und 7 zweistellige Funktionsvariablen enthalten.

Dieser Satz ergibt sich, dhnlich wie Satz 36, aus Satz. 35.

45) Satz 33 besagt, daB man sich beim Erfiillbarkeitsproblem auf Zihl-
ausdriicke der Form (x;)(xg)...(x,)(Ey)(Eys) (Eys) beschrinken darf, die,
statt 7, nur 5 Funktionsvariablen enthalten. Satz 33 ist aber doch- schwacher,
weil dort die Anzahl der Leerstellen einer Funktionsvariablen unbestimmt ist.
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Nur soll jetzt auf B, statt des unmodifizierten Skolemschen Ver-
fahrens, das durch Godel modifizierte Verfahren®) angewendet
werden. Dadurch werden statt einer vierstelligen Funktionsvariable
vier zweistellige Funktionsvariablen herangezogen; im Prifix er-
scheint aber jetzt noch ein Seinszeichen.

Satz 38. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
B-Ausdriicke beschrdnken, die ein Prdfix der Form (x,) (Ey,) (Eyy)...
(Ey,-1) (%) (Ey,) (nur zwei Allzeichen!) besifzen und aufer den
ausgezeichneten -Variablen R,, R, und drei einstelligen Funktions-
variablen noch das =-Zeichen enthalten.

Zum Beweise dieses Satzes gentigt es, wegen Satz 24, nur
zu zeigen, daB es zu jedem g-Ausdruck A mit Skolemschem Prifix
und nur drei einstelligen Funktionsvariablen (auBer R, R,) ein’
gleichwertiger @-Ausdruck B angegeben werden kann, der ein
Prifix der Gestalt (x,) (Ey,) (EYy) . - . (EY.-1) (x;)) (Ey,) besitzt und
auBer den Funktionsvariablen, die schon in A vorkommen, nur
noch das =-Zeichen enthiit. ' '

Sei nun A gleich () (EV)i% (X, Xas v s Xo3 Y1y Yar o v T
Die Funktionsvariablen aus A seien fi, f;, fs, Ry, R,. Wir setzen B
gleich ‘der Konjunktion der folgenden beiden Formeln : *7)

r—1

(00 Ex ) EW (B9, 0] S (@@ 0+vu=na

& (Ry(v;, t)—»w,.ﬂ=t))&91(v,, Wy, Wy,..., W,; Vs Yareers y,)]_,

G . ) ) (ED R %) &Ry(2, ).
Wir zeigen zundchst, daB A mit B gleichwertig ist.

Ist A erfiillbar, so hat er, als g-Ausdruck, sogar eine aus-
gezelchnete Erfﬁllung, etwa f7, fa, fs, Ry, R; liber . Dieses Erfill-
lungssystem bildet dann auch eine ausgezeichnete Erfilllung von B.
‘Sei ndmlich v, ein Dbeliebig aus ' vorgegebenes Element. Wir
bestimmen zunichst weitere 2.(r—1) Elemente v, w; (i=2,3,...,7)
rekursiv in. ', indem wir fiir i=1,2,...,7r—1 das dem Elemente
v; bei der durch die Relation R (z, x)&R,’ (2, y) geleisteten Ab-
bildung zugeordnete Elementepaar mit [v,,,, w,,,] bezeichnen, wo-

(B)

48) Vgl. die FuBnoten 13) und %),
47y Die Formel B; hat nur fiir r> 1 einen Sinn; es geniigt aber nur
diesen Fall zu betrachten, da ja der F_all r=1 sich in trivialer Weise erledigt.
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durch Z‘(R1 (vi, Viy1) & Ry (v, w,,)) und daher, wegen der Ein-
deuhgken der Abxldung, auch

t) Z((a (Wi, 1) > Vur =) & (R} (v, 1) > Wiy = 1))

richtig wird. Wegen der vorausgesetzten Erfilllbarkeit des Zzhl-
ausdrucks A durch das System f}, f;, f;, R/, R; konnen wir aber
zu den Elementen v, w2 Ws, ..., w, s Elemente y;,y,,...,¥, in
& finden, so daB W (v,,w,, Ws,...,W,; V1, Ve,-..,¥,) besteht;
hiermit ist aber B, als durch das System f;, f;, f:, R, R{ erfiillbare
Formel nachgewiesen und da ja B, bei dieser Erfiillung offenbar
richtig ist, so gilt dasselbe auch fiir B.

Es sei nun umgekehrt f’, £, £;’, R{’, R;’ ein den Ausdruck B
in einem Individuenbereich "’ erfﬁllendes System und x;, x,, ..., X,
irgendwelche r Elemente aus J”; wir bestimmen zunichst weitere
r Elemente ¢, £, ..., aus J” rekursiv folgendermaBen :

Wir setzen ‘

(23) - Lh=x

und unter den gemdB B, existierenden Elementen greifen wir fiir
jedes Paar f, x.,,_; (iI=1,2,...,r—1) ein Element heraus und
bezeichnen es mit £,,.

Dadurch sind die Elemente #,f,...,¢ in J’ definiert und
es gilt

(24) Y (Fenn £) &R (fiaa, Xgeany—i)

fir i=1,2,...,r—1. Setzt man hier r—1 fiir i ein, so ergibt sich
(25'1) 1 (foanoi Bo),

(252) © Ry (tesn—is Xin1)

fur i=1,2,...,r—1. Wegen B, gibt es weiter fiir

(26) v=1

Elemente v, w, (i=2,3,.. ., und y, (i=1,2,...,5) in &, so daB
(27'1) A (f)( [ (v ) > v =1),

2712) O R (v, ) >wi=1)

ftir i=1,2,...,r—1 und

(28) A (v, Wa, Woy oo, W5 Y0 W00 D))

bestehen.
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Zwischen den v; und den frilher definierten £, besteht aber
die Beziehung
(29) v, = f(r:i'l)—i
fir i=1,2,...,r. Flir i=1 besteht sie wegen (26). Angenom-
men, es sei v,=#,,,_; bei einem i=<r—1, dann ist wegen (25'1)
zunichst

(30) HE AR
Aus (27°1) folgt aber R’ ‘(v_, t_)»v,,=1I_,, was zusammen mit
(30) v,y =1,_; =1,y €rgibt. Hiermit ist aber (22) durch In-
duktion bewiesen. :

Tragen wir (29) in (25:2) ein, so erhalten wir

(31) . s (Vi) Xis1) N
fir i=1,2,...,r—1. ' o

Aus (27-2) folgt aber R} (v;, Xi41) > Wiy =Xy fiir i=1,
2,...,r—1, was zusammen mit (31)
(32) Wir1 = Xin1
fir i=1,2,...,r—1 ergibt. . :

Setzen wir weiter in (29) i=r, so erhalten wir v,=1#, was
zusammen mit (23) v,=1x, ergibt. :

Dieses und (32) in (28) eingetragen liefern QI" (X1, X3, o oy X, 3
Yi» Vo« V), womit (da ja x,, x,, .25, X, beliebige Elemente aus
& waren) A als in J erftilibare Formel nachgewiesen ist.

Die Ausdriicke A und B sind also gleichwertige 8-Ausdriicke
und B 4Bt sich, unter Beriicksichtigung der Aquivalenz

) F () &G @]~ [(x) F(x) & () G )],
auf die prinexe Normalform mit einem Prifix (vy) (Evp)s(Ew,)s
(Ey,); () (E2), also der gesuchten Gestalt, bringen, w. z. b. w.

Zum Schluf beweisen wir noch

Satz 39. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich auf solche
Ausdriicke beschrdnken, die aufer dem =-Zeichen nur 2wei,
ndmlich zweistellige, Funktionsvariablen enthalten und ein Prdfix der
Form (Ey,) (x1) (E¥2) (Es) - - - (EV.oy) (%) (EY.)- besitzen.

Zum Beweise geniigt es, wegen Satz 38, zu zeigen, daf zu
jedem Auscruck-A mit einem Préfix der Gestalt (x,) (Ey,) (Eys) ...
(Ey._)(x)(Ey,), der auBer dem =—-Zeichen nur 5 Funktions-
variablen, niamlich zwei zweistellige und drei einstellige, enthilt,
ein gleichwertiger Ausdruck B angegeben werden kann, welcher
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auBer dem =-Zeichen nur zwei zweistellige Funktionsvariablen
enthdlt und ein Prifix der Form (Ey,) (x,)(Eys) (Eys) AEY.)
(x;) (Ey,) besitzt. :
Sei nun A gleich (%) (Exp)r 2 (X,) (EX,) A (x,, Xa, . . -, X,)
und f, fi, fs, Ry, R, seien dessen Funktionsvariablen. Sei ferner y
eine von Xx,X,...,X, verschiedene gebundene' Variable und
B (x,, X3, - - -, X,,3; y) der Ausdruck, welcher aus W(x;,x;,..., X,)
hervorgeht indem man (ftr i=1,2,..:,m) R,(y,x) statt £, (x;),
R, (x,, y) statt f,(x;) und R,(y, x;) statt f,(x;) setzt. Der Ausdruck
B(x;, X3, ..., X,;y) enthdlt dann, auBer dem ==-Zeichen, nur
zwei Funktionsvariablen, namlich R,, R,. Wir._ bezeichnen mit B

folgenden Ausdruck:
m-—2
(B9 &) Exdf ™ (5.0 Ex)| (525 | 3=y e
& (xm—l\-=\y_’ (x‘m =y & % (xlr xﬂ; LY Xm ; y)))]) & (EZ) (z=y)E ¢

Die Ausdriicke A und B sind dann gleichwertig. Ist ndmlich A
erfilibar und f, f;, f;, R{, R; ein Erfillungssystem iiber &', a ir-
gendein von allen Elementen aus &' verschiedener Gegenstand.
und werden die Funktionen R (x,y), R;(x,y) auf den durch das
Element a vermehrten Bereich &' +{a} durch die Festsetzungen
R (@, x)~f, (x), R (x, a)~fi (%), R (@, x)~f; (x) fir x€Y er
weitert (Ry (a, a), R, (a, a), sowie R, (x, a) fiir x€J’ kbnnen beliebig
definiert werden), so erfiillen die so erweiterten Funktionen R,’, R;
offenbar den Ausdruck B in ' -+ {a}. Falls umgekehrt R,’, R;’ den
Ausdruck B in einem Individuenbereich 3" erfﬁllen dann glbt es
ein Element b in &”, so daB

(xl—b—»['g‘zx,—b&

& (%, =0+ (x, =b&B" (51, %, . .., X} b)))])&(Ez)(z b)‘

besteht.

- Werden die Funktionen f'(x), £y’ (x), fs’ (x) durch die Fest-
-setzungen  fi'(x) ~ R (b, %), fi'(x) ~Ry'(x, b), f3'(x)~ Ry (b,x)
definiert, so erftillen die, auf den Bereich J’—{b} beschrinkten,

(44

- Funktionen f’, £i’, fi', RY’, Ry’ offensichtlich den Ausdruck A
(] —{b} ist nicht leer, weil ja (E2) (z=10) in J" besteht).

(xl) (Exp)g~ (xm—l) (Ex.,)
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Die Ausdriicke A und B sind also gleichwertig und da B
sich — wie man leicht einsieht — auf die pranexe Normalform
mit einem Prifix (Ey) (x)) (E2)(EXg)s 2 (X-1) (EX,,). (also der ver-
langten Form) bringen 146t, so ist damit Satz 39 bewiesen.

Zusatz bei der Korrektur (28. April 1936).

Es ist mir inzwischen gelungen, die in vorliegender Arbeit
angegebenen Reduktionssitze des mengentheoretischen Entschei-
dungsproblems zu verschérfen und einige vollig neuen aufzustelien.
Auch einige in I enthaltenen Sitze, wie 8, 9 und 10, haben sich
* verschirfen lassen. Die Verschirfungen der Sitze aus I stehen
iibrigens mit den der Sifze aus II in gewisser Beziehung, da die
zweiten eben auf den ersten und auf einem vollig neuen Satz
beruhen. Nach diesen Verschdrfungen kann man ausnahmslos in
allen Sitzen vom 22 bis 39 die Anzahl der einstelligen Funktions-
variablen (dort wo sie tiberhaupt bestimmt ist) um zwei vermin-
dern. So zeigt z. B. die Verschdrfung des Satzes 25, daB das
Erfallbarkeitsproblem ftir A-Ausdriicke mit Gédelschem' Prafix und
(auBer Ry, R, und. dem =-Zeichen, oder auer R, statt des =—Zei-
chens) mit einer einstelligen Funktionsvariable bereits dem all-
gemeinen Entscheidungsproblem Hquivalent ist. Diese Resultate
‘beabsichtige ich in einer demnichst erscheinenden Fortsetzung zu
beweisen. Die in der Einleitung angekiindigte Ubertragung in den
beweistheoretischen Kalkiil wird spiter in einer besonderen Arbeit
geschehen. '

(Eingegangen am 23. Mdrz 1935.)



