Komplexe euklidische Riume von beliebiger
endlicher oder transfiniter Dimensionszahl.

Von Heinricr LOwiG in Prag.

In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, daB viele Sitze,
welche man bisher nur fiir den Hilbertschen Raum bewiesen hat,
.auch fiir beliebige euklidische Rdume, d. h. lineare metrische
Riaume, in denen ein inneres Produkt definiert ist, gelten, oder
— mit andern Worten — daB die Voraussetzung der Separabilitit
des Raumes, die man beim Beweise dieser Sitze bisher zu machen
pflegte, unwesenttich ist. Im ersten Paragraphen mogen zunichst
einige Vorbemerkungen iiber allgemeine komplexe lineare me-
trische Raume vorausgeschickt werden. Im zweiten Pragraphen
werden sodann Sitze iiber den komplexen Hilbertschen Raum
angefiihrt, welche man auf beliebige komplexe euklidische Riume
tibertragen kann, ohne dabei den Wohlordnungssatz zu beniitzen.
In § 3 werden schlieBlich noch einige Satze iiber komplexe eukli-
dische Rdume unter Benlitzung des Wohlordnungssatzes abgeleitet.

§ 1. Vorbemerkungen iiber allgemeine komplexe
lineare metrische Rédume.

Eine Menge R von Elementen , v, 3, ... heiBe ein komplexer
linearer Raum, wenn in ihr eine Addition ¢ +1y und eine Multi-
plikation ay mit einer komplexen Zahl a definiert sind und wenn
diese beiden Rechenoperationen den Gesetzen der affinen Vektor-
algebra geniigen. (Elemente linearer Raume wollen wir im
folgenden stets mit kleinen deutschen Buchstaben, komplexe
Zahlen mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben be-
zeichnen.)
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Ist auflerdem jedem Element r von % eine nicht negative
reelle Zahl |¢| (absoluter Betrag des Elements ) derart zugeordnet,
daB die Bedingungen.

n [¢|>0 fir r+0

(das Zeichen O soll auch das Nullelement von R bedeuten)
0] [t +yl<lcl+ 1yl

und

3 lagl=a] .||

(a beliebig komplex) erfiillt sind, dann wollen wir R einen kom-
plexen linearen metrischen Raumn nennen.

Definition 1. Die Teilmenge M des komplexen linearen
metrischen Raumes R heifie isomorph mit der Teilmenge Nt des
komplexen linearen metrischen Raumes &, wenn zwischen M und N
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der Beschaffenheit her--
gestellt werden kann, daf in dem Falle, daf die endlich vielen
Elemente ¢, (k=1,2,...,n) von T beziehentlich den Elementen
y, (k=1,2,...,n) von N zugeordnet sind, fiir belzebtge komplexe
Zahlen a, (k—l 2, ..., n) die Gleidiung

2 4G = Z (27%1)%

@
besteht.

(Die Gesamtheit der Elemente von %t von der Form Y a.r,
k=1

mit 1, €0 wollen wir in Anlehnung an HAUSDORFF 2, S. 295 —
siehe Literaturverzeichnis am Schlusse — die ,lineare Hiille* der
- Menge M nennen. — Das Wort ,isomorph“ wird hier in einem
andern Sinne gebraucht als bei BanacH 1, S. 180. Was hier iso-
morph heifit, nennt BANACH- ,dquivalent“.)

Definition 2. Isty, irgendein Element des komplexen linearen
metrischen Raumes R und ¢ eine beliebige positive reelle Zahl, dann
heipe die Menge der Elemente y von R, welche der Ungletdzung

C) lt—xl<e
.geniigen, eine starke Umgebung der Stelle t,.

Daher heifit 1, starke Haufungsstelle einer Teilmenge Mt
von R, wenn jede starke Umgebung von r, mindestens ein von r,
verschiedenes Element von 9 enthilt. Die Menge 9 heiBt stark-
abgeschlossen, wenn sie alle ihre starken Haufungspunkte enthilt.
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Eine Folge ¢, (n=1,2,3,...) von Elementen von R heifit stark
konvergent gegen das Element r von R, in Zeichen

6) lim r,=1,

wenn jede starke Umgebung von ¢ von einer gewissen Stelle an-
gefangen alle Glieder der Folge r, enthidlt; das bedeutet aber:

) lim g, —z|=0. -

Offenbar ist eine Teilmenge M von R dann und nur dann stark- -
abgeschlossen, wenn aus r, €9t und lim y,—g stets €M folgt.

n->owo

Die Menge der starken Hdufungsstellen der linearen Hiille einer

Teilmenge Pt von R -heife — wieder in Anlehnung an Haus-

DORFF 2, S. 295 — die starkabgeschlossene lineare Hiille von 9t.
Definition 3. Eine Folge r, (n=1,2,3,...) von Elemen-

ten von R heifle eine starke Fundamentalfolge, wenn

@® lim g, — .| =0

n-—»o

L
—

ist.

Definition 4. Eine Teilmenge T von R heife stark-
vollstdndig, wenn es zu jeder starken Fundamentalfoige ¢,
(n=1,2,3,...) von M ein Element x von M mit

" gibt.

Aus der Starkvollstindigkeit folgt die Starkabgeschlossenheit,
aber nicht umgekehrt; ferner ist mit einer starkvollstindigen Menge
offenbar auch jede isomorphe Menge starkvolistindig, wéahrend
einer nur starkabgeschlossenen Menge diese Eigenschaft nicht zu-
kommen muB. Ist die starkabgeschlossene lineare Hiille B einer
Menge M starkvolistdndig, dann wollen wir P auch die stark-
vollstdndige lineare Hiille von 9t nennen. Andernfalis wollen wir
sagen, daB die starkvollstindige lineare Hille von Pt in R nicht
existiert. Offenbar gilt der -

Satz 1. Sind zwei Teilmengen komplexer linearer metrischer
Rdume isomorph, dann sind auch ihre starkvollstdndigen linearen
Hiillen isomorph, falls sie existieren.

Denn bei der in Definition 1 erwihnten Zuordnung entspricht
jeder starken Fundamentalfolge der linearen Hiille von 9 eine
starke Fundamentalfolge der linearen Hiille von % und umgekehrt.

l'
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Es folgt weiter, daB diese Zuordnung auf genau eine Weise zu
einer entsprechenden Zuordnung zwischen den starkvollstindigen
linearen Hiillen von M und N erweitert werden kann.

Ist ein komplexer linearer metrischer Raum selbst starkvoll-
stindig, dann fallen die Begriffe der Starkabgeschlossenheit und
der Starkvollstindigkeit einer Teilmenge zusammen; daher ist
auch die starkabgeschlossene lineare Hiille einer Teilmenge von
selbst starkvollstdndig.

Jeden komplexen linearen metrischen Raum N, welcher nicht
starkvollstindig ist, kann man zu einem starkvollstindigen kom-
plexen linearen metrischen Raum erweitern; d. h. man kann einen
starkvollstindigen komplexen linearen metrischen Raum $H* ange-
ben, welcher eine mit R isomorphe lineare Mannigfaltigkeit ent-
hdlt. Man betrachte als die Elemente von R* die Gesamtheiten
dquivalenter starker Fundamentalfolgen von R. (Zwei starke Fun-
damentalfolgen &’ und ¢t (=1, 2, 3, ...) sollen dquivalent heifien,
wenn lim |r®—®|=0 ist.) Enthalten zwei Elemente ¢* und p*

n>rw

von R* die starken Fundamentalfolgen ¢, (n=1,2,3,...) und
p, (n=1,2,3,...) von R, dann seien r*+p* und ar* die Ge-
samtheiten derjenigen starken Fundamentalfolgen von %, welche
mit v, +y, (n=1,2,3,...) bzw. mit ax, (n=1,2,3,...) dquiva-
lent sind, und es sei
(9) |g*] = lim [g,].
" Man kann sich leicht tiberlegen, daB diese Definitionen alle ein-
gangs gemachten Voraussetzungen iiber komplexe lineare metrische
Raume erfiillen und da der so definierte komplexe lineare metri-
sche Raum wirklich starkvollstdndig ist. Diejenigen Elemente von
R*, welche aus starken Fundamentalfolgen von )t bestehen, welche
in N auch stark konvergieren, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit,
welche mit R isomorph ist, und R* ist die starkvolistindige lineare
Hiille dieser linearen Mannigfaltigkeit. Ersetzt man jedes der ge-
nannten Elemente ¢* von R* durch das Element von %, gegen
welches die starken Fundamentalfolgen von R, deren Gesamtheit
r* ist, konvergieren, dann wird R selbst eine lineare Mannig-
faitigkeit von R* und daher R* eine Erweiterung von R; wir
wollen diese Erweiterung die kleinste starkvollstindige Erweiterung
von R nennen. ,

Ist jedem Element r .eines komplexen linearen Raumes R
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ein Element Ar einés komplexen linearen 'Raumes G zugeordnet
und gelten dabei fiir beliebige r und y die Gleichungen

(10) A(x+y)=Ar+Ay
und :
an A (ay) =a (Ay),

dann heife diese Zuordnung A eine lineare Abbildung von R in €;
wenn dabei Ap wirklich ganz & durchléuft, eine lineare Abbildung
von R auf &. Sind R und & komplexe lineare melrisdie Raume
und ist die Menge der Zahlen |Ag| mit [f|=<1 beschrdnkt, dann
heiBe die- lineare Abbildung A beschrinkt und die obere Grenze
von |Ag] fiir |r]<1 werde mit |A| (absoluter Betrag der linearen
Abbildung A) bezeichnet. Durch diese Festsetzung wird die Menge
der beschrdnkten linearen Abbildungen von % in S selbst zu einem
komplexen linearen metrischen Raume. Ist #=&, dann heife A
auch ein linearer Operator in R. Ist © der komplexe lineare
metrische Raum der komplexen Zahlen, dann heifie A ein lineares
Funktional in R.

Definition 5. Es seien L, (k=1,2,...,n) endlich viele
beschrdnkte lineare Funktionale in R und € eine beliebige positive
reelle Zahl. Ferner sei g, ein beliebiges Element von R. Dann heifle
die Gesamtheit der Stellen-x von R, weiche den Ungleichungen
(12) IL,,(g—go)[<€ (k=lr 2: ey ﬂ)
geniigen, eine schwache Umgebung der Stelle g,.

(Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der von J. v.
NEUMANN 6, S. 379 gegebenen Definition. Man kann sich leicht
iberzeugen, dafl dieser Umgebungsbegriff im allgemeinen Falle

" ebenso wie in dem von J. v. NEUMANN behandelten Spezialfalle
den vier Hausdorffschen Umgebungsaxiomen gentigt.)

Daher heiit 1, sciwadhe Hdufungsstelie einer Menge It, wenn
jede schwache Umgebung von g, mindestens ein von r, verschie-
denes Element von I enthdlt. Eine Menge M heifit sciwadchaoge-
schlossen, wenn sie alle ihre schwachen Haufungsstellen enthdlt.
Eine Folge r, (n=1,2,3,...) heiBt schwach konvergent gegen das
Element 1, in Zeichen
(13) Lim g, =7,

fn-»w

wenn jede schwache Umgebung von r von einer gewissen Stelle
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angefangen alle Glieder der Folge r, enthdlt. Wie man sich leicht
tiberlegt, gilt der
Satz 2. Fiir das Bestehen der Gleichung

(13) Lim g, =¢

ist notwendig und hinreichend, daf fiir jedes besdirdnkte lineare
Funktional L in R die Gleichung

(14) limLy,= Ly

gelte.

Wie J. v. NEUMANN 6, S. 380, 381 zeigt, mub ein schwaches
Hiufungselement einer Menge nicht schwaches Grenzelement einer
Teilfolge der Menge sein.

Wir miissen nun einen Satz aus der Theorie der linearen
metrischen Riaume (S. z. B. HAUSDORFF 2, S. 306) beniitzen, der
folgendermalfien lautet :

Satz 3. Es sei M eine belicbige Teilmenge eines komplexen
linearen metrischen Raumes R und x, ein Element von R, welches
nicht der starkabgeschlossenen linearen Hiille von M angehiort. Dann
gibt es stefs mindestens ein beschrdnktes lineares Funktional L
in R von der Beschaffenheit, dap fir r€ M Ly=0 ist, wdhrend
Ly, 0 ist.

Dieser Satz wird in den meisten Abhandlungen nur fiir reelle
lineare metrische R&ume ausgesprochen und bewiesen. Aus der
Giltigkeit des Satzes fiir reelle lineare metrische Rdume folgt aber
leicht auch seine Giltigkeit fiir komplexe lineare metrische Riume.
Man kann ja jeden komplexen linearen metrischen Raum auch als
einen reellen linearen metrischen Raum betrachten; daher gibt es
unter den Voraussetzungen des Satzes 3 ein reelles beschrinktes -
lineares Funktional R (die Gleichung R(ar)=a (Rr) gilt jetzt nur
fiir reelles a) von der Beschaffenheit, daB Ry=0 ist, wenn g in
der komplexen linearen Hiille von 9 enthalten ist, wihrend
Rr,==0 ist. Nun setze inan

Lt = Rr—IiR (iy).
Dann ist L ein lineares Funktional von der in Satz 3 geforderten
Beschaffenheit.
Aus Satz 3 folgt sofort der

Satz 4. Jede schwache Hdufungsstelle einer Menge I gehort
der starkabgeschlossenen linearen Hiille von % an.
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Gehort ndmlich p, nicht der starkabgeschlossenen linearen
Hiille von 9t an, dann sei L ein beschrinktes. lineares Funktional
in ® mit Ly=0 fir g€M und Lg 0. Dann ist fir x €M

IL ¢ —1o)| =|L1o|40;
die Ungleichung '
ILE—x)|<e
. kann daher nicht fiir jede positive reelle Zahl & durch ein r €M
erfiillt werden.

Ein Spezialfall des Satzes 4 ist der
Satz 5. Ist

(13) Lim ¢, =1,
dann gehort ¢ der starkabgeschlossenen linearen Hiille der Menge
der Elemente y, (n=1,2,3,...) an.

Dieser spezielle Satz wird auch von BANACH 1, S. 134 aus-
gesprochen. Sein Beweis folgt hier einfach aus der Bemerkung,
daB beim Bestehen der Gleichung (13) ¢ schwache Haufungsstelle
der Menge der Elemente ist, welche in der Folge ¢, (n=1,2, 3,...)
vorkommen, wenn diese Menge nicht nur endlich viele von g ver-
schiedene Elemente enthilt.

Aus Satz 4 folgt ferner der

Satz 6. Jede starkabgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit ist
auch schwachabgeschlossen.

Wir wollen daher von nun an einé starkabgeschlossene lineare
Mannigfaltigkeit schlechthin als abgesdilossen bezeichnen. Ebenso
diirfen wir statt ,starkabgeschlossene lineare Hiille“ kurz ,abge-
schlossene lineare Hiille“ sagen. Satz 6 stellt eine Verallgemeinerung
eines Satzes dar, den E. ScHmipT 10 fiir den Hilbertschen Raum
bewiesen hat. (Vergleiche auch ]. v. NEUMANN 6, S. 396.)

Definition 6. Eine Teilmenge 0t von R heife schwach-
vollstindig, wenn sie in der kleinsten starkvolistindigen Erwei-
terung von RN schwadhabgeschlossen ist.

(Anmerkung. Die Worte ,schwachabgeschlossen und
»~Schwachvollstindig* werden sonst vielfach in der Literatur in
einem anderen Sinne gebraucht. Wir kommen weiter unten noch-
mals darauf zuriick.)

Jede schwachvollstindige Menge ist schwachabgeschlossen,
wihrend das Umgekehrte nicht gelten mufi. Mit einer schwach-



8 H. Lowig

vollstindigen Menge ist auch jede isomorphe Menge schwach-

vollstindig, wahrend einer schwachabgeschlossenen Menge diese
Eigenschaft nicht zukommen mub. Aus Definition 6 folgt ferner
unmittelbar, daB jede starkvollstindige lineare Mannigfaltigkeit
auch schwachvollstindig ist. Wir wollen daher von nun an eine.
starkvollstdndige lineare Mannigfaitigkeit schlechthin als ,vollstan-

dig“ bezeichnen. Ebenso wollen wir die Worte ,starkvollstindige

lineare Hiille“ und ,kleinste starkvollstindige Erweiterung“ durch
die Worte ,vollstindige lineare Hiille und ,kleinste vollstindige
Erweiterung“ ersetzen. — In einem vollstindigen komplexen linea-

ren metrischen Raume sind die Begriffe Schwachabgeschlossenheit
und Schwachvollstindigkeit einer Teilmenge K und ebenso die Be-
griffe Abgeschlossenheit und Vollstdndigkeit einer linearen Mannig-

faltigkeit identisch.

Definition 7. Eine Folge r, (n=1,2,3,...) von Ele-
menten von R heifle eine schwache Fundamentalfolge,
wenn fiir jedes beschrdnkte lineare Funktional L in N lim Lg,

n—>w

existiert.

Jede schwache Fundamentalfolge ist beschrdnkt. Fiir reelie
lineare metrische Riume ist dieser Satz bekannt; aus seiner Gil-
tigkeit fiir reelle lineare metrische Rdume folgt aber auch die Gil--
tigkeit ftir komplexe lineare metrische Rdume: man braucht nur
statt der Werte der beschrinkten linearen Funktionale Ly deren
reelle Teile zu betrachten.

Es kann vorkommen, daB eine schwache Fundamentalfolge
eines vollstindigen komplexen linearen metrischen Raumes nicht
schwach konvergiert. Es sei R die Menge der Nullfolgen ¢ = (x,,
X3, X3, .. .) mit |g|_- sug ]x| Dieser komplexe lineare metrische

Raum ist vollstdndig ; trotzdem bilden seine Elemente r,==(1, 0,0, ...),
.=(1,10,0,..), s=(,1,1,0,0,...),... eine, schwache Fun-
damentalfolge, welche nicht schwach konvergiert. Wéhrend man
einen komplexen linearen metrischen Raum stets so erweitern
kann, daf jede starke Fundamentalfolge stark konvergiert, gilt von
den sdwadhen Fundamentalfolgen das Entsprechende nicht. Es gilt
vielmehr der

Satz 7. Ist ¢, (n=1,2,3,...) eine schwache Fundamental-
folge eines volistindigen komplexen linearen metrischen Raumes R,
welche nicht schwach konvergiert, dann ist es auch unmiglich, R so
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zu erweitern, daf d_ieée schwache Fundamentalfolge schwadh konver-
gent wird. '

(Man kann daher R auch nicht zu einem komplexen linearen
metrischen Raum R* erweitern, der mit seinem bikonjugierten
Raum tibereinstimmt.)

Der Beweis des Satzes 7 ergibt sich unmittelbar aus Satz 5.

S. MAZUR 4 nennt einen (reellen) linearen metrischen Raum
schwachvollstdndig, wenn in ihm jede schwache Fundamentalfolge
schwach konvergiert. Unser Satz 7 sagt aus, daB ein komplexer
linearer metrischer Raum, der zwar vollstindig, aber nicht im
Mazursclien Sinne schwachvollstdndig ist, nicht zu einem im Ma-
zurschen. Sinne schwachvollstindigen komplexen linearen metri-
schen Raume erweitert werden kann.

§ 2. Siétze liber komplexe euklidische Rdume, die ohne Be-
niitzung des Wohlordnungssatzes bewiesen werden kdnnen.

Definition 8. Eine skalare Funktion f(g,vy) zweier ver-
dnderlicher Elemente eines komplexen linearen Raumes heife eine
hermiteische bilineare Funktion, wenn die Gleichungen

(14) £t 9) =F (1, 0) +F @ 0),
(1 flaz,n)=af(,v)
und

(a bedeutet die zu a konjugierte komplexe Zahl) allgemein gelfen.

Ist f(r,y) eine hermiteische bilineare Funktion, dann ist, wie
Gleichung (16) lehrt, f(x,r) stets eine reelle Zahl.

Satz 8. Ist die zu einer hermiteischen bilinearen Funktion
[, v) in einem komplexen linearen Raume R gehdrige hermiteische
quadratische Form (oder kurz hermiteische Form) f(x, r) positiv
definit — d. h. ist stets f(x,x) >0 fiir =0 — dann gelten fiir
beliebige Elemente y und vy von R die Ungleichungen

) |f ) P=f(x 1) f(y,1)
und '
(18) Vic+v t+9) =ViG ) +VF 0, ).

Beim Beweise der Ungleichungen (17) und (18) hat man nur die
Nichtnegativdefinitheit der quadratischen Form f(4r 4 uy, 4r + uy)
in den beiden reellen Verdnderlichen 4 und u zu beachten.
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Die Ungleichung (18) sagt weiter aus: ist die hermiteische
bilineare Funktion f(r,y) in einem komplexen linearen Raume R
so beschaffen, daB die hermiteische Form f(r,r) positiv definit
ist, dann kann man R dadurch zu einem komplexen linearen

metrischen Raume machen, daf man |r|=)f(z, 1) setzt. (DaB
dann auch die Gleichung (3) erfiillt ist, folgt aus den Gleichun-
gen (15) und (16).)

Definition 9. Ein komplexer linearer metrischer Raum,
der auf die eben angegebene Weise definiert werden kann, heife
ein komplexer euklidischer Raum. Die Funktion f(x, v)
heifie dabei das innere Produkt der beiden Elemente ¢ und y
und werde kurz mit (v, y) bezeichnet. .

Spezielle komplexe euklidische Riume sind der n-dxmen_—
sionale komplexe euklidische Raum (n eine natiirliche Zahl) und
der komplexe Hilbertsche Raum. Nach der Definition des inneren
Produktes besteht allgemein die Gleichung

(19) (@ r) =[]
Ferner folgt aus Ungleichung (17) die Ungleichung
(20) 1@ wi=lel- vl

welche man die Schwarzsche Ungleichung zu nennen pflegt. .
Satz 9. Ist ein komplexer linearer metrischer Raum R eukli-
disch, dann ist auch seine kleinste vollstindige Erweiterung R*
euklidisch.
Ist ndmlich r*€R*, p*€R*, 1. €R, 9, €N 1=1,2,3,..)),
lim ¢, =¢* und hm I),,—I) , dann braucht man, um die Rlchtlg-

n-—>o

keit des Satzes 94emzusehen, nur in R* das innere Produkt durch
die Gleichung

@y = lim (., v.)
zu definieren.

Satz 10. Zwei Teilmengen Bt und N komplexer euklidischer
Rdume sind dann und nur dann isomorph (Definition 1), wenn
zwischen Dt und N eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der
Beschaffenheit hergestellt werden . kann, daf3 in dem Falle, daf3 den
Elementen y, und y, von Wt die Elemente v, und vy, von N zuge-
ordnet sind, stets die Gleichung

(21) (r1, £2) = (v, D2)
besteht,
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Daf die angefiihrte Bedingung notwendig ist, folgt aus der
Identitat .
2 . 2
@ n)=‘§§”' | |+t if=2;
daB sie auch hinreichend ist, folgt daraus, daB man aus den
Gleichungen (21) mit Hilfe von (19) das Bestehen jeder Gleichung
von der Form (4) beweisen kann.

Satz 11. Zu jedem beschrinkten linearen Funktional L eines
vollstdndigen komplexen euklidischen Raumes R gibt es ein
(und daher auch nur ein) erzeugendes Element, d. h. ein Element
u von R von der Beschaffenheif, daf fiir jedes Element ¢ von R

(22) Ly=(z, u)
ist.

+II)’

Dafi Satz 1t fir endlichdimensionale komplexe euklidische
Rdume und fiir den komplexen Hilbertschen Raum gilt, ist be-
kannt. (S. z. B. F. Riesz 9, S. 28)) Um nun den Satz auch fiir
beliebige "vollstdndige komplexe euklidische Rdume zu beweisen,

bemerken wir zundchst, daB aus der Giltigkeit des Satzes fir

endlichdimensionale komplexe euklidische Rdume und fiir den
komplexen Hilbertschen Raum speziell folgender Satz folgt:

Satz 12. Ist L ein beschrinktes lineares Funktional in einem
- endlichdimensionalen komplexen euklidischen Raume oder im kom-

plexen Hilbertschen Raume, dann gibt es stets ein Element u des

betreffenden Raumes mit |u|=|L| und Lu= |ul®.

Weiter beweisen wir den folgenden

Satz 13. Gibt es zu einem beschrdnkten linearen Funktional
L in einem komplexen euklidischen Raume R ein Element u von R
mit ju|=|L| und Lu==|ul®, dann ist identisch

(22) - Li=(@ ).
Es sei zundchst (r, u)=0 und r==0. Dann ist fiir jede kom-
plexe Zahl 4
ILu+Ap)i<|L]. |u+t 2|
und daher
ILE42(Ly) [ <ILE(LE+IAR().

(Ly)

Nun setze man insbesondere 4= FOE Dann folgt



12 H. Lowig

(s E

e (1L |g+1Lz ) <O,
also Ly==0. Damit. ist die Gleichung (22) fiir den Fall bewiesen,
daB (g, u)=0 ist. Ist jetzt ¢ ein beliebiges Element von R, dann
ist

oder

(fuffr — @, Wu, u) =0,
daher nach dem eben Bewiesenen

L(jufPr — (&, W) u)=0,
oder

|[ul2Ly — (t, 8) Lu=0,
oder weil Lu=]|ul® ist,

(22) Ly=( u),
wie gezeigt werden sollte.

Andererseits kann Satz 12 auf beliebige vollstindige komplexe
euklidische Rdume iibertragen werden. Es sei L ein beschridnktes
lineares Funktional in einem volistindigen komplexen euklidischen
Raume R. Dann gibt es eine Folge von Elementeny, (n=1,2,3,...)
von R mit |g,j=1 (n=1,2,3,...) und lim Ly, =|L|. Hierauf sei

M die abgeschlossene lineare Hiille der Elemente ¢, (n=1,2,3,...).
Dann ist die obere Grenze von |Lx| fiir r €9 und {r|=<1 genau
gleich [L|. Andererseits ist aber 9t entweder ein endlichdimensiona-
ler komplexer euklidischer Raum oder ein komplexer Hilbertscher
Raum. Daher gibi es nach .Satz 12 ein Element u von I mit
|[u|=[L} und Lu=|uj®. Damit ist aber die zu Beginn dieses Ab-
satzes angefithrte Verallgemeinerung des Satzes 12 als richtig nach-
gewiesen. Aus dieser Verallgemeinerung des Satzes 12 und aus
Satz 13 ergibt sich jetzt sofort der zu beweisende Satz 11.

Definition 10. Eine lineare Mannigfaltigkeit I eines
komplexen eukltdzschen Raumes heifie reguldr, wenn man jedes
Element 3 vor R in Bezug auf W in eine T angentialkomponente t
und eine Normalkomponente n zerlegen kann, d. h. wenn man zu
Jjedem Element ¢ von R zwei ebensolche Elemente t und n angeben
kann, so daf '

(23) : r=t+n
ist, t M angehort und w zu allen Elementen von M orthogonal ist.
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Zwei Elemente r und y eines komplexen euklidischen Raumes
werden hier orthogonal genannt, ‘wenn (r, y)=0 ist; dann ist
wegen (16) auch (y, r)=0. Es ist klar, daB fiir eine bestimmte
lineare Mannigfaltigkeit M eine Zerlegung eines Elements g von
R von der hier betrachteten Art stets hochstens auf eine Weise
moglich ist. : -

Satz 14. Fiir die Regularitit einer linearen Mannigfaltigkeit
M von R ist notwendig, aber nicht hinreichend, daff M in RN ab-
geschlossen sei.

Beweis. Es sei M reguldr, r,eM (n=1,2,3,...) und
lim g, =1¢. Dann sei '

n-—>o

(23) r=1t+n

die in Definition 10 angefiihrte Zerlegung von r. Aus der Gleichung

lim r,=¢ kann man auf bekannte Weise schlieBen, dafl auch
N>
Jim (@, )=, n)

ist. Weil aber nach der Definition von n fiir n=1,2,3,...
(t., n) =0 ist, muB auch (r, n)=0 sein. Das ergibt aber zu-
sammen mit (23) die Gleichung y==t, d. h. daB ¢ M angehort.
Somit ist M abgeschlossen; damit ist die erste Behauptung des
Satzes 14 bewiesen.

Es sei andererseits R die Menge aller Zahlenfolgen y=(x,, X,...)
von der Eigenschaft, da8 von einer gewissen Stelle angefangen

x,,=% (2 fest) ist; ist auBerdem (y,, s, ...)==1, dann sei

(29) z+t)=\(x1+y1, Xo+ Yy, X+ Vs, .0)
(25) _ ay=(ax,, ax;, ax,...)

und

(26) @& 1) =2 Xh-

In dieser Menge, die mit den Definitionen (24), (25) und (26)
offenbar ein komplexer euklidischer Raum ist, sei I die lineare
Mannigfaltigkeit derjenigen Elemente = (X, X,, X, . . .), fiir welche
X=X, —Xs=...=0 ist. (Fir ¢€ miissen also insbesondere
von einer gewissen Stelle angefangen alle x,=—0 sein.) Diese
lineare Mannigfaitigkeit M ist offenbar in R abgeschlossen; sie ist

’
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1 1 1
2734
nicht in der Form (23) dargestellt werden kann.

Satz 15. Fiir die Regularitit einer linearen Mannigfaltigkeit
M von N ist hinreichend, aber nicht notwendig, daf3 D vollstdn-
dig sei,

Beweis. Es werde zundchst angenommen, da It voll-
standig sei. Dann sei ¢ ein beliebiges Element von R. Ist nun y |
ein in M veranderliches Element, dann stellt (y, r) ein beschrank-
tes lineares Funktional in M dar. Weil aber M ein vollstdndiger
komplexer euklidischer Raum ist, gibt es nach Satz 11 ein Ele-
ment t von M, so dab fir yeM

aber nicht reguldr, weil das Element (1, ) von R

(22a) =01
ist. Die Gleichung (22a) sagt aber aus, dafl das durch die Gleichung
(23) r=t+n-

definierte Element n von R zu allen Elementen v von 9 ortho-
gonal ist. Damit ist die Regularitdt von 9t bewiesen.

Es sei andererseits R die Menge aller Zahlenfolgen y=(x,,
X5, X3, ...) von der Eigenschaft, da von einer gewissen Stelle
angefangen x,=0 ist; ist (», ), ...)=1y, dann seien die Ele-
. mente r+1y und ax von R und die Zahl (x, y) wieder durch die
Gleichungen (24), (25) und (26) erklart. In dem so definierten
komplexen euklidischen Raume sei wieder M die Menge aller
Elemente 1 == (X, X;,...) mit x=x,=x,=...=0. Dann ist M
zwar reguldr, aber nicht vollstindig.

Es gilt also fiir lineare Mannigfaltigkeiten komplexer eukli--
discher Riume R das logische .Schema

Vollstandigkeit —— Regularitit —- Abgeschlossenheit.
Wenn R vollstdndig ist, sind alle drei Eigenschaften miteinander
dquivalent. '

Samtliche Ausfiihrungen des § 1 gelten natiirlich auch speziell
fiir komplexe euklidische Riume. Man beachte aber, daB in diesem
Paragraphen weder vom Satz 3 noch von einem derjenigen Sitze
Gebrauch gemacht wurde, welche in §1 aus dem Satze 3 her-
geleitet wurden; denn man kann ja in diesem Paragraphen die
Worte ,abgeschlossen“ und ,volistindig“, wo sie bisher vorge-
kommen sind, iiberall durch die Worte ,starkabgeschlossen“ und
»Starkvollstindig® ersetzen. Zum allgemeinen Beweise des Satzes 3
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fiir reelle lineare metrische Riume muB bekanntlich der Wohl-
. ordnungssatz herangezogen werden. Aus den bisherigen Ausfiih-
rungen dieses Paragraphen ergibt sich aber fiir den Fall eines
komplexen euklidischen Raumes ein Beweis des Satzes 3, der
ohne Beniitzung des. Wohlordnungssatzes auskommt.

Es sei also I eine Teilmenge eines komplexen euklidischen
Raumes R und z, ein Element von %, welches nicht der stark-
abgeschlossenen linearen Hiille von 9 angehort. Dann gehort r,
— als Element der kleinsten starkvollstindigen Erweiterung R* -
von R betrachtet — auch nicht der (in R* existierenden) stark-
vollstindigen linearen Hiille von 9 an. Nach Satz 15 gibt es nun
zwei Elemente t und n von R* von der Eigenschaft, daB

L=t+n

ist, t der starkvollstindigen linearen Hiille von 9t angehdrt und
n zu allen Elementen der starkvollstindigen linearen Hiille von Ot
orthogonal ist. Dabei muf also n == 0 und daher auch (o, n) = [n|?<=0
sein. Ist daher 1 ein verinderliches Element von R, dann stelit
der Ausdruck (z, n) ein lineares Funktional in R dar, welches den
Forderungen des Satzes 3 gentigt.

In den eben vorangegangenen Ausfuhrungen ist auch fol-
gender Satz enthalten:

Satz 16. Ist M eine Teilmenge eines vollstandtgen komplexen
euklidischen Raumes-R, deren abgeschlossene lineare Hiille nichi
mil R zusammenfillt, dann gibt es stets mindestens ein vom Null-
element verschiedenes Element von N, welches zu allen Elementen
von M orthogonal ist.

Fiir unvollstindige komplexe euklidische Rdume mufl dieser
Satz nicht gelten. Es sei 'R der komplexe euklidische Raum,
welcher im zweiten Teile des Beweises des Satzes 15 betrachtet
wurde, und M die Menge aller Elemente 1=(x,, X5, x5,...) von

N mit Z =0. Dann ist M eine in N abgeschlossene lineare

k=1
Manmgfaltlgkelt, die nicht mit N zusammenfallt. Trotzdem gibt es
kein vom Nullelement verschiedenes Element von 3, welches zu
allen Elementen von M orthogonal ist.

Dagegen gilt die Umkehrung des Satzes 16:

,QGibt es zu einer Teilmenge Y eines komplexen euklidischen
Raumes R ein vom Nullelement verschiedenes Element y, von ),
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welches zu allen Elementen von ™% orthogonal ist, dann fdllt die
abgeschlossene lineare Hiille von M nicht mit R zusammen.

fiir beliebige (vollstindige oder nicht vollstindige) komplexe eukli-
dische Rdume. Unter den hier gemachten Voraussetzungen kann
namlich offenbar das Element r, selbst der abgeschlossenen line-
aren Hiille von M nicht angehdren.

Wir haben in § 1 ein Beispiel fiir die Moglichkeit angege-
ben, daf eine schwache Fundamentalfolge eines vollstindigen
komplexen linearen metrischen Raumes nicht schwach konvergiert:
Ein solcher Fall kann in einem vollstdindigen komplexen euklidi-
schen Raume nicht eintreten, sondern es gilt der

Satz 17. In einém vollstindigen komplexen euklidischen Raume.
ist jede schwache Fundamentalfolge schwach konvergent.

Jeder vollstandige komplexe euklidische Raum ist also auch
im Sinne von MAZUR 4 schwachvollstindig. _

Beweis. Es sei ¢, m1=1,2,3,...) eine schwache Funda-
mentalfolge des vollstindigen komplexen euklidischen Raumes R.
Nach Definition 7 existiert also ftir beliebiges p€R lim (x,, v).

Dasselbe gilt daher auch von lim (y, r,). Der letztere Ausdruck

ist aber ein lineares Funktional in 1y, welches wegen der Be-
schrinktheit der Folge r, selbst beschrankt ist. . Also gibt es nach
Satz 11 ein Element ¢ von R von der Beschaffenheit, dabB fiir alle y

,.“fl, ®r)=01

oder

(27) Jlim (z,, y) =, v)

ist. Aus (27) folgt aber wegen der Sitze 11 und 2 die Gleichung
(13) Lim g, =p.

Damit ist Satz 17 bewiesen.
Aus Satz 17 folgt der allgemeinere .
Satz 18. Ist eine Teilmenge M eines (vollstindigen oder nicht
vollstindigen) komplexen euklidischen Raumes schwachvollstindig,
dann gibt es zu jeder schwachen Fundamentalfolge ¢, (n=1,2,3,...)
von M ein Element r von M mit

(13) Limg,=r.

n—>o

Der Beweis dieses Satzes, der ein Gegenstiick zur Definition 4
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darstellt, ergibt sich unmittelbar aus Definition 6 und aus Satz 17.
Aus Satz 17 folgt ferner, daf man einen komplexen euklidischen
Raum, in dem nicht jede schwache Fundamentalfolge schwach kon-
vergiert, zu einem. komplexen euklidischen Raume erweitern kann,
in dem jede schwache Fundamentalfolge schwach konvergiert.. (Ver-
gleiche dagegen Satz 7!) ' ‘

/Satz 19, Dafiir, dap eine Folge ¢, (n=1,2,3,...) von
Elementen eines komplexen euklidischen Raumes R eine schwache
Fundamentalfolge sei; ist notwendig und hinreichend, daf3 erstens die
Grenzwerte lim (¢,, 1) (k=1,2,3,...) alle existieren und zweitens

N> 00

die Folge der Zahlen |y,| beschrinkt sei.

DaB die beiden hier angefiiirten Bedingungen fiir die Eigen-
schaft der Folge r,, schwache Fundamentalifolge zu sein, notwendig
sind, ist fast unmittelbar klar. Beim Beweise, dafi diese Bedin-
gungen auch hinreichend sind, kann man ohne Einschrankung
der Aligemeinheit annehmen, daB 3 vollstindig ist; es ist namlich
offenbar die Folge p, dann und nur dann in R schwache Fun-
damentalfolge, wenn sie in der kleinsten vollstdndigen Erweiterung
von R schwache Fundamentalfolge ist. Wir woilen also annehmen,
es sei R vollstindig. Nun folgt aus der Existenz der Grenzwerte
lim (x,, r.) (k=1,2,3;...), daB auch lim (r,, y) stets existiert,

wenn y der linearen Hitlle der Elemente r, (k=1,2,3,...) ange-
hort. Es sei jetzt y ein Element der abgeschlossenen linearen Hiille
der Elemente ¢, (k=1,2,3,...) und g eine positive obere Schranke
fiir die absoluten Betrdge dieser Elemente. Dann kann man fir
jede positive Zahi e ein Element y* der einfachen linearen Hiille
der Elemente r, finden, so daB

—y*l<
Ir)ulg

ist. Sind andererseits. die natiirlichen Zahlen m und n groBer als
eine geeignet gewdihlte Zahl, dann ist wegen der bereits festge-
stellten Konvergenz von (t,, y*) fiir n>oo

[ %) — (.0 D)< _;_
und daher
o =G D =63 = o 11+ G500y =)=

=1t 1) — @ 991+ (2D by —v* <5+ 28 15 4g
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Also existiert lim (r,, ) auch stets, wenn p der abgeschlossenen

linearen Hillle der Elemente r, (k=1,2, 3,...) angehdrt. Ist end-
lich y ein beliebiges Element von R, dann gibt es wegen der
Volistindigkeit von R und nach Satz 15 zwei Elemente t und n
von R, so daf die Gleichung

y=t+n
besteht, t der genannten abgeschlossenen linearen Hiille angehort

und n zu allen ihren Elementen orthogonal ist. Dann ist aber fiir
n=123,...

(En’ I)) = (In! t)‘
Aus dieser Gleichung folgt aber, daf lim (r,,y) ftir beliebiges

- p€R existiert. Zusammen mit Satz 11 bedeutet das die Richtigkeit
der Behauptung, daB die Folge ¢, (n=1, 2, 3,...) eine schwache
Fundamentalfolge ist.

Satz 20. Sind §, (n=1,2,3,...) und y Elemente eines
komplexen euklidischen Raumes, dann ist fiir das Bestehen der
Gleichung

(13) Lim r,=g
notwendig und hinreichend, dap erstens die Gieichﬁngen
(28) ﬂlllll(gn! gk) = (g’ gk) (k= 17 21 3: o ')
" und ' -
(29) Jim @, ) =@ 1)

bestehen und zweitens die Folge der Zahlen |t,| beschrdnkt sei.
DaB die angefiihrten Bedingungen notwendig sind, ist wieder
unmittelbar klar. Beim Beweise, daB sie auch hinreichend sind,
kann man sich wieder-auf den Fall beschrinken, daB R vollstin-
v dig ist. Dann folgt aus den Gleichungen (28), aus der Beschrinkt-
heit der Folge Ir,| und aus den Sitzen 19 und 17, daB diese
Folge r, jedenfalls schwach konvergiert. Es werde Limy,=—1*

n>o

gesetzt. Dann folgt aus (28) (1*—i, r;)==0 und daher durch
nochmaligen Grenziibergang

t*—r, ") =0.
Andererseits folgt aus (29)
@ —r,1)=0.
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Durch Subtraktion . beider Gleichungen erhdlt man die zu bewei-
sende Gleichung *=r. .

Satz 21. Jede beschriankte unendliche Menge Dt eines kom-
plexen euklidischen Raumes enthdlt mindestens eine schwache Fun-
damentalfolge.

Beweis. Man greife aus T zundchst irgendeine Folge
t, (n=1,2,3,...) heraus. Dann sind die Zahlenfolgen (z,,t.)
(k=1,2,3,...) alle beschrankt. Daher kann man unter Anwen-
dung des Diagonalverfahrens (vgl. z. B. F. RiEsz 8, S. 57) aus
der Folge r, (n=1,2,3,...) ein Teilfolge r., (2=1,2,3,...) von
der Eigenschaft herausgreifen, daB die Grenzwerte lim (t.,, tx)

(k=1,23,.. .) alle existieren. Dann existieren insbesondere alle
Grenzwerte lim (g, g,.ﬂ) (8=1,2,3,...). Da andererseits die r,,

Elemente der beschrdnkten Menge P sind, bilden sie nach Satz 19
eine schwache Fundamentalfolge. Damit ist Satz 21 bewiesen.

MAzUR 4 nennt eine unendliche Menge 9t von Elementen
eines (reellen) linearen metrischen Raumes schwachkompakt, wenn
jede aus I herausgegriffene Folge mindestens eine schwache
Fundamentalfolge enthdlt. Mit dieser Benennung kann man daher-
Satz 21 auch so aussprechen: in einem komplexen euklidischen
Raume ist jede beschrinkte unendliche Menge schwachkompakt.

Satz 22, f(y) sei eine reelle Zahl, welche Funktion des Ele-
mentes y eines komplexen- euklidischen Raumes ist, welches in einer
beschrdnkten und in bezug auf die schwache Konvergenz perfekten
Menge % verdnderlich ist. Ist dann f(x) in Wt iiberall in bezug
auf die schwache Konvergenz stetig, dann besitzt f(x) in I eine
endliche obere Grenze g und es gibt auch mindestens eine Stelle
von M, an welcher f(xr) den Wert g wirklich annimmt.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des von HILBERT 3,
S. 200 ausgesprochenen Satzes. DaB die Menge I in bezug auf
die schwache Konvergenz perfekt ist, soll bedeuten, daB jede
schwache Fundamentalfolge von It gegen ein Element von M
schwach konvergiert und daB andererseits jedes Element ¢y von 9t
Grenzelement einer schwach' konvergenten Teilfolge von r ver-
schiedener Elemente von M ist. DaB f(r) in M tiberall in bezug
auf die schwache Konvergenz stetig ist, soll bedeuten, dafi aus
L.€EM (n=1,2,3,..) und Limg,=y (nach Voraussetzung gilt

 also r €M) stets lim f(r,) =f(x) folgt. -
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Beweis des Satzes 22. Es sei g die endliche oder un-
endliche obere Grenze von f(r) in M. .Dann gibt es also eine
Folge'r, (n=1,2,3,...) mit £, €M und lim f(¢,) = g. Diese Folge

ist beschrdnkt, weil die Menge 9 beschrinkt ist. Es gibt daher
nach Satz 21 eine Teilfolge 1, (@=1,2,3,...) dieser Folge,
welche schwache Fundamentalfolge ist. Diese Teilfolge konvergiert
aber nach der iber I gemachten Voraussetzung schwach gegen
ein bestimmtes Element g, von 9. Wegen der iiber f(r) gemach-
ten Voraussetzung mufi daher g endlich und f(x,) = g sein.

Aus Satz 21 folgt speziell (siehe Satz 17) daB jede beschrdnkte
unendliche Menge eines vollstindigen komplexen euklidischen Raumes
mindestens eine schwach konvergente Teilfolge enthdlf. Es gilt daher
erst recht der Satz: jede beschirinkte unendliche Menge eines voli-
stindigen komplexen euklidischen Raumes besitzt mindestens eine
schwache Hdufungsstelle.

Definition 11. Ein linearer Operator B in einem komplexen
euklidischen Raume R heifie zu dem linearen Operator A in R
adjungiert, wenn fiir beliebige Elemente ¢ und vy von R-

(30) (At; v) =, By)
ist.

Zu einem linearen Operator A in R kann es offenbar hoch-
stens einen adjungierten linearen Operator geben. Diesen zu A
adjungierten linearen Operator wollen wir, wenn er existiert, stets
mit A* bezeichnen. Wie man auf dieselbe Art wie im endlich-
dimensionalen komplexen euklidischen Raume und im komplexen
Hilbertschen Raume leicht schliefen kann, folgt aus der Beschrinkt-
heit von A die Beschrdnktheit von A* und die Gleichung
@3 |A*|=Al

Definition 12. Ein linearer Operator A in R- heife selbst-
adjungiert, wenn A* existiert und mit A identisch ist.

Satz 23. Ist R volistindig, dann existiert zu jedem be-
schrinkten linearen Operatfor -A in R der adjungierte lineare Ope-
rator. '

Beweis. Wenn A beschrinkt ist, dann ist (Ar, p) ein
beschrédnktes lineares Funktional in y. Es gibt daher nach Satz 11
zu jedem y genau ein Element u von R, so daB fiir alle g
(Ar, 9) =z, u) ist. Dieses Element u ist aber offenbar eine lineare
Funktion von 1.
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Definition 13. Ein linearer Operator- 'E in R heife ein
Einzeloperator, wenn_ er selbstadjungiert ist und der Gleichung
32) E*=FE ,
geniigt. , :

Ist M die lineare Mannigfaltigkeit aller Elemente von R von
der Form Ey, dann ist M regulir und in Gleichung (23) ist
t=FEr und n=y—Er zu setzen. Da somit stets |Ex|=<]|z| ist,
ist jeder Einzeloperator beschrdnkt. Umgekehrt gibt es zu jeder
reguldren linearen Mannigfaltigkeit M genau einen Einzeloperator,
der mit M in der hier auseinandergesetzten Beziehung steht.
Sidmtliche von J. v. NEUMANN 5, S. 74 bis 78 tiber Einzelopera-
toren (dort ,Projektionsoperatoren®) abgeleiteten Sidtze lassen sich
. auf beliebige komplexe euklidische Rdume {ibertragen; gewisse
dieser Sitze sind allerdings nur unter der Voraussetzung der Voll-
stindigkeit des Raumes richtig. Ein spezieller Einzeloperator ist
die Identitit (der Einheitsoperator, die Einheit); diese wollen wir
ebenso wie J. v. NEUMANN 5 mit 1 bezeichnen.

Definition 14. Ein Einzeloperator E(Z) in R, der von
einer reellen Verdnderlichen 4 abhdngt, heile eine Zerlegung
der Einheil wenn erstens fiir A< u und beliebiges ¢ stets

(33) (ED 5 )=EMWL1)
ist und zweitens fiir. beliebiges ¢

(34)  Jim E@r =62
und :

(35) lim (E@r =0
ist.

Definition 15. Ist ein Polyﬁom‘ P(2) durch die Gleichung

- (36) Ph= 3 o2

erklirt und A ein linearer QOperator in einem komplexen linearen
Raume R, dann soll unter P(A) der lineare Operator in R ver-
standen werden, welcher durch die Gleichung

@7 P(A) = go e, A*

(=1, A= AF14)
" definiert ist.
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" Satz 24. Geniigt ein selbstadjungierter linearer Operator A
in einem komplexen euklidischen Raume R fiir beliebige r vom
absoluten Betrage Eins der Ungleichung '
(38) as(Ar)=b ~
((Az, r) muB reell sein) und genligt das Polynom P(A) mit reellen
Koeffizienten fiir a<A=<b der Ungleichung P(4)=0, dann ist fiir
beliebiges ¢
: PA) g, 1)=0.

Dieser Satz kann allgemein ebenso bewiesen werden, wie
ihn F. Riesz 9, S. 32 und 33 fiir den speziellen Fall des kom-
plexen Hilbertschen Raumes bewiesen hat. Aus dem Umstande,
daB dieser Satz fiir beliebige komplexe euklidische Riume gilt,
ergibt sich nun ohne weiteres, da man. nach Angabe eines be-
schrinkten selbstadjungierten linearen Operators A in einem voll-
stdndigen komplexen euklidischen Raume R jeder fir a<i<b
definierten reellen Funktion f(4), welche in diesem Intervalle be-
schrankt ist und Grenzfunktion einer monoton nicht abnehmenden
Folge von Polynomen ist, auf die von F. RiEsz 8 und 9 aus-
einandergesetzte Weise eindeutig einen selbstadjungierten linearen
Operator f(A) in R zuordnen kann; dasselbe gilt dann auch von
der Differenz zweier Funktionen der betrachteten Art.

Von nun an soll in diesem Paragraphen unter R stets ein
volistindiger komplexer euklidischer Raum verstanden werden. Es
soll nun die bisherige Definition des linearen Operatores in R
durch folgende allgemeinere Definition ersetzt werden :

Definition 16. Unfer einem linearen Operator in R ver-
stehe man eine lineare Abbildung von einer in R iiberall dichten
linearen Mannigfaltigkeit & in dem Raum R.

Die Ausdrucksweise ,S ist in R iiberall dicht“ soll dasselbe
bedeuten wie ,die abgeschlossene lineare Hiille (es wiirde hier
geniligen zu sagen: die abgeschlossene Hiille) von & fillt mit R
zusammen®.

Ist A ein linearer Operator in R und ist die lineare Mannig-
faltigkeit derjenigen vy, fiir welche (Agx, y) ein beschrdnktes lineares
Funktional in x ist, in R ebenfalls fiberall dicht, dann wollen wir
fiir diese y -den zu A adjungierten linearen Operator A* definieren
und unter A*ny dasjenige (nach Satz 11 existierende und eindeutig
bestimmte) Element u von R verstehen, welches fiir alle r €
der Gleichung :
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(A, 9) = (&, v)

geniigt. Auch ein linerarer Operator A in diesem allgemeineren
Sinne soll selbstadjungiert heiBen, wenn A* existiert und gleich A
ist. — Ein linearer Operator A soll mit einem tiberall sinnvollen
linearen Operator B vertauschbar heilen, wenn fiir jedes p, fiir
- welches Ag Sinn hat (d. h. ¢ der in Definition 16 genannten li-
‘nearen Mannigfaltigkeit © angehbrt) auch A(By) Sinn hat und
gleich B(Ay) ist.

Satz 25. (Zerlegungssatz von F. RIESZ)) Zu jedem selbst-
adjungierten linearen Operator A in R gibt es einen und nur einen
Einzeloperator E, in R von folgenden Eigenschaften : :

1. E, ist mit A und mit allen mit A vertauschbaren beschrdnk-
ten, iiberall sinnvollen Operatoren in R vertauschbar.

' 2. Es ist fiir alle ¢, fiir welche Ay Sinn hat,

(39) (EoAr, 1) =0
und ,
(40) ([1—E,] Ar, 1) =0.

3. Aus Ay=0 folgt E,;=0.

Der Beweis dieses Satzes kann allgemem ebenso gefiihrt
werden, wie ihn F. Riesz 9, S. 31 bis 44 fiir den Spezialfall des
komplexen Hilbertschen Raumes gefiihrt hat.

Satz 26. Es sei E(A) eine Zerlegung der Einheit. (Deflm-
tion 14.) Wenn das lntegral

j 2d(E Az, 1)

’endltch ist, so gibt es immer genau ein ¢*, so daf fiir alle y
+o

(41) ' G =] 4dE@z.9)

ist. (Das Integral rechts ist absolut konvergent.) Wir definieren fiir
diese ¢ eine Funktion Ay und zwar durch Ag—g (x, £*, v sind
Elemente von R.) -

Dann ist A ein selbstadjunglerter linearer Operator in % und
Jeder selbstadjungierte lineare Operator in R kann mit Hilfe einer
Zerlegung der Einheit auf diese Weise erzeugt werden. Durch die
Zusatzforderung, es solle stets

lim (E @)z, 1) =(E@1, 1)
pri-0

sein, ist diese Zerlegung der Einheit auch eindeutig bestimmt.

v

-t
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Dieser Satz kann allgemein ebenso bewiesen werden, wie
ihn J. v. NEUMANN 5 und F. Riesz 9 fiir den speziellen Fall' des
komplexen Hilbertschen Raumes bewiesen haben. Geniigt die Zer-
‘legung -der Einheit E(4) der zuletzt genannten Forderung, dann
ist E(2) der nach Satz 25 bestimmte Einzeloperator E,, welcher
zu dem selbstadjungierten linearen Operator A—4.1 gehort.

Ist E(2) eine Zerlegung der Einheit, dann gibt es Einzel-
operatoren G(4), so daB stets

@2 (GWyy=lim (E@z, 5 — lim (E@7z, 1)

ist. Die Menge der Stellen 4, fiir welche G(4)==0 ist, heifie das
Punktspektrum und die genannten Stellen 4 selbst die Punkt-
eigenwerte des zugehorigen selbstadjungierten linearen Operators A.
Das Punktspektrum eines selbstadjungierten linearen Operators A
in einem beliebigen vollstindigen komplexen euklidischen Raume
mup nicht abzdhlbar sein. '

Definition 17. Ein linearer Operator A in einem kom-.
plexen euklidischen Raume heife vollstetig, wenn dte Gleichung

(13) . Limg,=¢
stets
lim Ag,= Agx

nach sich zieht.

(In der Literatur kommen auch andere Definitionen der Voll-
stetigkeit eines linearen Operators in einem linearen metrischen
Raume vor; diese sind aber im Falle eines euklidischen Raumes
unserer Definition 17 dquivalent.)

Satz 27. Ein selbstadjungierter linegrer Operator A in R
ist dann und nur dann volistetig, wenn

1. A kein Streckensprektrum besitzt, d. h. aus G(4)y==0 fiir
“alle 2 =0 folgt;

2. die Menge der Punkteigenwerte entweder endlich ist oder
zwar unendlich ist, aber nur die einzige Hdufungsstelle. Null besitzt
(in diesem Falle muB diese Menge daher abzihlbar sein) und

3. die linearen Mannigfaltigkeiten, welche zu den Einzelope-
ratoren G(A) (A3=0) gehiren, endliche Dimensionszahlen besitzen.

Auch dieser Satz kann allgemein -ebenso bewiesen werden
wie fiir den Hilbertschen Raum. (HILBERT 3, S.-201 bis 203.) Aus
den Sitzen 26 und 27 folgt, daB es zu einem vollstetigen selbst-
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adjungierten linearen Operator A in R stets eine endliche oder
unendliche Folge von Elementen e, von R und eine zugehorige
Folge reeller Zahlen 4, gibt, welche folgenden Gleichungen ge-
niigen :

: , _ YO fiir k=1,
(43) ‘ . (eln el) - 1 flll' k=1,
(44) lim 4,=0 (wenn eine unendliche Folge vorliegt),
k> .
(45) A§ = Z & (L €) €-

Auch die von J. v. NEUMANN 5, S. 115 und 116 und 6,
S. 410 bis 412 ausgesprochenen Sitze iiber die Spektralzerlegung:
sogenannter normaler Operatoren gelten fiir beliebige vollstdndige
komplexe euklidische Rédume. Die in den genannten Abhandlun-
gen gefiihrten Beweise lassen sich ndmlich fast ohne Anderung des
Wortlautes auf unseren aligemeinen Fall iibertragen.

§ 3 Beweis weiterer Sitze iiber komplexe euklidische
Raume unter Anwendung des Wohlordungssatzes.

Einen vollstindigen komplexen euklidischen Raum R kann
man auf folgende Weise definieren. Man verstehe unter den Ele-
menten von R die komplexwertigen Funktionen op(u), deren Ar-
gument u die Elemente irgendeiner Menge N durchiduft; dabei
soll jedoch ¢(u) nur fiir hochstens abzdhlbar viele solche Elemente
von Null verschieden sein, und wenn u, (n=1,2,3,...) Ele-
mente von 9 von der Beschaffenheit sind, daf fir us=u, (n=1,
2,3,:..) o(u)=20 ist, dann soll auflerdem die unendliche Reihe

> |e(u,)? konvergieren. Die Summe zweier solcher Funktionen
n=1

und das Produkt einer solchen Funktion mit einer komplexen
Zahl sind dann wieder von derselben Beschaffenheit. Wir wollen
daher die Summe zweier Elemente von R und das Produkt eines
Elementes von' R mit einer komplexen Zahl durch die Festsetzung
definieren, daB diese Operationen mit den Werten der betreffer ien
Funktionen ¢(u) ausgefiihrt werden sollen. Sind ferner r =xe('D)}
und y={y(u)} zwei Elemente von R und ist fir u=u, (n=1,
2,3,...) ¢(u)=0 und y(u)=0, dann soll das innere Produkt
(r, y) der beiden Elemente ¢ und y durch die Gleichung
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(46) @, n)=ﬂ§: o(u,) ¥(u,)

definiert werden; es ist namlich leicht einzusehen, daf die auf
der rechten Seite von (46) stehende unendliche Reihe absolut
konvergiert. Man kann unschwer erkennen, daB durch die vor-
stehenden Festsetzungen wirklich ein komplexer euklidischer Raum
definiert ist. Ebenso kann man erkennen, dafi dieser komplexe
euklidische Raum auch vollstindig ist; man mufi nur beachten,
dafl einerseits die Vereinigungsmenge abzdhlbar vieler abzahlbarer
Mengen wieder abzdhlbar ist und daf andererseits ‘der komplexe
Hilbertsche Raum vollstindig ist. Die Elemente von R von der
Eigenschaft, daB an einer einzigen Stelle u, ¢(u)=1 und sonst
¢(u) =0 ist, bilden ein System paarweise orthogonaler Elemente
vom absoluten Betrage Eins. Ist daher die Menge % weder endlich
noch abzdhibar, dann ist R sicher weder ein endlichdimensionaler
komplexer euklidischer Raum noch ein komplexer Hilbertscher
Raum. — Komplexe euklidische Raume R, die d4quivalenten Men-
gen N entsprechen, sind offenbar isomorph. — Den Fall, da %t
die Menge der reellen Zahlen ist, behandelt J V. NEUMANN 7,
-S. 37 und 38.

Definition 18. Ist N eine beliebige Kardinalzahl, dann soll
ein volistidndiger komplexer euklidischer Raum Ry folgendermafen
definiert werden : man setze irgendeine Menge Nt von der Mdchtig-
keit N fest und ordne hierauf dieser Menge auf die eben beschrie-
bene Art einen volistdndigen komplexen euklidischen Raum zu.
Dieser vollstdndige komplexe euklidische Raum soll Ry heifen.

Ry ist speziell ein endlichdimensionaler komplexer euklidi-
scher Raum, wenn N eine endliche Kardinalzatil, und der komplexe
Hilbertsche Raum, wenn N die Michtigkeit der abzahlbaren Men-
gen ist.

Definition 19. Unter einem .vollstdndigen normierten Ortho-
gonalsystem von Elementen eines vollstdndigen komplexen eukli-
dischen Raumes R verstehe man eine Menge M von Elementen e
von R von folgenden Eigenschaften :

1. es ist stets |e|=1;.

2. fiir e, €M, e, €M, ¢3¢y ist (el, e,)—O und

3. es gibt kein vom Nullelement verschiedenes Element von R,
welches zu allen e orthogonal ist,
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In einem Ry bilden die bereits betrachteten Funktionen g(u),
welche flir ein Element von % gleich Eins und sonst gleich Null
sind, ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem.

Satz 28. In jedem volistindigen komplexen euklidischen
Raume gibt es mindestens ein vollstdndtges normiertes QOrthogo-
nalsystem.

Beweis. Man ordne jeder Teilmenge SJE von R als aus-
gezeichnetes Elemernt ein Element ¢ (9t) von 9 unter folgender
einschrankender Bedingung zu: wenn es Elemente von I gibt,
welche den absoluten Betrag Eins haben und zu allen Elementen
der Komplementdrmenge von I orthogonal sind, dann soll (M)
ein solches Element sein; andernfalls darf y(M) ein beliebiges
Element von M sein. Es gibt dann genau eine Wohlordnung von
R -von der Eigenschaft, daB jedes Element y das ausgezeichnete
Element der Komplementirmenge des durch r bestimmten Ab-
schnittes ist. Ist in dieser Wohlordnung r, das erste Element,
welches nicht die Eigenschaft hat, den absoluten Betrag Eins zu
besitzen und zu allen seinen Vorgdngern orthogonal zu sein, dann
ist der durch y, bestimmte Abschnitt offenbar ein wohlgeordnetes
vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem von HR.

Satz 29. Ein volistindiger komplexer euklidischer Raum zst
die volistdndige lineare Hiille jedes seiner volistindigen normierten
Orthogonalsysteme.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem
Satze 16.

Satz 30. Besilzen 2wei vollstindige komplexe euklidische
Rdume volistdndige normierte Orthogonaisysteme von gleicher Mdch-
tigkeit, dann sind sie isomorph. '

Beweis. Nach Satz 10 sind diese’ beiden vollstindigen
normierten Orthogonalsysteme isomorph, nach den Séatzen 1 und
29 daher auch die Riume selbst.

Ein Spezialfall des Satzes 30 ist der

Satz 31. Hat ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem
eines vollstdndigen komplexen euklidischen Raumes die Mdchtig-
keit N, dann ist dieser Raum Ry isomorph.

Aus der zu Satz 1 gemachten Bemerkung ergibt sich auch,
wie man in diesem Falle eine unitire Abbildung zwischen R und
Ry, d. h. eine eineindeutige lineare . Abbildung zwischen diesen
beiden Raumen, welche die absoluten Betrdge ungedndert 1d6t,
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herstellen kann. Man stelle zunéchst eine eineindeutige Zuordnung
zwischen dem vollstindigen normierten Orthogonalsystem von %
und der frither betrachteten Menge 9t her. Dasjenige Element des
vollstdndigen normierten Orthogonalsystems von R, welches dabei
dem Element u# von 9t zugeordnet ist, mdge e(u) heissen. Das-.
jenige Element von Ry, dessen zugehdrige Funktion ¢(u) an der
Stelle u==u, gleich Eins und sonst gleich Null ist, mbge f(u,)
heifen. Nun ist durch die Festsetzung, daf dem Element e(u)
von R das Element {(z) von Ry zugeordnet sein soll, eine unitire
Abbildung zwischen R und Ry eindeutig bestimmt. Man hat ndm-
lich jeder Linearkombination endlich vieler e(v) die entsprechende
Linearkombination der f(z) zuzuordnen. Ist aber ¢ ein beliebiges
Element von R, dann ist ¢ starkes Grenzelement einer Folge von
Linearkombinationen endlich vieler e(u) ; die entsprechenden Linear-
kombinationen der {(z) bilden dann eine starke Fuhdamentalfolge,
welche wegen der Vollstindigkeit von Ry gegen ein Element y
von Ry stark konvergiert; dieses Element 1 ist davon unabhingig,
welche gegen r stark konvergente Folge von Linearkombinationen
endlich vieler e(z) man gewihlt hat: dieses Element y von Ry
~ muB dem Element r von R zugeordnet werden. ‘

Ist p(u) die Funktion, durch welche das Element y von Ry
definiert ist, und ist fir usu, (1=1,2,3,...) ¢(u)=0, dann
ist offenbar

¢y y= 3 g() i),

wo das Summenzeichen im Sinne der starken Konvergenz zu ver-
stehen ist. Daher ist diesem y das Element r von R zugeordnet,
welches durch die Gleichung

(48) | r=2 p(u,) e (@)
gegeben ist. Andererseits hat man offenbar
(49) O, f(w) =9 (),
daher ist auch _

(50) @ e())=o(u)

und man erhélt auf Grund von (48) den

Satz 32. Ist M ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem
eines volistdndigen komplexen euklidischen Raumes R und g ein
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beliebiges Element von R, dann sind von den Zahlen (r, ¢) mit
e €M hdchstens abzdhlbar viele von Null verschieden. Ist weiter
e, €M (n=1,2,3,..) und- (x,e)=0 fiir e€IM, exe, (n=1, 2,
3,...), dann ist !

(51) ' r ==Z: (5, €,) )

wobei das Summenzeichen im Sinne der starken Konvergenz zu
" verstehen ist. _

Diesen Satz kann man iibrigens auch unabhdngig von den
friiheren Uberlegungen nur unter Beniitzung des Satzes 28 (und
der Definition des vollstdndigen komplexen euklidischen Raumes)
" beweisen. Sind nimlich e, (n=1,2,..., p) endlich viele Elemente
von MM, dann ist

. p v p . 2
(52) 2@ e+ x— 20 @ &) e —leP
und daher
(53) Zl(g,e )Fstgl2

Aus (53) folgt, daB von den Zahlen (x, ¢) mlt eEEUt héchstens
abzdhlbar viele von Null Verschieden sein konnen. Ist weiter
e, €M (n=1,2,3,...) und (r,e)=0 fiir e€M, eke, (n=1,

3,...), dann ist wegen (53) die unendliche Reihe > |(z, e,)2
n=1

r
konvergent und es bilden daher die Elemente Z (r,e)e, (p=1,
n=1

- 2,3,...) eine starke Fundamentalfolge ; diese mufl daher wegen der
Vollstandlgkelt von R stark konvergieren. Wird ihr Grenzelement

mit Z (t, e.)e, bezeichnet, dann ist y— Z (x,e,) e, zu allen

Elementen von M orthogonal ; also muf

r— Zl (g’ en) e, =0

sein, d. h. die in Satz 32 behauptete Gleichung (51) besteht.

Aus diesem so unabhingig von den fritheren Uberiegungen
bewiesenen Satze 32 ergibt sich auch ein neuer Beweis des
Satzes 11. Es sei L ein beschrinktes lineares Funktional in % und
es seien wieder ¢, (n=1,2,...,p) endlich viele Elemente des
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vollstindigen normierten Orthogonalsystems 9 von R. Dann ist

P v
L2 (Le)e,=2 ILef

n=1

und daher
? , P p
2 iLelsIL| 2 Te)e|=IL] | 2 |Lel,
also '
o
(54) 2 e P L.
. n=1

Somit sind von den Zahlen Le mit e €I hochsiens abzahlbar viele
von Null verschieden; ist e, € filr n==1,2,3,... und fiir e €M,
eske, (n=1,2,3,...) Le=0, dann ist die unendliche Reihe
> |Le,|* konvergent und daher die unendliche Reihe > (Le,)e,

n=1 n=1

stark konvergent. Man setze

(55) , S Teye,—u.

n=1]
Ist jetzt r irgendein Element von R, dann kann man ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf fiir e€M, eFe,
(n=1,23,...) (r, e)==0 und daher

62)) C s=§l(g. e,)e,

ist. Dann ist aber

Ly=L 2 (& &) &= 2 (5, &) Les;
es ist aber nach (51) und (55) auch

(, v =§ (r, e.) Le,.
Also ist
(22) Lr=(, u),

- wie in Satz 11 behauptet wird. (Der in §2 gegebene Beweis des
Satzes 11 hat gegeniiber diesem Beweise den Vorzug, daB er
ohne Beniltzung des Wohlordnungssatzes auskommt.)

Wir haben in Satz 31 festgestelit, daf jeder volistindige
komplexe euklidische Raum %R einem Ry isomorph ist. Ich be-
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haupte nun, daB jedes R auch nur einem Ry isomorph ist. Um
das zu beweisen, geniigt es offenbar, folgenden Satz zu beweisen :

Satz 33. Zwei verschiedene vollstindige normierte Orthogo-
nalsysteme eines volistindigen komplexen euklidischen Raumes R
haben stets die gleiche Mdchtigkeit.

Beweis. Es seien MP und M® zwei vollstindige normierte
Orthogonalsysteme von R. Ist ¢® ein Element von M™®, dann sind
von den Zahlen (e®, e®) mit e® €M™ hochstens abzihlbar viele
von Null verschieden; ist e €M@ flir n=1,2,3,... und ist fiir
e®EMD, ePke® (n=1,2,3,...) (W, e®)=0, dann ist (ver-
gleiche (51))

(56) ' S 1, =1,

Aus (56) folgt, daB bei festem e™ €M™ von den Zahlen (e, e®)
mit e® €M?® mindestens eine von Null verschieden ist. Man kann
nun in ganz entsprechender Weise schlieBen, dafl auch bei festem
e®eM® von den Zahlen (e, e®) mit e €M® mindestens eine
von Null verschieden ist. Jedes Element ¢® von It® kommt daher -
mindestens in einer der oben betrachteten Folgen ¢ (n=1,2,3,...),
welche den Elementen e® von IM™ zugeordnet sind, wirklich vor.
Aiso ist M? die Vereinigungsmenge einer mit MY dquivalenten
Gesamtheit abzdhlbarer Mengen. Sind also R® und N® die Mach-
tigkeiten von M™ und M® und ist N, die MZiChtlnglt der ab-
zdhlbaren Mengen, dann ist

(57) N® < RN,
Man kann nun annehmen, daB die Mengen . und M® upend-
lich sind, weil fiir den entgegengesetzten Fall Satz 33 als bekannt

angesehen werden kann. Fir jede unendliche Kardinalzahl N ist
aber

(58) NoN=N.

(S. z. B. F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1. Auflage (Leipzig, 1914),
S. 127 oder 2. Auflage (Leipzig, 1927), S. 71.) Also folgt aus der
Ungleichung (57)

(59) NO < NO

Da man ebenso die Ungleichung R® <N® beweisen kann, ergibt
sich die Gleichung )

(60) N = NO,
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Damit ist Satz 33 bewiesen. Aus Satz 33-folgt insbesondete auch,
daB die komplexen euklidischen Rdume Ry und Ry® mit RV F:=NR®
sicher nicht isomorph sind. _‘

Definition 20. Ist. R ein volistdndiger komplexer eukli-
discher Raum und M ein volistindiges normiertes Orthogonal-
system von R,. dann heifle die Mdchtigkeit von I die Dimen-
sionszahl von R. _

"~ Der volistindige komplexe .euklidische Raum Ry hat demnach
die Dimensionszahl N.

Definition 21. Unter der Dimensionszahl eines beliebigen
komplexen euklidischen Raumes verstehe man die Dimensionszahl

- seiner kleinsten vollstdndigen Erweiterung. -

Im Sinne dieser Definition 21 ist das Wort Dlmensxonszahl
in der Uberschrlf_t dieser Arbeit zu verstehen.

Anmerkung. In analoger Weise, wie wir hier Satz 33
bewiesen haben, kann man auch beweisen, daB je zwei Basen
B und BP eines komplexen linearen Raumes R stets die gleiche
Mdchtigkeit haben.

Unter einer Basis eines komplexen linearen Raumes % soll
- dabei mit HAUSDORFF 2, S. 395 eine Menge von Elementen von
N verstanden werden, von denen endlich viele stets linear unab-
hangig sind und deren lineare Hiille mit & zusammenfallt.

“In den Linearkombinationen endlich vieler Elemente von 8%,
als welche man die Elemente von B8? darstellen kann, muf nim-
lich jedes Element von B® mindestens einmal wirklich vorkommen;
aus der gegenteiligen Annahme wiirde ndmlich ein Widerspruch
gegen die Voraussetzung folgen, daB endlich viele Elemente -von
B? stets linear unabhingig sind. Also ist B die Vereinigungs-
menge einer B dquivalenten Gesamtheit endlicher Mengen. Man
kann nun entsprechend weiter schlieBen wie beim Beweise des

. Satzes 33. -
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