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Uber trennende Knotenpunkte in Graphéﬁ (nebsf
. Anwendungen auf Determinanten und Matrizen).

Von Dines KOnie in Budapest.

Unter einem Graphen versteht man eine endliche oder un-
endliche Menge von Elementen, die Knofenpunkte (Punkte) genannt
werden und von denen gewisse Paare durch eine oder mehrere
(eventuell unendlich viele) Kanten ,verbunden sind.“ Eine Kante,
die P und Q verbindet, wird manchmal durch PQ bezeichnet;
P und Q sind die Endpunkfe dieser Kante. Im Gegensatz zur
kontiunierlich-geometrischen Auffassung wird in der kombinatori-
saien (abstrakten) Auffassung der Graphentheorie — und im Folgen-
den wird ausschiieBlich diese Auffassung zur Geltung kommen —
. eine Kante nicht als - Punktmenge aufgefat: eine Kante PQ ist
- einfach' eine Zusammenfassung der verschiedenen!) Elemente P
und Q; sie besitzt die einzige definierende Eigenschaft ihre End-
punkie P, Q zu bestimmen. Ein Graph wird schon durch seine
Kanten bestimmt, als Knotenpunkte gelten stets die Endpunkie
‘seiner Kanten.: ‘ ' o

Ein Knotenpunkt- heift ein Endpunkt €ines Graphen, wenn
in ihm eine einzige Kante (eine Endkante) endet. Ein Graph heifit
endlich oder unendlich, je nach dem er endlich oder unendlich viele
Kanten besitzt. Sind alle Kanten (also auch alle Knotenpunkte)
des Graphen G’ im Graphen G enthalten, so heifit G’ ein Teil-
graph von G. Zwei Arten von Graphen spielen als Teilgraphen
eine besondere Rolle: sind die Punkte P, P,, ..., P, simtlich von
einander verschieden, so bilden Kanten vom Typus PP, P,P,,...
P.. 1P einen Weg (P,P;...P,) und verschiedene Kanten vom
Typus PP, PP, ..., Py_1Ps, P,P, einen Kreis. Hier ist n=2

1y Sog. ,Schlingen® werden also hier ausgeschlossen. .
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eine beliebige endliche Zahl. Ein Graph heiBt zusammenhdngend,
wenn flir irgend zwei seiner Knotenpunkte ein Weg existiert, wel-
cher diese ,verbindet. Werden die Kanten eines Graphen derart
in Klassen eingeteilt, daB zwei Kanten dann und nur dann der-
selben Klasse zugeteilt werden, -wenn ein und derselbe Weg des
Graphen diese zwei Kanten enthilt, so bilden die Kanten derselben
Klasse je einen zusammenhdngenden Bestandteil des Graphen. Jeder
QGraph zerfillt auf eine eindeutige Weise in seine zusammenhdngen-
dén Bestandteile. Zwei Gfaphen (Wege, Kreise) heifen fremd, wenn
sie keinen gemeinsamen Knotenpunkt (also auch keine gemem-
. same Kante) besitzen.

~ Im Folgenden werden aus den ersten Elementen der Graphen-
theorie noch folgende zwei leicht beweisbare Sdtze angewendet
werden. Verbindet ein Weg W, die Knotenpunkte P, und’ P, und
ein Weg W, die Knotenpunkte P, und P;, so bilden gewisse Kanten
von W, und W, einen Weg, der P, und P; verbindet. Enthilt ein
Kreis K; die Kanten %, und k; und ein Kreis K; die Kanten k,
und k;, so- bilden gewisse Kanten von K, und K, einen Kreis,
der k, und k; enthdlt.

§ 1. Artikulationen und Glieder.

" In der Theorie der endlichen und der unendlichen Graphen
spielt eine Art von Knotenpunkten — Artikulation genannt — eine
besondere Rolle. Sie sind durch eine analoge Eigenschaft aus- ~
gezeichnet, wie unter den Kanten die sog. Briicken. 2) Ein Knotenpunkt
A eines Graphen G heifle ndmlich eine Arfi- p
kulation von G, wenn G zwei nach A laufende
Kanten AP und AQ von der Beschaffenheit
besitzt, daB jeder Weg von G, der P mit Q
verbindet, auch A enthdlt (s. die Figur). Dies
besagt m. a. W., da8 kein Kreis von G zu-
gleich die drei Knotenpunkte A, P, Q - enthilt.
Aus dieser Definition folgt unmittelbar: ein
Endpunkt des Graphen ist niemals eine Arti-
kulation; derjenige Endpunkt einer Endkante, ¢ _
der kein Endpunkt des Graphen ist, ist eine "Artikulation ; jeder
Knotenpunkt eines kreisiosen Graphen (eines ,Baumes“) ist ent-

?) Eine Kante eines zusammenhingenden Graphen heiBt eine Brilcke,
falls die iibrigen Kanten einen nicht-zusammgnhangenden Graphen bilden.
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- weder ein Endpunkt oder eine. Artlkulatlon die Endpunkte einer
'Brﬂcke sind Artikulationen. Es gilt der Satz

. Ein Knotenpunkt A eines Graphen G ist. dann "und nur
dann eine Artikulation, wenn man die ibrigen Knotenpunkte von G
so in zwei nichtleere’ Klassen II, und I, einteilen kann, daf jeder
H,11,-Weg?®) .den Punkt A enthlt,

Sei namlich erstens A eine Artikulation, - also AP und AQ
zwei solche Kanten, dafi jeder Weg von P nach .Q den Punkt A
enthalt. Betrachten wir samtliche Wege W, = AP. .. X, die mit der
Kante APbeginnen Die zweiten Endpunkte X von allen solchen Wegen
sollen .die Menge II, bilden. Dann gehort also P zu II,, jedoch Q
zur komplementdren Menge II,. Gabe es nun einen Weg W von
einem Punkte X aus II; nach einem Punkt Y aus II,, welcher A
nicht enthdit, so konnte man aus den Kanten der Wege W;und W
einen von A nach Y fithrenden Weg zusammensetzen ; dieser wiirde
thit der Kante- AP beginnen:(da aus W und aus W, keine andere
Kante in A endet) und Y wiirde nicht zu II,, sondern zu II, gehdren.

- Zweitens nehmen wir an, die'Mengen II, und II, seien von

der genannten Beschaffenheit, X sei ein beliebiger Punkt aus. IT,
und Y aus I, bet es keinen Weg von A nach X, so"kann' na-
ftirlich kein ' Weg von X nach Y den Punkt A enthalten. Wir diirfen
also voraussetzen, daf ein Weg ARR,... X von-A nach X und
ebenso auchein ' Weg AS.S,...Y ‘von A nach Y existiert. err
ist R#S,, da man sonst aus den Kanten der Tenlwege R.R,:.
- und §,S;.. .Y eitien A nicht enthaltenden Weg von X nach Y
bilden konnte, was ‘unserer Annahme widerspricht:- Dann ist aber
A in der Tat eine Artikulation, da jeder Weg W von R, nach S,
den Punkt A enthalt sonst kdnnte man namhch aus den Kanten
der drei Wege X...R,R,, W und $:S:... Y einen Weg von X
nach Y bilden, der- A nicht enthiit.

Der Begriff der Artikulation wurde, und zwar. diirch - die im
Satz 1 ausgesprochene Elgenschaft von SAlNTE-LAGUE [91%) em-
gefiihrt.

Durch seine - Amkulanonen wxrd der Graph — anschaulich

3) Ein Weg henBt ein Hlﬂg-Weg, wenn er einen Punkt aus IT; mit .
¢inem Punkt aus JT, verbindet. Im entsprechenden Sinne .wird d1e Bezeich-
nung II, IT,-Kante beniitzt werden.

4) Die Zahlen in Klammern beziehen sich auf die Bibliographie, die sich
am Ende dieser Abhandlung befindet.
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ausgedriickt — ,in seine Glieder zerlegt“. Wie diese Ausdrucks-
weise zu verstehen ist, soll im Folgenden genau beschrieben werden.

Enthilt ein Kreis des Graphen G die Kanten k, und 4, so
soll dies iibergangsweise durch k, ok, ausgedriickt werden. Wir
setzen aulerdem ko k fiir jede Kante k von G. Die fir die Kanten-
menge K von G so definierte bindre Relation o besitzt folgende
Eigenschaften : '

«) Es ist stets k o k (Reflexivitat).

8) Aus k, ok, folgt ky o k, (Symmetrie).

7) Aus ky ok, und k,o k; folgt k o ks (Transitivitat).
Die Eigenschaften e) und g) sind trivial, aber auch die Eigen-
schaft y) 148t sich — wie in der Einleitung schon erwahnt wurde —
unmittelbar einsehen. Es folgt bekannter Weise aus diesen drei
[Eigenschaften, daB man die Kantenmenge K von G — und zwar
in eindeutiger Weise — so in paarweise elementenfremde Kias-
sen K, einteilen kann, daf zwei Kanten k; und %, dann-und nur
dann zur selben Klasse gehoren, falls k o k, besteht. Die Kanten
von G, die einer und derselben Klasse angehoren, bilden ein
Glied von G.b) .

Jedes Glied ist ein zusammenhingender Teilgraph von G.
Die Endkanten und Briicken bilden — da sie in keinem Kreis
enthalten sind — an sich je ein Glied. Alle tbrigen Glieder ent-
halten wenigstens zwei Kanten. Jede Kante gehort einem und nur
einem Gliede an. Zwei Kanten, welche dasselbe Punktepaar ver-
binden, gehdren — da sie zusammen einen Kreis bilden — dem-
selben Gliede an.®) Jeder Knotenpunkt gehdrt wenigstens einem
Gliede an. Weiter gilt der Satz:

2. Ein Knotenpunkt gehort mehreren oder nur einem Gliede

an, je nach dem er eine Artikulation ist oder nicht.

Ist ndmiich A eine Artikulation, so gibt es zwei Kanten AP

5) Ein #hnlicher Begriff (membre) wurde von SaiNre-Lacui [9] ein-
gefiihrt: ein membre ist ein Glied, welches nur eine Artikulation des urspriin-
glichen Graphen enthilt. Der von WaiTNEY [11] eingefiihrte Begriff component.
deckt sich inhaltlich mit dem hier eingefiihrten Begriff des Gliedes. Fiir Arti-
kulation beniitzt WaITNEY — in Anschiu an Avres — die Bezeichnung
cut-point. .

%) Wenn also in den hier folgenden Untersuchungen davon die Rede
sein wird, ob die Kante PQ einem oder anderen Gliede angehort, diirfen wir
schlechtweg von der Kante PQ sprechen, auch wenn mehrere Kanten P.mit Q
verbinden.
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und AQ, die keinem Kreise zugleich angehdren, also verschiedenen
Gliedern angehoren ;- beide Glieder enthalten A. Gehort anderer-
seits A zu zwei Gliedern, so muffi das eine ‘Glied eine Kante AP,
das andere eine Kante AQ enthalfen, wobei kein Kreis zugleich
AP und AQ enthdlt; dann ist aber A eine Arhkulatlon

3. Besitzt ein Graph keine Artikulationenso sind seine Glieder
mit seinen zusammenhangenden Bestandtetlen “identisch:

Gehoren niamlich die Kanten 4, und’ kz von G demselben" T

Gliede von G.an, so- gehoren sie — da ein Glied stets zusam-
menhdngend ist — auch demselben zusammenhidngenden Bestand-
‘teile von G an. Gehoren andererseits &, und k, demselben zusam-
menhdngenden Bestandteile an, "so existiert ein Weg P,P,... P,
WO P.P,=1k und P,.P,==k, ist. Da P, keine Artikulation ist,
gehort, laut Satz 2, P,P, demselben Gliede an, wie P,P,=#k,.
‘Da auch Py, P,, ... keine- Artikulationen sind, gehbren, der Reihe
nach, ebenso auch PP, PP, ... und endlich P,.{P,=k, dem-
- selben Gliede an. Damit ist der Satz bewiesen. Als Spe21alfa]l
ergibt sich der Satz: :

4. Besitzt ein zusammenhdngender Graph keme Artzkulatzonen
- so ist er sein einziges Glied. :

5. Besteht ein zusammenhdngender Graph nicht aus einer
einzigen Kante ‘und besitzt er keine Artikulation, so gibt es fiir
- irgend zwei Knotenpunkte P, Q des Graphen zwei Wege, die P und
Q miteinander verbinden und aufier P und Q keinen gemeinsamen
Knotenpunkt besitzen.")

Sei ndmlich &, eine Kante, die in P und k, eine Kante, die
in Q endet. Da.der Graph nicht aus einer einzigen Kante PQ
besteht, lassen sich k&, und 4, als verschiedene Kanten wihlen.
Laut Satz 4 gibt es einen Kreis, der k, und k, enthilt; dieser
enthalt auch P und Q und wird durch P und Q in zwei Wegc
von der verlangten Eigenschaft zerlegt. '

Nun beweisen wir:

6. Kein Knotenpunkt “eines Gliedes G,, ist eine Artzkulatton
~von Ga. ‘ :

© Sonst wilrde. es namlich in G. zwei Kanten, AP und AQ
geben,. die nicht im selben Kreise von G. enthalten wiren; dann
wéren aber AP und AQ. auch in keinem Kreise von G enthalten

7) Vgl. WRITNEY [ll], Theorem 7.
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da alle Kanten eines Kreises demselben' Gliede: G angehdren:
. Und dies widerspricht der Definition des Gliedes.

7. Zwei verschiedene Glieder eines Graphen besxtzen hodzstens
einen. gemeinsamen -Knotenpunkt. Y

Nehmen wir an, P und. Q wdren. gememsame Knotenpunkte
der Glieder G, und Gg von G. Es fiihrt dann sowohl ein Weg
PR\R,...Q von Gs, wie auch ein Weg PS,S,... Q von G, aus
P nach Q. Es sei in der Folge .Ry, R,, ..., Q der erste Punkt,
der auch im Wege PS;S,...Q enthalten ist, R,, also R,=3S;
(oder Q). Dann haben die beiden Wege PR,R,...R, und PS,S,...S;
keinen - gemeinsamen inneren Knotenpunkt, bilden also zusammen

einen -Kreis und dies widerspricht der Tatsache, dab PS, und PR, ’

zu verschiedenen Gliedern gehdren.
: Gehoren die Kanten Pi_1P, und PkPkH (1<k<n) des
Weges W=P,P,...P,...P, zu verschiedenen Gliedern, so ist,

laut Satz 2, P, eine Artlkulatlon _Sie soll als eine Durdzgangs- h

artikulation von W bezeichnet werden.

8. Gehiren die Endpunkte eines Weges W—-— P,P, . P, mo'zt
demselben Gliede an, so ist wenigstens ein innerer Knotenpunkt
dieses Weges W eine Durchgangsartikulation von W.

~ Da ndmlich PP, und P,.P, zu verschiedenen Gliedern ge-

horen, muB es im Wege P,P,...P, zwei Nachbarkanten. P, P

und PiPxy1 geben, die ebenfalls zu verschiedenen. Gliedern geho-
ren, so daff P, tatsdchlich eine Durchgangsartxkulatlon von W ist,

‘9. Enthdlt der Weg. P,P,...P,...P, die Durdrganosartt-
kulation P,, so ist P,‘ in jedem Wege W enthalten, der P, mzt P,
verbindef.

Nehmen wir an, dies ‘wire mcht der Fall. Man kann aus.
gewissen Kanten von PiyPiyz... P, und von W einen Weg W,
bilden, der Py mit Pl verbindet und P, nicht- enthdlt, da P, _in
keinem der verelmgten Wege enthalten ist. Aus demselben Grunde
kann man aus gewissen Kanten von W, und von P,P,... Pi_;
einen Weg W, bilden, der Pi,q mit P,y verbindet und der P,
ebenfalls nicht enthilt. Der Teilweg Px_1PixPii1 von P.P,.. P,, P,
hat also mit W, nur ihre Endpunkte gemein. Die Vereinigung dieser
Wege Pi-1PcPiy1 und W, ergibt also einen Kreis, der Py.1Ps

und PP, enthdlt. Dies ist aber unmdglich, da diese zwei Kanten -

verschiedenen Gliedern angehdren, womit der Satz bewiesen ist
" Also hat W die Form P,Q, Q... QPiRR,... RuP.. Wir

P
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zeigen, daf Q,P: demselben Gliede G. angehort, wie Py_1P.
Dies ist klar, wenn Q,== P_y ist. Ist aber Q,= P;_, so kann
man aus gewissen Kanten der Wege Pi-1Pi-2...P,P; und
P,Q,Q;...Q, einen Weg bilden, der von Pi_; nach Q, fithrt und
P, nicht enthidlt. Fiigt man also diesem Wege die Kanten Py_,Ps
und P,Q, hinzu, so ergibt sich ein Kreis. Als Kanten dieses Kreises,
gehoren also Pi-yP: und P Q, wahrhaftig demselben Gliede an.
Ebenso sieht man, daB PyPi.: und PR, einem und demselben
Gliede angehoren. Da aber Pi_1P: und PiPiy; verschiedenen
Gliedern angehoren, so gilt dasselbe fiir Q,P, und P.R;. So ist
bewiesen, daB P, auch fiir W eine Durchgangsartikulation ist. Damit
haben. wir folgende Verschirfung des Satzes 9 erhalten :

10. Zwei Wege mit gemeinsamen Endpunkten besitzen die-
selben Durchgangsartikulationen. '

Der soeben ausgefiihrte Gedankengang zeigt sogar, daﬁ dnese
Durchgangsartikulationen in beiden Wegen in derselben Rexhenfolge
aufeinander folgen.

Seien P und Q zwei beliebige Knotenpunkte eines beheblgen
Graphen G. Liegen erstens P und Q im selben Gliede G, von G,
so sind zwei Falle moglich: entweder besteht G, aus einer ein-
zigen Kante PQ, so daf PQ in keinem Kreise von G enthalten
ist, also diese Kante PQ der einzige Weg von P nach Q ist;
oder gibt es, da G. zusammenhingend ist und (Satz 6) keine
Artikulation (von G.) besitzt, — laut Satz 5 — (in Ga.) zwei Wege
von P nach Q, die auBer P und Q keinen gemeinsamen Knoten-
punkt besitzen. Gehoren zweifens P und Q nicht demselben Gliede
an, so haben alle Wege, die P mit Q verbinden, einen- gemein-
samen inneren Knotenpunkt, da (Satz 8) jeder solche Weg eine
Durchgangsartikulation besitzt und diese Artikulation' (Satz 9) auch
in jedem anderen Weg von P nach Q enthalten ist. Ohne die
Begriffe ,Artikulation“ und ,Glied“ kann man unser Resultat fol-
gendermafien formulieren :

V1. Fiir irgend zwei Knotenpunkte P, Q eines Graphen gibt
es — wenn nur nicht eine Kante PQ der einzige von P nach Q
fithrende Weg ist®) — nur folgende zwei Mdglichkeiten :

%) In der kontinuierlichen Auffassung der Graphen, wo Kanten auch
»innere Punkte“ besitzen, darf diese Bedingung wegbleiben ; ist ndmlich diese
Bedingung nicht erfiillt, so ist jeder ,innere“ Punkt dieser Kante PQ ein
gemeinsamer innerer Punkt ,simtlicher Wege von P nach Q@ (Fall g)).

11
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) es gibt zwei Wege von P nach Q, die aufier P und Q
" keinen gemeinsamen Knofenpunkt besitzen oder

' B) alle Wege von- P nach Q enthalten einen gemeinsamen .
‘inneren Knotenpunkt.

Hieraus ergibt sich noch folgender Satz:

12. Seien II, und II, zwei fremde Teilmengen der Knoten-
punktmenge eines Graphen G.” Entweder gibt es zwel elementen-
fremde II,I1-Wege in G, oder besitzen alle II,1I,-Wege von G
einen gemeinsamen Knotenpunkt.

~ Zum Beweis seien die Punkte P, bzw..die Punkte Qp die
Elemente von II, bzw. von II,. Wir erginzen G zu einem Graphen
G* indem wir zu G zwei neue Knotenpunkte P und Q und fiir
“alle Werte von o’und g je eine Kante der Form PP, und QQg
hinzufiigen. Da G* keine Kante der Form PQ enthdlt, kann man
auf' G* und auf das Punktepaar P,"Q den Satz 11 anwenden.
Enthiit G* zwei Wege von P nach Q: PP,!..QsQ und PPy...Qp Q,
die auBer P und Q keinen gemeinsamen Punkt besitzen, so sind
die Teilwege Py... Qg und P, ...Qp zwei II,II-Wege von G
mit der verlangten Eigenschalft. Enfha)t andererseits jeder Weg
P...Q von G* einen von P und Q verschiedenen Punkt, welcher
also auch Knotenpunkt von G ist, so muB dieser in jedem II,1I,-
Weg P.... Qs von G enthalten sein, da dieser Weg zu einem
Weg PP,...Q:Q von G* erginzt werden kann.

[Die vorangehend entwickelten Begriffe und Satze haben in
der kontinuierlichen Auffassung der Graphen ihre Analoga. -Dort
entspricht dem Graphenbegriff der Begriff des Peanoschen Raumes,
welcher als stetiges Bild der Strecke definiert wird und dem Be-
griff des Gliedes der von WHYBURN in 1927 eingefiihrte Begriff
" des zyklischen Elementes. Das Analogon unseres Safzes 11 ist der
von AYRES bewiesene folgende Satz: werden die Punkte a und &
eines Peanoschen Raumes durch keinen Punkt getrennt, so liegen
sie auf einer einfachen geschlossenen Kurve dieses Raumes. Die
Bibliographie dieser Untersuchungen (WHYBURN, AYRES; R.L. MOORE,
KuraTowski) findet man in der Arbeit KURATOWSKI und WHYBURN
[7}. Vgl. auch die viel allgemeineren- Untersuchungen von MENGER
{8], auf die_wir ‘noch zuritckkommen (§ 4)}.

Wir wollen noch' hervorheben, daB in den vorangehenden :
Untersuchungen nirgends die Endhchkelt des Graphen voraus-
gesetzt wurde.



Trennende Knotenpunkfe in Graphen. 163

§ 2 Trennende Knotenpunktsysteme, insbesondere
fiir paare Graphen,

Die voranoehenden Untersuchungen, auf die wir uns im
Folgenden nicht stiitzen werden, lassen weitgehende Verallge-
meinerungen zu.

Wir haben gesehen (Satz 1), dal zu jeder Artlkulatlon A
zwei fremde Teilmengen, II, und II;, der Knotenpunkimenge des
Graphen so angegeben werden konnen, daB jeder II,II,-Weg des
Graphen A enthdlt. Wir werden dies auch so ausdriicken, daB
II, und II, durch A getrennt werden. In Verallgemeinerung
dieser Ausdrucksweise fiihren wir folgende Bezeichnung ein. Sei
II die Menge der Knotenpunkte eines Graphen G. Sind II, und II,
zwei fremde Punktmengen, so sagen wir, daB IT, und II, durch
die Teilmenge II" von II (oder auch: durch die Punkte~von I7%)
in G gefrennt werden, wenn jeder IT,II;-Weg von G wenigstens
“einen Punkt aus II’ enthalt. (Dieser Punkt kann auch ein Endpunkt
des Weges sein.) Hier muf nicht vorausgesetzt werden, daB- 11,
und II, Teilmengen von II sind.®’) Es kann hier II’ auch die
Nullmenge sein: die Aussage, daf II, und II, durch die Null-
. menge getrennt werden, bedeutet natiirlich, da G keinen -II, II,-
Weg besitzt. In der gegebenen Definition 'muf weiter II’ weder
zu II, noch zu II, fremd sein. Durch II, selbst wird z. B. II, von
“jeder zu II, fremden Punktmenge getrennt. Es wird natiirlich - die
trennende Menge II' nur Punkte von II,+ II, enthalten, falls
II,+ II, die ganze Knotenpunktmenge des Graphen ist. Auf diesen
" Fall bezieht sich der folgende Satz, den wir jetzt beweisen. Auch
hier braucht der Graph nicht als endlich vorausgesetzt zu werden.

13. In einem Graphen G soll jede Kante einen Punkt der
Menge 1I, mit einem Punkt der zu ihr fremden Menge II, verbin-
den. Konnen II, und II, nicht durch weniger als n Punkte getrennt

9) Ist z. B. G ein Teilgraph des Graphen H und sind II; und I, zwei
fremde Teilmengen der Knotenpunktmenge von /, so hat es — laut der hier
gegebenen Definition — einen Sinn, zu sagen, da8 II, und 17, in G durch
eine Teilmenge II' der Knotenpunktmenge von G getrennt werden, auch wenn
nicht alle Punkte von II, 4 II, zu G gehéren. Dies ist z. B. stets der Fall,
wenn kein IIllL,-Weg von H ginzlich zu G gehort, also z. B wenn kein
Punkt von II, (oder I,) zu G gehort.

11*
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werden (n eine beliebige endliche Zahl),') so gibt es n Kanten in G,
die paarweise keinen gemeinsamen Endpunkt besitzen.

In dem’ Graphen G sei k die (endliche) Maximalzahl der
Kanten von” G, die paarweise keinen gemeinsamen Endpunkt be-
sitzen.!) - Wir setzen voraus, da k<n ist; dann geniigt es zu
zeigen, da8 II, und II, durch weniger als n Punkte getrennt
werden konnen. Es sei also’

K=(P1Qh P2Q‘h ey Pth)
eine Menge von k Kanten von G, wo die 2k Punkte P, und Q;
samtlich voneinander verschieden sind. Hier bedeuten die P, Punkte
von II; und die Q; Punkte von II,. Und zwar setzen wir:

H;=(P1: Plai",Pk)"Hé=(Qi,Q2)"'!le)'

" Einen Weg A,A,...A;, von G wollen wir als einen K-Weg'?)

bezeichnen, falls seine zweite (A,4;), vierte (AA;),..., 2v-te
(A2p42441), . . ., vorletzte (Az2,-242,-1) Kante zu K gehort. Wir be-
weisen zundchst den Hilfssatz: ‘

Ein Punkt von II,—1II, kann mit einem Punkt von H2 II,
durch keinen K-~Weg verbunden werden.

Wire nidmlich W ein solcher Weg, so kdnnte man aus K
diejenigen Kanten, die in W enthalten sind, entfernen und die in
K nicht enthaltenen Kanten von W (ihre Anzahl ist um 1 groBer)
hinzufiigen und auf diese Weise k41 solche Kanten von G er-
halten, die paarweise keinen gemeinsamen Endpunkt besitzen; dies
steht aber mit der Maximaleigenschaft von &k im Widerspruch.

Nun definieren wir eine Teilmenge II'=(R,R,,..., R)
von II;+ II; folgendermafien. Fiir e =1, 2, ..., oder k sei Re==Qa, *
falls ein K-Weg einen Punkt von II,—II] mxt Q. verbindet; gibt’
es keinen solchen K-Weg, so setzen wir R,= P,. Die Menge m
enthdit also je einen Endpunkt der Kanten von K. Wir beweisen,
daB die Menge II' die Mengen II, und II, in G voneinander trennt.
Hiezu ‘mub gezeigt werden, dab fiir jede Kante PQ von G (wo

10) Da jede Kante an sich ein II,II;-Weg ist, konnte man diese Be-
dingung in anschaulicher Weise auch so formulieren: man kann die Kanten
des Graphen nicht durch weniger als n Punkte ,erschépfen®, wobei wir. von
einer Punktmenge J7 dann die Behauptung treffen, daB sie die Kantenmenge
K erschopft, falls jede Kante von K wenigstens einen Endpunkt aus II besitzt.

11) Gibt es keine solche endiiche Maximalzahl, so besteht natiirlich der Satz.

12) Dieser Begriff, auf dem der hier folgende Beweis basiert, wurde zu
dhnlichen Zwecken in meiner Arbeit [4] eingefiihrt. -
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P zu II, und Q zu II, gehort), entweder P oder Q em Punkt
von II' ist. Wir unterscheiden vier Fille.

Fall 1. P gehdrt zu II,—1I; und Q zu IIZ—IIZ'.' Eiigt man
PQ zur Menge K hinzu, so erhdlt man, im Widerspruch zur
Maximaleigenschaft von k, k41 Kanten von G, die‘pkaarweise
keinen gemeinsamen Endpunkt besitzen. Dieser Fall xst also un-
maglich. ‘ -
Fall 2. P gehdrt zu II II} und Q zu II,. Dann ist, fur
a=1,2,..., oder k: Q= Q. und die Kante PQ bildet an sich
einen K-Weg, der den Punkt P von IL,—II] mit Q= = Qa Ver-
bindet. Also gehdrt Q= Q. zu II". ‘

Fall 3. P gehort zu II und Q zu II,—II;. Dann ist ftir
a==1,2,..., oder k: P=P,. Wiirde es einen. K-Weg geben, der
‘einen Punkt Py von II,—II, mit Q, verbindet, so konnte man,
indem .man diesem Weg die Kanten P,Q, und P,Q ninzufiigt,
einen K-Weg erhalten, der P, mit Q verbindet; dies ist aber: laut"
des Hilfssatzes unmoglich. Es gibt also keinen K-Weg, der einen
Punkt von II,— II; mit Q. verbindet. Somit gehdrt P— P, zu IT",

Fall 4. P gehort zu II; und Q zu II;. Es sei etwa P=PF,
und Q= Q. Ist =4, so gehort natiirlich entweder P= P, oder
Q=Qq zu II’. Wir diirfen also e3=§. voraussetzen Entweder
gehort P==P, zu II’ oder fiihrt ein K-Weg aus einém Punkte
P, von II,—1II; nach Q.; im letzteren Fall ergibt sich, wenn man
diesem K-Weg die Kanten QuPs und. Po Qg hinzufiigt, ein K~-Weg,
der von P, nach Qg fiihtt, so daB in diesem Fall Q=Qs zu II' -
gehort.

Damit ist bewiesen, daf H und II, durch eine k (also we-
niger als n) Punkte enthaltende Menge II’ voneinander getrennt
werden. Der Beweis von Satz 13 ist damit beendet.!s)

Um die Tragweite dieses Satzes zu. beleuchten, wollen wir.
noch zeigen, daB ein von mir [5]'*) schon vor ldngerer Zeit be-
wiesener Satz tiber die Faktorenzerlegung von regulidren endlichen
paaren Graphen aus Satz 13 unmittelbar ~abgeleitet. werden kann:

13) Einen anderen Beweis teilte mir Herr L. KaLMAR mit.:
 14) Spéter wurden fiir diesen Satz, bzw. fiir seine Interpretatlon in- der
" Determinantentheorie und in der Kombinatorik verschiedene Beweise gegeben,
30 durch FROBENIUS, SaINTE-LAGUE, VAN DER WAERDEN SPERNEB, SEOLEM,

EGERVARY.
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Der betreffende Satz lautet :

14. Jeder endliche paare regulire Graph besztzt einen Faktor
ersten Grades.'®) -

Es sei namlich G ein endlicher regularer paarer Graph g-ten
Grades, in dem jede Kante einen der Punkte P,, P,,..:, P, mit
einem der Punkte Q,, Q;, ..., Q, verbindet (P,#4=Q;).*%) Die beiden
Mengen (P, P,, .., P,) und (Q, Qs ..., Q,) kbnnen nicht durch
weniger als n Punkte getrennt werden; denn konnien sie durch
v< n Punkte getrennt werden, so daB jede Kante von G in einem
dieser » Punkte endet, so wiirde G hochstens vg Kanten haben,
wihrend er doch ng>»g Kanten besitzt. Der Saiz 13 besagt dann
die Existenz eines Faktors ersten Grades und der Satz ist bewiesen.

- In einer etwas prignanteren. Fassung 148t snch ‘Satz 13 fol-
gendermaﬁen formulieren :

15.. Fiir einen Graphen G sei m die (endllche) Minimalzahl
der Knotenpunkte P,, P, ..., P,, die so beschaffen sind, daf jede
Kante von G in einem dieser Knotenpunkte *endet und es. sei n
die Maxtmalzah[ der Kanten ki, ks, ...k, die paarweise keinen
gememsamen Endpunkt besitzen. Dann ist, falls G em paarer
Graph ist, m=n.

Erstens ist nimlich m<n; sonst gabe es — laut Satz 13 —
n+l Kanten, die paarweise keinen gemeinsamen Endpunkt haben.
Zweitens ist auch mgn, da zu jeder der Kanten &, k,,.. ., k,
einer der Punkte P, P, ..., P, als Endpunkt angehdrt und ver-
schiedenen Kanten auf dlese Weise verschledene Knotenpunkte
entsprechen

Als eine weitere Anwendung des Satzes 13 wollen wir noch
folgenden Satz beweisen, welcher msbesondere durch seine An-

15) Ein Graph wird als ein paarer Graph bezeichnet, wenn jeder Kreis
des Graphen eine gerade "Anzahl von Kanten enthdit; oder m. a. W., wenn
man seine Knotenpunkte.so in zwei Klassen einteilen kann, daB die beiden
Endpunkte jeder Kante zu verschieden Klassen gehoren. Ein endlicher Graph
heiBt reguldr (PETERSEN), wenn in jedem Knotenpunkt dieselbe Anzahl von
Kanten endet. Diese konstante Anzahl wird als der Grad des reguldren Graphen
bezeichnet. Ein Teilgraph G’ von G heiSt ein Fakior k-ten Grades von G,
falls, in jedem Knotenpunkt von G, & Kanten von G’ enden. Ein reguldrer
Graph ersten Grades (also jeder Faktor ersten Grades) ist somit ein Graph
der aus Kanten ohne gemeinsamen Endpunkten besteht..

* 16) Man sieht unmittelbar -ein, daB die Anzahl der P mit der Anzahl
der Q (ibereinstimmen mus.
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wendung auf Determinanten — wovon' im- nichsten Paragrapnen
die Rede sein wird — von Interesse ist.

16. Im (paaren) Graphen G soll jede Kante einen der Punkte
von II,=(P,, P;,..., P,) mit einem der Punkte von II,—(Q;,
Q:, - .., Q,) verbinden (P,3Q;) und diejenigen Kanten von G, die
“in einem’ Fakior ersten Grades von G enthalten sind, sollen einen
nichtzusammenhdngenden‘ Graphen G* bilden. Dann kann man
r(>0) Punkte aus II, und n—r(>0) Punkte aus II, so aus~
wdhlen, dafi keine Kante von G zwei ausgewdihife Punkite verbinde:
. Erstens soll ]ede Kante von G in einem Faktor ersten Grades
von G enthalten sein, so dab G*= G ist. Wir diirfen annehmen,
daf die Kanten der Kantenmenge K=(P,Q:, P.Q.,..., P.Q,)
einen Faktor ersten Grades von G ‘ergeben. Es sei-G, ein zusam-
menhdngender Bestandteil von G; da G=G* nicht zusammen-
hingend ist, enthdlt der aus den in G, nichf enthaltenen Kanten
von G bestehender Graph G, wenigstens eine Kante. Mit der
Kante P,Q; ist auch P,Q; in G, (bzw. in G;) enthalten, also enthilt
sowohl G,, wie G, wenigstens ‘eine Kante aus K. Sind “etwa
PQi, P,Qs ..., P,Q in G, und Pri1Qri1, Pis2Qria, ..., PQ;
in G, enthalten, so gibt es keine Kante von G, die einen der r
Punkte P, P,,..., P, mit einem der n—r Punkte’ Qr+1, Qr+2, . Q,. .
verbmden wurde und der Satz: besteht. ©oe . e
" Zweitens set P,Q, eine Kante von G, die in kemem Faktor
ersten Grades von G enthalten ist..Sei G’ der Graph der aus G
-entsteht, wenn man alle nach P, und alle nach Q, laufenden Kanten
aus ihm entfernt. [n G’ kann es nicht n—1 Kanten geben? die
paarweise keinen gemeinsamen Endpunkt haben, da man sonst
durch Hinzunahme von "P,Q, einen P;Q, enthaltenden Faktor
ersten Grades von G erhalten wirde. Laut Satz 13, (wo jetzt
n—1 fiir n zu setzen ist) konnen also II; —(Pz, ‘Ps,...,P,) und
II=(Q,, Qs ..., Q,) in @ durch weniger als n—1, alsd sicher-
lich durch n—2 Punkte getrennt werden. Gehoren von diesen
n—2 Punkten ¢ Punkte zu II; und n—2—a zu II;, dann’ gzbt
es in G’, also auch in G, keine Kante, die eine der tibrigen
n—l—a=r Punkte von II; mit einem der tibrigen n—1—(n—2—a)=
=a-+1=n—r Punkte von. II, verbindet. Damlt ist Satz 16 auch
fiir diesen zweiten Fall bewiesen.
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§ 3. Anwendung auf Determinanten und Matrizen.

Ich habe schon in verschiedenen Arbeiten auf den Zusam-
menhang zwischen der Graphentheorie und der Theorie der De-
terminanten und Matrizen hingewiesen (s. insbesondere [4] und
[5])- Auch die Untersuchungen des vorangehenden Paragraphen
gestatten eine Interpretation dieser Art. Dies beruht auf folgender
Verabredung. Einer beliebigen (nicht unbedingt quadratischen)
Zahlen-Matrix )

M=lla.l| (=12,...,p;k=12,...,9)

ordnen wir einen paaren Graphen G folgendermaBen zu. (Wir,
beschrinken uns in diesem Paragraphen auf endliche Matrizen
und auf endliche Graphen). Den Zeilen von M soll je einer der p
Punkte P, P,,..., P, und den Spalten von M je' einer der ¢
Punkte Q,, Q,..., Q, entsprechen und wir fithren eine Kante
P,Q, dann und nur dann ein, wenn ;30 ist. Andere Kanten
werden nicht eingefiihrt. Was besagt nun der Satz 13, wenn man
ihn auf den so definierten paaren Graphen G _anwendet und
=P, P,...,PRP) I,=(Q, Q,,..., Q) setzt, tiber die Mat-
rix M? Hat man n Kanten von G, die paarweise keinen gemein-
samen Endpunkt besitzen, so entsprechen ihnen n nicht verschwin-
dende Elemente a;,, die paarweise verschiedenen Reihen (Zeilen
und Spalten) von M angehoren, deren Produkt also (vom Vor-
zeichen stets abgesehn) “ein Entwicklungsglied (3-0) einer Unter-
determinante n-ter Ordnung von M ergibt. Was bedeutet anderer-
~ seits fiir eine Zahl n, die der Bedingung n=<p, n=<gq geniigt, daB
II, und II, durch weniger als n, also sicherlich durch n—1 Punkte
in G getrennt werden konnen? Dies bedeutet, daf man n—1
Reihen (Zeilen und Spalten) von M so angeben kann, dab. alle
nicht-verschwindenden Elemente von M in einer dieser n—1 Reihen
enthalten sind. Sind unter diesen n—1 Reihen p—r(=0) Zeilen
und ¢—s(=0) Spalten enthalten, dann sind also alle Elemente,
welche die iibrigen r Zeilen mit den iibrigen s Spaiten gemein
haben, gleich Null. Hier ist wegen p—r=n—1<p sicherlich
r>0 und ebenso s>0. Infolge von (p—r)+(g—s)=n—1 ist
hier s=(p+g—n-+1)—r und r nimmt einen der Werte 1,2,...,p
an. Unser Satz 13 ergibt also, in die Sprache der Matrizen {iber-
setzt, folgendes Resultat. '

17. Verschwinden sdmtliche Entwicklungsglieder aller Unter-
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determinanten - n-ter. Ordnung einer Maltrix von p Zeilen und q
Spalten (wo n=p, n=gq ist), so verschwinden alle Elemente, welche -
r Zeilen mit (p+q—n+ D—r Spalten gemeinsam haben fiir r=1,
oder 2, ..., oder p.

D1e Ubertragung des Satzes 15 ergibt ebenso folgenden Satz

18. Die Minimalzahl der Reihen (Zeilen und Spalten), welche
in ihrer Gesamtheit jedes nicht-verschwindende Element einer Matrix
enthalten, ist gleich der Maximalzahl von nicht-verschwindenden
Elementen, welche paarweise verschledenen Zeilen und verschiedenen
Spalten angehoren.'™)

Z. B. sind fiir die Matrix

0-1 0 0 1
0100 1
11110
01001

belde dieser Zahlen gleich 3.

In diesem Satz darf natiirlich féir ,,mcht-verschwmdend“ eine
beliebige Eigenschaft der  Elemente gesetzt werden, so daf der
Satz eine rein kombinatorische Eigenschaft der Matrizen (der zwei-
dimensionalen Tafeln) ausspricht, wo die Elemente beliebige Ge-
genstinde (nicht nur Zahlen) sein konnen.

Fir p=g=n ergibt sich aus Satz 17 folgender Determl-
nantensatz von FROBENIUS [3]:

19. Wenn alle Glieder einer Determmante n-ter Ordnung
verschwinden, so verschwinden alle Elemente, welche r Zeilen mit
n—r+ 1 Spalten gemeinsam haben, fir r—=1 oder 2,..., oder n.

In dhnlicher Weise wollen wir jetzt folgenden, ebenfalls von
FROBENIUS [2]'%) stammenden Determinantensatz graphentheoretisch
beweisen, bzw. auf Satz 16 zuriickfiihren.

17) Die Sitze 17 und 18 hat der Verfasser, mit den hier gegebenen
Beweisen, am 26. Mirz 1931 in der Budapester Mathematischen und Physi-
kalischen Gesellschaft vorgetragen, s. [6). Hieran anschlieBend hat dann
E. EcervARry [1] fiir den Satz 18 einen anderen Beweis und eine mteressante
Verallgemeinerung gegeben. »

18) Dort wird dieser Satz ,aus verborgenen Engenschaften der Deter-
minanten mit nichtnegativen Elementen“ durch komplizierte Betrachtungen
bewiesen. Ich gab dann in 1915 in meiner Arbeit [4] einen elementaren gra-
phentheoretischen Beweis (welcher hier durch einen noch einfacheren ersetzt
wird). In 1917 hat dann auch FroBenius 3] einen elementaren Beweis publi-
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_ *20. In einer ‘Determinante n-ter Ordnung D selen die nicht-

verschwindenden Elemente unabhdngige Verdnderliche. Ist D eine
rediizible Funktion ihrer (nichtverschwindenden) Elemente, so -ver~
schwinden alle Elemente von D, welche r Zeilen mit n—r Spalten
gemeinsam haben fiir r=1 oder 2;. .., oder n——l

Der Determinante, :
_'a“‘la“k*—;l 2,.

ordnen wir einen paaren Graphen G m1t den Knotenpunkten
P,P,..,P,; Qi Q. . .., Q, wieder durch die Regel zu, daf G
dann und nur dann eine Kante P;Q, enthalten so]l wenn a,,,=1=0
ist, wihrend zwei P-Punkte, so wie zwei Q-Punkte niemals durch
eine Kante verbunden werden. Jedem *nichtverschwindenden Glied
41,024, . . . Ani,, WO (iy, b, . . ., [,) €ine Permutation von (1, 2,...,n)
ist, entspricht ein Faktor ersten Grades von, G, ndmlich (P,Q;,
P,Q., ..., P.Q:) und umgekehrt. Es sei G* derjenige Teilgraph
von G, welcher diejenigen Kanten von G enthilt, die in einem

.ziert, und zwar nach dem ich ihm meinen Beweis (in deutscher Ubersetzung)
zugeschickt hatte. FroBexIUs hat es dort unterlassen, diese Tatsache, sowi¢
iiberhaupt meine Arbeit [4) zu erwzhnen. Jedoch zitiert er meine Arbeit [5]
und zwar mit folgender Bemerkung: ,Die Theorie der Graphen, mittels deren
Hr. Kox1a den obigen Satz (dies ist -die determinantentheoretische = Interpre-~
tation von Satz 14] abgeleitet hat, ist ndci meiner. Ansicht ein  wenig geeig-
netes Hilfsmittel fiir die Entwicklung der Determinantentheorie. In diesem
Falle fithrt sie zu einem ganz speziellen Satz vom geringem Werte. Was
von seinem Inhalt Wert hat, ist in dem Satze Il [dies ist der Frobeniussche
‘Satz 19} ausgesprochen.®
; Es ist wohl natiirlich, daB der verfasser vorliegender Abhandlung diese
Meinung nicht unterschreiben wird. Die Griinde, die man fiir oder gegen den
Wert ‘oder Unwert eines Satzes oder einer Methode anfiihren kdnnte, haben
stets, mehr oder weniger, einen subjektiven Charakter, so daB es vom geringen
wissenschaftlichen Wert wire, wenn wir hier den Standpunkt von FROBENIUS
zu bekdmpfen versuchten. Wollte aber FroBexius 'seine verwerfende Kritik
liber die Anwendbarkeit der Graphen auf Determinantentheorie damit begriin-
den, daB sein tatsdchlich ,wertvoller* Satz 19 nicht graphentheoretisch bewiesen
werden kann, so ist seine Begriindung — wie wir gesehen haben — sicherlich
nicht stichhaitig. Der graphentheoretische Beweis, den wir fiir Satz 19 gegeben
haben, scheint uns ein einfacher und anschaulicher Beweis zu sein, der dem
kombinatorischen Charakter des Satzes in natiirlicher Weise entspricht und
auch zu einer bemerkenswerten Verallgemeinerung (Satz 17) fiihrt.

Es sei noch erwdhnt, daB wir oben, im § 2, beim Beweis des Satzes 16
einen Gedankén von Frosenius beniitzt haben, den er bei seiner Zuruck-
filhrung des Satzes 20 auf Satz 19 angewendet hat.
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Faktor ersten - Grades von G " enthalten sind. (Als_Ilustration
zelgt die Flgur den Graphen @, welcher. der Determmante

a;,a,0 .0 0 0 B
0 a;,a;0 00
a3, 0 a;30 0 O
0 a,0 a, as 0
0 0 ass asq a5 Gs6
3,0 0 0 0 a

zugeordnet ist. Dne vertikal gezeichneten Kanten entsprechen dort
den Elementen der Hauptdiagonale; zum Teilgraph. G* gehoren
die ausgezogenen Kanten.) o

Nun sei D reduzibel. Wir beweisen, daB dann G* nicht
zusammenhdngend isf. D hingt von einem "(nichtvers_‘chwindenden')
Element a;, dann. und nur dann ab, wenn g, in einem nicht-
verschwindenden Glied von D enthalten ist, wenn also P.Q, zu
G* gehort. Setzt man also in D allc Elemente von denen D nicht
abhangt (in unserem- Beispiel a,s, @55, Gss, ;) gleich Null, so
entspricht der so entstandenen Determinante D* der Graph G*.
Nun ist D*, da sie dieselbe Funktion, wie D darstellt, ebenfalls
reduzibel: D*= D,D,, wo sowohl D,, wie D, ein Polynom ist,
welclies wenigstens eine Verdnderliche a;, enthdlt. Da die Deter-
minante in Bezug auf jedes Element linear ist, kann kein Element
in beiden der Faktoren D,, D, enthalten sein. Die Kanten P,Q,,
die einem in D, (bzw. in D,) enthaltenen Element a;, entsprechen,
sollen den Teilgraphen G, (bzw. (G,) von G* bilden; jede Kante
von G* ist dann in einem und nur einem der Graphen G, und
G, enthalten.G, und G, besitzen auch keinen gemeinsamen: Knoten-
punkt, denn wire etwa P, ein solcher, so miifite eine Kante
P.Q. zu G, und eine Kante P.Q, zu G, gehoren, also a;, in D,
und a;, in D, enthalten sein.  Da aber a,, und a,, derselben Zeile
von D angehdren und die Determinante in Bezug auf die Elemente
- einer Zeile linear ist, so ist dies unmoglich. G, und G, sind also
fremd zueinander.. Da jede Kante von G* entweder zu G, oder
zu Gz gehort, ist somit G* in der Tat nicht zusammenhingend:
- (In ‘unserem- obigen Beispiel zerfalit G* in drei ‘zusammenhéngende

Bestandteile.)

Wir kénnen also auf G Satz 16 anwenden. Dieser besagt
— in die Determinantensprache iibersetzt — daf die gemeinsamen
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Elemente von r Zeilen und n—r Spalten lauter Nullen sind. Damit
ist aber Satz 20 bewiesen. '
- Wir wollen noch einmal das Resultat hervorheben, daB G*
nicht zusammenhéngend ist, falls D reduzibel ist. Ebenso ersieht -
man, daf auch umgekehrt G* zusammenhingend ist, wenn D
irreduzibel ist: Damit haben wir eine auch praktisch sehr gut an-
wendbare Methode, um zu entscheiden, ob eine Determinante, die
als Elemente nur Nullen und unabhdngige - Verdnderliche enthdlf,
reduzibel ist, — da an einemh gezeichnet vorliegenden Graphen
unmittelbar zu sehen ist, ob er zusammenhingend ist, oder nicht.
Betrachten wir als zweites Beispiel die Determinante 10-ten Grades :

a, ¢, ¢35’ 0 0 0 0 O 0 0
| Gun a2 0 0 0 0 a; O 0 0
a, @, a3 0 0 0 O O 0 0
0 0 a3 a, 0 0 0 O 0 a, 1,
0 0 0 a; a5 as 0 O 0. 0
0 0 O @, s a, 0 O 0. 0
0 0 0 O ayp a5 an O 0 0
10 0 0 0 0 O gy ass ayp O
00 0 0 0 0 0 ap ay a5y
0O 0 0 O

Auch mit Hilfe des Satzes 20 wire es mithsam die Frage der
Reduzibilitdt dieser Determinante zu entscheiden. Die Figur'®) zeigt
nun den entsprechenden paaren Graphen G. Da jede Zeile und
jede Spalte genau 3 nicht-verschwindende Elemente besitat, ist
dies ein reguldrer Graph, so daB — wie dies aus Satz 14 un-
mittelbar folgt — jede Kante in einem Faktoren ersten Grades

~ 19) Dieser Graph wurde von SaINTE-LAGUE [9] als Beispiel fiir einen
* briickenlosen reguliren paaren Graphen 3-ten Grades angegeben, fiir den kein
Kreis existiert, welcher simtliche Knotenpunkte enthilt.
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_enthalten ist, also ist hier G*=G. Man sieht, daf G*=—G zu-
sammenhdngend ist. Deshalb ist unsere Determinante irreduzibel.

In dem fiir Satz 20 gegebenen Beweis wurden die charak-
teristischen Eigenschaften der Determinanten nur teilweise beniitzt.
Wiirde man namllch in der Determinantendefinition

la,lr = Z £Q13,Q24, -« . Qni,y - ,
die Vorzeichen ¢; in beliebiger Weise modifizieren, ja sogar fiir
die & beliebige von Null verschiedene (von den a;, unabhingige)
Zahlen setzen und eventuell eine beliebige Konstante noch additiv
hinzufiigen, so wiirde die Richtigkeit des gegebenen Beweises
~ hiedurch nicht beeintrachtigt. Dieser Beweis erglbt also auch fol-
gendes allgemeineres Resultat:

21. In einer Determinante n-ter Ordnung D seien die nicht-
verschwindenden Elemente unabhingige Verdnderliche. Eine ~mit
nicht-verschwindenden Koeffizienten gebildete lineare ganze Funktion
der Entwickiungsglieder von D ist (als Polynom der Elemente von
D) nur dann reduzibel, wenn — fiir r=1 oder 2, ..., oder n— 1
— alle Elemente von D verschwinden, welche gewzsse r Zeilen mit
gewissen n—r Spalten gemein haben.

§ 4. Der Mengersche Satz.

Jetzt soll ein ganz allgemeiner Satz bewiesen -werden, der
die Satze 12 und 13 — falls diese nur fiir endliche Graphen for-
muliert werden — als Spezialfille in sich enthilt. Er wurde von
MENGER [8]*°)- ausgesprochen und lautet folgendermalen.

20) S, dort Satz 6. Der Beweis von MENGER enthdlt eine Liicke, da es
vorausgesetzt wird (S. 102, Zeile 3—4), daB ,K’ ein punktférmiges Stiick s
enthilt, welches in der -Menge P-+ Q nicht enthalten ist“, wihrend es recht
wohl mdoglich ist, daB — mit der hier gewahlten Bezeichnungsweise - aus-
gedriickt — jeder Knotenpunkt von G zu I, 4 IT, gehort. Dieser — keineswegs
einfacher — Fall wurde in unserer Darstellung durch den Beweis des Satzes
13 erledigt. Die weiteren — hier folgenden — Uberl_egungen, die uns zum
Mengerschen Satz fithren werden, stimmen im Wesentlichen mit dem — sehr
kurz gefaten — Beweis von MEeNGER iiberein. In Anbetracht -der Allgemein-
heit und Wichtigkeit des Mengerschen Satzes wird im Folgenden auch dieser
Teil ganz ausfiihrlich und den Forderungen der rein-kombinatorischen Gra-
phentheorie entsprechend dargestellt.

[Zusatz bei der Korrektur, 10.V.1933] HerrMENGEnhat die Freund-
lichkeit gehabt — nachdem ich ihm die Korrektur meiner vorliegenden Arbeit:
zugeschickt habe — mir mitzuteilen, daB ihm die oben beanstandete Liicke
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21. Seien II, und II, zwei- fremde Teilmengen der Knoten-
punktmenge II eines endlichen Graphen G, welche nicht durch
weniger als n Knotenpunkte getrennt werden kinnen. Dann gibt es
in G n paarweise fremde II,II,-Wege. '

Entfernt man aus G, der Reihe nach, gewisse Kanten, so
muB man, wegen der endlichen Kantenzahl, schlieiich einen
Graphen G* von der Beschaffenheit erhalten, da II, von II, auch
in G* nicht durch weniger als n Knotenpunkte getrennt werden
kann,2') wie man aber auch noch eine Kante aus G* entfernt,
in dem so entstandenen Graphen II, von II, durch wemger als n
Knotenpunkte getrennt werden kann. Es gentigt natiirlich den Satz,
statt fiir G, fiir G* zu beweisen, so daB wir von Anfang an voraus-
setzen diirfen, daB in jedem echten Teilgraph von G die Mengen
II, und II, durch weniger als n Knotenpunkte gefrennt werden
konnen. Diese Eigenschaft von G wird im Folgenden als Eigen-
schaft @ bezeichnet. '

Erstens sei II, 4+ II,=1I. Dann enthdlt jeder II, II,-Weg
von G eine II,I1,-Kante. Entsteht also G" aus G, indem eine Kante,
die zwei II,-Punkte (bzw. zwei II,-Punkte) verbindet, entfernt
wird, so wird durch eine Punktmenge, welche II, von II, in G
trennt, II, von II, auch in G’ getrennt. Wegen der Eigenschaft
verbindet also keine Kante von.G.zwei Punkte von II, (bzw.
von IT,), so daf die Bedingungen des Satzes 13 erfiillt sind. Die
diesem Satz entsprechenden n Kanten von G sind dann n Wege
von G, welche die verlangte Eigenschaft besitzen. -

Wir diirfen uns also auf den zweiten Fall beschridnken, daf
nidmlich ein Knotenpunkt R, ven G weder zu II, noch zu II
gehort. :

Besteht G aus einer einzigen Kante, so gxlt der zu bewei-
sende Satz (es muf dann n==1.sein), wir kdnnen also in Bezug
auf die Kantenzahl von G vollstindige Induktion anwenden. =

Entfernt man aus G alle nach R, laufende Kanten, so kann
— wegen der Eigenschaft @ — in dem so entstandenen Graphen
seines Beweises schon bekannt war, daB jedoch sein vor Kurzem erschienenes
Buch Kurventheorie (Leipzig, 1932) einen vollkommen liickenlosen und rein
kombinatorischen Beweis des Mengerschen Satzes (des ,,rz-Kettensatzes“)
enthdlt. Mir blieb dieser Beweis bis jetzt unbekannt, :

- 21) Wie schon hervorgehoben wurde, hat diese Aussage auch dann

einen Sinn, wenn-gewisse Punkte. von Iy 4 IIs nicht dem Teilgraphen G*
angehoren.
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II, von II, durch r <n-Knotenpunkte R,, R,,..., R, getrennt wer-
den. Dann wird II, von I, in G natiirlich durch die Menge
M=(R,, R, R,, ..., R) getrennt, so daf r-+1=n ist; wegen
r<n folgt hieraus r=n—1. Zusammenfassend konnen wir also
sagen: II, und II, werden in G durch eine Menge -M=(R,, R;,
"Ry, ..., Ra-1) von n Punkten getrennt, wobei einer dieser Punkie,
R, mcht wu IT,+ I, gehort.

Ein Punkt R, von M soll der Teilmenge M,,‘ bzw. M,, bzw.
M, zugeteilt werden, je nach dem er zu 1, bzw. zu II,, bzw.
zu keiner dieser beiden Mengen gehort. Damit haben wir die Zer- -
legung M= =M+ M+ M, in drei paarwelse fremde Teile, wobei
R, zu M, gehort.

Betrachten wir-nun sidmtliche Wege ,vom Typus w.«, d. h.
diejenigen Wege von G, die einen Punkt von II;— M, mit einem -
Punkt von M,+ M, verbinden und auBer diesem Punkt von M,+ M,
keinen Punkt von M enthalten. Diejenigen Kanten, die in einem
Weg vom Typus W, enthalten sind, sollen den Teilgraph G, von
G bilden. Ebenso sollen diejenigen Kanten von G, die in einem
solchen Weg enthalten sind, welcher einen Punkt von II,— M, mit
einem Punkt von M,-+ M, verbindet und aufler diesem Punkt von
M,+ M, keinen Punkt von M enthilt (Wege avom Typus W,“),
den Tellgraph G, von G bilden.

Wir beweisen, daB ein nicht zu M gehorender Punkt mcht
gemeinsamer Knotenpunkt von G, und G, sein kann. Hatten ndm-
lich ein Weg P...A...R; vom Typus W, und ein Weg Q...A." -R;
vom Typus Wi (es soll P stets einen Punkt von IT, und Q einen
Punkt von. II, bezeichnen) einen gemeinsamen Knotenpunkt A,
der nicht zu M gehodrt, so wiirden die Teilwege P...A und
Q... A einen ILII,Weg P...Q ergeben, der keinen M-Punkt
enthdlt und dies ist unmoglich.

" G, und G, kiénnen auch keine gememsame Kante besttzen
denn dann miiBten beide Endpunkte dieser Kante M-Punkte sein,
wihrend — laut der Definition von G,.und G, — eine Kante, die
zwei M-Punkte verbindet, weder zu G,, noch zu G, gehéren
kann. ‘ : , -
© . Zu jedem Punkt R, von M gehort ein. IT,IT,-Weg von G,
der aus M den Punkt R, und nur diesen. Punkt enthdlt; im ent-
.gegengesetzten Falle wiirden namlich die von R; verschiedenen
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n—1 Punkte von M auch schon II, von II, trennen. Ist insbe-
.sondere R;=R,, so ist R, ein innerer Punkt des ihm auf diese
Weise zugeordneten II,IT,-Weges, so dafi dieser Weg durch R,
in zwei Wege zerlegt wird ; der eine ist vom Typus W, der andere
vom Typus W,. Von den beiden nach R, laufenden Kanten dieses
11 IT,-Weges gehort also der eine zu G,, der andere zu G,. Somit -
enthilt sowohl G,, wie G, wenigstens eine Kante und es enthdlt
also sowohl G,, wie G, weniger Kanten als G.

In G, kénnen II,— M, und M,+ M, nicht durch eine weniger
als my,+m, Punkte enthaltende Menge M’ getrennt werden (hier
bezeichnen m,, m,, m; bzw. die Punktzahl der Mengen M,, M,, M),
denn wiirde dies der Fall sein, so wiirde man, ‘indem man die
Menge M, hinzufiigt, eine weniger als n Punkte enthaltende Menge
‘M’ + M, erhalten, durch die II, und II, in G getrennt wiren. .
Enthilt ndmlich ein II,I1,-Weg W von G keinen Punkt von M,,
begihnt er also in einem Punkt P von II,—M, und ist R, von P
aus gerechnet der erste Punkt von W, der zu M, also zu M,+ M,

_gehort, so ist der Teilweg P...R; von W ein Weg vom Typus W,,
also ein Weg in G,, der einen Punkt von II,—M, mit einem
Punkt von M,4 M, verbindet; dieser Teilweg, also auch W, muB
somit einen Punkt von M’ enthalten. .

Da G, weniger Kanten besitzt als G, dirfen wir — laut
unserer Induktionsvoraussetzung — den zu beweisenden Satz, wo
jetzt my+m, fiir n zu setzen ist, auf G;, und zwar auf die Punkt-

“mengen II,— M, und M,+ M, anwenden. Diese Anwendung ergibt
folgendes: es gibt m,+m, paarweise fremde Wege in G, die
simtlich einen Punkt von II,— M, mit einen Punkt von M,+ M,
verbinden. Da m,+m, die Punktezahl von M,+ M, ist, so gehort
jeder der Punkte von M,+ M, einem und nur einem dieser Wege
(als Endpurkt) an, wihrend ein Punkt aus M, da er nicht zu G,
gehort, keinem dieser Wege angehort. Es seien unter ihnen T,
Ty, ..., Tm, die nach den Punkten von M,, und U,Up,...;Uny

- die nach den Punkten von M, laufenden Wege. Ebenso definiert
man m,+m; Wege von G,: V, V,, ..., Vo.; u',u,..., U,',:o mit

" entsprechenden Eigenschaften. Laufen U; und U nach demselben
M-Punkt, so bestimmen diese beiden Wege einen II,I1,-Weg

“U; von G. Dies folgt aus dem Umstande, daB nur ein Punkt -
von M gemeinsamer Punkt von G, und G, sein kann. Aus dem-
selben QGrunde sind dann die n=my+ m+m, Il IT,-Wege
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Uiy Upe ooy Ungs Vi, Vo, oo, Vs Ty, Ty .o, Ty paarweise fremd
zueinander, womit der Mengersche Satz bewiesen ist.22) .

In einer etwas prignanteren- Fassung laBt sich der Menger-
- sche Satz — der Formulierung: des Satzes- 15 entsprechend -
folgendermaBen formulieren.

22. Seien II, und II, zwei fremde Tezlmengen der Knoten-'
punkimenge II eines. endlichen Graphen G. Die Minimalzahl der
Knotenpunkte, -durch die II, und 1I, in G voneinander getrennt
werden konnen, ist gleich der Maxzmalzahl der paarwezse fremden
11, IT,-Wege von G. .

Bezeichnen wir ndmlich diese Maxxmal- und Mmlmalzahl
~durch M, bzw. m, so gibt es M paarweise fremde II,II,-Wege
~in-G; da jeder dieser Wege wenigstens einen Punkt aus jedem
trennenden Punktsystem enthalten muB, ist m=M. Andererseits
besagt der Mengersche Satz, daf M=m ist. Also ist m=M."

* Es sei-hervorgehoben, dafi in dem hier gegebenen Beweis des
Mengerschen Satzes — im - Gegensatz zu den Beweisen, die wir
oben fiir Satz 12 und Satz 13 gegeben haben . — die- Voraus-
setzung, daf der Graph endlich sei — wegen der Anwendung der
vollstindigen Induktion — wesentllch war. Man- wird also hier
zum Problem gefiihrt, ob fir endliches n der Mengersche Satz
auch fiir unendliche Graphen giiltig bleibt. Mir bereitete diese
Frage groBe Schwierigkeiten. Kirzlich ist es aber Herrn PauL
ERDOs, den ich auf dieses Problem aufmerksam machte, gelungen,
die Frace' in bejahendem Sinne zu beantworten. Als Abschluff
dieser Abhandlung soll ]etzt noch dieser Beweis von ERDOS mit-
geteilt werden.

Seien II, und II, zwei fremde Texlmengen der Knotenpunkt-
menge I des unendlichen . Graphen G, welche nicht durch weniger
als n Knotenpunkte in G getrennt werden konnen w0 n eine
beliebige endliche Zahl bedeutet. Nehmen wir an, dafl im Wider-
spruch zu dem zu beweisenden Saize, die Maximalzahl r der
paarweise fremden II,11,-Wege von G kleiner als n sei. Es seien
Wi, We,...; W, r paarweise fremde II,1I,-Wege von G. Wir
betrachten die endliche Menge M der = Knotenpunktsysteme
(4, A,,..., A), die so beschaffen sind, daB (fir i=1,2,".., 1) A;

22) Das interessante Hauptresultat einer Abhandlung von Wairney [10],
nidmlich-sein Theorem 7, folgt unmittelbar aus diesem Mengerschen Satz,
‘jedoch, wie es scheint, mcht umgekehrt. .

1z
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zu W, gehort. Da I1, von 11, in G nicht durch r <n Punkte getrennt
werden kann, gibt es zu jedem Element Se=(4;, 4,,..., 4,) von
M einen II,IT,-Weg U, von G, der keinen der Punkte A, A,, u A,
enthilt. Werden samtliche Kanten von allen diesen Wegen den Kanten
der Wege W,, W,, ..., W, hinzugefiigt, so ergibt sich ein endlicher
Teilgraph G* von G. In G* kann II, von II, nicht durch r Punkte
getrennt werden, denn ein solches trennende System miifite, da
es aus jedem der Wege W, W,,..., W, einen . Punkt enthalten
" muB, ein Element S,=(4,, 4,,..., A4,) von M sein, und der ihm
entsprechende II,II,-Weg U, von G* wiirde keinen der Punkte
A, enthalten, Auf dem endlichen Graphen G* diirfen wir nun den
Mengerschen Satz anwenden (wo wir jetzt r+ 1 fiir n setzen) und
dieser besagt, daB r+1 paarweise fremde II,II,-Wege in G*, also
auch in G existieren.- Und dies widerspricht der vorausgesetzien
Maximaleigenschaft von r. Somit haben wir den Satz:

23. Der Mengersche Satz 21 gilt, fiir eine beliebige endltche

 Zahl n, auch fiir unendliche Graphen.

Natiirlich gilt dann ‘auch Satz 22 fiir unendliche Graphen;
es mub aber (falls II, oder II, eine unendliche ‘Menge ist) die
dort erwihnte Maximal-, bzw. Minimalzahi als eine endliche Zahl
vorausgesetzt werden. o
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