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Uber das zweite Hauptproblem der , Factorisatio
Numerorum¥.

Von G. Szereres und P. Turix in Budapest.

1. Das Problem der ,Factorisatio Numerorum* ist das fol-
gende: wir betrachten die moglichen Zerlegungen einer ganzen
Zahl n in ganzzahlige Faktoren und fragen nach ihrer Anzahl.
Diese Anzahl hingt natiirlich von den Zerlegungen ab, welche man
allein betrachtet; wir kdnnen nidmlich zwei Zerlegungen, die sich
nur in der Reihenfolge der Faktoren von einander unterscheiden,
als verschieden betrachten oder nicht. So erhilt man die zwei
Hauptprobleme der ,Factorisatio Numerorum*, Da in beiden Fillen
die Anzahl R(n) der Faktorisationen von n sich ziemlich unregel-
miBig verdndert (falls n eine Primzahl ist, R(n) =1, sonst kann
sie beliebig grof werden), so hat man nicht R(n), sondern den
Mittelwert R(1)+R(2):_ .+ R(m)

Das erstgenannte Problem wurde von Herrn L. KALMAR be-
handelt, von dem iibrigens die ganze Problemstellung stammt
dabei erhielt er folgendes Resultatl) ‘

R(1)+R(2)+ .. —{—R(n)-—: ; ( ) + O (ng (logn)—aloglog logn)

zu untersuchen.

fiir jedes a<m’ wobei ¢ die einzige positive reelle

Wurzel der Gleichung {(s)=2 ist. Die vorliegende Arbeit be-
handelt das andere Hauptproblem, indem wir zwei Zerlegungen;, -
die sich nur in der Reihenfolge de_r ‘Faktoren unterscheiden, ‘als

1) L. Kaumir, Uber die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der
Zahlen, erste Mitteilung, diese Acta, 5 (1930—32), S. 95—107. )
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identisch betrachten. Es bedeute also R(n) fiir n>1. die Anzahl
der ganzzahligen Losungen der Gleichung

(l) n=n1nz...na'
QC=msEm=...=n,, ca=1,2,3,...);
es sei ferner R(1)=1. Dann gelangen wir zum Resultat
RO)+R@)+...+R@my 1 eVoer ¢2Viogn
= 3 + A 5
" log*n log*n
2Yiogn 2Vioen
e
+---+Ak—l g_k_-i-l_ +O 2k+3 ),
~log * n log * nJ

wo A,, A, ... gewisse Konstante bezeichnen und k beliebig grof
gewihit werden kann.
2, Wir wollen zunichst fhr 6>1 (s==0-+ti) die Identitat

(2) 2 E]gl—) = v (®
bewéisen, wobei
@3 w(s) = 2 [ (ks)— 1]

Wir beti'achten zu diesem Zwecke das Produkt

om
PO = (14t b o) (P gt )

( +— +42,+433+...J~. .
Die Faktoren dieses Produktes sind fiir ¢>>1 absolut konvergente
Reihen; auch das Produkt selbst ist fiir 0> 1 absolut konvergent,
wie dies aus der Form

1 1 | ?
C)) P RS WU B

R RO
klar ist. Folglich kann man das Produkt in der iiblichen Weise
in eine Dirichletsche Reihe umordnen,; jeder Zerlegung

@ g Cg

s o .

P e N
n=2,2,..2.3.3...3.4.4.,.4...
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entspricht in der Dirichletschen -Reihe das Glied
S
und umgekehrt Auf dlese Weise tracrt ;ede einzelne Faktorlsatlon'

1
von n zum Koeffizienten von - genau 1 bei. Daraus folgt -

| L VR
©) pe= > R0
) . n=1 )
Aus (4) erhalten wir o - .
& '1 ‘o o 1 1 '
— 1 ] —— . —
> oe h.]zegz 2

Die in dem Exponenten stehende Doppelreihe ist fiir 6>.1 absolut
konvergent, folglich kdnnen wir die Relhenfolge der Summationen
vertauschen : : :

Z—j—Z—k‘— 2T L ges—1),
P(s)——e =t k=t =l
woraus unter Beriicksichtigung von (5) und (3) die zu bewexsende‘
Gleichung (2) folgt. !

‘ 3. Wir untersuchen jetzt die Funktion (s) und beweisen den
Hilfssatz: Die Funktion :

P (Sj =

ist fiir a/% reguldr und es ist q>(1)—_

In der Tat ist ' . A A
(6) ( )=—[€(s)——:‘——1] 5 [C(Zs)—-l]—[— -~ [£@3s) —1)]+

Die Glieder dleser Funktxonenrelhe smd fur c>—‘,'z— regular die

Renhe selbst ist glelchmaﬂlg konvergent, da fiir I=4

+ee-n=1| > L g%ﬁ—‘«j&

n=2 n_-2 n ) 1l=2 nt

ist und die Reihe mit positiven Gliedérn
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- @ _ ® 1 .

22

=4 ﬂ=2 nz
wegen der fﬁr jedes N gﬂltlgen Unglelchung

Sl St St S
2 +2 4/»"‘2 °/°+2 UL =
) : [ n +; n® ] "_zn(nLl) <2

konvergiert. Die zweite Behauptung.- beweisen wir folgenderwelse:
es ist bekanntlich :

lim [C(S)—-—I—l]%_c, '

N 81
oyt

‘wo C _'aié"Eulersche Konstante ist. Daher: ist wegen (6) :
M gM=C—1+ [t(z)—11+ [c(3>—u+
=C— 1+2 L gto—11._

Nun 1st aber -

-3 2]

R
~_~
&
|-
—
-
x| —
M
3=
|
. Ms'v
Ms
a—l _
b= ]
-
i

k=2 " a=2 n=2 k=2
=S[—]0g(l—L __'_]___'Zm' log . __1_]=
n=2 L ‘ n n = n—1 n
=,3':"m[nog%% S S R OO 1) EN
also wirklich‘ . . | : :

4. Nach einer bekannten Formel aus der Theone der Dirich-: .

- letschen- Reihen ist ~wegen )

,:(9) | ZR.(n)log—l—: 7 lJ——e'P(*)ds

n=zx
2
2t (2)

' woJ das lntegral _[ bedeutet.

2-¢
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Um das Integral asymptotisch
auswerten - zu konnen, werden wir
einen geeigneten Integrationsweg
wdhlen. Betrachten wir das Integral

1 x®

14 27 fsTe¢(*)ds
Viog= ~N » ) o

- ’9 3 wo (L) den aus der Figur ersicht-.

: lichen geschlossenen Weg bezeich~
net. Innerhalb und lings der Kurve
(L) ist der Integrand nach unserem
Hilfsatze reguldr; also ist der Wert
des Integrals 0. Nun ist fir 1=<0<2,
t=1, wenn C, (und spiter Cz,CS, )

. positive Konstanten bezeichnen, ’

I+io ' 24ie

(10) > =380 <C1t?.
In der Tat?) ist fiir 1<0<2, t=1 '
E(s)| < C;logt, also ~ |et@| el <G,
ferner®) fiir o=1, t=1 o .
. 1
[C(s)|<—2—logt+ G, - also |e§(’)|<C. £z,
endlich ist fiir o=2 , |
: 15 < Gy also |&8©] < Cy;
~ hieraus folgt aber nach dem Phragmén—Lindelofschen Satz,!) an-
gewendet auf die Funktion €® und auf das Halbstreifen .1 <o<2,
t=1, die Ungleichung (10).
Fiir =1 ist nun offenbar (fiir £ >o0) -
[¥©—t©|=0q0)
v @-80)| < el v -2 — O(1)
folghch gilt fiir 130’52
(11) e ®| = |es @] lgv - 75(8)]__0([2

2) Vgl. z. B. E. LanDpAvU, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen (Leipzig und Berlin, 1809), Bd. 1, S. 171. '

%) Dies folgt z. B. aus der Abschitzung {(1 -+ #/)=o (logt), t>00;
vgl. H. WeyL, Zur Abschatzung von {(1+ 11), Math., Zeitschrift, 10 (1921),
S. 88—101.

4) Vgl. z. B. E. Lanpauv, Vorlesungen z?ber zZ ahlentheone (Le1p21g, 1927)
Bd. 2, Satz 405, S. 49—51.

also

10*
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Hieraus folgt ftir die Integrale ldngs den beiden wagerechten Weg-
stlicken die fﬂr o +oo giiltige Abschatzung '

J—— evds

1 (
2ni

) < C1 -5 0)2 -> 0
Folglich' ist
(12) - e‘P(’)ds=———J——e‘P(") ds,
(2» ‘ o .

wo ]etzt (1) den folgenden aus fiinf Stiicken bestehenden Weg
‘bedeutet (x>e):

a)o=1,t=—1, :
’ 1

b) o= ], —1 été_
) ' Viogx |
“ N . . . l
¢) den rechten” Halbkreis (k) um 1 mit dem Radius
) e e @um i Viogx *
d) o=1, 1=2t= ,
e) o=1, t=1. ‘
. Also ist o |
A ‘Og’; 144 141
_ ” ‘-
(13) J e‘”"’ds—f J J+ J J
B ) l-cod M . s 1
Vloga:
—*Il+12+13+1..+15.
Hier 1st5) wegen (11) _ :
ay llll—llo|<xft, O(Vt)dt—o(x)
ferner 1
xtt }+§(1+u)-' P _
a5) II, (—-—-—l_l_it)zet dt| <x0(1)=0®);
R : on? -
“daher ist. .
P i x° . l .
' — | S e0ds =
(1) 57 | 55 €0 ds = 5 h+ O(x).
’ (2)

’ 5) Dle O-Abschﬁtzungen beziehen sith durchwegs auf den Grenz-
] ubergang X > 00,

T

e
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5. Jetzt haben wir also noch /; zu untersuchen. Es ist

i _-;-z o 1 $ .
7a7 ) e s | K el T €0 gp
i ") (1401087 x) Viogx

R _.0 .8 _J_
ZAeVlogx P +9a(l+e' log ’z)ei3d3=

(S

1 X e2 VE cosd

i -1
: - e¢(1+* log 2 z) %4y —
27Yiogx (1+e"‘910g_%x)2 S

_r
2-

T

—_— 2 ’ ($ L
1 xezvionge%V;g—:sin’% e¢(1+e' log !x)

' (l +élog” ';—x)z

ei8 d‘3.

er @

Da Brom fuir R(s)>—%— reguldr ist, konnen wir die Funktion

eqo(l st P log” %z) . e’ a
+—5 nach Potenzen von ———— entwickeln. Daher
gilt wegen (8)

i¢ - L .
evl1+6 21057 72) oid p2i9
g (l +e"‘"log’_’x) » /logx 0g"x

P ele-1id ‘+-O 1
Uy, A — —,
! Viogk-Tx (Vlog"x )

also
r
2 Vioes sins 2 e¢(1+e"‘9hz";'z)
(18) je— og x sin 2— - 5 ei3d3_=
: (1 +e""log"?x)

RS

a, ax-) 1

=j|+‘l7?&—g=—;]z+.--+%_gk~——l_xjk+o(m—?;—)1
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wobei

T

‘% 5
=J -4Vlogzam’—— emn9 d'& 2J _4V108:csm2._ 2 COS mﬁd{} =
z

4 u
Vatog= cos (Zmarcsin T )
=2 J e 2logx du

(1_ 2 )1/2 4 "
0 4Yiogx Viogx
Hier konnen wir wegen '

—— 2 ]
O<u=<ldlogx, — <+
Valog 4)logx = 2

die Funktion

cos (Zm arcsin —y )
2Viogx

1— ou® s
( 4Vlogx )

0

hach Potenzen von entwickeln, da sie eine an der Steile O

Viogx
reguldre gerade Funktion von — 4
Viogx

v ist; also ist

4nogz

J.‘,

Vlogx $

—+5 ”;'4!

Vlo " fiogix
o g2k-2 C u2k >

+..'.'+5b_ g O(——) du

’f_l ViogF-1x .+ Viogkx

‘wo die Koeffizienten b6,, b, ... von m abhdngig sind_. Da nun

148

fe;‘“’u"du-— f O(e “du=0 (e-Vuo”)

V4log z V4log z

ferner

-}

fe' “dy —-Kj-t—

-0
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B [--] ’
ist und Je- “u*du konvergiert, so wird'

S 1}logx 0 , l Vlo Vlog x .
R ) u k 2 ‘ u -1 4log =
i o e ole )

2 (V= 6, G T
' [ *ng—x*“_mg‘ff*' .

Vlogx ' \ :
Cx-1 T
VioghTx log2 Ty
'(9) (16), (17), (18) und (19) zusammenfassend erhalten ‘wir
(20) ZR(n)log~—,2+'"" xSt
RE T o log‘x log4

'»+"'-'+d"-‘x 2T 1 2
log £ og
- B Es sei A eine spater zu besttmmende Funkt:on von x,

: ‘von der wir vorldufig ‘nur voraussetzen daf 4>0 und A= Z,(x) -»0 ,
falls- x »co. Es xst offenbar ' ' :

eZVIng : ( eleogz]
I

(21) ZR(n)log————ZR(n)log R(1+7~)

: nSz
- “1+£

_log(1+2)21?(ﬂ)+ 2 R(n)log 72— (1+1.)
Snse

n§z

=z
1+

| <log(1+l)21?(n)< :

n<z

<log(142) SRM+ 5! Ralog:

n<z . ::<ns:n(l+l) ’

21?(/1)! g— x-}-i.x — 2 R(n)log—' "

n<sz+idz ) n=x

x+1x 4o
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Nach (20) ist ferner, wenn wir =do setzen,

1
2=
(22) Z’ R(n)log-— — 2 R(n)log ~——x a + 5=

n=cx ng

k-1
erVIogz
= 2 d

Y op=0

1+z

X e2Vlogz—log(l+Z) \ o
3 T 1A -3 +
log 4 x l°g4_—1+1 J

2k+3

log 4 x

erVlog x}

Nun ist aber

o1 ——
X82 og x ezylog:z log(1+4)

23 Torx T2 .
A log™ 7z
2]/|ogz eszogz-:ogaH)—zVE; ]

x

Tog” [ logx—log(14-A) |"
og™x l (1_*_1)( logx logi(l—f- )

1
e el
(4

. xé log =z 3 logz
- log™x

‘[1 _Eﬂﬂ]mz —

1+4 logx

B s
3 - 1+4 [

log™x | .
PG o =

b ega+aeg” =z+o(mog 'x)
1 %jl € i 1 4_

log(l+l) ( A2 )]
tm logx . -+O log?x

1f[1_z+0(l2)][1— loﬁ%z) + 0('10§x )] [l+

_m log(1+4) +o( a )]zz

logx log®x

i
er og =

= log™x

. erVlogz

~ log"x_

_xfEy T og(4d) |, log(1+4) .
_log x. ;l [ -4 Viogx m—loax +0('1)]‘=

log(1+4)  log(l+4) » z
ogx m——————logx +O(l)'.

ZVIogz -
o log"'x 3
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Wenn wir (23)in (22), dann in (21) einsetzen und durch log(1+4)
dividieren, so folgt unter Beachtung, daff

2
| gy OO
ist,
k-1 2Viog=

xe”. 1
@4 2R(n) dy g [ oy

2,”’{_3 eZVlog‘z E

3 1ogx+0(1)]+0["—z_r+_s— :
Alog 4 x

In genau derselben Weisé sieht man ein, das
ZR(n)l x+4 x'—ZR(n)log—-:
nZat+dx e nsx ’

k-1 2V|ogz+|og(1+z) 2Vloga: ZVlogx
(l+l)xe :

= 2 dv { ~ 2v+3 43 l O e

»=0 log 4 (x+44x) log 4 J \log 4 x

und
X(‘lﬁ-{- l)ezylogz+log(l+2) xez P fogx

logn(x+4x) __ lognx
Y er= [ log(l+ ) ' log(1+2) - 2
= - ]Ong Y W —m logx . +O(l )]
~also nach (21) |
LU | (
25) 2 Rim= 2 d [1
@) 3 R0)= 2> N V]ogx
g ¢
2043 i xeleogx
~ 1 Togx + 0(1)] + 0 2k+_3 , :
ilog ¢

Aus (24) und (25} folgt

¢2Vioe= 1 243 11
ZR(")—Zd 2v+4 [l"l" ]r“—"—logx - 4 lng]+

nK va=(
log 4

: zm . 2Viog=
+0(2xe ; J+O _.x_e_.m]_
l log¥x Alog ¥ x



. 154 - G. Szekeres u. P. Turan: Zweite Problem der ,Factorisatio Numerorum.“

,Man sieht unmittelbar ein, daB die giinstigste Wahl von 2 ist:
l .
i ?

log*x

A=

dann erhidlt man

k+1 2Vlogz 2 logzv

xe xe?''
E;R(”)—* A5y +0‘ k+3 ]
s =% log * x log ¢ x

Setzt man hier k=2l und unterdriickt man diejenigen Glieder
der Summe rechts, deren GroBenordnung die des Restgliedes nicht
1

2m

ubértrifft, so erhdlt man unter Beachtung von A,=d,=

ZVlOga: xezvl—;;
2 R(’l)—-—vz‘ —+ A +
L e log‘x _10g“x
Sl 2Viogz 2Vi0g=
xe Xe
+ -,.-f-.Az U T +O{ WE_J’
log ¢ x log ¢

+ wie behauptet.

(Eingegangen am 29. Juli 19.%.)-



