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Ober die Variationsrechnung bei mehrfachen 
Integralen. 

Von C. CARATB£ODORY in München. 

Einleitung. 

1 . Die WEIERSTRASSSCHE und die ihr verwandte J A C O E I - H A M I L -

TONSche Theorie der Variationsrechnung haben sich in zwei extre-
men Fällen restlos bewährt: nämlich, wenn man ein einfaches 
Integral hat und n unabhängig zu variierende Funktionen, oder, 
wenn man ein n-faches Integral hat und eine einzige zu variierende 
Funktion. Das allgemeine Problem dagegen von der Gestalt - -

(1. 1) J . . . ] / • ( * , . . . 
ist eigentlich nie recht in Angriff genommen worden, wenn man 
von einigen kurzen Bemerkungen H A D A M A R D ' S absieht, der auf 
Eigentümlichkeiten dieses Problems aufmerksam gemacht hat.1) 
Auf den folgenden Seiten werden die ersten Vorarbeiten, die für 
die Behandlung dieses Problems mir unerlässlich erscheinen, aus-
führlich auseinandergesetzt. Meine diesbezüglichen Untersuchungen 
liegen schon viele Jahre zurück und sind auch teilweise publiziert.2) 

Beim Studium einer wichtigen Arbeit von H A A R über ad-
jungierte Variationsprobleme8) habe ich nun bemerkt, dass meine 

1) J. HADAMARD, Sur quelques questions de calcul des Variation?, Bull. 
" Soc. Math, de France, 33 (1905), p. 73—80. 

2) C. CARATHJ£ODORY, Über die kanonischen Veränderlichen in der 
Variationsrechnung der mehrfachen Integrale, Math. Annalen, 85 (1922)t 

S. 78—88.; Über ein Reziprozitätsgesetz der verallgemeinerten LEGENDRESchen 
Transformation, Math. Annalen, 86 (1922), S. 2 7 2 - 2 7 5 . 

3) A. HAAR, Über adjungierte Variationsprobleme und adjungierte Extre-
malflächen, Math. Annalen, 100 (1928), S. 481—502. 
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alten Rechnungen d u r c h eine g e r i n g f ü g i g e Modifikation in der 
Bezeichnung viel symmetrischer geschrieben werden können. Aus 
diesem Grunde wird das ganze Formelsystem noch einmal mit-
geteilt. Das erste Kapitel, das der Ableitung rein formaler Identitäten 
gewidmet ist. enthält also lediglich die Resultate meiner früheren 
Arbeiten in neuer Fassung: durch die neue Bezeichnungsweise 
sowie' auch durch einige Ratschläge, die mir Di;. T. R A D Ö gegeben 
hat, hoffe ich aber, dass die Darstellung viel durchsichtiger ge-
w o r d e n ist. Das zweite Kapitel ist der WEiERSTRASsschen Theorie 
für das Problem (1.1) gewidmet, die ich früher nur ganz unzu-
l ä n g l i c h gestreift hatte. Die diesem Probleme z u g e h ö r i g e £-Funk-
tion w i r d hier zum e r s t en Male, sowohl in g e w ö h n l i c h e n als auch 
in kanonischen Koordinaten aufgestellt Das Gleiche gilt von der 
LEGENDRESchen Bedingung, sowie a u c h von den Differentialglei-
chungen, denen die „geodätischen Felder'- genügen müssen. End-
lich wird gezeigt, dass wenn ein geodätisches Feld eine Fläche 
transversal schneidet, diese notwendig eine L ö s u n g der E ' J L F R -

LAGRANGESchen Gleichungen sein muss. 
Das Problem dagegen, „ausgezeichnete" geodätische Felder 

zu konstruieren, d. h. solche, durch welche vollständige Figuren 
unserer Variationsproblems erzeugt werden, konnte noch nicht 
ausgeführt werden. 

Kapitel 1. Formale Identi täten. 

2. Elementare Beispiele birat ionaler involutorischer Be-
rührungs t ransformat ionen . Da im Folgenden eine Berührungs-
transformation uns beschäftigen wird, die birational und involuto-
risch ist, ist es von Interesse daran zu erinnern, dass auch andere 
Transformationen, die diese Eigenschaften besitzen, seit langem in 
der Variationsrechnung eine hervorragende Rolle gespielt haben: 

Wir bezeichnen durch die Buchstaben 
(2.1) f,<P,Pi,Jti ( / = 1, 2,. . . , 7i) 
eine Anzahl von Grössen, zwischen welchen (mit der jetzt üblichen 
Unterdrückung des Summenzeichens) die Relation 
(2.2) f + c p = p i 7 r . 
bestellen soll. Wir führen eine zweite Reihe von 2n + 2 Grössen, 
F, <l>, Pn rr durch folgende Gleichungen ein : 
(2.3) F= q>, O — f f P; — n.=p.. 
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Diese Transformation ist nichts Anderes als die L E G E N D R E S ^ 

Transformation; sie besitzt folgende Eigenschaften : 
a) Sie ist birational und involutorisch. D>. h. man löst die 

Gleichungen (2.3) nach den kleinen Buchstaben auf, indem man 
nämlich einfach die grossen mit den kleinen Buchstaben vertauscht. 
Dabei folgt aus (2. 2) und (2. 3), dass die Relation 
(2. 4) F+ © = PM 
bestehen muss. 

b) Sie ist eine 'Berührungstransformation; sind in der Tat 
/ . f , P , , n i Funktionen von irgend welchen Parametern, so besteht 
immer die Relation 
(2. 5) dF- H - ( d f - ntdPi). 

3. Die LEGENDRESche Transformation ist natürlich nicht die 
einzige Transformation, die die Eigenschaften a) und b) des § 2 
besitzt. Eine ganz triviale Transformation, die dasselbe leistet, ist 
z. B. die folgende 
( 3 . 1 ) F = - f P 4 = - A , N I = " I -

4. Als drittes Beispiel betrachten wir die verallgemeinerte 
Inversion, die durch folgende Relationen definiert wird : 

(4 1) O = — A n = 
^ r f ' <p ' ^ f ' • cp' 
Die 'Iransformation (4.1) ist offenbar involutorisch und birational; 
man verifiziert ausserdem, dass die Beziehung (2. 4) eine Folge 
von (2.2) ist, sowie auch, dass eine Berührungstransformation 
vorliegt, mit Hilfe der sofort zu berechnenden Relationen 
(4. 2) F+O- P& = (/+ V -pt*t), 

(4. 3) dF-H.dP^-j-- ( d f - n.dpd-

Man bemerke übrigens, dass zur Aufstellung von (4. 3) nicht nur 
(4. 1) sondern auch (2. 2) benutzt werden muss. 

5 . Die Transformation, die A. H A A R in seiner unter3) zitierten 
Arbeit benutzt hat, ist eine einfache Kombination der vorhergehen-
den, die man erhält, indem man setzt: 

u r ^ , v / * * <p' 1 / : 

6. Eine sehr interessante etwas kompliziertere birationale 
13» 
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und involutorische Berührungstransformation hat T. LEVI-CIVITA 

bei der Régularisation des Dreikörperproblems mit grossem Erfolg 
benutzt.4) Sie besteht im Folgenden : führt man die Bezeichnun-
gen ein 
(6. 1) a=PiPi, b=p,n„ 0 = 71,71,, 

(6.2) F=f, (D = <p — 2b, ni = ani — 2bpi, 

(6.3) A = PiPi, B = PiIIi, 0 = 11,11,, 
so erhält man nach ganz elementaren Rechnungen 
(6.4) . Aa= 1, B + br=0, AC=ac. 
Hieraus verifiziert man sehr leicht die Eigenschaften a) und b) 
des § 2. 

7. Die kanonischen Transformationen der Variations-
rechnung. Der Hauptgegenstand unserer Untersuchung ist eine 
birationale, involutorische Berührungstransformation, die aus der 
Kombination der verallgemeinerten Inversion des § 4 mit der verall-
gemeinerten LEGENDRESchen Transformation meiner alten Arbeit ent-
steht. Vor dieser letzteren besitzt sie den Vorteil, dass in allen Formeln 
die grossen mit den kleinen Buchstaben vertauscht werden können, 
dagegen hat sie den kleinen Nachteil, dass sie in den Grenzfällen 
(« = 1 oder / t t= 1) nicht in die gewöhnliche LEGENDRESche sondern 
in diejenige Transformation übergeht, die Herr H A A R benutzt hat. 

Von jetzt ab werden wir neben den lateinischen Buchstaben 
i,j,k,..., die von 1 bis n laufen sollen, auch griechische In-
dizes a, ß,y, q,o . . . benutzen, die von 1 bis (i zu nehmen sind. 
Z. B. stellt also das Symbol pia eine Matrix von n Zeilen und ft. 
Kolonnen dar. • 

8. Wir betrachten die Veränderlichen i 
(8. 1) / , <P, Pia, nia, 
zwischen welchen die Relation 
(8.2) f + ' P = P i a K i a 
bestehen soll. 

Ferner führen wir das Symbol 
(8 .3 ) aaß = ö a p f — p i a n i ß 

ein, wobei öa ß wie üblich die Zahl Eins oder Null darstellen soll, 
je nachdem a—ß oder a^ß ist. 

4) T. LEVI-CIVITA, Sur la régularisation du problème des trois corps,. 
Acta Mathemaiica, 4 2 ( 1 9 2 0 ) , p. 9 9 - 1 4 4 . 
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Zur Abkürzung setzen wir die Determinante Ja«ß\ gleich a 
und bezeichnen mit aaß das algebraische Komplement von a„ ? 

in dieser Determinante. Hiernach hat man also 
<8.4) a = \a„p\, 
(8 .5) ő „(5a==ű«í,ű/!í) = o f f«ű^. 

9. Jetzt führen wir eine neue Reihe von 2 ( n ^ + 1 ) Verän-
derlichen 
(9. 1) F, <!>, P,rt, 77, „ 
ein, die durch folgende Gleichungen definiert werden: 

F <t> f " 2 

(9. 2) / <r 

(9.3) />,.„==-L niea«Q, 

f!< - 2 
(9.4) n, „ — J—^— Piadao-

Es ist sehr bemerkenswert, flass man durch successives 
Auflösen linearer Gleichungssysteme, aus den Relationen (9.3) 
bis (9 4) die ursprünglichen Veränderlichen (8. 1) als rationale 
Funktionen der Grössen (9. 1) darstellen kann. 

10. Wir berechnen zuerst einige Identitäten, die aus den 
früheren Relationen folgen. Ersetzt man erstens in (9. 3) den Sum-
mationsbuchstaben a durch o und faltet diese Gleichung'mit a„„, 
so folgt mit Berücksichtigung von (8. 5) 
(10. 1) nia = Piaaan, 
Ganz ähnlich erhält man aus (9. 4). 

(10.2) Pi«=f~"niQ~aQa. 
Drittens folgt aus (9.3), wenn,man (8.3) berücksichtigt: 

1 Pia pip — rt/p piß a«Q 

— o„0 (öp0 f— ciß0) 

und hieraus folgt nach (8. 5) und (9. 2) 
f" - 2 

(10.3). • a a ^ J - p r - i Ö a p + PiaPif,). 

Um endlich auch die letzte der hier in Betracht kommenden Rela-
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j-u - 2 j i i - 1 yii - 2 

P; a^iß = a2 ißaQf— öffß )aaQaßa = Öaß Oßa, 

tionen aufzustellen, bilden wir mit Hilfe von (9. 3) und (9. 4) die 
Gleichung: 

f f - 2 _ 
PittHiß= n<ePia acte ctßo-

Dann folgt aus (8. 3) und (8. 5) 
f 

PiccHiß^^ 

oder nach (9.2) 
(10.4) P i«n iß = * a f F — - j - a f ° -

Die Relation (10.4) kann auch nach (8.3) symmetrischer geschrie-
ben werden: 

(10.5) ^ p P i a n i ß = - j - p i ß n i a . 

11. Aus (9.2) und (8.2) finden wir 

F + 0=Jl ( f + 9 ) = JLPia„iat 

oder nach (10. 5) 
(11,1) 'F+0 = Piania. 

12. Wir führen nun die zu (8.3) analoge Bezeichnung ein 
(12.1) Aaß = öaßF-Pianiß-

dann folgt aus (10. 4) 

(12. 2) 

und hieraus, wenn man unsere früheren Bezeichnungen auch auf 
die grossen Buchstaben überträgt, 

(12. 3) 

(12.4) 

A a 
F'1 

r ' / 

Aaß aßa. 
p/t- 1 jp-i 

Die Vergleichung von (9. 2) mit (12. 3) liefert jetzt 

fi2 n f - V F*1 '2 

Ferner folgt aus (10. 2), wenn man noch (12. 4) und hierauf (12. 5) 
benutzt, 

(12.6) p i a = ^ - n i Q A a g 



> 

Variationsrechnung bei mehrfachen Integralen. 199 

und ebenso erhält man aus (10. 1), (12.2) und (12 3) 
pit-2 

(12.7) nia = -~-PiaA«„. 

Vergleicht man nun (8.2) mit (11.1) und weiter (9. 2), (9. 3) 
und (9.4) bzw. mit (12.5), (12. 6 ) -und (12.7), so sieht man, 
dass man in diesen und folglich auch in allen übrigen Gleichun-
gen die grossen Buchstaben mit den kleinen vertauschen kann. 

Unsere Transformation ist daher birational und involutorisch. 
13. E in führung von f} F, /?,„, Pia als Veränder l iche . Wir 

haben bisher abwechselnd die Grössensystenie (8. 1) und (9. I) 
unseren Rechnungen zu Grunde gelegt. Für. viele Zwecke ist es 
bequemer, Formeln zu entwickeln, in welchen die Grössen 
(13.1) f,F,piu,Pt„ 
als Grundvariablen erscheinen. 

Hierzu setzen wir 
(13.2) g n t = ö a p + P;«p'it, 
so dass nach (10. 3) 

(13.3) g a f = J L - ä t t 9 

ist. Um den Wert g der Determinante [ zu berechnen, bemerke 
man, dass |ö,(Ä| = af'~l ist; dann folgt aus (13.3) und (9.2) 
(13.4) g ^ F f 
und (13.3) kann geschrieben werden 

(13.5) g ^ - J L - ^ . 

Aus dieser letzten Gleichung entnehmen wir 
g - -gvugv.'U«« — „ T 11" > 

oder 

(13.6) a„{i = ~ r r g«?, 

also nach (9. 2) 

(13.7) gaß = Fa«?. 
Wegen (10. 1) folgt nun 

(13.8) Fn,„ = P;„g„rt 
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und wegen (9. 4) 
(13.9) f I T i a = p « , g « o . 

Endlich liefern die beiden letzten Relationen nach pia und P,„ 
aufgelöst, die Relationen 
(13. 10) F p i a = n i QgQ t t > 

(13.11)- fPia=-niQgaQ. 

14. Die Eigenschaft der Beriihrungstransformation. Wir 
nehmen jetzt an, dass die von uns betrachteten Grössen von irgend 
welchen Parametern abhängen, und bilden das totale Differential 
von (13. 4) nach diesen Parametern. Wir erhalten auf diese Weise 
die Relation 
(14.1) Fdf+fdF=dg; 
nun ist aber bekanntlich 

d g — gaßdgaß 

und nach (13.2) 
dgaß = Pia d p i ß + Piß dPia. 

Nach den beiden letzten Gleichungen ist also, wenn man (13.8) 
und (13.9) berücksichtigt, 
(14.2) dg = Friißdpiß + f niadPia. 
Die .Vergleichung von (14.2) mit (14.1) führt schliesslich zu der 
Relation 
(14. 3) F(df-7r<ß dpiß) +f(dF-nia dPia) = 0, 
aus welcher folgt, dass unsere Transformation eine Berührungs-
transformation ist. 

15. Die Reziprozität. In einer früheren Arbeit5) habe ich die 
Bemerkung gemacht, die übrigens sofort bestätigt werden kann, 
dass die Determinante a, die wir im § 8 eingeführt haben, auch 
als (jw + n)-reihige Determinante folgendermassen geschrieben wer-
den kann: 1 

. - ¿iy. niß' 
(15.1) a= , , 

' Pja, <W 

in dieser Formel sind die Zeilen mit i und a und die Kolonnen 
mit j und ß bezeichnet. Genau ebenso sieht man, wenn man 

' ein neues System von Veränderlichen durch die Gleichungen 
(15. 2) b i j = dij f — p i ( , n j e 

ä ) vgl. das Zitat 2). 
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einführt, dass die Determinante b der bc, geschrieben werden kann 

( ' 5 . 3 ) b = 
Pja , 0„ß 

Die Vergleichung von (15. 1) und (15. 3)'führt zu der Relation 

(15.4) f a = f b , 
aus der wir mit Hilfe von (9. 2) entnehmen 

F <l> f'"2 

(15.5) y = 

Ferner folgt aus (15. 2) 
bsi Psa f Pia Psq ^ig Psa j 

nach (13- 2) kann man dies schreiben 
bsi Psa ——fPia HiQigaQ ^rtp), 

oder mit Berücksichtigung von (13.11) 
(15.6) Tlia — bsiPsa-
Ähnlich entnehmen wir 'aus (15.2) 

bitPta—fPia—PiQKtoPt« 
— pidi^aef—Pta^tQ), 

oder nach (8. 5) 
(15.7) b;t pt a = PiQ Clav. 
Nach (9.4) erhält man also, wenn man noch (15.4) beachtet, 

rii-2 

(15.8) ' n i a = ± j — p t a b i t . 

Endlich folgt aus (15.6) durch Auflösung 

(15.9) ' P i n = - ^ X r « b i r . 
16. Die Ähnlichkeit der Formeln (15.2), (15.5), (15.9) und 

(15.8) mit (8.3), (9.2), (9:3) und (9.4) zeigt, dass man in allen 
unseren Gleichungen die lateinischen Indizes mit den griechischen 
vertauschen kann, wenn man nur die a„ß 'durch die b,j ersetzt. 

17. Einführung der Parameter Sttß, Sei und c„ß. Für die 
Behandlung unseres Variationsproblems ist es notwendig, neue 
Parameter einzuführen und ihre Verknüpfung mit den früheren 
Buchstaben zu untersuchen. 

Wir betrachten zu diesem Zweck drei Matrizen 
(17. 1) . Saß, Sai, Criß, 
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die mit den früheren Grössen durch die Relationen 
(17 2) caß — Sflp + S(lip;.3 
( 1 7 . 3 ) S A I : = = P I $ S A G 

(17-4) J f H S « , ! 

verbunden sein sollen. 
Durch Einsetzen von (17. 3) in (17.2) erhält man nun 

Caft — Saß "f" Sa ff Piq Piß 
~ Sa ff (Öpß + Pip Piß), 

oder nach (13. 2) 
(17.5) Cltß~Sangnß. 
Nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten folgt nun, wenn 
man (13.4) beachtet, c = Ff\Snp\ oder nach (17.4) 
(17.6) c=f. 
Ferner entnimmt man aus (17.5) 

CXoCXßgaa — Sxq goaga a O. /? 
und hieraus folgt, nach (13.4) und (17.6), 

(17.7) gaß FSza~CZß • 
Hieraus folgt, wegen (13. 8), 

: a —- P i a Sx a Cza, 
oder nach (17.3) 
(17.8) H;„ = Si;Cia. 

18. Wir wollen nun zeigen, dass, wenn man (17.2) voraus-
setzt, die Gleichungen (17.6) und (17.8) den Gleichungen (17.3) 
und (17.4) äquivalent sind. Wir gehen also jetzt von den Glei-
chungen 
( 1 8 . 1 ) c„ß = Saß + Saipiß, 
(18.2) n i a = SeiCe„, 
(18.3) c=f 
aus und wollen (17. 3) und (17. 4) ableiten. Erstens folgt aus (18. 2) 

TT; a Ca a Sq i Ctt g Ca g i 
also mit Berücksichtigung von (18.3) 
(18.4) / SUi = niacUG-
Dies, in (18.1) eingesetzt, liefert 

/Caß= f Saß + Ca GPiß , 
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woraus nach (8. 3) folgt 
(18.5) fSae = caaat,„. 
Aus (18.5) folgt nun erstens 

f P\Q SctQ —1 Caa Pip ' 
Die rechte Seite der letzten Gleichung ist nach (10. 1) gleich 
Caa^ia und mit Hilfe von (18.4) erhält man schliesslich 
(18.6) Sai = Pif Sag, 
d. h. die Relation (17.3), die wir beweisen wollten. Die Gleichung. 
(17.4) ist ebenfalls eine Folge von (18.5), wenn man (18.3) 
und (9. 2) beachtet; denn es ist 

f\Sa9\ = ac = f ^ ~ , 

oder 
(18.7) ' . F | S „ , | = 1. 

Kapitel II. Das Variationsproblem. 

19. Definition der geodätischen Felder. Wir betrachten in 
einem (n + i«)-dimensionalen Raum, dessen Koordinaten (x,. . . ,x„, 
t\ f . . . , tfx), oder, mit den früheren Bezeichnungen, (*,-,/«) sein 
mögen, eine ¿t-parametrige Schar von n-dimensionalen Flächen. 
Eine derartige Schar kann durch fi Gleichungen der Form 
(19.1) S„(xr,-tß) = Aa 

dargestellt werden. Durch die Gleichungen 
(19.2) * = &(*«) ( 1 = 1 , 2, ' . . . , / ! ) 
werde ferner eine /¿-dimensionale Mannigfaltigkeit definiert, die 
die Schar (19. 1) schneidet. Das ist dann und nur dann der Fall, 
wenn eine eineindeutige Abbildung eines Gebietes Gt des ¿¿-dimen-
sionalen Raumes der t„ auf ein Gebiet Gx des /¿-dimensionalen 
Parameterraumes, der Xa durch das Gleichungssystem 

(19.3) Sa&ity); t„) = Xa 

erzeugt wird. Hierzu muss aber insbesondere die Funktionaldeter-
minante 

(19.4) A = dSg(Sr, tp) 
0 tB 

in Gt von Null verschieden sein. 
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Setzt man nun zur Abkürzung 

(19.5) S a i = - ^ - , S a e - ° S a 
dxi ' et, ' 

(19.6) = % 

(19 .7 ) Cttß = Saß + SaiPiß, 
so erscheint (19. 4) in der Gestalt 
(19.8) 4=\Caß\ = C. 

Wir bemerken noch, dass das Integral 

( ¡9 .9) f . . . f Jdt1...dtf, 
°> ' . ' 

den Inhalt des Gebietes Gz des Parameterraumes darstellt, auf 
welches das Gebiet Gt durch die Relationen (19.3) abgebildet 
worden ist. ' 

Dieser Inhalt hängt aber nun von der Gestalt der Begren-
zung von Gz ab. 

Wenn man also eine zweite /«-dimensionale Fläche 

(19.10) x^=l(ta) 
betrachtet, und ein Gebiet Gt, das durch diese neue Fläche auf 
dasselbe Gebiet Gz, das wir soeben betrachtet haben, abgebildet 
wird, so wird das Integral 

(19.11) \...\Zdtx...dtlt,. 

S 
das ganz analog wie (19.9) gebildet werden soll, denselben Wert 
wie (19 9) besitzen. 

Wird insbesondere aus der Fläche (19.2) durch den Rand 
des Gebietes Gt eine Mannigfaltigkeit ausgeschnitten, die auch 
auf (19. 10) liegt, so muss man die Integrale (19.9) und (19. 11) 
für dasselbe Gebiet Gt berechnen, d. h. Gt=G, setzen. 

20. Die Koordinaten eines /t-dimensionalen .Flächenelements 
des (n + p) dimensionalen Raumes sollen jetzt durch die n+tt+n/i 
Grössen 
(20. 1)' Xh t«, pia 

dargestellt werden. Wir betrachen nun eine positive Funktion 
(20. 2) f{xh /«, Pia) 
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dieser Grössen und bilden den Ausdruck 
qx / (Xj. tg, Pia) 

} A(Xi,ta>Pia) ' 
in welchem A dieselbe Bedeutung, wie in (19.8) haben soll. Wir 
halten jetzt in (20. 3) die (X;, ta) fest und suchen die pia so zu 
bestimmen, dass 

f (20.4) = Minimum 

sei; von einem Flächenelement (20. 1) für welches die Bedingung 
(20.4) gilt, sagen wir, dass es durch die Flächenschar (19. 1) 
transversal geschnitten wird. 

Wir nehmen nun an, dass wir in einem gewissen (n + /t)-
dimensionalen Gebiete des Raumes der (xit ta) Funktionen 
(20.5) P i a =Pi a ( :Xj , t ß ) 
bestimmen konnten, die lauter Flächenelemente, die durch unsere 
Schar (19. 1) transversal geschnitten werden, erzeugen. 

Setzen wir nun die Werte (20.5) der pia in f(Xi,ta,pia) 
und A (xit ta,piu) ein, und gilt in jedem- Punkte des betrachteten 
Gebietes die Gleichung 
(20. 6) / = A, 
so wollen wir sagen, dass die Schar (19. 1) ein (zu / gehörendes) 
geodätisches Feld bildet. Eine notwendige Bedingung für das Be-
stehen von (20. 4) wird durch die Gleichungen 

d 
- ( 4 1 = ® dpi, 

gegeben, die wegen (20.6) auch folgendermassen geschrieben 
werden können: 
(20.7) fp - 4 — • 

' i« dpia 
Die Gleichungen (20. 6) und (20. 7) bilden die Fundamentalrela-
tionen, durch welche ein geodätisches Feld definiert wird. 

21. Lösung des Variationsproblems. Hat man auf-irgend 
eine Weise ein geodätisches Feld konstruiert, das überdies eine 
Mannigfaltigkeit (19.2) transversal schneidet, so biläe.t diese stets-
eine Lösung für das Variationsproblem, das zum Integrale 

(21.1) \...\f(xi,ta,pia)dh...dtlt 

gehört. Wir betrachten nämlich ein Stück von (19. 2), das sich 
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auf ein Gebiet Gt des Raumes der t„ projiziert und ein entspre-
chendes Stück von (19. 10), das sich auf Gt projiziert, wobei die 
Beziehungen zwischen Gt und Gt, die am Ende des § 19 erklärt 
wurden, gelten sollen. Dann ist nach den Resultaten des § 19 
verbunden mit (20. 6) 

(21.2) f f d t , . . . d t r = j j d t i . . . d t r = J J d t 1 . . . d t l t . g, a, -ot 

Bezeichnet man also mit / den Wert von / auf der Fläche (19. 10), 
so ist nach (21. 2) 

(21.3) J fdh • . • dt?-\fdtx. .. dt»=j ( f - I ) dt,... dtp. 
a, a, ct 

Nun bemerke man, dass aus / > 0 und, aus (20.6) auch 
^ > 0 folgt. Für eine schwache Variation unseres ursprünglichen 
Flächenstückes ist daher auch A > 0 . Hieraus folgt mit Berück-
sichtigung von (20. 4) und (20. 6) 

(21.4) f - J = Ü ~ i ) > 

wodurch unsere Behauptung bewiesen wurde. 
22. Einführung kanonischer Veränderlicher. Die weitere 

Behandlung unseres Problems wird ausserordentlich erleichtert, wenn 
wir jetzt die kanonischen Grössen F, Pi„, TIia einführen, die wir 
im ersten Kapitel untersucht haben. In der Tat ist nach (19. 7) 
und (19. 8) • 

(22.1) = 

OPia 
und die Vergleichung dieser Formel mit (17.8) und (20.7) zeigt, 
dass wir 
(22.2) = 

zu setzen haben. Nach den §§ 8 und 9 kann man also jetzt 
durch rationale Operationen die anf, F, (b, Pia, TIia als Funktionen 
von xit ta, piä berechnen. Ebenso kann man die Determinante a 
berechnen und insbesondere verifizieren, dass sie nicht verschwin-
det. Falls sie identisch verschwinden sollte, so wäre die Funktion / , 
von der unser Variationsproblem abhängt, für unsere Theorie nicht 
brauchbar. 
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Unser Zweck ist aber xh ta, Pia als unabhängige Verän-
derliche zu nehmen, und wir müssen daher die Bedingung auf-
stellen, die verifiziert sein muss, um die pitt durch diese Grössen 
ausdrücken zu können. Hierzu benutzt man am besten (10. 1), 
eine Gleichung, die man nach (8.3) folgendermassen ausführlich 
schreiben kann : 
(22. 3) Mia = 71ltt — Pia (Öoa f — pkaJ1ka) = 0. 
Dieses letzte Gleichungssystem soll also nach den pia auflösbar 
sein und wir müssen dazu schreiben, dass die Funktionaldeter-
minante 

' Ö A F I « (22. 4) 
dpjß + 0 

ist. Setzt man zur Abkürzung 

(22.5) d ' f 

so folgt aus (22. 3) 
dMia 

dpia dpjß '•ta.jß, 

(22. 6) 
Op 

• = 71i 
'iß 

I — Pin n,jß+ PißJTja-}- Piapkonkajf, 

Aus^unseren Voraussetzungen folgt nun, dass ¿> + 0 ist; daher kann 
man die Bedingung (22.4) ersetzen durch die des Nichtver-
schwindens einer Determinante, deren Elemente 

(22. 7) Nia,jß = briÖaa 
dMra bri dMra 
dpjß dpjß 

sind. Aus (22.6) und (22.7) folgt nun mit Hilfe von (15.6) 
(22. 8) Nia.jß — briJIra.jß — 7lianjß-\-7liß7tja-]-n;apka71ka,jß', 
da nun bri7i,.a,jß = bkinkaijis ist und da bki-\-niapk<! — dikf ist, 
kann man (22. 8) auch in der Form schreiben 
(22. 9) Nia,jß—f7liajp—nia7T:j.ß^-71iß7lja. 

Die Einführung der Pia als unabhängige Veränderliche ist 
also stets möglich, falls die Determinante 

d'f , Of df df df 
f- dPia 9pJt dp iß Vpja dpia dpjfl 

+ 0 (22. 10) 

ist. 
23. Nachdem wir die pia als Funktionen von x¡, ta, .P,a 

dargestellt haben, können wir nach dem Kapitel I. alle übrigen 
Grössen, also insbesondere F, <D, nin als Funktionen derselben 
Veränderlichen bestimmen. 
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Setzt man nun diese Funktionen in (14.3) ein, so folgen 
sofort die Relationen 
(23.1) F f x . = —fFH, Ffta — —fFia, 

(23.2) n i ° = i k ' 

die wir später benutzen werden. 
24. Die E-Funktion. Wir sind jetzt in der Lage, für jedes 

geodätische Feld die WEiERSTRAsssche Exzessfunktion, die zum 
Integral (1. 1) gehört, zu berechnen. 

Es sollen also die Gleichungen (20. 6) und (20.7) gelten; 
berücksichtigt man aber (19.8), (22. 2) und (22.1), so sieht man, 
dass auch die Gleichungen (18. 2) und (18.3) gelten müssen und 
diese sind nach dem § 18 äquivalent mit (17.3) und (17.4). 

Setzen wir also in 
( 2 4 . 1 ) ^ I S ^ + S A I P ^ I 

für S a i die rechte Seite von (17.3) ein, so folgt nach dem Multi-
plikationsgesetz der Determinanten, wenn man (17.4) beachtet, 

(24. 2) 1=JL- | <5«/+ PiaPiß |. 

Nun definieren wir neue Grössen h i ß durch die Gleichungen 
(24.3) piß=pi ß+f.hiß 

und erhalten aus (24.2) mit Berücksichtigung von (13.2) 

(24.4) Z = 7 H S a ß + f P i a f U ß l 
Bemerken wir nun, dass aus (13.4) und (13.8) folgt 
(24. 5) (g9ß+fPi<> liiß)gva = Ff(öaß + niaFiiß), 
so erhalten wir aus.(24. 4) 

J\gaß\ = F"-lf't\öap + mahif\. . 

Da nun, wegen (13.4), \gaß\ = F ' t ~ l f t ' 1 ist, erhält man schliess-
lich _ , ' 
(24.6) ¿=f\6aß + niahiß\. 
Wir berechnen nun hiß aus (24.3) und bemerken, dass nach § 21 

E=f — I 
zu nehmen ist; man hat also schliesslich 

(24. 7) 
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Dies ist eine Formel, die für [ i — \ in die übliche Gestalt der 
¿-Funktion übergeht; es ist bemerkenswert, dass auch hier die 
E Funktion nur von den Flächenelementen piß, pi(i, nicht aber 
vom geodätischen Felde abhängt. 

25. Die LEGENDRESche Bedingung. Wir entwickeln die 
Determinante (24. 6) nach Potenzen von h!ß und bestimmen die 
linearen und quadratischen Glieder dieser Entwickelung. Hierzu 
führen wir die Bezeichung ein 
(25.1) m«p = ö„p-{-n iafi;p, 
aus welcher mit ähnlichen Abkürzungen, wie im § 8, folgt 

ö a ß m = mQpmQa 

und nach Differentiation 
öa j dm = mg p d m» a~\~ mn« 

Wir falten diese Gleichung mit maß und erhalten, falls wir noch 
den Summationsbuchstaben ß durch X ersetzen 

mdmaa = m„adm — mQ„ma;.dm0z. 
Nun ist bekanntlich dm = mQ;.dmex und wir haben schliesslich 

(25. 2) mdmau = ( m a a m 9 x — mgamax)dmQx. 

Nun folgt aus (24. 6) 

(25. 3) = fm„a 7iig 
Ollta 

und aus (25. 2) 

(25.4) m ^ ^ — {maamQß — mQam„ß)7ijs. 

Also ist nach (25. 3) 

* ' dhiadhjß = In (m"am°ß~m*anianje• 

Für hiß — 0 ist nun maß —daß und aus (25.3) und (25.5) folgt 
also 

(P" A | 
(25" ?) dhia0hjß 1 
Wenn wir also jetzt die ¿-Funktion (24.7) nach Potenzen von 

14 
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(piß —Piß) entwickeln, so fehlen sowohl das konstante wie auch 
die linearen Glieder. Die quadratischen Glieder der Entwickelung 
bilden eine quadratische Form, die folgendermassen lautet: 

( 2 5 . 8 ) 

Die LEGENDREsefte Bedingung unseres Problems besteht in 
der Forderung,, dass die quadratische Form (25. 8) positiv definit 
sein soll. Es ist zu beachten, dass die Determinante dieser quadra-
tischen Form mit dem Ausdruck (22. 10) zusammenfällt: also ist 
jedesmal dann, wo die LEGENDRESche Bedingung erfüllt ist, auch 
die Möglichkeit gegeben, kanonische Koordinaten einzuführen. 

Zu beachten ist endlich, dass in der LEGENDRESchen Bedin-
gung auch die ersten Ableitungen von / nach den pia vorkommen. 

26. Die f-Funktion in kanonischen Koordinaten. Für den 
Fall, dass man von Anfang an das Variationsproblem in kanonischen 
Koordinaten durch die Funktion F(xit ta, Pia) vorgibt, ist es 
nützlich für die ^-Funktion einen Ausdruck zu haben, in welchem 
diese Koordinaten allein vorkommen. Dazu setze man in (24.2) 

(26.1) Pia = Pia + Fkia 

und transformiere den Ausdruck (24. 2) ganz ähnlich, wie wir es 
im § 24 gemacht haben. Man findet schliesslich 

(26. 2) 4 E= F ¿ r I &aßF+niß{Pia - Pia)\. J t* 

Berechnet man jetzt die LEGENDRESche Bedingung aus (26. 2), so 
findet man eine Formel, die der Relation (25. 8) ganz analog ist. 

Endlich bemerke man, dass in Folge der Reziprozität (§ 15) 
die f-Funktion sowohl in den ursprünglichen als auch in den 
kanonischen Koordinaten auch durch n-reihige Determinanten dar-
gestellt werden kann. 

27. Die Differentialgleichungen der geodätischen Felder. 
Nach den §§ 20 und 22 erhält man ein geodätisches Feld, wenn 
man, mit den Bezeichungen des § 19, die Gleichungen 

(27.1) f=d = c, f„. =7tia = SxiCia 
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gleichzeitig befriedigt. Nach dem § 18 ist aber dieses System von 
Gleichungen vollständig gleichwertig mit den folgenden,: 
(27. 2) Sn i = PiQ SctQ, 
<27.3) F.\Saß\=l. 

Hat man nun die Funktion F(x:, ta, Pia) berechnet, so kann 
man ein geodätisches Feld folgendermassen finden : Man bestimme 
aus den Gleichungen (27. 2) die Pia als rationale Funktionen der 
ersten partiellen Ableitungen der Sa (xi, tß) und setze die gefun-
denen Werte in (27. 3) ein. So erhält man eine partielle Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung für p Funktionen Sa, von denen 
•man also (,«— 1) ganz willkürlich wählen kann. 

28. Durch ein beliebig gegebenes geodätisches Feld werden 
mit Hilfe Von (27. 2) und (27. 3) die Pitt und F, und hierauf durch 
Anwendung der Formeln der Kapitel I. alle übrigen Grössen als 
Funktionen von (*,, ta) d. h. als Ortsfunktionen des (n + / t )di-
mensionalen Raumes bestimmt. 

Man kann sich aber auch umgekehrt die P,a als solche Orts-
funktionen von vornherein geben, und nach den Bedingungen 
fragen, die dafür notwendig und hinreichend sind, dass Funktionen 
5«(Xi, tß) gefunden werden können, für Welche die Relationen 
(27. 2) und (27. 3) bestehen. 

Wir führen den linearen Operator 

(28.1) M ) = _ * _ ( ) - P , . , _ * _ ( ) 

ein. Die Gleichungen (27. 2) besagen dann, dass das System von 
Differentialgleichungen 
(28.2) LiSa = 0 
für die (i unabhängigen Funktionen Sa gelten soll, und daher ein 
jACOBiscftes System sein muss. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung hierzu ist bekanntlich die des identischen Verschwin-
dens der Klammerausdrücke (LiLj — LjLi)S; sie ist den folgenden 
Relationen äquivalent 
(28.3) Lj PiQ — Li Pje == 0. 
Setzen wir also zur Abkürzung 

(28. 4) 0Pio dPjQ [n dPi0 n dPi0 
['7 el = - r z r - ^ r Pj« ^ r P f dxj dXi \ J dt, • 0ta 

so haben wir zu schreiben 
(28.5) ['7e] = 0. 

14» 
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29. Es seien die Bedingungen (28. 5) alle verifiziert. Zwischen 
zwei Systemen Sa und Ta von je (i unabhängigen Lösungen des 
jAcoEischen Systems (28. 2) besteht immer die Relation 

die eine bekannte Eigenschaft der Funktionaldeterminanten dar-
stellt. Gibt man sich die T.i, so ist also die Gleichung (27.3) 
dann und nur dann lösbar, wenn man die 5« als Funktionen 
der 7!j so bestimmen kann, dass die Gleichung 

besteht. Hierbei bedeutet (F) diejenige Funktion der (n + fi) Ver-
änderlichen (xh ta), die man erhält, wenn man in F(xit t«, P,-„) 
die Put als Funktionen von (xit tH) einsetzt. Die Relation (29. 2) 
kann aber dann und nur dann befriedigt werden, wenn die rechte 
Seite dieser Gleichung selbst eine' Funktion der 7) ist, d. h. 
wenn sie dem jAcoBischen System (28. 2) genügt. Die Gleichung 
(27. 3) ist also äquivalent dem System 
(29.3) ((/=•). |7*„/I|) = 0. 
Durch Entwickelung von (29.3) erhalten wir: 

(29.4). | r ^ | L K F ) + (F) = 

Nun ist 

L> Öt, dXidttt dtaüh ' 

Andererseits ist, weil T0 nach Voraussetzung eine Lösung von 
(28.2) ist, 

d-Te ^ d f oT0 ,1 ( dTQ 

ÖXidta dta{ <>Xi ) ¿ ¿ A u Oti 

dies in (29. 5) eingesetzt, liefert die Gleichung 

Wir setzen diesen Wert in (29. 4) ein und erhalten nach Division 
durch \Taß\ die Bedingung, die wir aufstellen wollten: 

(29.7) Li(F) + ( F ) ^ - = 0. 
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30. Wir setzen jetzt zur Abkürzung 
a P-

(30. 1) { i ] ^ L i i F ) + { F ) ^ + n j e [ i j Q ] 

und entwickeln Li(F) unter Berücksichtigung von (23.2). Wir 
erhalten 

dF , „ 8PJt D ( dF , „ dPj9 

dta 

Hieraus folgt, wenn man noch (28. 4) benutzt, 

(30.2) W ^ - P ^ + n ^ - P ^ + F № , 
eine Gleichung, die mit unseren früheren Bezeichnungen auch 
geschrieben werden kann 

dPia 

(30. 3) 
dF P dF + 77 aP<9 4-A dPi« 
dXi ~ H i ° dta + 3 Q dxj + A a e ~ J t ; 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, für die Existenz 
eines geodätischen Feldes lauten schliesslich 
(30.4) [ / y d = 0 , [!] = o. 

31. D i e EuLERschen Gle ichungen. Es ist zwar nicht schwer 
direkt zu beweisen, dass eine jede /¿-dimensionale Mannigfaltig-
keit, die durch ein geodätisches Feld transversal geschnitten wird, 
den EuLERschen Differentialgleichungen 

< 3 1 ] ) -ätTf><-f'*=° 

genügen muss ; viel interessanter und lehrreicher ist es aber, eine 
allgemeine Identität aufzustellen, aus welcher diese Folgerung so-
fort zu entnehmen sein wird. 

Wir geben uns zu diesem Zweck die pia als ganz beliebige 
Funktionen von (x ;, ta) und berechnen die übrigen Grössen 
f{xi,ta,pia), TTia—fp. , Pia u. s. f. mit Hülfe unserer früheren 
Formeln ebenfalls als Funktionen des Ortes. 

Ferner-führen wir für jede Funktion tp(x,,ta) das Zeichen 

• ¿ f - ' ein, das insbesondere in (31. 1) vorkommt und durch die 
Ufa 
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Relation 

dta ~ dta
 + öXi

 p,a 

definiert wird. • 
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Relation (13. 8) 

F T^i a -== Pi a go « 

und folgern aus dieser Gleichung durch Differentiation : 

( 3 1 . 3 ) Fdnia = — TliadF+gcadPi, + Pia dgaa-

Nach einer der Gleichung (25. 2) nachgebildeten Formel ist nun 

gdgact = (gaag0Z — gpccgcz) dgQZ, 
also nach (13.4), (13.8), (13.9) und (13.2) 

FfPiadgaa = F(jl,a gQz — nUgea) (P.U dPjQ + Pj9 dpjz), 

(31. 4) fPiadgaa = {fnia TIj„ — ~ggapjZ 7liz)dPJv + 
+ F ( n i a 7 l j Z — 71 i l T l j c ) dpjz. 

Durch Einsetzen dieser Relation in (31.3) erhalten wir 

( 3 1 . 5 ) F f d n i u = —fniadF+(fiiialTjlf + gtabji)dPjll + 
-f F{nia TtjZ — 71 7tja) dpjZ. 

Wir führen nun die Bezeichung ein: 

dnia t ^ ^ (dpjz dpjC (31.6) ü ^ F f ^ - f ^ - F n i a , , ^ d t a d h 

und erhalten aus (31.5) 

(31.7) = - Ff f . . - f n i a ̂  + ( f n i u JJj„ + g„„ b,,) ^ . 

Nun ist nach (23. 1), (23.2) und (31.2) 

- F f f , = / * 

d(F) o(F) n -4-
0(F) 

dtlc OXu 
Pl.ii "T ot„ 

dPje _ OPjo 
Pka + 

<*Pje 
dta <)xk 

Pka + ot„ 

Dies alles in-(31. 7) eingesetzt, liefert nach einigen Vereinfachungen : 

(31.8) H,=fbki +/(">., b,, - Hj., />,,) -

jr (,{F) , ,t ,, . ~ . v OPjo 



Variationsrechnung bei mehrfachen Integralen. 215 

Mit Benutzung von (15. 6) und (28. 1) kann nun dies geschrieben 
werden : 

(31.9) ^ = f b k i L k { F ) - f n j 9 b k i [ ^ - - ^ ^ + 

- dP + ( f n i a njQ+gea bji) —3Q-Öta 
Nun ist aber nach (28. 4) und (30. 1) 

dPjf dPk9 _ f f . dPjQ n dPk9 

dxk dxj u ^ ' ,dta dta 

Lk(F) = [knnj(![jkQ]-(F). dPka 

dta ' 
Setzt man diese Grössen in (31.9) ein und bemerkt noch, dass 
nach (15.6), (13.7), (12.2) und (12.1) 

bki Pka = nio, 

gga=^FaQa=fAaS=f(SgaF— PjSnja) 
ist, so verschwinden fast alle Glieder und es bleibt 
(31.10) Qi=fbki[k]. 

Die Identität, die wir aufstellen wollten," erhält man durch die 
Vergleichung von (31.6) und (31. 10); sie lautet 

(31.11) dnia 

dta 

t b k j r M , J l j g J l j ß ( d p j a d £ j A 

32. Gehören nun insbesondere die Ortsfunktionen Pia(Xj, tß), 
die wir uns vorgegeben haben, zu einem geodätischen Feld, das 
eine ¿¿-dimensionale Mannigfaltigkeit transversal schneidet, so ist 
in jedem Punkte dieser Mannigfaltigkeit 

«=<>• - t H r 
Die linke Seite von (31.11) muss.dann auf dieser Mannigfaltig-
keit verschwinden, und diese" ist ein Integral der EuLERSchen 
Gleichungen (31.1). 

Wir wollen das geodätische Feld ein ausgezeichnetes Feld 
nennen, wenn durch jeden Punkt dieses Feldes eine Extremale 
gelegt werden kann, die durch das Feld transversal geschnitten 
wird. Die betreffenden Extremalen bilden dann selbst ein Feld 
und die Figur, die aus diesen Extremalen und aus den Mannig-



216 C. Caralhiodory: Variationsrechnung bei mehrfachen Integralen. 

faltigkeiten 5« =/1« gebildet wird, heisst eine vollständige Figur 
des Variationsproblems. 

33. Wir betrachten eine beliebige Schar von Extremalen, die 
ein Gebiet des (n + ^)-dimensionalen Raumes einfach überdecken. 
Die linke Seife und das letzte Glied der Identität (31. I I ) müssen 
dann verschwinden, woraus folgt, dass alle [£] = 0 sind. 

Dafür aber,-dass die Extremalen ein Feld bilden, das eine 
vollständige Figur des Variationsproblems erzeugt, müssen noch 
ausserdem alle \ j k o \ = 0 sein, was bekanntlich schon für / t = l 
nicht immer stattzufinden braucht. 

(Eingegangen am 20. Juli 1929.) 


