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Uber die Variationsrechnung bei mehrfachen
Integralen.

Von C. CARATBEODORY in Milachen.

Einleitung.

1. Die Werstrassschie und die ihr vérwandte Jacoe-Hamni-
tonsche ‘Theorie der Variationsrechnung haben sich in zwei extre-
men Fillen restlos bewidhrt: ndmlich; wenn man ein einfaches
Integral hat und n unabhingig zu variierende Funktionen, oder,
wenn man ein u-faches Integral hat und eine einzige zu variierende
Funktion. Das allgemeine Problem dagegen von der Gestalt —

. " . 0x
(1. 1) J...Jf(xl,...,x,,, Lo las at. e at,.)dt‘ dt,

ist eigentlich nie recht in Angrlff genommen worden, wenn man
~ von einigen kurzen Bemerkungen Habamarp’s absneht der auf
Eigenttimlichkeiten dieses Problems aufmerksam gemacht hat.!)
Auf den folgenden Seiten werden die ersten Vorarbeiten, die fiir
-die Behandlung dieses Problems mir unerldsslich erscheinen, aus-
fihrlich auseinandergesetzt. Meine diesbeziiglichen Untersuchungen
liegen schon viele Jahre zurlick und sind auch teilweise publiziert.?)

Beim Studium einer wichtigen Arbeit von Haar tiber ad-
jungierte Variationsprobleme®) habe ich nun bemerkt, dass meine

1) J. HADAMARD, Sur quelques questions de calcul des variations, Buil.
" Soc. Math. de France, 33 (1905), p. 73—80. ’

2) C. CararrEoDORY, Uber die kanonischen Verinderiichen in der
Variationsrechnung der mehrfachen Integrale, Math. Annalen, 85 (1922),
S. 78—88.; Uber ein Reziprozititsgeselz der verallgemeinerten LEGENDRESChen
Transformatron, Math. Annalen, 86 (1922), S. 272—275.

8) A, Haagr, Uber adjungierte Variationsprobleme und adjunglerte Extre-
malflachen, Maih Annalen, 100 (1928), S. 481502,
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194 C. Carathéodory

alten Reclinungen durch eine geringfiigige Modifikation in der
Bezeichnung viel symmetrischer geschrieben werden konnen. Aus
diesem Grunde wird das ganze Formelsystem noch einmal mit- -
geteilt. Das erste Kapitel, das der Ableitung rein formaler Identitdten
gewidmet ist, enthdlt also lediglich die Resultate meiner friiheren
Arbeiten in neuer Fassung: durch diec neue Bezeichnungsweise
sowie auch durch einige Ratschldge, die mir Di T. Rapo gegeben
hat, hoffe ich aber, dass die Darsteillung viel durchsichtiger ge-
worden ist. Das zweite Kapitel ist der WEeierstrassschen Theorie
fiir das Problem (1.1) gewidmet, die ich friiher nur ganz unzu-
langlich gestreift.hatte. Die diesem Probleme zugehorige E-Funk-
tion wird hier zum ersten Male, sowohl in gewohnlichen als auch
in kanonischen Koordinaten aufgestellt Das Gleiche gilt von der
Lecenpreschen Bedingung, sowie auch von den Differentialglei-
chungen, denen die ,geodatischen Feldert geniigen miissen. End-
lich wird gezeigt, dass wenn ein geodétisches Feld eine Flidche
transversal schneidet, diese notwendig eine Losung der Evier-
Lagrangeschen Gleichungen sein muss.

) Das Problem dagegen, ,ausgezeichnete“ geoditische Felder
zu konstruieren, d. h. Solc.he, durch welche vollstindige Figuren
unserer Variationsproblems erzeugt werden, konnte noch nicht
ausgefiihrt werden.

Kapitel 1. Formale Identitéiten. -

2. Elementare Beispiele birationaler involutorischer Be-
rithrungstransformationen. Da im Folgenden eine Beriihrungs-
transformation uns beschaftigen wird, die birational und involuto-
risch ist, ist es von Interesse daran zu erinnern, dass auch andere
Transformationen, die diese Eigenschaften besitzen, seit langem in
der Variationsrechnung eine hervecrragende Rolle gespielt haben:

Wir bezeichnen durch die Buchstaben

(271) L p,m (=12 ...,n
eine Anzahl von Grossen, zwischen welchen (mit der jetzt {iblichen
Unterdriickung des Summenzeichens) die Relation

2.2) ft+o=pm

bestehen soll. Wir fiihren eine zweite Reihe von 2n42 Grossen,
F, &, P, If, durch folgende Gleichungen ein :

@.3) F=g, O=f; P=m, L—p,.
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Diese Transformation 1st nichts Anderes als die Legenoresche
Transformation ; sie besitzt folgende Eigenschaften :

a) Sie ist birational und involutorisch. D. h. man lost die
Gleichungen (2.3) nach den kleinen Buchstaben auf, indem man
niamlich einfach die grossen mit den kieinen Buchstaben vertauscht.
Dabei folgt aus (2.2) und (2. 3), dass die Relation
(2.4) F+o =P,
bestehen muss. R

b) Sie ist eine Beriihrungstransformation; sind in der Tat
f. @, p;, ® Funktionen von irgend welchen Parametern, so besteht
immer die Relation :

(2.5) dF — OAdP,= — (df — mdp,).

3. Die Lecesoresche Transformation ist natiirlich nicht die
einzige Transformation, die die Eigenschaften a) und &) des § 2
besitzt. Eine ganz triviale Transformation, die dasselbe leistet, ist
z. B. die folgende '

3. F=—f O=—¢, PB=—p, D;=mn,

4, Als drittes Beispiel betrachten wir die verallgemeinerte

Inversion, die durch folgende Relationen definiert wird :

1 1 P ;i
4.1) F f,d) (p,_P, f,II, o
Die "1ransformation (4. 1) ist offenbar involutorisch und birational;
man verifiziert ausserdem, dass die Beziehung (2. 4) eine Folge
von (2.2) ist, sowie auch, dass eine Beriihrungstransformation
vorhegt mit Hilfe der sofort zu berechnenden Relationen

4.2) F+O— Pl =—— f (f+9—pm),

(4.3) dF — I-IdP———f——(a'f mdp,).

Man ‘bemerke iibrigens, dass zur Aufstellung von (4. 3) nicht nur
(4. 1) sondern auch (2. 2) benutzt werden muss.

5. Die Transformation, die A. Haar in seiner unter 3) zitierten
Arbeit benutzt hat, ist eine einfache Kombination der vorhergehen-
~den, die man erhilt, indem inan sefzt:

5.1) F—— <z>~___,p__—ﬁ, H="
A v 7 v F |
6. Eine sehr interessante etwas kompliziertere birationale’
13*



186 ’ C. Carathéodory

und involutorische Beriihrungstransformation hat T. Levi-Civita
bei der Regularisation des Dreikorperproblems mit grossem Erfolg
benutzt.?) Sie besteht im Folgenden: fithrt man die Bezeichnun-

gen ein .
6. 1) G#P.-p;, b=p,m, c=mnm, v

(6.2 F—f 0—9¢—2b, =2, m—an—2bp,

6.3 A=PP., B=P1II, C=ILII,

so erhalt man nach ganz elementaren Rechnungen

6. 4) JAa=1, B4+ b=0, AC=ac.

Hieraus verifiziert man sehr leicht die Eigenschaften a) und b)
des § 2.

7. Dle kanonischen Transformatnonen der Variations-
rechnung. Der Hauptgegenstand unserer Untersuchung ist eine
birationale, involutorische Beriihrungstransformation, die aus der
Kombination der verallgemeineiten Inversion des § 4 mit der verall-
gemeinerten Lecenpreschen Transformation meiner alten Arbeit ent-
steht. Vor dieser letzteren besitzt sie den Vorteil, dass in allen Formeln
die grossen mit den kleinen Buchstaben vertauscht werden kénnen,
dagegen hat sie den kleinen Nachteil, dass sie in den Grenzfallen
(n=1 oder u==1) nicht in die gewdhnliche Lecenpresche sondern
in diejenige Transformation iibergeht, die Herr Haar benutzt hat.

Von jetzt ab werden wir neben den lateinischen Buchstaben

i,j, k ..., die von 1 bis n laufen sollen, auch griechische In-
-dizes @, 8,7, 0,0. benutzen die von 1 bis # zu nehmen sind.
Z. B. stellt also das Symbol p:. eine Matrix von n Zeilen und I
Kolonnen dar. :

8. Wir betrachten die Verdnderlichen ;

(8 1) f (l’, pia; Tiw,
zwischen welchen die Relation
(8. 2) ‘ f+’[)—'p1a Tig

bestehen soll. A
Ferner fiihren wir das Symbol
8.3) Aag=Oupf — PiaTip
ein, wobei d.p wie iiblich die Zahl Eins oder Null darstellen soll,
je nachdem a=g oder e g ist.

) 9 T. Levi-Civira, Sur la régularisation du probléme des trois corps,. -
Acta Mathemalica, 42 (1920), p. 99 —144.
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Zur Abkiirzung setzen wir die Determinante |a«s| gleich a

und bezeichnen mit a.; das algebraische Komplement von a.:
in dieser Determinante. Hiernach hat man also

8. 4) a=|0qg|,
(8. 5) Oup@ =0 App = Qoo lop.

9. Jetzt fiihren wir eine neue Reihe von 2(pnp-1) Verin-
derlichen

©. 1) F, ®, Pi, TT;,
ein, die durch folgende Gleichungen -definiert werden :
) F_ ) _/[l-Z
(9 2) ) : —f—_ ¢ - a ’
: | B
(9 3) . P,'a::_-—a—n,'paa(..
-2
(9. 4) I o= 'fa PiaQao.

Es ist sehr bemerkenswert, dass man durch successives
Auflssen linearer Gleichungssysteme, aus den Relationen (9. 2)
bis (9 4) die urspriinglichen Verédnderlichen (8.1) als rahonale
Funktlonen der Grossen (9. 1) darstellen kann.

10. Wir berechnen zuerst einige lIdentititen, die aus den
friiheren Relationen folgen. Ersetzt man erstens in (9. 3) den Sum-
mationsbuchstaben « durch ¢ und faltet diese Gleichung mit ao.,
so folgt mit Berticksichtigung von (8.5)

(10. 1) Tia=Pisoa,
‘Ganz dhnlich erhilt man aus (9. 4).
(10.2) Pia=f""" Ty aye..

Drittens folgt aus (9.3), wenn man (8.3) beriicksichtigt:
Picpip= % ioPip (_1}¢9
= e lref — o)
und hieraus folgt nach (8.5) und (9. 2)
(10. 3). ‘ ‘E,,gz—f—;—z— (Occp+ Pic Pig)-

Um endlich auch die letzte der hier in Betracht kommenden Rela-
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tionen aufzustellen, bild-en wir mit Hilfe von (9. 3) und (9. 4) die
Gleichung :

#-2 _
PioIlp= = Tio Pia Qap Qga -

Dann folgt aus (8. 3) und (8. 5)

f,u_-2 _ f.u-l ','l;~2
PI'L':'IIiﬂ: 3 (609f_ aa’g)augaﬂa:daﬂ - a aﬂa,
oder nach (9.2)
(IO 4) PmlezéagF—iapa.

f
Die Relation (10. 4) kann auch nach (8. 3) symme’mscher geschrie-
ben werden :

(10.5) TPiaIIiﬁ =7p;‘p Mic-

11. Aus (9.2) und (8. 2) finden wir

: F F

F+m=7—(f+9”)=7pia71ia,
oder nach (10. 5) '
(1. n F4+® =P, IT,,.

12. Wir fihren nun die zu (8. 3) analoge Bezejchnung ein
(12. 1) Aa5=f5apF — PioILy;
dann folgt aus (10. 4)
(12. 2)

R

Aap __ Gga

. F —  f

und hieraus, wenn man unsere fritheren Bezeichriungen auch auf
die grossen Buchstaben iibertrigt,

A a
12. 3 -
( ) F.“ fl‘ Y,
A, aga.
(12. 4) o _f’l = _f”ﬁ__l_
Die Vergleichung von (9. 2) mit (12. 3) liefert jetzt
f o Fr-2
(12. 5) . FTo A

- Ferner folgt aus (10.2), wenn man noch (12. 4) und hierauf (12. 5)
benutzt, ]
1 L -

(]2. 6) pia='74_ Hig Aap
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und ebenso erhilt man aus (10.1), (12.2) und (12 3)

F/t—Z
A
Vergleicht man nun (8.2) mit (11.1) und weiter (9. 2), (9. 3)
~und (9.4) bzw. mit (12.5), (12.6)- und (12. 7), so sieht man,
dass man in diesen und folglich auch in allen iibrigen Gleichun-

gen die grossen Buchstaben mit den kleinen vertauschen kann.
Uunsere Transformation ist daher birational und involutorisch.
13. Einfithrung von f, F, pi«, P:. als Verdnderliche. Wir
haben bisher abwechselnd die Grossensysteme (8. 1) und (9. 1)
unseren Rechnungen zu Grunde gelegt. Fiir. viele Zwecke ist es
bequemer, Formeln zu entwickeln, in welchen die Grossen

(i3. 1) . [ F, pic, Pic
als Grundvariablen erscheinen.
Hierzu setzen wir

(l3 2) ) gltﬂ:\(ﬁaﬂ'{_Pi(tpi:/t,
so dass nach (10.3)

(]2. 7) T = Pi(;A(gq.

(13 3) : g(e(.‘:‘f.T_‘z— ez

ist. Um den Wert g der Determinante |g.g| zu berechnen, bemerke
man, dass [a.s{=a*~" ist; dann folgt aus (13.3) und (9.2)
(13. 4) g=Ff
und (13. 3) kann geschrieben werden

g —_—
(13.5) g,,;z:7,f,~ Aeesr.

Aus dieser letzten Gleichung entnehmen wir

ggugpi.‘a(u;——— T nggpj(l,u;,

j.’”

oder

(13.6) Qup == —t G,
f.l( .l

also nach (9. 2)

(13.7) Lun=Faq.:.

Wegen (10. 1) folgt nun
(13.8) ' Ftie="PisGoa
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und wegen (9. 4)

(]3 g) fmazpn‘og(w- ‘
Endlich liefern die beiden letzten Relationen nach p;, und P;.
aufgeldst, die Relationen -

(13 ]0) Fpiu—_—Hipgp«,

(13.11) . fPia =Ty Gup.

14. Die Eigenschaft der Beriihrungstransformation. Wir
nehmen jetzt an, dass die von uns betrachteten Grossen von irgend
welchen Parametern abhédngen, und bilden das totale Differential
von (13.4) nach diesen Parametern. Wir erhalten auf diese Weise
die Relation
(14.1) Fdf+fdF=dg;
nun ist aber bekanntlich
' dg=—gepdgep
und nach (13.2)

' d8up=Piadp:g + pipg dPic.
'Nach den beiden letzten Gleichungen ist also, wenn man (13.8)
und (13.9) beriicksichtigt, _
(14. 2) - dngﬂiﬂdp[ﬁ““‘fIIiadpia-
Die.Vergleichung von (14.2) mit (14.1) fiihrt schliesslich zu der
“Relation ' '
(]4 3) F(df—ﬂ.pdﬁ,g)—}-f(dF—H,adpm)=0,
aus welcher folgt, dass unsere Transformation eine Beriihrungs-
transformation ist. ' .

15. Die Reziprozitét. In einer frilheren Arbeit®) habe ich die

Bemerkung gemacht, die iibrigens sofort bestdtigt werden kann,
dass die Determinante a, die wir im § 8 eingefiihrt haben, auch
als (1 n)-reihige Determinante folgendermassen geschrieben wer-
den kann: /
(5,']‘, ﬂi‘g'
Pja, 60‘ﬂf . X
in dieser Formel sind die Zeilen mit { und @ -und die Kolonnen
mit j und B bezeichnet. Genau ebenso sieht man, wenn man
“ein neues Systera von Verdanderlichen durch die Gleichungen

(15.2) bij=0i; f—Pio Mio
3) vgl'. das Zitat 2).

)

(15. 1) ’ a=|
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einfiihrt, dass die Determinante b der b;; geschrieben werden kann -

' ‘ 8iif, mip
15.3 b—| "’
( ) ) Pja_ 3 éaﬁ .
Die Vergleichung von (15. 1) und (15. 3) fiihrt zu der Relation
(15. 4) fla=f"b,
aus der wir-mit Hilfe von (9.2) entnehmen
» ' F _ o . fn<2 .
(15. 5) FEF T

Ferner folgt aus (15.2)

bsipsa:fpia—psgnig Psa;
nach (13. 2) kann man dies schreiben

bsiPsa:fPia — ﬂig(gug - 6«9),

oder mit Beriicksichtigung von (13.11) -
(15. 6) Tie=byi Psa.
Abnlich entnehmen wir aus (15.2)

bit Pt =fpm——p;g~7tr0pm

:pip(éaof—pta ﬂig),

oder nach (8.5)
(15 7) b;tpm = Pio Auyp- . .
Nach (9. 4) erhidlt man also, wenn man noch (15.4) beachtet,
-2
: b
Endlich folgt aus (15.6) durch Auflosung
(159) ‘ Pia—_—_]b_ nra.b-ir'

16. Die Ahnlichkeit der Formeln (15.2), (15.5), (15.9) und
(15.8) mit (8.3), (9.2), (9:3) und (9.4) zeigt, dass man in allen
unseren Gleichungen die Jateinischen Indizes mit den griechischen
vertauschen kann, wenn man nur die .a.; ‘durch die b;; ersetzt.

17. Einfiihrung der Parameter S.s, S.i und c.p. Fiir die
Behandlung unseres Variationsproblems ist es notwendig, neue
Parameter einzufilhren und ihre Verkniipfung mit den fritheren
Buchstaben zu untersuchen.

Wir betrachten zu diesem Zweck drei Matrizen

(17 ]) : N Saﬂ, Sai, C«ﬁ,

: (15 8) ’ I, = Dta bit-
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die mit den fritheren Grossen durch die Relationen

(l7 2) C«ﬁ:Srzﬂ"*‘S«ipfﬁ
(17. 3) Sai:PzgS«()

1
(17 4) ?:lsaﬂl

verbunden sein sollen.
Durch Einsetzen von (17. 3) in (17.2) erhdlt man nun
Cap=S8up+ Sco Py Pig
5= Suo (Jop + Pig Pip),
oder nach (13. 2)
(17.95) Cap == SeoLos-
Nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten folgt nun, wenn
man (13.4) beachtet, c= F f|S.g| oder nach (17. 4)
(17.6) c=1F
Ferner entnimmt man aus {17.5)
Ci0Cip8ac==S1p8o08usCrp
und hieraus folgt, nach (13.4) und (17.6),
(17.7) Lusg= FS;,_JM.
Hieraus folgt, wegen (13.8), '
Mo = Pig S}.azln!y
oder nach (17. 3) A
(17. 8) e = Sii Cra.
18. Wir wollen nun zeigen, dass, wenn man (17.2) voraus-
setzt, die Gleichungen (17.6) und (17.8) den Gleichungen (17.3)

und (17.4) &quivalent sind. Wir gehen also jetzt von den Glei-
chungen

(18 1) Crcﬁzsaﬁjsaipiﬂ,
(18 2) niu:SpL‘Cgu,
(18.3) c=f

aus und wollen (17.3) und (17. 4) ableiten. Erstens folgt aus (18 2)
n,ac,,,,_Sch,,,,caa,
' also mit Berucksnchtxgung von (18.3)
(18.4) [ Sui= s Cus.
Dies, in (18. 1) eingesetzt, liefert -
JSapg=1Sug+ Caopig Mia,
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woraus nach (8. 3) folgt
(18. 5) - [Sun="Ceatpa.
Aus (18.5) folgt nun erstens
fP'(,Suo~cc,aP,oanc
Die rechte Seite der letzten Gleichung ist nach. (10. 1) gleich
Ceo 7o und mit Hilfe von (18.4) erhilt man schliesslich

(18.6) Sei= Pig Suo,

d. h. die Relation (17.3), die wir beweisen wollten. Die Glelchung_
(17.4) ist ebenfalls eine Folge von (18.5), wenn man (18.3)
und (9. 2) beachtet ; denn es ist -

fASegl=ac=f

" oder -
(18.7) T Fi{Sapl=1.

f

Kapitel 1I. Das Variationsproblem.

19. Definition der geoditischen Felder. Wir betrachten in
einem (a4 u)-dimensionalen Raum, dessen Koordinaten (x;..., Xa,
t,..., 1), oder, mit den friiheren Bezeichnungen, (x;,?.) sein
mbgen, eine pu-parametrige Schar von n-dimensionalen Flichen.
Eine derartige Schar kann durch g Gleichungen der Form

(]9. 1) Se (xi y tﬂ):'iu
dargestellt werden. Durch die Gleichungen
(19.2) ~ xi=&({) (i=1,2,...,n)

werde ferner eine u-dimensionale Mannigfaitigkeit definiert, die
die Schar (19.1) schneidet. Das ist dann und nur dann der Fall,
wenn eine eineindeutige Abbildung eines Gebietes G, des u-dimen-
sionalen Raumes der f, auf ein Gebiet G; des u-dimensionalen
Parameterraumes_der 4, durch das Gleichungssystem

(19.3) - Sa(Si(ty); te)= e
erzeugt wird. Hierzu muss aber insbesondere dxe Funktionaldeter- .
mlnante

0Sa ('_E::; tp)

19. 4 ' : A—

in Gy von Null verschieden sein.
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Setzt man nun zur Abkﬁrzung

aSa - OS((
(19 5) Sni—-o—‘x—i‘, Saﬁ'— 6tﬁ H
' _ 98
(19.6) : Pie= ot
(19 7) Caﬁ:Saﬂ'{"Saipiﬂ»
so erscheint (19.4) in der Gestalt
(19.8) 4 =|c.p|=c.
Wir bemerken noch, dass das Integral
(19.9) [...[4as. . dt, .
s, ,

den Inhalt des Gebietes G, des Parameterraumes darstellt, auf
- welches das Gebiet G, durch die Relationen (19 3) abgebildet
worden ist.

Dieser. Inhalt hangt aber nun von der Gestalt der Begren-
zung von Gpab. :

Wenn man also eine zweite u-dimensionale Fliche

(19. 10) , xi =& (ta)

betrachtet, und ein Gebiet G, das durch diese neue Fliche auf
dasselbe Gebiet G, das wir soeben betrachtet haben, abgebildet
wird, so wird das Integral

gao.1y [ [Adt, o, .

(.’

das ganz analog wie (19.9) gebildet werden soll, denselberi Wert
wie (19.9) besitzen.

Wird insbesondere aus der Fiiche (19.2) durch den Rand
des Gebietes G- eine Mannigfaltigkeit ausgeschnitten, die auch
auf (19. 10) liegt, so muss man die Integrale (19.9) und (19.11)
fiir dasselbe Gebiet G, berechnen, d. h. Ge= G, setzen.

20. Die Koordinaten eines p-dimensionalen Flacheneleménts
des (n+-u) dlmensnonalen Raumes sollen jetzt durch die ptutnp
Grossen
(20, 1) ' Xi, te, Pic
dargestellt werden. Wir betrachen nun eine positive Funktion
(20.2) S (xiy te, pic)
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dieser Grossen und bilden den Ausdruck
fxi, ta. pic)
A(XH ,0‘» pta)
in welchem 4 dieselbe Bedeutung, wie in (19. 8) haben soll Wir
halten jetzt in (20.3) die (x;, f.) fest und suchen die p;q S0 zu
bestimmen, dass ‘

f

(20.4) > B Minimum

sei; von einem Flachenelement (20.1) fiir welches die Bedingung
(20. 4) gilt, sagen wir, dass es durch die Flachenschar (19. l)
transversal geschmitten wird.

Wir nehmen nun an, dass wir in einem gewissen (1 + w)-
dimensionalen Gebiete des Raumes der (x;, ;) Funktionen
(20. 5) Pie=DPia(X;, tg)

“bestimmen konnten, die lauter Flachenelemente, die durch unsere
~ Schar (19. 1), transversal geschnitten werden, erzeugen.

Setzen wir nun ‘die Werte (20. 5) der Die N f(xi, b, Pia)
und A(xl, o, pie) ein, und gilt in ]edem Punkte des betrachteten
Gebietes die Gleichung
(20. 6) . f=4,
so wollen wir sagen, dass die Schar (19.1) ein (zu f gehorendes)
geoddtisches Feld bildet. Eine notwendige Bedingung fiir das Be-
stehen von (20. 4) wird durch die Gleichungen

N
Pic (—) =0
gegeben, die wegen (20.6) auch folgendermassen .Ueschneben
werden konnen: :
ad

(20.7) . froa ="

Die Gleichungen (20.6) und (20.7) bilden die Fundamentalrela-
tionen, durch welche ein geoditisches Feld definiert wird.’
_ 21. Losung des Variationsproblems. Hat man auf irgend
eine Weise ein geoditisches Feld konstruiert, das {iberdies eine
Mannigfaltigkeit (19.2) transversal schneidet, so bildet diese stets.
eine Losung fiir das Variationsproblem, das zum Integrale

(21. 1) e te, iyt at
"gehort. Wir betrachten namlich ein Stiick von (19.2), das sich

(20. 3)
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auf ein Gebiet G, des Raumes der f, projizicrt und cin entspre-
chendes Stiick von (19. 10), das sich auf G, projiziert, wobei dig

Beziehungen zwischen G, und G,, die am Ende des §19 erklart
wurden, gelten sollen. Dann ist nach den Resultaten des § 19
verbunden mit (20. 6) -

L2 [rat...dte=[adt.. dt,=[Tads...dt,.
6 6, v, :

Bezeichnet man also mit f den Wert von f auf der Fliche (19. 10),
so ist nach (21.2)

1.3) [Fat,.. dtu—[fdt,...dt,;=[(F—F)dt,...dt,.
' G, Gy

Gt
Nun bemerke man, dass aus f>0 und, aus (20.6) auch
4 >0 folgt. Fiir eine schwache Variation unseres urspriinglichen

Flachenstiickes ist daher auch 4>0. Hieraus folgt mit Beriick-
sichtigung von (20. 4) und (20. 6) '

A A
(21.4) f-d=a= A)>0,

wodurch unsere Behauptung bewiesen wurde.

22. Einfithrung kanonischer Verédnderlicher. Die weitere
Behandlung unseres Problems wird ausserordentlich erleichtert, wenn
wir jetzt die kanonischen Grossen F, P;., IT;, einfiihren, die wir
im ersten Kapitel untersucht haben. In der Tat ist nach (19.7)
und (19. 8) :
od
apia
und die Vergleichung dieser Formel mit (17. &) und (20.7) zeigt,
dass wir

(22.2) Mia=fy_

zu setzen haben. Nach den §§ 8 und 9 kann man also jetzt
durch rationale Operatjonen die a.g, F, 0, P;,, I, als Funktionen
 von X, le, piz berechnen. Ebenso kann man die Determinante a
berechnen und insbesondere verifizieren, dass sie nicht verschwin-
det. Falls sie identisch verschwinden sollte, so wire die Funktion f,
von der unser Variationsproblem abhingt, fiir unsere Theorie nicht
brauchbar.

.
P

(22.1)

=S84 Cia

/



Variationsrechnung bei mehrfachen Integralen. 207

Unser Zweck ist aber x;, f., Pi. als unabhangige Verin-
derliche zu nehmen, und wir miissen daher die Bedingung auf-
stellen, die verifiziert sein muss, um die p;, durch diese Grossen
ausdriicken zu konnen. Hierzu benutzt man am besten (10. 1),
eine Gleichung, die man nach (8. 3) folgendermassen ausfiihrlich
schreiben kann : . .

(22.3) Mioe=7i4— Pis (0oaf— ProTia) =0.
Dieses . letzte Gleichungssystem soll also nach den p;, aufidsbar

sein und wir mtjssen dazu schreiben, dass die Funktionaldeter-
minante

(2. 4) OMiq

apjs
ist. Setzt man zur Abkiirzung

. 02f
22.5 ——
( ) 0pia apjﬂ
so folgt aus-(22. 3)

6Mia

=Tiq,jp— Pi. njﬁ‘*‘ Piﬂnja+Piapkanktc,J'ﬂ-
apis

F+0

=Tia, i

(22.6)

Aus unseren Voraussetzungen folgt nun, dass &5 0 ist; daher kann
‘man die Bedingung (22.4) ersetzen durch die des Nichtver-
schwindens einer Determinante, deren Elemente
Moy IMre
017]3 61715
sind. Aus (22.6) und (22.7) folgt nun mit Hilfe von (15. 6)
(22.8) Nie,j6=0b,iT0 ¢, 18— Tia g+ Tig Mo+ i ProMra, jp;
da nun b,;7Myq ;5= bii Wra,je ist und da byi+ 71 Pro=0ir f ist,
kann man (22.8) auch in der Form schreiben
(22 9) N,'a_'jg :fnia,j:l‘l— i :{Ijﬁ'-.l—ﬂ;"gn‘/a.

Die Einfiihrung der Pi, als unabhéngige Verdnderliche ist
" also stets moglich, falls die Determinante

@2.10) |f—21 of of _of f |ig

(22.7) Nio, jg="b,:0qc

0picOp;s ' Opig OPje  OPic OPip
ist.

23. Nachdem wir die pi. als Funktionen von xi, f«, Pie
dargestellt haben, konnen wir nach dem Kapitel 1. alle iibrigen
Grossen, also insbesondere F, ®, II,, als Funktionen derselben
Verdnderlichen bestimmen.
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Setzt man nun diese Funktionen in (14. 3) ein, so folgen
sofort die Kelationen

(23.1) Ffo=—1Fu Ffy=—fF,,
_ ' __ OF
(23.2) La=p—,

die wir spiter benuizen werden.

24. Die E-Funktion. Wir sind jetzt in der Lage, flir jedes -
geodatische Feld die WeiersTrasssche Exzessfunktion, d1e zum
Integral (1. 1) gehort, zu berechnen.

Es sollen also die Gleichungen (20.6) und (20. 7) gelten ;
berticksichtigt man aber (19.8), (22.2) und (22.1), so sieht man,
dass auch die Gleichungen (18.2) und (18.3) gelten miissen und
_diese sind nach dem § 18 dquivalent mit (17.3) und (17. 4).

Setzen wir also in

(24.1) 4= ISag-f-Sai;ipI_
fiir S.: die rechte Seite von (17.3) ein, so folgt nach dem Multi-
plikationsgesetz der Determinanten, wenn man (17.4) beachtet,

24.2) Z=—1',-|a,,,p‘+11m5,-gl

Nun definieren wir neue Grdssen hig durch die Glelchungen
(24.3) - Pip=pig+f . hig

und erhalten aus (24.2) mit Beriicksichtigung von (13. 2)
(24. 4) o A_-:Tl;.— lgap'-{—fP;a higl.

Bemerken wir nun, dass aus (13.4) und .(13. 8) folgt

(24.5)  (Gos+SPio liig) Goa=Ff(Bug+ mia hip),

so erhalten wir aus (24. 4)
A\ gap|=F""" f*| up+mia higl. .

Da nun, wegen (13 4), |gap] = F*7' f*~! ist, erhdit man schliess-
lich

(24.6) T=f{Gug+ mia .
Wir berechnen nun his aus (24.3) und bemerken, dass nach § 21
E=f—4

zu nehmen ist; man hat also schliesslich

(24.7) E=f_'—71_—.l<5aef+n-a(.i-.r'—p«,:)l-
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Dies ist eine Formel, die fiir u=1 in die tibliche Gestalt der
E-Funktion {ibergeht; es ist bemerkenswert, dass auch hier die

E-Funktion nur von den Flichenelementen p.g, pis, nicht aber
vom geodatischen Felde abhédngt.

25. Die LEGENDREsche Bedingung. Wir entwickeln die
Determinante (24.6) nach Potenzen von h;; und bestimmen die
- linearen und - quadratischen Glieder dieser Entwiqkelung. Hierzu *
fiilhren wir die Bezeichung ein
(25. 1) ] Myg=— (L,ﬂ-{—ﬂ[a hiﬁ, .
aus welcher mit dhnlichen Abkiirzungen, wie im § 8, folgt-

_ O 1N = Mgp Mg
und nach Differentiation
Oegdm = My dMye+ My digp.
. Wir falten diese Gleichung mit m,; und erhalten, falls wir noch
den Summationsbuchstaben & durch 1 ersetzen
MANts (= My dM— Moo Moz dNigs.

Nun ist bekanntlich dm = m,,dm,; und wir haben schhesshch

(25. 2) Mmdmge= (Mg Mgs— Myq Me2) dMMys.
Nun folgt aus (24. 6)
e a4 —
(25 3) m——fmga o
und aus (25.2)
Mo —~ - — =

(25. 4) m 0’;3 =(MgaMy3 — Mg Msa) Tjq.

J

Also ist nach (25.3)
Py o

(25 5) W = % (m,m Mog— My ”105) g Mo«

Fiir hug—0 st nun Alap=6as und aus (25.3) und (25.5) folgt
also '

ad
(25. 6) . ohia by =fTia,
®24 |
(25‘ 7) OhLa Ohjﬂ lo—f(nlan./ﬁ.— nlﬂ”}“)

Wenn wir also jetzt die E-Funktion (24.7) nach Potenzen von
14
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(pig — Pig) entwickeln, so fehlen sowohl das konstante wie auch
die linearen Glieder. Die quadratischen Glieder der Entwickelung
bilden eine quadratische Form, die folgendermassen lautet :
— (7 N (n , *f
ZQ— (Pia — Pic) (Pig — Pig) gm—
___1_(:0f of __of _of )‘
S \0pia Opig  OPja_Opig )}

(25. 8)

Die Lecenpresche Bedingung unseres Problems besteht in
der Forderung,. dass die quadratische Form (25.8) positiv definit
sein soll. Es ist zu beachten, dass die Determinante dieser quadra-
tischen Form mit dem Ausdruck (22. 10) zusammenfallt: also ist
jedesmal dann, wo die Lecenoresche Bedingung erfiillt ist, auch
die Moglichkeit gegeben, kanonische Koordinaten einzufiihren.

Zu beachten ist endlich, dass in der Lecenpreschen Bedin-
gung auch die ersten Ableitungen von f nach den p;, vorkommen.

26. Die E-Funktion in kanonischen Koordinaten. Fiir den
Fall, dass man von Anfang an das Variationsproblem in kanonischen
Koordinaten durch die Funktion F(x;, f«, P:e) vorgibt, ist es
niitzlich ftir die E-Funktion einen Ausdruck zu haben, in welchem
diese Koordinaten allein vorkommen. Dazu setze man in (24.2)

(26.1) Pia=Pis+ Fkia
und transformiere den Ausdruck (24.2) ganz dhnlich, wie wir es
im § 24 gemacht haben.- Man findet schliesslich

F _ — -
(26. 2) ?‘EZF——F—E—|6¢:3F+II£5(PM¢— ia)l-

Berechnet man jetzt -die Lecenoresche Bedingung aus (26. 2), so
findet man eine Formel, die der Relation (25.8) ganz analog ist.

Endlich bemerke man, dass in Folge -der Reziprozitat (§ 15)
die E-Funktion sowohl in den urspriinglichen als auch in den
kanonischen Koordinaten auch durch n- reihige Determmanten dar-
gestellt werden kann.

217, Die Differentialgleichungen der geoditischen Felder.
Nach den §§ 20 und 22 erhdlt man ein geoditisches Feld, wenn
man, mit den Bezeichungen des § 19, die Gleichungen

(27.1) f=d=c¢ f, == St
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gleichzeitig befriedigt. Nach dem § 18 ist aber dieses System von
Gleichungen vollstindig gleichwertig mit den folgenden

21.2) Sei==Pio Saq,

' (27.3) F.|Sepl=1.

Hat man nun die Funktion F(x;, {., P;.) berechnet, so kann
man ein geoditisches Feld folgendermassen finden : Man bestimme
aus den Gleichungen (27.2) die P, als rationale Funktionen der
ersten partiellen Ableitungen der S.(xi, #;) und setze die gefun-
denen Werte in (27. 3) ein. So erhdit man eine partielle Diffe-
rentialgleichung -erster Ordnung fiir ¢ Funktionen S., von denen
man also (u— 1) ganz willkiirlich wahlen kann.

28, Durch ein beliebig gegebenes geoddtisches Feld werden
. mit Hilfe von (27.2) und (27. 3) die P;, und F, und hierauf durch
Anwendung der Formeln der Kapitel 1. alle iibrigen Grossen als
Funktionen von (x;, f;) d. h. als Ortsfunktionen des (n +n) di-
mensionalen Raumes bestimmt.

Man kann sich aber auch umgekehrt die P:, als solche Orts-
funktionen " von vornherein geben, und nach den Bedingungen
fragen, die dafiir notwendig und hinreichend sind, dass Funktionen
Se(x:, t;) gefunden werden konnen, fiir welche die Relationen
(27.2) und (27. 3) best¢hen.

Wir fiihren den linearen Operator

. d
(28. 1) Li()= P""—at_(,*( )

.ein. Die Gleichungen (27. 2) besagen dann, dass das System von
Differentialgleichungen -

(28.2) - L:S.=0

fiir die 4 unabhingigen Funktionen S, gelten soll, und daher ein
Jacosisches System sein muss. Die notwendige und hinreichende
Bedingung hierzu ist bekanntlich die des identischen Verschwin-
dens der Klammerausdriicke (L;L;— L;L;) S; sie ist den folgenden
Relationen Aquivalent :

(28.3) L Pio~ L; P; =0.
Setzen wir also zur Abkiirzung

. 0P; P, OP; IP;
8.4 =0T e |p 9T  p e
@8.4) 1 [ije ax; | ox: (P’ it~ P, )

so haben wir zu schreiben
(28.'5) lij o] =0.

L
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29, Es seien die Bedingungen (28. 5) alle verifiziert. Zwischen
zwei Systemen S. und T, von je u unabhdngigen Losungen des
Jacoeischen Systems (28. 2) besteht immer die Relation

IT... T =]
d(S; . S,.) o

die eine bekannte Eigenschaft der Funktionaldeterminanten dar-
stellt. Gibt man sich die 73, so ist also die Gleichung (27. 3)

. (29 ]) ]Saﬂ Tltﬂ]r

" . dann und nur dann losbar, wenn man die S. als Funktionen

der 7; so bestimmen kann, dass die Gleichung

o (T,, o T,,)
J9(Sy, ..., S
besteht. Hierbei bedeutet (F) diejenige Funktion der (n+u) Ver-
dnderlichen (x;, %), die man erhdlt, wenn man in F(x;, ¢, Pi.)
die P,. als Funktionen von (x;, f.) einsetzt. Die Relation (29. 2)
kann aber dann und nur dann befriedigt werden, wenn die rechte
Seite dieser Gleichung ‘selbst eine  Funktion der 7; ist, d. h.
wenn sie dem Jacomischen System (28.2) geniigt. Die Gleichung
(27. 3) ist also aquivalent dem -System

(29.3) Li((F).|T«sl)=0.

- Durch Entwickelung von (29. 3) erhalten wir:

(29.4) | Ta| Li (F) 4 (F) Too Li ‘)T"

(29.2) = (F)| Tep]

=0.

Nun ist
T, _ PTy -~ Ty
o, ax.0t, SPTAPTA

Andererseits ist, weil T, nach Voraussetzung eine Losung von

(28.2) ist, :
o‘lT(,__i( oro)_ifpd ()T(,)_
ox; 0ty _010 ix; —Ofg( “ i)_f,z .

dies in (29.5) eingesetzt, liefert die Gleichung
0T, 0P
_ i, at, v
Wir setzen diesen Wert in (29.4) ein und erhalten nach Division
durch |7,;! die Bedingung, die wir aufstellen wollten :

(29.7)  Li(F)+(F) "P'“

(29. 5) L;

(29. 6) L:

=0.
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30. Wir setzen jetzt zur Abklirzung-
OPW .
(30.1) [=Li(F)+(F)—7—+ ;e [ij o]

und entwickeln L;(F) unter Berucksmhtlgung von (23 2. er
erhalten '

=20 1,2 P,-a(ﬂwr f"°"°)+

Xi 7% ax; at, Je 5L,
» . apio- i ..
+ Pt helijel
Hieraus folgt wenn man -noch (28. 4)- benutzt,
@2 [1=-F OF _ p OF aF i (aP@ PaaP,e)JrFaP.-,’,
l . 0x; oty

eine Glelchung, die mit unseren frilheren Bezeichnungen auch
geschrieben werden kann

- . 9F oF 9P,
(303) [l]—‘a_xi"—Pia_a'i;“*‘]I;p ax .+Aog 0ta

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, fiir die Existenz
eines geoditischen Feldes lauten schliesslich

(30.9) lije]=0, [i]=0.
31. Die EuLERschen Gleichungen. Es ist zwar nicht schwer

direkt zu beweisen, dass eine jedé u-dimensionale Mannigfaltig-
keit, die durch ein geoditisches Feld transversal geschnitten wird,

den Eurerschen Differentialgleichungen ~
d
(31. ’) ' -dzz—f;)iq_fci—o

geniigen muss ; viel interessanter und lehrreicher ist es aber, eine
allgemeine Identitdt aufzustellen, aus welcher diese Foigerung so-
fort zu entnehmen sein wird. '

Wir geben uns zu diesem Zweck die p;, als ganz beliebige
Funktionen von (x;, £.) und berechnen die iibrigen Grdssen
[ (xi, te, pia), ma:f,,' o P;, u. s. f. mit Hiilfe unserer friiheren
Formeln ebenfalls als Funktlonen des Orles.

Ferner fiihren wir fiir ]ede Funktion .y (x;, z) das ‘Zeichen

~

g;p ein, das msbesonder_c in (31. 1) vorkommt und durch die
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Relation
G1.2) dy _ oy oY

gt~ . T ox

pia
definiert wird. -
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Relation (13. 8)
Fniaxpiagua
und folgern aus dieser Gleichung durch Differentiation :
(31.3) Fdng=—m0d F+ goudPis+ Pisdgse.
Nach einer der Gleichung (25.2) nachgebildeten Formel ist nun
£d8oa=(gruGor — Boa&o2) Los,
also nach (13.4), (13.8), (13.9) und (13.2)
FfP;,,dgaa:F(nng;.—-ngpa) (piadPio+ Pjodpji),
(BL4) fPiodgoa= (flialljo— GoaPiamiz) dPjg+
+ F(Aiamjs—Mia W) APja.
Durch Emsetzen dieser Relation in (31.3) erhalten wir ‘
(31.5) Ffdmie=—fri«dF+(fric o+ Goa bj:) dPjp+
+F(”4‘a”jl‘_”il”ja)dpji..
Wir fithren nun die Bezeichung ein:

dqlu _ — ) . dpji. . dpja)
(31. 6) Q Ff( fr’-) Fﬂl(‘ 75.,,7,( dta dt,{ y

und erhalten aus (31. 5)

d(F —
31.7) S-’;:—Fffa f i ét“)—*—(fnmffjo‘{‘gou ji

Nun ist nach (23.1), (23.2) und (31.2)

s , 0(F) 5 0P;,
—_— == ] = — ~_T[<,, —
Fff:l‘ f F-,, f ()xi f FAL oxi y
d(F) _ J(F) J(F)
dte - axe Pt g
dPJ [ ()PJ(’ ’ + _(_}Bl_
dfu X “ at,
Dies alles in-(31. 7) eingesetzt, liefert nach einigen Vereinfachungen :
3 = WE) & ft, by — 11, 0o __
(vl. 8) f ki (IX f( I.l) jf 10 l)l l) ()X,
'_fniu ’)(F) f”r(( ’ +gut bjt) ’)PJO .

()trz
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-Mit Benutzung von (15.6) und (28. 1) kann nun dies geschneben
werden :

(B1.9) Q= fb.:L.(F)~ fII, bki(ang _6_P139_)+ .

ax; 0x;
+(f77m at
Nun 1st aber nach (28.4) und (30.1)
IPie _ 0Pk aPJo - 0Py,
ox ox, UkAT P B

()PI\U

Ly (F) =[kH llk@]—-(F)

Setzt man diese Grdssen in (31.9) ein und bemerkt noch, dass
-nach (15.6), (13.7), (12.2) und (12.1)

bkLPko'—nta',

g@““Faeﬂ‘-ano—f(‘san‘- I1;,)
ist, so verschwinden fast alle Glieder und es blelbt
(31.10) Q;= fby.:[k].

Die ldentitit, die wir aufstellen wollten,~ erhdlt man durch die
Vergleichung von (31.6) und (31.10); sie lautet

| dm;o bhz Tia Tig dp'“ dp )
111 L i8 e QDj8
Bt-11) df, fr= [k] + f ( dts dt, )

32. Gehoren nun insbesondere die Ortsfunktionen pie (X, f3),
- die wir uns vorgegeben haben, zu einem geoditischen Feld, das
eine u-dimensionale Manmgfaltlgkelt transversal schneidet, so ist
in jedem Punkte dieser Mannigfaltigkeit

. dpi«_ dpig
=0, —g~=ai, -
Die linke Seite von (31.11) muss dann auf dieser Manmgfaltlg-
~ keit verschwinden, und diese” ist ein Integral der Eurerschen -
Gleichungen (31.1). :

Wir wollen das geoditische Feld ein ausgezeichnetes Feld
nennen, wenn durch jeden Punkt dieses Feldes eine Extremale
gelegt werden kann, die durch das Feld transversal geschnitten
wird. Die betreffenden Extremalen bilden dann selbst ein' Feld:
und die Figur, die aus diesen Extremalen und aus den Mannig-
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~ faltigkeiten S,=— 4, gebildet wird, heisst eine vollstdndige Figur
des Variationsproblems.
. 33. Wir betrachten eine beliebige Schar von Extremalen, die
ein Gebiet des (n+ u)-dimensionalen Raumes einfach tiberdecken.
Die linke Seite und das letzte Glied der Identitat (31. 11) miissen
dann verschwinden, woraus folgt, dass alle [k]=0 sind.
Dafiir aber, -dass die Extremalen ein Feld bilden, das eine
vollstindige Figur des Variationsproblems erzeugt, miissen noch
ausserdem alle [jk¢] =0 sein, was bekanntlich schon fiir p =1
nicht immer stattzufinden braucht. '

(Eingegangeﬁ am 20. Juli 1929.):



