Uber die Bedeutung der je'nsenschen. Formel fiir
einige Fragen der komplexen Funktlonentheone.

" Von ALEXANDER OSTROWSKI in Hamburg.

(Aus einem Briefe an Herrn F. Riesz.)

Ihrem Wunsche gern entsprechend, lege ich im Folgenden
den Gedankengang der an die Jensensche Formel ankniipfenden
. Untersuchung dar, die-ich in meinem Vortrag auf der diesjahrigen
Naturforscherversammlung in Leipzig, sowie in unseren anschliessen- -
den Unterhaltungen gestreift habe. Es handelt sich bei dieser
Untersuchung erstens darum, die zentrale Stellung, die der Jensen-:
schen Integralformel als analytischem Hilfsmittel bei Untersuchung
des Verhaltens analytischer Funktionen am Rande des Existenz- -
bereiches zukommt, klarzulegen; zweitens darum, die Voraus-
setzungen, unter denen die betreffenden Ergebnisse - bisher. her--
geleitet wurden, in dem durch den Gebrauch der Jensenschen
‘Formel nahegelegten Sinne zu erweitern: Fast alle diese Ergeb-
nisse gelten bereits unter der Annahme, dass fiir- die betrachtete
Funktion f(2) die Integrale (2r|log|f(¢ei®)|d9 fir o<1
gleichmissig beschrankt sind, einiges gilt sogar, wenn die Integ-
rale f2ﬂ log|f(eef®)|d¥ beschrdnkt bleiben. (Diese erweiterte -
Fassung der Voraussetzungen habe ich Ihnen bereits in Le1pzng B
fiir einige dieser Ergebnisse mitgeteilt.) '

Es sei f(2) fiir |2| << 1 reguldr und f(o) + o (dlese letzte
Annahme ist fiir die im folgenden herzuleitenden Ergebnisse durch-
aus unwesentlich, vereinfacht aber die Formeln) Es gebe eine
Zahl G, fiir die die Integrale .

h)=45;)"0glf(@eM|d9<G  o<e<1

sind. Aus der Jensenschen Formel (0<<o <1)

o) _ 12 i =
(1) loglf(0)|+log|zK£p'|ZK|] 2,,L_|0gl}f(oe9)|d~9 Iy,
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wo 2 alle Nullstellen von f filr | 2| <C ¢ durchlaufen, folgt
' 1

II |z n ’

I S
unter n die Anzahl der Nullstellen von f fiir | z| < ¢ verstanden.
Und dies gilt bekanntlich auch dann, wenn das Produkt linker
Hand iiber n beliebige Nullstellen von f(2) erstreckt wird. Daraus
folgt aber leicht die Konvergenz des Produktes IT|z«| fiir eine
Funktion f=}=0 mit beschrénkten /5.") Fiir beschrénkte f hat dies

Hr. Blaschke bewiesen, fiir den Fall beschrd kter lz" |f (o€ ®) ] Pd9
(6 > o) haben Sie den Beweis gefiihrt.2)

Nunmehr bilde ich das nach Hrn. Blaschke fiir | 2| < ¢
glenchmdssng konverglerende Produkt

e’p

B@)= m ’\lZKl___ﬁ)‘, B (o) =1I(|2«|).
! 1 — z 2«

Wie Sie hewiesen haben, haben die Randwerte von B (2) fast
{iberall den- absoluten Betrag 1. Man kann den Beweis iibrigens
auch mit Hilfe der Jensenschen Formel fiihren, wobei er in einem
Punkte einfacher wird. :

Bildet man nun den Quotienten

f ()
Q(Z) B(Z)
. so ist Q(2) offenbar fiir | z| <1 reguldr und nullstellenfrel und
die Punktmengen auf der Peripherie des Einheitskreises, in denen
f(2) und Q(2) Randwerte besitzen, ‘stimmen bis auf Nullmengen
iiberein. Auch die Randwerte selbst stimmen, bis auf eine Naull-

1) Daraus folgt insbesondere, dass wenn die.z, nach den wachsenden

absoluten Betrdgen geordnet sind, I — |z, | =.0 (—-) ist. Will man auch im -
Falle mcht beschrinkter 7, Aufschluss iiber die Slarke der Konvergenz der

elp
| 2| gegen 1 erhalten, so wird man — - bei gegebenem n zu Minimum zu

machen suchen, nach demselben Verpféhren, das Hr. E. Lindeldf in seinen
Untersuchungen iiber ganze transzendente Funktionen angewandt hat.

" 2) In lhren Briefen an Hrn. G. Szegd. Ich bin heute in der Lage, eine
mir dank der Liebenswiirdigkeit von Hrn. Szegd zur Verfiigung gestellte
deutsche Ubersetzung dieser Briefe zu benutzen, die am 17. XI. 22 in meine
Hinde gelanote /

6
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menge, in ihren absoluten Betrigen iiberein. Ferner erfiillt auch
Q (2) die Bedingung - der . Beschrinktheit der /5 (Q). Man sieht
auch leicht ein, dass wenn fiir f (2) die Integrale /,(f) —

== Jl log|f(oeid)| |d¥ firo<<o<L1 glexchmassng beschrankt
sind, dasselbe auch fiir Q (2) der Fall ist.(Man kann auch zeigen,
dass wenn f(z) beschrénkt ist, dasselbe auch fiir Q (2) gilt).?)

Nunmehr mache ich die weitere Voraussetzung, dass fir f (z)
(und daher auch for Q(2)) die Integrale -

()= e |27l log | f (eein)] |49

gleichméssig fiir 0 << ¢ <1 beschrinkt sind. — ‘Diese Vdraus-
- setzung ist, wie man leicht sieht, mit der Annahme vollstindig
dquivalent, dass die Integrale

I (f)*—ﬂ%, f log | f (ceid)| d 9

fiber diejenigen 9 erstreckt, fiir die. der Integrand positiv ist, fiir
0<e< 1 gleichmissig beschrdnkt sind. — Setzen wir nun
R (2) = #log Q (2), so folgt aus unserer Annahme die gleichmissige .
Beschrinktheit der Integrale 2%: jf“ |R(gei®)| dd fir o <o < 1.
Es sei etwa E ihre gemeinsame Schranke. Ist
R(¢ei®)=a, + (a,c0s & 4 b, sm&)g—{— .+ (@ancosnd 4.
_ + b, sinnd) 0" + ...

so sieht man leicht, dass alle a;, b absolut < E sind. Da aber
daraus folgt, dass

¢ (9)=(@,5in 9 — b, 05 9) - ... - (3, Sin'n 9 — by cosn ) +-..
fast tiberall konvergiert, ergibt sich nach dem Abelschen Stetig-
keitssatz, dass

B(0,%) =(a,sind— b, cos&)g-}- + (a,,smn& bn cosn&)g +...
fir ¢ —> 1 fast iiberall einen Grenzwert besitzt.

%) Damit ist die von Ihnen fiir den Fall beschrankter [ | r(, %) | 45
hergeleitete Zerlegung auf den Fall beschrinkter Ip verallgememert — eine
Frage. die ich in einer Dnskussnonsbemerkung zu lhrem Vortrag in Leipzig
beriihrt habe.
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ag ==_.R(geid). Daher ist. ® auf jedem Kreise

|z| = ¢ < 1 von beschrinkter Schwankung (< E) und folglich auch
beschriankt (< E), da @ als eine Potentialfunktion aut jedem Kreise
{z] = e < | nach dem Gaussschen Mittelwertsatz Nullstellen hat.
Daraus foigt, dass auch ¢ (3) zundchst in den Konvergenzpuukten
und dann nach geeigneter Festsetzung der Werte in den Divergenz-
punkten im ganzen Intervall O ..... 27 beschrinkt und von
beschrinkter Schwankung ist. Daher existiert ¢’ (%) nach Lebesgue

Nun ist aber

fast iiberall und ist mtegrabel ‘und gg — R(oei%) konvergiert nach

Fatou fiir ¢ — 1 gegen ¢’ (¥) iiberall, wo ¢’ () existiert. Damit
haben wir bewiesen, dass | Q(z)|, daher auch |f(2)| fast in jedem
Punkt der Kreisperipherie bei radialer Anndherung einen Grenawer!
¢ (9) besitzt, und dass log w(9) integrabel ist. Und zwar ist dies
- -gezeigt unter - der Annahme der Beschrinktheit der Integrale
Iy = {log |f (eei®)| d9 nut iiber & erstreckt, denen_positiver
Integrand entspricht. Hierin ist. wie Sie sehen, der Szegosche
Satz mitenthalten, und ebenso Ihre Verschirfungen dieses Satzes.
Endlich folgt hieraus noch, dass auch die Randwerte von
f(2) selbst fast dberall ex1sheren wenn man das oblge Resultat

auf f(2) + ;, f(z) + 5 und 1) anwendet und von der Iden-
titat Gebrauch macht : :

V@+7

Es 1st noch von Interesse, auf die Bedeutung der Bedingung. -
der Beschranktheit der Mittelwerte ~—J2"|R(eetﬂ)|d& 0<o<lt

einzugehen, unter der wir die Potentialfunktion R (¢ei®) unter-
sucht haben. Diese Bedingung ist ndmlich, wie man zeigen kann,
notwendig und hinreichend dafiir, dass sich das Potential R mittelst
des Poissonschen Integrals darstellen Idsst, wenn man das
Poissonsche Integral insofern verallgemeinert, als man es als
Stieltjessches Integral schreibt : ' '

Jzn (1—ehdey (a)

o 11+20cos(@—ea)y+¢" "’ -

wo ¢ (a) eine beliebige Funktion von beschrinkter Schwankung

ist. Dass hierin das Poissonsche Integral im von Fatou betrach-
. o

“Vm+~ﬂﬂ—u+oumv—lii—ﬂ>
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teten Umfang enthalten ist, ist leicht -einzusehen, Ubrigens deutet
auch schon die Fafousche Formulierung der Bedingungen ftr die
Existenz des Randwertes auf die Zweckmdssigkeit dieser Verallge-
meinerung hin, die ja auch natiirlich nicht neu ist, sie tritt ja z. B. in
Ihren und Herrn Herglotz’ Untersuchungen gelegentlich auf und
wird - systematisch in "Plemelj’s schonen ,Potentialtheoretischen
Untersuchungen“ benutzt. '

Ich kehre nun wieder zur Jensenschen Formel zuriick, und
iibe auf z die lineare Substitution aus

o(e—2) .
=, a=reéelr, r

- Za <rg
durch die der Punkt z = e in den Nullpunkt {ibergefiihrt wird.
So erhalten wir, wenn wir noch den nicht negativen auf die Null-
.stellen bezliglichen Term weglassen, die Ungleichung

©) |0g|f(re'q>)1g—— log| f(oei)| @ —r9ds

2
' rr+2rocos(3—q) + ¢,

die sich  natiirlich fiir nullstellenfreie f(z) auf die Poissonsche
Formel fiir log |f(z)| reduziert.!) Aus der obigen Formel folgt
sofort die folgende Ungleichung

@ loglsCein)| < oo | ST [, toglf(een) (a9 +
+ &L[, log Ifeem| as).

wo M+ die Menge der 3-Werte aus dem Intervall O ... 27 ist,
fir die |f(eei®)| > 1, M— die komplementire Menge ist.

Es sei nun f,(z) eine Folge von fiir |2| < 1 reguldren Funk-
tionen, fiir die die Integrale Ip (fx) = [2™ log | fa (¢eid)| d9
iiber diejenigen J erstreckt, fiir die der entsprechende Integrand
> 0 ist, samtlich unterhaib einer festen Schranke liegen.

4) Man kann auch die Ungleichung (2) direkt mit Hilfe des Poisson-
schen Integrals beweisen, durch einen &dhnlichen Kunstgriff, wie der von Herrn
Landay zur Herleitung der Jensenschen Formnel aus dem Cauchyschen Satze
:angewandte Ubngens gilt die Formel (2) auch. wenn f (re"p) = 0 ist, wenn
man dann log |f(re'q’)] = — o0 selzt.
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‘Besitzen die f,(z) auf einer Punktmenge M der Peripherie des
Einheitskreises von positivem Lebesgueschem Mass Randwerte, deren
Folge mit ins Unendliche wachsendem n konvergiert, so konvergiert
die Funktionenfolge f,(2) flir jedes |2| <1 und in jedem Kreise
|z] < r <1 gleichmdssig. Ich habe diesen Satz fiir den Fall gleich-
méssig beschrdnkter f,(z) vor einigen- Monaten in einem Brief
an Herrn Bieberbach aufgestellt.®) Auch sein Beweis beruht auf
der Jensenschen Formel in der oben transformierten Gestalt.

- Ich will zundchst die Formuliérung des obigen Konvergenz-
satzes elwas abdndern. Zu dem Zwecke bemerken wir, dass
mit fn, (z) und fn, (2) auch f,(2) — fm, (2) die Eigenschaft. hat,
dass l’ (fm — Jm,) gleichmissig in o, m, m, beschrankt ist, und .
daher f,,, (2) = fom, (2) fast tiberalt Randwerte ‘besitzt. Wir wollen
nun annehmen, dass jedem Paar ganzer ,positiver m, p eine
messbare Punktmenge M,, , auf der Peripherie des Einheitskreises
zugeordnet ist, derart, dass die Masse der M,, , samtilich grosser
als eine feste positive’ Zahl x4 sind, und dass die Maxima N, ,
der absoluten Betrdge der f,,,“,(z) fm (2) auf der entsprechenden
Punktmenge M,, , in den Punkten, in denen die Randwerte von
Sfm+p (@) — fm (2) existieren, mit ins Unendliche wachsendem m
gleichmdssig in p gegen O konvergieren. Die hierin in eirem
gewissen Masse enthaltene Annahme der Gleichmdssigkeit der
Konvergenz der Randwerte ist nur eine scheinbare” Abschwichung
gegeniiber der ersten Formulierung, wie aus dem Egoroffschen'
Satze sofort folgt.. )

Zum Beweise bezeichne ich mit o, 92, o QK ... eine Folge
positiver wachsender gegen | konvergierender Zahlen. Dann kann
man nach dem Egoroffschen Satze in jeder. Menge My, , eine
messbare Teilmenge M’,, , vom Masse p finden, derart, dass wenn
“riiber gy, 0z ..., Ok, .. - gegen 1 strebt, | {4, (rei®) — f,, (reid) | gleich-
mdssig in 3 aus M’,, , gegen einen Randwert strebt, der natiir-
lich nicht grosser als N, , ist. Dann folgt aus (3) fiir r <k

lOg |fm+p (rekv) —fm (r el(p) <__ { Z:+r1' (fm—%p _fm) -+

JERLLE o108 (N, 49,

wenn in den Punkten des Kreises |z|_gK, d1e der Punktmenge

%) Jahresbericht d. D. M. V,, bq. dl, (1922), pp. 82—85.
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M, , entsprechen, |fnip, 2) — fu (2) < Np,, +e=1 ist, was fiir
hinreichend grosse x, m zutrifft. Bedenkt man nun, dass man fir
o« — 1 ¢ gegen o konvergieren lassen kann, so foigt schliesslich,
wenn mit M die obere Grenze aller Iy (fmtp — f,,,) bezeichnet wird :

l+r

108 | frt (7 €19) — f (ri9) | S { 720 B - T mlog Ny |

woraus die Behauptung des ausgesprochenen Satzes sofort folgt“).
Durch die vorhergehenden Betrachtungen habe ich z. B. zugleich
bewiesen: 1. Ist filr eine fiir | z| < 1 reguldre Funktion /5 (f) <1
und auf einer Punktmenge der Peripherie des Einheitskreises vom
Masse ¢ |fI|<M<1, so gibt es zwei nur von r<1 und g -
abhingige positive Konstanten ¢, y derart, dass

|f (rei®) | < c M"

ist. 2. Ist fir |2} <1 f(2) reguldr und |f(2)| <1, ist ferner auf
einer Punktmenge der Peripherie des Einheitskreises vom Masse
p |fISM<], so gibt es ein- nur von r<1 und p abhingiges
7> 0 derart, dass fir 0 <p<2n

(4) |f(reiw)| <M

ist. Daraus folgt aber weiter durch eine Reihe gelaufiger Schliisse *
Ist f(2) in einem von einer Jordanschen Kurve begrenzten Gebiete
- G reguldr und absolut < M, ist ferner |f(z)| < M, auf einem
Jordanschen Kurvenboger. C, der in G oder auf dem Rande von
G verlduft, so ist in jedem ganz im Inneren von G ltegenden
abgeschlossenen Bereich B

f@ISM" M", 4 p=1,

wo y, 7, 2wei positive Konstanten sind, die. nur von G, B, C
abhdngen. Dabei kann man C auch durch eine auf einer rektifizier-
baren Kurve liegende Punktmenge von positivem. Mass ersetzen.

- %) In diesem Satze ist der folgende enthalten: Ist f(z) fiir | z| < 1
reguldr, und sind lp (f) fir 0 <p <1 beschrinkl, ist ferner der Randwert
von f auf einer Punkimenge von |z| = 1 von positivem Mass gleich 0, so .
verschwindet f identisch. Man braucht nur auf die Funktionenfolge f(z), o,
f12), 0,... den soeben bewiesenen Satz anzuwenden. Unter der (engeren)
Annahme der Beschrinktheit der | 2“] fed| ®¢y haben Sie ja diesen Satz in

lhren oben erwihnten Briefen an Hrn Szegs bewiesen.
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Dieses Ergebniss ldsst, wie ich in meinem Leipziger Vortrag ange-
deutet habe, eine Reihe wichtiger Anwendungen zu.
Endlich bemerke ich noch, dass eine feinere Diskussion, die
an die Fatouschen Sitze iiber das Poissonsche Integral und die
obige Ungleichung (2) ankniipft, auch tiber das Aufhéren der

Gleichmissigkeit der Konvergenz im obigen Konvergenzsatze, sowie .

iiber die Anderung der Konstante y in der Abschitzung (4) bei
der Anndherung an die Peripherie des Einheitskreises Aufschluss
~gibt. Ich werde hierauf, sowie auf einiges andere in einer-ausfiihr-
lichen Versffentlichung zuriickkommen, in der ich auch die Beweise,
die ich lhnen nur fliichtig skizziert habe, mit allen notwendigen
Detaiis darstellen werde.

Hamburg, Math. Sem. der Universitit, Dezember 1922.



