NEHANY CSOPORTELMELETL FERDESZORZAT TIPUS
DT LINVIZSGALATY - |
Megyesi Lészlé IV, méi--mal,, szak,

BOLYAI INTEZET

[

_A ferdeszorzatok médszere egyike az algebra leglontosabb eljdrd -
sainak, Az alapgondclat lényegében liamiitont 8l szdrmazik. A strukiurdk
ferdeszorzatdnak delinicidjéra nézve ldsd Rédeimlﬁj_ 102,

Rédei Lé,szl‘é professzor a E}dolgozalébén egy igen 4ltalénos ferde
szorzatot definiéli, s egyben ennek alkalmazasait adje e csoportelmélet -
ben, '

Legyen adva két csoport G és M az » a b, _ illetve az E,ap.
elemekkel (e. illetve ¢ egységelemek és G # e, ["#€ ) Ezek Rédef-
féle ferdeszorzata a ‘ '

(4] Gol' + (a,«i{b ;)= (a (}’J‘p""l ai’o('é’/,’))
szorzdsszabéllyal van definiélva, al.ol ?r‘, Aet , -a&/ o 2’6 r
és ezek a meglelelé véltozoktol liggs kéivdliozés fiiggvények. #

Ennek a dolgozatnak a célja a Cw[’ ‘hoz <hasonldr ferdeszor -
zal-tipisok definidldsa, 6s ezeki.ck vizsgélata. Fzekhez a lerdeszorzat-
tipusokhoz a kévetkezgképpen juthatunk, 4 -

Megtar!va az (1) szorzdsszabdlyban szeroplé a, ,&M /5'(
illetve a. /5 fiiggvényeket, eeket pcrmulélvaw vigydzva arra, hogy

szorzésszabély szimmeiridja ‘megmaradjon, kapjuk a N
o) Gl la,«) (Bp)= (g%, fsx'”’a”’) j
SB sl e (4 @) (a 6% /3)

) Gl o (aw) (bp)= (4 Pa, Ib )

5) sl (aa) (4, matp"‘ab“ "/3 Y
(6) Geor - m’{“, (L'(Ma (Ko [5«‘ Qg,,p‘; /) .



szorzé's.sz.abdlyo'I;a’t° Megmutatjuk, hogy adott G. " esetén bdrmely C«ar‘
csoport izomorf egy Geof' csoporttal, és forditva. Ugysnez &vényes a
Gsol' és Guof' -ra, illetve (Gsol' é8 Géof -ra venatkozoan is,
* A 2. dolgozatban Geflt helyett Gol' jelolés szerepel,
| A £236%  csoport.

Mindenekel6tt megjegyezzik, hogy haa ¢ & [ csoportok Abel

félék; akkor (1) egybeesik (2), (3), (4), (5). (6)-tal &8 akkor kiilén wvizs-
gélatra nincs szikség. :

| Ela6ként a 63"  csoportot tekintjiik. Az aldbbi tétel‘b’izbnyitésdnak
gondo!etmenéte egyeizik a[2] 3 -ban taldlhaté i, tétel bnzonyxtaséval
Elliez felhasznéljuk a kévetkezé 4llitdst :

Ahlioz, hogy az osszes 6°°[" csoportot megkapjuk, elegends a defi-

niciéban a
(%) 63l (a«)( 4B = (a B4, «*at) (- { 2
eselre szori lkozm és csak az féiﬁ) gzségelemmel rendelkezo csopor-
_tokat’ megadni,’ o co
Bizonyitds cébdbél vegyiik figyelembe, hogy /3“ B o 'IE’ ot
'fuggvenyek nmcseneL egyértelmuen meghatérozva, helyettuk /5 b(MA
| i by’ 3. , ba L helyeftesitve, ahol - g[ea}’ &lel] egyvéltozos'fugg--.

vények. a szorzdsszabalyban nincs véltozds, Ha «"'=¢% és 6.

akkor ¢%=¢, ¢%p. A liggvényey most mér egyér_lelmiien me ghatdrozottak,
A mésodik rész bizonyitdsdhoz tegyiik lel, hogy adott egy S:Gs&t‘l
csoport (r,¢) egysegelemmel la bevezeljik & ' .
(8) T+ (a,&) —= (¥’ o.,0<9)
permutdciét, akkor Rédei[4]161-162. vagy Rédei ]2 g -a szerint az ere-
detivel izomorf S' csoporthoz jutunk, ha a kévetkezéc uj» szorzdst definigl-
k et ,
(3) Cax)x (Bp) = T (T (a,ol, T (4, Bl
Mivél Tt (a_o(l = (re, o(g; kapjuk © :
(o] (o.od(w} (a (B9)*9 (4 b]*% (xyp re,(,m)r&/;) S
’ amely ismét a (3)-as . alaku szorzésszabéb, csupén a '
2,



fﬁggvények van

(A 9!

nak /5°‘ 5% ,(,‘ a ¥

! ‘ﬂ" Lr‘} (“?J

he!yén,

s
" - &
) (ral”?

. Tehdt st nel: 8z egységeleme ( ? & X

! létel Ahho _L_h_ogg__a (3) -~mal deﬁmé!ﬁ

| legyen az ( _e4£ ) egxaégelemmelg szukseges és elégadyes. hogy -

té_sévelu:é'.s (4'51):,(4'14) g

(4¢,)

ille tve,

m‘) -bél

gével kovelkezik, ,
Léthaté; hogy a fenh feltételek paronként duélisak, ami azt jelenti,
hogy az egyik oldalon 4il6 egyenletbél a mésik oldalon 18vit a gordg és
a latin betik fe_lcaerélé'sével és a tényez6k sorrendjének a feic-seré;lé;ével
kapjuk, Ez a d{i!alités a (3) szorzdsszabdly .szimmeméjébéﬂ kévetkezﬁk

s 'Bi_zonyité

: (ei‘.c-)

egységelem legyen

G3eft &37@@* csoport

alkalmazésédval. Hasonléan

g /5 € 3% & , a b f_g_gvényekre .a m@ik@gé Blts-
'Lelek lehggullenek . | L S ' = '
C &42) ’ Q.EO % 'C'_“:z: 20‘90( Le .o(.e= o(., : 5“?:2@"—" al ‘e: £ )
. {43} . Ca&':- c - /é
: N ?f
(415) 8% cxt_ e o ¢ a
. , C”5 (65" (4¢) ﬂ '(Tﬂ} (;’3?}
(46) B%c (ﬂ‘)“(cp)“ 3& +° a,, 5%
e % g8 P (AN g
7. y ‘(ﬂy) (/3') C !6— vztcﬁj if@,}
(18) [8°€ y) 70‘ [ §°)% (c pT)° = ) e
: o? . J (8%
ug) y“ Ac — , (“5) ¢ .’_r'u' _ rl-a.[’f
(20) A% gut yx g% F“ﬁfs“ - a®ct
Me egjegy zés : Ezekb6l még a kovetkez& egyszerubb Eeltételek kavet.
kezneL L g.' _
(24) A A 7 ,-,7,1;
(22) 'y“bﬁ oaf . C@-acﬁ:, o+
mégpedig - ( 241) és (22,) ez l»464) flletve f 4%) -b6i w=at helyeﬁ&eaif

(24y) , (22,)

“a,__.».,(’ 4==‘Y10! (432)'(,11,2'), seg'i&sé»—a

A bizonyitds sordn alkalmazzuk a dualitdst, ;;h 102, hog)



(28] (a,x) (et = u' «
) (a& / O{Q)"(Qg(?

(L) (e, €) lax) = (&t g
alapién s ziikséges és elege:dm hog)o( { Y b =2¢a ) &
f15) £% %= ¢ «tal.q

és a duélis egyenletek teljesiiljenek. Léthats, hogy (e z) akkor
és csak akkor egységelem, ha (12) teljesiil, Iigyelembevéve azi, hogy
t*s ¢, e¢®=¢ - mindig fenndll, A kovetkez6Lben (2)-4

kilon megjegyzés nélkiil fogjuk alkalmaznio ’

Az asszocialivitds [eltétele : .

(26)  (ap s~ «*ebp)(c q) = (aia) b yh?, pteiy
két egyenletre bomlik, amelyek kozil az egyik a kdvetkez6 ( az q laklor
torlésével ) “ L ‘ e | ,
G N O N E T L
a mésik ennek dudlisa. ‘ ‘

A bizonyitds olymédon torténik, hogy megmutatiuk (13) - (22)
ekvivalens (27)-tel,

Ha (27) ben a:e -t helyettestqu mwel a jobboldal ezéltal nem vél-
tozott° a kapott egyenletekbdl (27)-tel valé 6sszehasonlitds és A* F -val

val6 egyszeriisités utdn a .
g s 5 kg "’@

‘28-) ~?’at’at’ﬁcd9 A - 7« c
egyenlethez jutunk. am elybsl y=£, x28 esetén (Zbl) L=t x=¢
esetén (22) addodik. (2!1) ﬂletve(ZZl) pedig B=¢ -ra (131) -t illetve
(l4l)=-t adja, ‘
27)-b6l a = e pA=£ c=e eseién éppen(ZOH)’éll eld, A dualités miatt
(27)-bél kavetkezik (13).(14),20). (2D, (22). Forditva : (21!) és (202) flletve
(22]) és (202) felhasznélded val kapjuk('(le) és (221)4 b, ﬁ helyeit (75, .c(‘[é_

~-ra alkalmazzuk) : o

e -
(29.) c* :;ﬂz e A c.a'/.'d%:c“&a-&a
o et et DRIy
Ezek felhas mald sdval (29)-bsl | o =7
34 C«"ﬂ"/b“’c« ¢4 -

(30)-bél. pedig :
4,



(31) peete_

=

b
egyenletek éllnak ¢lé. amclyek icgllsegével (27) igy alakul :
(33) AL % Bt AL (B ) (ke Bl
Tehdt (27) ekvivalens (33). (13), €14) (20).€21), (22)~ve! Most mér (27)
helyett (33), (13).(14).£20).(2D) (22}~ 4 lekinl.iuk (33)4163 /5 £ ra
Bw) 4%ttt (A5 (bt |
&ll el6, ahonnan elészér 4 =¢  esetén (15'?) a’dédi&s majsd (34) halclda
ta Slholsazva (20l)=t és az igy kapolt egyenlebbe (ié) slapidn végezve
holyclicsitést (be | -val vaé egyszerisités utin ( i,&ig} kovotkezik. For
ditva, ha érvényes (15), (18), (20), akkor (33)- ban cliszor (ZOZ) t hasz-
nélva .c, a helyett be-re a jobboldalon. majd (18]) -t haszndlva c. 'y he-
lyett cﬂ, /3‘ Y -ra alkalmazva szintén (33) :obboldalén aLkor
(68) ap ge TR e TP (p ) (BT (bR
egyenlet jon létre, - ' '
~ . Figyclembe véve, hogy (15Dt ¢ helyelt /Xp ¢ ora alka!méz»«:
e e (1P o) = (M”’“’s_} (Fytc?)”
hoz jutunk, és azt. hogy (20) és (21 ) miatt
Bty a7t L e r°= L
(35) a kovetkezé al,akra’hozh;ité : . Lo .
(3&') ¥ X 7& A ca./&___ (/B'X) & (7/5‘;(5)

Ezn egyenlet mindkét oldaldn QR0,) scgitségével ot kivihetjiik a
tényez6k kozil és egz.ys_zen”;—sithe_tiink vele. Igy elééll;z_ o ’ .
- (39) pe oy A cd% - (ﬁc ?.’)“ (7.{56 ok
Ebbél az egyenlethdl b = e-re : S
Go) A gt *fa (8% ) (0%
kovetkezik, mdsrészt (40)-bsl is kévetkezik (39). mert ha (407 mindon &~
ra lenndll, akkor fennéll az af  alaku ~ ckea is.

Ezéltal adédolt, hogy (27;akyivaimg (40)( 13) (14), 5). (18);
(20), 21), (22)-vel, Ezen egyenlclck széthontdsa kovatkezik a tovdbbiak-

ban,

8.



(40)-bol adédik y-.¢  esetén (l(i'])° c:e egalén pedig (l‘?g)p
(I5) -4 b, c helyett c# ¢ .ra alkalm azva | e por
(4A] (e?l* (nx® )"C 2 /Cc 87 I [cfy?]
egyenlethez vemt, ahal  ((8)7%‘= ¢ (14,) miatt, é8 ¢ 7537‘»5(20)
miatt, 8 igy (40) a kovetkezképpen alakithaté ( a baloldalon még (581) -4
is hasznédlva ) : ' peqxc?®
(42) /30‘ * 3 7(4./3) = ((‘,’a. ?}ol- /.})o‘(lvz )
- Ebben- az egyenletben (161) alapjén helyetiesitést vésezhethnk., majd
az xgy elééllé eg yenlet mindkét oldaldn (201) segitségével (c ) -t ki-

vihetjiik a tényezék kozil, és egyszeriisithetink vele, Ekkor

¢? L¢P < 'alciﬁ
(43) NV R LA Sl AR W) (¢ %)
i el6. (U7)-b6l o ;3  helyett ¢ ’3{ Bc eselén ' o
B “.‘@, [
(44) (B )% =t At (p°9) wel (/)'/5/"(

egyenlet ion létre, amelyet (43)-mal egybevetve &ppen (19) adédik.
'E zéltal bebizonyitottuk., hogy ( 27 3)- ‘(221 egyenletekkel ekvivalens,
Hétravan az inverz elem létezésének bizonyitdsa. Konnyen  beléthaté,

hogy

(458) (o €) (e} = (0« |
tovébb4 az is, hogy (x. 7 x“f, stb, jeloli az xy_r, x sth, mveriét) :
. -4 ot ‘
(Il(’) v (Cl(i) (Q p a_a' )—,-"' (C/f’)'
8 ha bebizonyituk, hogy
. ! Y
Gy o) (%7, &) 5 (g6
akkor : - ' ‘
- (4g) (aed ™ s (4wt (a4, ameT)
Elegcndo (47)-et bizonyitani, illetve a kovetkezé egyenletek teljesiilés é& :
(49) L) () 2
a1
(50) ‘ _ Cx °" _—
Elészor (50)-et bizonyitjuk.
Legyen b = o(“"-(, A=’ Mivel
_ b= & -/-" _ azaz. .. ,v/@,dﬁ; e Lo

(212) felhaszndlé"éval
6. -



$51)) v =Q<e, o(lvaca‘ - Q‘I-‘ o(“—dmf

(49) bizonyitisa céh’ébég} legyen L= -1 ¢ - o o1
(51) miatt & "=
(14,)-bel b€ =
'8 igy (154)4 alkalmazva :
G2) BX %, ¢
vagyis oy -4
: : . ~ o - A
(53) (x 1 ) e
. Most'(l?l) felhaszndlva /3-:01“4 [ YK esetén -
. -4
ey ()
tehdt (53) szerint .
-~ g1 0& '

(55) 4 (= ) (x 17=¢ . dyd
ami az jelenti; hogy G-ben (o‘-‘)"‘ -nak inverze (o ~* )
tehdt (49) is teljesiil. 7 ‘ ' ‘

Ezzl a tételt bebizonyitotmk

Me ggg zés8 : Az (20)-as egyenletek alapjin a omrzésszabuly
igy irhaté G 30" -ban: :
' : x oc'ﬂ" L%
(56) (a,ux)(£p)= (a £7B% |, a”x /5)1’

. - S
Ez nem tekinthetd Gao 7 -szorzamak, mert A% és g,“‘

nem c¢supén A -t6l 68 x -tél; illetve a-tél és bmt6l fﬁggnek
v A G csoporl, l'
‘A Gsof ferdeszorzat a G 3ol ~hoz hasonléan vizegdlhaté meg.

Kapjuk. bbgy_ﬁ_ G 50 V" aLLor és csakis aLLor csoport, ha :

(57) 7‘ = q Q - c""ocz o(c
eligsu vagyis nmlkor az (5) szorzdsszabdly (1)-be megy 4,
A Gl 6ol Geol csoporiok,

rBz'en ferdeszorzat- iipusok vizsgédlata is a G 30" _ighoz

hasonléan melet. Megéllapﬂhaléa hogy alihoz. liogy az 6sszes Gaof”/

i, Gwol , ill. G¢oT csoportokat megkapjuk elegends arra az

esetre szoritkozni, amikor ( ¢, £ ) az egységelem. '
Felirva az asszociativitdst kifejezd eg)cnletcket lathaté. hogy a

62°F= 6a Gl “ebdl a Geoll _&6a . (ool _gbel



a Geo' -6a (50" -6b6l ugy 4ll elg, hogy a Veényezﬁk aorrend--
- jét felcseréljiik. ‘

'Ezért ha ugyanazokat a lé6péseket elvégezzih G0 -val mini G %f°
wval, G0N -val. mint G of ~val, Céof -val, mint G 5o/'-
val, a rédjuk vonatkozé' télel bizonyitdsa sorén, a kiﬂc”mbség csupén az
lesz, hogy minden egyenletben a tényezék sorrendje forditolt lesz. igy a
feltételeket kifejezd egyenleteknél is. A forditott sorrendii tdnyez&kkel ren-
delkez§ egyenletek felhaszndldsa az inverz ebm lélezésének bizonyitdsd-
nél nem okoz semmi zavart. . | :

Az 1. tétel megfelelsje kénnyen megadhaté a G 20", G-4of?, G éof?
-ra vonaikozéan is. Az eddigiek szoros kapcsolatot mutamak a - (! éa
a Gof Guol* ésa (300 , a Geol" ésa - G5Ol
kozt. Ezt még inkdbb mutalja-a kévetkez6 : '

2. tétel. Adott G I esetén a 85 %o, &t fiiggvényekkel
elolills, (€, € ) _egységelemmel rendelkez6 G ol _szorzat-
csoport izomorf azzal az (¢, £} _gx__égelemmel rendelkezd G20
csoporttal, amely (ffl)-".l “) ; ( 2 {,,( // fuggvénzek se-

gitssgével all els; és_az lzomorﬁzmust . (Q‘o‘,g_, (C! _n/! !ekémr_., zés

adja meg. F orﬂ;@va :_adott G, " esectén &% p% Q&/ oﬂ* figrvényekkel
elsdlls ( ¢, ¢ ) _egységelemmel rendelkezs G0 ' csoporl izonorf azal
az_( ¢, ¢ ) egységelemmel rendelkez6 G 107 csoporital. amely

{1,“)‘“": ({5“)"‘./’ (ajﬁ)'b“, (q")‘z'-‘ figgvények segitségével all
el6, és az izomorfizmust | adja meg. ‘ A

Megiegyzés : A lenti 4lliids igaz marad; ha G 4ol / Gun helyett
‘a szdveghen G 3o, Guoft -t vagy G50, 6ol -t helyettesitink,
Bizonyitds : Elegends a tételt csak a Glof' G#l" egetén >elvéigeznio
Szoritkozhatunk az elsé rész bizonyitdsdra. Legyen megadva S-G ofl.
csoport ( ¢, i. )  egységelemmel, - fliiggvények leg)enek ﬂv"’ /b“ : "" E'
Rédei C[2) 2. §-a szerint tekintve a =T . (a,x) —ﬂ(a"‘ o("‘)
permutéciot, S -hez izomod'S'-héz jutunk, ha S -ben bevezeljiik a kével-

kez6 cuj* szorzdst :

8,



| .
(“4“’“‘(5 M" T (T ‘(a.diﬂ '(@b)/ =Tla™ 8 5

- 6 4 ) b’ 4 -, - “ - - .4 - '

0o ) = “b‘)“ (84 p e
Léthaté, hogy S’ ( e, ¢ egységelemmel G 2007

s a szorzésszabélyban szereplé figgvények & fent megjelsltek,

cwige. Ty p¢n des ‘schiefen” ProcLuLtes in_der Gruppentheorie

CBOPO

.....................

l‘ do vorlicgenden Arbeit werden nolwendige und hinreichende
Bedlngungen angegeben. unter denen die schiefen Produkis (2}--(63
von zwei Gruppen G. & eine Gruppe bilden, Die schiefen Produkte
(2)-(6) entstehen aus dem Rédeischen schiefen Produkt (1) durch

die Permutationen der Fakioren, aber die Symmetrie der Faktoren in
G und M wird festgehalten,

!roda'l_omjegyzé'ka

1. Rédei : Algebra I, ,

" 2, Rédei : Die Anwendung des schiefen Produktes in der Gruppen -
' theorie. Journal f, d. reine u., angew.

Math, 188, /1950/ 20)--227,



