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 4 
ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. Важное место в развитии качественной теории 

дифференциальных уравнений занимает исследование уравнений второго 

порядка. Это обусловлено широким спектром применения таких уравнений в 

различных областях естествознания. Так, например, уравнение Польвани, 

устанавливающее зависимость радиус – вектора r  электрона от времени t  

при движении под действием магнитного поля, положило начало 

исследованию дифференциальных уравнений второго порядка, содержащих в 

правой части суммы слагаемых со степенными нелинейностями и 

непрерывными на полуоси коэффициентами. В частном случае одного 

слагаемого получаем обобщённое уравнение Эмдена – Фаулера, которое 

рассматривалось в работах  Ф.В. Аткинсона (F.V. Atkinson), И.Т. Кигурадзе, 

Т.А. Чантурия, C. Белогорца (S. Belohorec), Дж. Вонга (J.S.W. Wong), М.М. 

Арипова, А.В.Костина, В.М. Евтухова и других авторов. В общем же случае 

первые значительные результаты были получены Л.А. Беклемишевой для 

уравнений со степенными коэффициентами и А.В.Костиным для уравнений с 

коэффициентами, отличными от степенных. Это позволило в дальнейшем 

А.В.Костину, а затем В.М.Евтухову и Е.В. Шебаниной, для различных 

уравнений такого вида получить условия существования и точные 

асимптотические представления достаточно широких классов монотонных 

решений. 

В тоже время, очевидно, что степенной характер нелинейностей 

относительно неизвестной функции и её производной первого порядка часто 

является следствием некоторой идеализации моделей реальных процессов. 

Поэтому представляется важным вопрос асимптотического поведения 

решений уравнений второго порядка, содержащих в правой части 

нелинейности, отличные от степенных. Первые результаты такого рода были 

получены для двучленных уравнений, не содержащих производную 

неизвестной функции. Следует отметить работы Д.В. Изюмовой, И.Т. 

Кигурадзе, И.В. Каменева, Ю.А. Клокова, С.В. Олехника, Т.А. Чантурия, В. 
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Марича (V. Maric), М. Томича (M. Tomic), С.Д. Талиаферро (S.D. Taliaferro), 

В.М. Евтухова и Л.А. Кирилловой. Однако практически не исследованными 

оставались уравнения второго порядка, содержащие в правой части сумму 

слагаемых с нелинейностями, отличными от степенных. Заслуживают 

внимания работы В.М. Евтухова и В.А. Касьяновой, в которых удалось 

получить необходимые и достаточные условия существования некоторых 

классов монотонных решений уравнения, правая часть которого содержит 

сумму слагаемых с правильно меняющимися относительно неизвестной 

функции нелинейностями, а так же точные асимптотические формулы для 

таких решений в окрестности особой точки. 

В дальнейшем в работах В.М. Евтухова и М.А. Белозёровой для 

двучленного уравнения с правильно меняющимися относительно как 

неизвестной функции, так и её производной первого порядка 

нелинейностями были установлены точные асимптотические представления 

для достаточно широкого класса монотонных решений в окрестности особой 

точки. Естественным представляется вопрос о получении аналогичных 

результатов для дифференциального уравнения второго порядка, 

содержащего в правой части сумму слагаемых с правильно меняющимися 

относительно неизвестной функции и её производной первого порядка 

нелинейностями. Решению данного вопроса и посвящена настоящая 

диссертационная работа. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. 

Направление исследований, выбранное в диссертации, является составной 

частью темы «Исследование асимптотического поведения решений 

дифференциальных уравнений аналитическими и качественными методами», 

которая выполняется на кафедре дифференциальных уравнений Одесского 

национального университета имени И.И. Мечникова. (Номер госрегистрации 

0109U003665.) 
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Цель и задачи исследования. Цель исследования – установление 

асимптотического поведения различных типов монотонных решений нового 

класса дифференциальных уравнений. 

Объект исследования – обыкновенное дифференциальное уравнение 

второго порядка, содержащее в правой части сумму слагаемых с правильно 

меняющимися относительно неизвестной функции и её производной первого 

порядка нелинейностями. 

Задачи исследования – получение необходимых и достаточных условий 

существования у данного уравнения одного достаточно широкого класса 

монотонных решений, а так же асимптотических представлений для таких 

решений и их производных  первого порядка в окрестности особой точки. 

Методы исследования. В  диссертационной работе используются методы 

теории дифференциальных уравнений, классического анализа, линейной 

алгебры, асимптотические методы, а также современные результаты теории 

обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Научная новизна полученных результатов. Все результаты 

диссертации являются новыми. 

К главным из них относятся следующие: 

1) Установлены достаточные условия, при выполнении которых правая 

часть рассматриваемого уравнения на каждом монотонном решении из 

выделенного класса асимптотически эквивалентна в окрестности особой 

точки одному слагаемому. 

2) При соблюдении указанных условий получены необходимые и 

достаточные признаки существования у уравнения решений такого класса, а 

также неявные асимптотические формулы  для данных решений и их 

производных первого порядка в окрестности особой точки. 

3) Приведены дополнительные условия на нелинейности, при выполнении 

которых установлены явные асимптотические представления в окрестности 

особой точки для всех решений такого класса и их производных первого 

порядка. 
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Практическое значение полученных результатов. Работа носит 

теоретический характер. Результаты диссертации и разработанные в ней 

методы исследования могут быть использованы при изучении 

асимптотических свойств решений нелинейных дифференциальных 

уравнений более высоких порядков. Кроме того, данные результаты могут 

быть применены для рассмотрения конкретных нелинейных 

дифференциальных уравнений второго порядка, возникающих на практике. 

Личный вклад соискателя. Все основные результаты получены автором 

самостоятельно. Научному руководителю В.М. Евтухову принадлежат 

постановка задачи, выбор направления исследования и общее руководство 

работой. 

Апробация результатов диссертации. Результаты работы докладывались 

на международной конференции "Диференціальні рівняння та їх 

застосування" (Черновцы, 2006 г.); в восьмой Крымской Международной 

математической школе "Метод функций Ляпунова и его приложения" 

(Алушта, 2006 г.); на Международной математической конференции им. В.Я. 

Скоробагатько (Дрогобыч, 2007 г.); на международной научной конференции 

"Диференціальні рівняння, теорія функцій та їх застосування" (Мелитополь, 

2008 г.); на Украинском математическом конгрессе (Киев, 2009 г.); в 

международной летней математической школе памяти В.А. Плотникова 

(Одесса, 2010 г.); на международной научной  конференции "Диференціальні 

рівняння та їх застосування" (Киев, 2011 г.); неоднократно на научных 

семинарах в Одесском национальном университете имени И.И. Мечникова и 

Одесском национальном экономическом университете, а также на научном 

семинаре факультета прикладной математики Черновецкого национального 

университета имени Ю. Федьковича. 

Публикации. Основные результаты работы опубликованы в семи статьях 

[39, 65 – 70], которые входят в перечень, утверждённый ВАК Украины, и в 

семи материалах и тезисах международных научных математических 

конференций [71 – 77]. 
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Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, 4 

глав, которые разбиты на параграфы, выводов и списка использованных 

источников, который содержит 148 наименований. Полный объём работы 

составляет 113 страниц. 
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ГЛАВА I 
 

ОБЗОР ИССЛЕДОВАНИЙ ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ, 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ. 
 

§1.1. Асимптотическое поведение решений обыкновенных 

дифференциальных уравнений, содержащих суммы слагаемых со 

степенными нелинейностями. 

Начало исследованию обыкновенных дифференциальных уравнений, 

содержащих суммы слагаемых со степенными нелинейностями, было 

положено в 1899 году в работах Е. Бореля [111] и Е. Линделефа [132], 

посвящённых уравнению вида 

                                                 



N

i

nml
i

iii uuta
1

0)( ,                                         (1.1) 

в котором }0{,,;  NnmlRa iiii . Для данного уравнения были получены 

оценки для всех решений, определённых на промежутке ),[ 0 t  и 

являющихся на нём непрерывно дифференцируемыми функциями: 

Теорема. Пусть k  – наивысший показатель степени il , тогда для 

любого 0  на некотором промежутке  ),[),[ 01  tt  имеет место 

неравенство 














1
exp|)(|

1





k
ttu

k

. 

В 1912 году была опубликована работа Г. Харди [122], в которой для 

частного случая уравнения (1.1) вида 

                                                        
),(
),(

utQ
utPu  ,                                                  (1.2) 
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где P  и Q  – многочлены относительно t  и u , была разработана методика 

установления точных асимптотических представлений для всех решений, 

определённых в окрестности  . Результат, полученный Харди, имеет вид: 

Теорема. Каждое ненулевое решение дифференциального уравнения (1.2) 

в конце концов становится, как и его производные всех порядков, 

монотонным и удовлетворяет при  t  одному из асимптотических 

соотношений 

)]1(1[)( )( oeattu tRb  ,  )]1(1[)(ln)( /1 otattu cb  , 

где а  – отличная от нуля вещественная постоянная, b  – рациональное 

число, c  – отличное от нуля целое число, )(tR  – многочлен. 

С помощью разработанной методики исследования Г. Харди удалось 

получить следующие асимптотические представления для решений 

уравнения (1.1): 

Теорема. Пусть u  – любое определённое на полуоси решение 

полиномиального уравнения (1.1). Тогда при t  либо  

)()( btotu  , 

либо 

)])1(1[exp()( oattu b  , 

где ba,  – постоянные, причём решения последнего класса монотонны, как и 

их производные всех порядков. 

Перечисленные результаты для уравнений (1.1) и (1.2) с подробными 

доказательствами содержатся в монографии Р. Беллмана [9, Глава V, стр. 113 

– 126 ]. 

Принимая во внимание методику Харди исследования уравнения (1.2) и 

учитывая результаты, полученные для дифференциального уравнения 

второго порядка )1,(1    Ryty , Р. Фаулеру [119] в 1914 году для 

уравнения 

                                                     
),(
),(

utQ
utPu   ,                                                    (1.3) 
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в котором P  и Q  – многочлены относительно t  и u , удалось установить 

оценки для всех правильных решений. Кроме того, было показано, что если 

решение удовлетворяет вместе со своей производной первого порядка 

некоторому дополнительному условию, то оно допускает при t  одно из 

следующих представлений:  

 ))1((exp)( )( oaettu tpb  ;  ))1(()ln(exp)( /1 oatttu pq  ;  ))1(()(lnexp)( /)1( oattu pp   ; 

 ))1(()(lnexp)( /)1( oattu pp   ; )]1(1[)(ln)( otatu b  ; )]1(1[)ln(ln)(ln)( /1 ottatu qb  , 

где ba,  – вещественные числа, qp,  – целые числа, )(tp  – многочлен. 

Наряду с результатами, полученными Р. Фаулером для уравнения (1.3), 

необходимо отметить вышедшие в 1936 году работы [136] и [100], 

посвящённые дифференциальному уравнению второго порядка, 

описывающему движение электрона в цилиндрическом диоде, находящемся 

в продольном магнитном поле. Данное уравнение имеет вид  

3

2

2

2

2
1

22 r
r

r
t

dt
rd




, 

где аргумент t  – время, функция r  – радиус – вектор электрона,   – 

положительный параметр. Для этого частного случая уравнения (1.3) Г. 

Асколи удалось без каких – либо дополнительных ограничений на решения 

установить их асимптотические представления при t . 

Теорема. 1. Каждое решение определено на всей прямой. 2. Любое 

положительное особенное решение допускает асимптотическое 

представление 

733

)1(1
2
1

4
)(

t
O

t
ttr 






 


   при  t . 

3. Для каждого положительного неособенного решения имеет место 

асимптотическое представление вида 




















t
OtCtCttr 1ln

12
sin)( 2

2




   при  t , 
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где C  и   – некоторые постоянные. Такое решение обладает бесконечным 

множеством максимумов и минимумов, абсциссы которых имеют 

следующие асимптотические выражения 











n
OnCntn

1)5,0ln(
12

5,0 2

2




  при  n . 

Разработке методики установления асимптотического поведения решений 

дифференциальных уравнений второго порядка, полиномиальных как 

относительно аргумента, так и неизвестной функции, посвящены также 

работы Л.А. Беклемишевой [6, 7, 8]. В них для уравнения 

                                             



n

i
i

m
i oytby ii

1
)]1(1[ ,                                         (1.4) 

где ii mb ,  – действительные числа, а 0i  – рациональное число с 

нечётным знаменателем, были получены асимптотические представления 

при t  для всех правильных решений. Однако используемая в данных 

работах методика опирается на степенной характер коэффициентов и не 

может быть применена к уравнениям более общего вида. 

Следующим шагом в развитии теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений, содержащих суммы слагаемых со степенными нелинейностями, 

стало рассмотрение уравнений с коэффициентами, отличными от степенных. 

Такая задача была поставлена и успешно решена А.В. Костиным вначале для 

уравнений первого порядка. В работе [76], вышедшей в 1967 году, 

исследовалось асимптотическое поведение решений уравнения (1.2), в 

котором P  и Q  – многочлены вида 





n

i

i
i utputP

0
)(),( , 




m

i

i
in utputQ

0
1 )(),( , 

где )1...,,1,0(),[: 0 mniRtpi   – дважды непрерывно 

дифференцируемые функции, удовлетворяющие вместе со своими 

производными первого и второго порядков некоторым дополнительным 

соотношениям (условию A ). Было показано, что все правильные решения 
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уравнения (1.2) являются в окрестности   либо тождественными 

константами, либо строго монотонными функциями. Затем, с учетом идей, 

заложенных в работе Г. Харди [122], была получена 

Теорема. При выполнении условия A  левая часть дифференциального 

уравнения (1.2), записанного в виде 0),(),(  utPuutQ , ведет себя вдоль 

каждого правильного его частного решения  так, что среди всех слагаемых 

вида uutp j
jn  )(1 , i

i utp )(  ),...,1,0;,...,1,0( mimj   найдутся, по крайней мере, 

два таких слагаемых, отношение которых к друг другу будет стремиться к 

отличному от нуля конечному пределу при t . 

Применяя данную теорему, для дифференциального уравнения (1.2) были 

выписаны асимптотические представления при t  для всех возможных 

типов правильных решений. Кроме того, был рассмотрен вопрос о 

фактическом существовании решений с указанной асимптотикой. 

Затем в работе А.В. Костина [77] было исследовано уравнение вида 

0))(,(),,(
1

 


n

i

i
i uutuutP  , 

в котором ),...,1(),[: 0 niRRti   – непрерывные функции. Полученные 

в данной работе результаты позволили достаточно подробно описать 

асимптотическое поведение правильных решений полиномиального как 

относительно неизвестной функции, так и её производной первого порядка 

уравнения 

                                         



1

1

0)()(),,(
n

ki

ki
ik uutpuutP ,                                   (1.5) 

в котором все Rtpik  ),[: 0  – непрерывно дифференцируемые функции, 

удовлетворяющие вместе со своими производными первого порядка 

некоторым дополнительным соотношениям. Для уравнения (1.5) были 

установлены условия, при выполнении которых каждое правильное решение 

0u  данного уравнения либо, начиная с некоторого момента, становится 
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тождественной постоянной, либо найдётся хотя бы одна четверка номеров 

mjki ,,, , удовлетворяющих условию 0)()( 22  mkji , для которых предел 

mj
jm

ki
ik

t tututp
tututp
))()(()(
))()(()(lim

00

00





 

будет конечным и отличным от нуля. При выполнении этих условий были 

получены асимптотические формулы при t  для всех правильных 

решений уравнения (1.5), а затем, применяя данные формулы, выяснен 

вопрос о существовании таких решений. 

Отметим, что рассмотрение уравнений второго и более высоких порядков, 

содержащих в правой части суммы слагаемых со степенными 

нелинейностями и непрерывными на полуоси коэффициентами, тесным 

образом связано с результатами для соответствующих двучленных 

уравнений. Поэтому необходимо остановиться на основных этапах развития 

теории данных уравнений. 

Вышедшая в 1955 году работа Ф.В. Аткинсона [101] положила начало 

исследованию обобщённого уравнения Эмдена  – Фаулера 

                                             yytpy sgn||)(0
 ,                                            (1.6) 

в котором }1,1{0   и ),0(),[: ap  – непрерывная функция. В этой 

работе при 10   и 1  были установлены необходимые и достаточные 

признаки колеблемости всех правильных решений данного уравнения. Затем 

И.Т. Кигурадзе [51, 53, 54, 126] были приведены асимптотические 

представления всех правильных неколеблющихся решений обобщённого 

уравнения Эмдена – Фаулера, в котором 1 , а функция p  удовлетворяет 

некоторым дополнительным ограничениям. Кроме того, был выяснен вопрос 

о фактическом существовании решений с указанной асимптотикой. Позже в 

работах С. Белогорца (S. Belohorec) [109, 110] и Т.А. Чантурия [89, 90, 91, 92, 

94] аналогичные результаты были получены для случая 10  . 

Исследованию асимптотики монотонных решений уравнения (1.6) 

посвящены также работы А.В. Костина [78], М.М. Арипова [1], Л.В. 
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Клебанова [63], С.Д. Талиаферро (S.D. Taliaferro) [140], Дж. Вонга (J.S.W. 

Wong) [145], В.А. Кондратьева и В.С. Самовола [75]. 

Так, А.В. Костин [78] разработал для установления асимптотического 

поведения правильных неколеблющихся решений уравнения (1.6) в случае 

1  методику, отличную от предложенной И.Т. Кигурадзе. Применение 

данной методики позволило в работах А.В.Костина, В.М. Евтухова [79] и  

В.М. Евтухова [16, 17, 18, 19] получить условия существования и 

асимптотику всех неколеблющихся решений дифференциального уравнения 

вида 

                                      yyytpy sgn||||)(0
  ,                                    (1.7) 

в котором }1,1{0  , R , , Rap ),[:   – непрерывная функция, 

 a . При этом был указан единый подход к рассмотрению как 

правильных, так и различных типов сингулярных решений. 

Однако при попытке установить асимптотическое поведение всех 

решений дифференциальных уравнений типа Эмдена – Фаулера третьего и 

более высоких порядков возникали затруднения. Поэтому в работе И.Т. 

Кигурадзе [52] была предложена идея, которая заключалась в разбиении всех 

возможных правильных и различных типов сингулярных решений на классы, 

а затем исследовании условий существования и асимптотического поведения 

решений каждого класса в отдельности. Данная идея получила своё развитие 

в монографии И.Т. Кигурадзе и Т.А. Чантурия [59]. В этой работе для 

дифференциального уравнения n-го порядка общего вида 

 )1()( ,...,,,  nn yyytfy  

были указаны теоремы существования колеблющихся, сингулярных, быстро 

растущих и кнезеровских решений, а так же приведены асимптотические 

оценки для решений некоторых из этих классов. При этом очевидно, что 

точные асимптотические представления решений возможны только для 

уравнений более конкретного вида. Рассмотрим основные полиномиальные 
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относительно неизвестной функции и её производных дифференциальные 

уравнения порядка выше первого, которые допускают такие представления. 

C учётом идей, заложенных при исследовании уравнений (1.5) – (1.7), А.В. 

Костин [80, 81] для уравнения вида 

),...,,,()...()()(
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где )1,..,1,0;,...,1(  njmiRji , }0{\),[: Capi   – дважды непрерывно 

дифференцируемые функции, а CCaff n  ),[:, 21  – малые в некотором 

смысле непрерывные функции, получил достаточные признаки 

существования и точные асимптотические представления при t  

правильных неколеблющихся решений, определяемых с помощью 

применения формул Г. Харди (см. [10], гл. V, стр. 322 – 343) 

)0,1(
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В дальнейшем В.М. Евтухов и Е.В. Шебанина [95, 117], применяя 

методику исследования уравнения (1.5), предложенную А.В. Костиным, 

рассмотрели дифференциальное уравнение следующего вида 
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n jiytpy
1

1

0
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где ),...,1(}1,1{ mii  , );,...1(),0(),[:   amiapi  – 

непрерывно дифференцируемые функции, )1,..,1,0;,...,1(  njmiRji  и 

такие, что 









1

0

1

0

n

j
ji

n

j
jk   при ki  . Для данного уравнения было установлено 

асимптотическое поведение в окрестности особой точки всех возможных 

типов так называемых  0
1nP   – решений, а именно решений, заданных на 

промежутке ),[),[ 0  at   и удовлетворяющих условиям: 

1) 0)()1(  ty n  при ),[ 0 tt ; 
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2) для каждого }1,...,0{  nk  либо 0)(lim )( 


ty k

t 
, либо 


)(lim )( ty k

t 
; 

3) существует конечный или бесконечный предел  

)()(
))((lim )2()(

2)1(
0

1 tyty
ty
nn

n

tn 



 


 . 

Данная классификация решений была предложена в работах В.М. Евтухова 

[20, 23, 25, 28], посвященных обобщенному уравнению Эмдена – Фаулера 

yyyytpy nnn sgn||...||||)( 110 )1(
0

)(   , 

где 2n , }1,1{0  , 10 ,..., n  – вещественные числа, удовлетворяющие 

неравенству 1... 110  n  и )(),0(),[:   aap  – 

непрерывно дифференцируемая функция. Введение такой классификации 

позволило охватить случай, когда n  – я производная неизвестной функции не 

может быть асимптотически выражена через саму функцию и её 

производную первого порядка. 

Кроме того, необходимо отметить работы В.М. Евтухова и Н.С. 

Васильевой [27, 11, 35, 118], в которых рассматривалось асимптотическое 

поведение при )(   tat  всех правильных неколеблющихся 

решений полулинейного дифференциального уравнения второго порядка 

вида 




 
n

i
iii ytytytrtpytgy ii

1

1 sgn|)(||)(|)](1)[()(  , 

где }1,1{i , ),..,1(}2,1{\ niRi  , причём ji    при ji  , 

);,...,1(),0(),[:   aniapi  – непрерывно дифференцируемые 

функции, Rag ),[:   и ),...,1(),[: niRari   – непрерывные функции и, 

кроме того, 

                                              ),...,1(0)(lim nitrit



. 

Среди исследований, посвящённых асимптотическим свойствам решений 

полиномиальных дифференциальных уравнений порядка выше первого, 

следует также упомянуть работы Л.М. Муратова [83], S. Bank, I. Laine [108],    
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§1.2. Асимптотическое поведение решений обыкновенных 

дифференциальных уравнений, содержащих суммы слагаемых с 

нелинейностями, отличными от степенных. 

После выхода работ А.В. Костина, В.М. Евтухова, Е.В. Шебаниной и Н.С. 

Васильевой, посвящённых установлению условий существования и 

асимптотике решений полиномиальных относительно неизвестной функции 

и её производных уравнений, естественным образом возник вопрос о 

распространении полученных результатов на случай, когда нелинейности в 

данных уравнениях отличны от степенных. Заметим, что интерес к 

соответствующим двучленным уравнениям второго порядка, не содержащим 

производную неизвестной функции, 

                                                  )()(0 ytpy  ,                                               (1.8) 

}1,1{0  , ),0(),[: ap  – непрерывная функция, }0{\),0(: R  – 

непрерывная функция, возник ещё в 60-е – 70-е годы. В работах  Д.В. 

Изюмовой [41, 42, 43], Д.В. Изюмовой и  И.Т. Кигурадзе [44],  И.Т. 

Кигурадзе [50, 55], Ю.А. Клокова [64],  С.Н. Олехника [84, 85], Т.А. 

Чантурия [93], В.Н. Шевело [97], В.Н. Шевело и В.Г. Штелик [96], J.S.W. 

Wong [144], C.V.  Coffman, J.S.W. Wong [112], I.W. Heidel, D.V. Hinton [125] 

для таких уравнений были получены условия существования правильных и 

различного типа сингулярных решений, признаки колеблемости и 

неколеблемости решений, условия существования ограниченных и 

стремящихся к нулю при t  решений. Кроме того, из работ  И.Т. 

Кигурадзе [56, 126, 127, 128, 129], Г.Г. Квиникадзе, И.Т. Кигурадзе [47], Г.Г. 

Квиникадзе [48, 49] вытекают результаты о двухсторонних асимптотических 

оценках для кнезеровских и быстрорастущих решений. Отметим также 

работы В.М. Евтухова, Н.Г. Дрик [21, 26, 116], Н.Г. Дрик [14, 15], в которых 

впервые были установлены точные асимптотические представления для 

правильных и сингулярных решений уравнения (1.8) в случае, когда 
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)exp()( yy   . В дальнейшем В.М. Евтуховым, В.Н. Шинкаренко [29, 30, 

36], В.Н. Шинкаренко [98, 99] были получены аналогичные результаты для 

соответствующего уравнения n  – го порядка. 

Следующий этап в исследовании уравнения (1.8) начался после выхода 

монографии Е. Сенета [87], посвящённой О – регулярно меняющимся и о – 

регулярно (правильно) меняющимся функциям.   

Определение. Измеримая функция ),0(),[: a  называется 

правильно меняющейся на бесконечности, если существует такое число 

R , что для произвольного 0  






 )(

)(lim
y
y

y
. 

При этом число    называется порядком функции при y . 

Определение. Измеримая функция ),0(],0(: a  называется 

правильно меняющейся в нуле, если 







y
1

  является правильно меняющейся на 

бесконечности. 

Аналогичным образом вводится понятие правильной изменяемости в любой 

точке и, следовательно, можно ограничиться изучением свойств функций, 

правильно меняющихся на бесконечности. 

Определение. Правильно меняющаяся функция )(y  порядка 0  

называется медленно меняющейся функцией. 

Было показано, что функция   является правильно меняющейся на 

бесконечности (в нуле) порядка   тогда и только тогда, когда она 

представима в виде )(||)( yyy   , где   – медленно меняющаяся на 

бесконечности (в нуле) функция. Таким образом, при построении теории 

правильно меняющихся функций достаточно исследовать свойства 

соответствующих медленно меняющихся функций. Сформулируем два 

основных результата: 
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Теорема о представлении. Если функция  , определённая на полуоси 

),[ a , где 0a , является медленно меняющейся, то найдётся число ab   

такое, что при всех bx   









 

x

b

dt
t
txx )()(exp)( 

 , 

где )(х  – ограниченная измеримая на ),[ b  функция, такая что 

)|(|)(  ccx  при x ; )(x  – непрерывная на ),[ b  функция, такая 

что 0)( x  при x . 

Теорема о равномерной сходимости. Если ),0(),0(:   – 

медленно меняющаяся на бесконечности (в нуле) функция, то для любого 

фиксированного отрезка )0(],[  baba  предельное соотношение 

1
)(
)(lim

0



 y

y

y
y 

  выполняется равномерно относительно ],[ ba . 

С помощью первого из приведенных утверждений установлена важная для 

дальнейшего изложения 

Лемма. Пусть ),0(),0(:   – непрерывно дифференцируемая 

функция, удовлетворяющая условию 









 )(

)(lim
)0(

y
yy

y
y

, 

тогда она является правильно меняющейся на бесконечности (в нуле) 

порядка  . 

Монография [87] дала толчок рассмотрению уравнения (1.8), в котором 

функция   является непрерывной и правильно меняющейся. Так, в работе 

S.D. Taliaferro [141] были получены теоремы существования решений 

данного уравнения, которые вместе со своей производной первого порядка 

стремятся к нулю при t . В свою очередь, в работах V. Maric, M. Tomic 

[133] и V. Maric [134] были установлены двухсторонние асимптотические 

оценки для отношений ))((
)(
ty

ty
 , где y  – решения уравнения (1.8), 
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стремящиеся к нулю при t , и указано необходимое и достаточное 

условие существования таких решений. 

Точные асимптотические представления для одного достаточно широкого 

класса монотонных решений уравнения (1.8) удалось получить в работах 

В.М. Евтухова, Л.А. Кирилловой [32] и Л.А. Кирилловой [61, 62]. В них 

уравнение (1.8) рассматривалось в предположении, что }1,1{0  , 

)(),0(),[:   aap  – непрерывная функция, ),0(: 0   – 

дважды непрерывно дифференцируемая функция, для которой 
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где 0Y  принимает значение либо 0, либо  , 0  – односторонняя 

окрестность 0Y . При этом было показано, что функция   удовлетворяет 

предельному соотношению 
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)(lim
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и, следовательно, является правильно меняющейся при )( 00  yYy  

порядка 1 . Для данного уравнения был введён класс решений, заданный 

следующим образом 

Определение. Решение  ),[),[),[: 000  atty   уравнения (1.8) 

называется ),( 00 YP   – решением, если оно удовлетворяет следующим 

условиям: 

0)(lim Yty
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Были получены асимптотические представления  при t  для отношений 

))((
)(
ty

ty
  и )(

)(
ty
ty

, где )(ty  – либо неограниченное, либо исчезающее в 

окрестности особой точки ),( 00 YP   – решение уравнения (1.8), а так же 

установлены необходимые и достаточные условия существования таких 
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решений. Для записи асимптотических представлений ),( 00 YP   – решений 

уравнения (1.8) в явном виде было указано дополнительное условие на 

функцию  : 

Определение 1.1. Будем  говорить, что функция )(||)( yyy    

обладает свойством S , если для любой непрерывно дифференцируемой 

функции ),0(: 0 L  такой, что 

0
)(
)(lim

0
0





 yL

yLy

y
Yy

, 

имеет место соотношение 

  ))1(1)(()( oyyyL   при )( 00  yYy . 

Кроме того, в данных работах для уравнения (1.8) рассмотрен случай, когда 

либо само решение, либо его производная первого порядка стремятся при 

t  к константе, отличной от нуля. 

После выхода работ В.М. Евтухова и Л.А. Кирилловой, посвящённых 

уравнению (1.8), естественным образом возникает вопрос об исследовании 

дифференциального уравнения второго порядка, содержащего в правой части 

сумму слагаемых с правильно меняющимися относительно неизвестной 

функции нелинейностями. Начало такому исследованию было положено в 

работах В.М. Евтухова, В.А. Касьяновой [33, 34] и В.А.Касьяновой [45, 46]. 

В них рассмотрено уравнение вида 

                                            



m

i
iiii ytrtpy

1

)()](1)[(  ,                                     (1.9) 

в котором ),...,1(}1,1{ mii  , );,...1(),0(),[:   amiapi  – 

непрерывно дифференцируемые функции, ),...,1(),[: miRari   – 

непрерывные функции, удовлетворяющие условиям 

 ),...,1(0)(lim mitrit



,                                        

),...,1(),0(: 0 mii   – дважды непрерывно дифференцируемые 

функции. При этом предполагается, что 0Y  принимает значение либо 0, либо 
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 , 0  – односторонняя окрестность 0Y , существует конечный или 

бесконечный предел 
0)(lim

0
0

ii
y

Yy
y  




, 

причём 

0)(  yi  при 0y , const
y
yy
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. 

Для данного уравнения был введён несколько иной, по сравнению с работами 

В.М. Евтухова и В.А. Кирилловой, класс решений. Положим 
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Определение. Решение y  уравнения (1.9) будем называть ),( 00  YП  – 

решением, где  0 , если оно определено на некотором промежутке 

),[),[ 0  at   и удовлетворяет условиям: 

1) 0)( ty  при ),[ 0 tt , 0)(lim Yty
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2) 0)(  ty  при ),[ 0 tt , 
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Данная классификация позволяет описать, исходя из значения 0 , характер 

изменения ),( 00  YП  – решения в окрестности особой точки. Так, если 

0 , то решение является быстро изменяющимся при t , если 

}1{\0 R , то правильно меняющимся, если 10  , то медленно 

меняющимся. Были установлены следующие априорные свойства ),( 00  YП  – 

решений: 

Лемма 1.1. Пусть 00 ),[: ty  – ),( 00  YП  – решение уравнения (1.9). 

Тогда имеют место предельные соотношения 
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Наиболее же важными из априорных свойств ),( 00  YП  – решений являются 

достаточные признаки, при соблюдении которых правая часть уравнения 

(1.9) на любом ),( 00  YП  – решении асимптотически эквивалентна одному 

слагаемому. Приведём один из них: 

Лемма 1.2. Пусть || 0  и для некоторого },...,2,1{ mi  такого, что 

00  consti , при всех }{\},...,2,1{ imj  имеют место предельные 

соотношения 
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Тогда для каждого ),( 0 П  – решения уравнения (1.9) справедливо 

предельное соотношение 

0
))(()(
))(()(

lim 
 tytp

tytp

ii

jj

t 



. 

При выполнении этих признаков были получены необходимые и 

достаточные условия существования у уравнения (1.9) ),( 0 П – решений и 

),0( 0П  – решений, а так же асимптотические представления таких решений 

в окрестности особой точки. 

Другим обобщением уравнения (1.8) является дифференциальное 

уравнение вида 

                                                     )()()( 100 yytpy   ,                              (1.10) 

Данное уравнение было рассмотрено в работах В.М. Евтухова, М.А. 

Белозёровой [37] и М.А. Белозёровой [3, 4, 5] в предположении, что 

}1,1{0  , )(),0(),[:   aap  – непрерывная функция, 
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)1,0(),0(:  iii  – дважды непрерывно дифференцируемые функции, 

удовлетворяющие условиям 
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и, кроме того, 110  .                              

Исследовался вопрос об асимптотическом поведении ),,( 010  YYP  – решений 

уравнения (1.10), а именно таких решений y , которые удовлетворяют 

соотношениям 

i
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 tyty
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Для четырёх возможных случаев ( }1,0{\0 R , 00  , 10  , 0 ) в рамках 

единого подхода были установлены признаки существования и 

асимптотические представления всех ),,( 010  YYP  – решений (правильных и 

сингулярных, неограниченных и исчезающих). В неособом случае 

( }1,0{\0 R ) условия существования были получены без дополнительных 

ограничений на функции 0  и 1 , а в каждом из особых случаев приходилось 

требовать, чтобы одна из этих функций обладала свойством S . При этом был 

указан удобный для применения достаточный признак того, что функция 

})1,0{( ii  обладает свойством S . 

Лемма. Пусть для функции  })2,1{(
||

)()(  i
z

zz
i

i
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  справедливо предельное 

соотношение 
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тогда функция i  обладает свойством S . 
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В случае же, когда свойством S  обладает каждая из функций 0  и 1 , 

асимптотические представления для ),,( 010  YYP  – решений были записаны в 

явном виде (при любом значении 0 ). 

После выхода работ В.М. Евтухова, В.А. Касьяновой и В.М. Евтухова, 

М.А. Белозёровой естественным образом возникает вопрос о получении 

аналогичных результатов для дифференциального уравнения второго 

порядка, содержащего в правой части сумму слагаемых с правильно 

меняющимися относительно неизвестной функции и её производной первого 

порядка нелинейностями. Данному вопросу и посвящена эта 

диссертационная работа. 

 

§1.3. Постановка задачи и основные результаты 

Рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка 
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в котором  ),...,1(}1,1{ mii  , );,...1(),0(),[:   amiapi  – 

непрерывно дифференцируемые функции, ),...,1(),[: miRari   – 

непрерывные функции, удовлетворяющие условиям 

                                              ),...,1(0)(lim mitrit



,                                        (1.12) 

),...,1;1,0(),0(: mikkik   – непрерывно дифференцируемые 

функции, где при 1,0k  
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причём ik  такие, что при mik ,...,1;1,0   
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Из (1.15) следует, что для функций 
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имеет место предельное соотношение 
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Определение. Решение y  уравнения (1.11), заданное на промежутке 

),[),[ 0  at  , будем называть ),,( 010  YYП  – решением, где  0 , 

если оно удовлетворяет следующим условиям 
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Целью настоящей диссертационной работы является получение 

необходимых и достаточных условий существования у уравнения (1.11) 

),,( 010  YYП  – решений, а также установление асимптотического поведения 

таких решений и их производных первого порядка в окрестности особой 

точки. Отметим наиболее важные моменты в постановке данной задачи: 

1) Так как особая точка  может принимать и конечные значения, и быть 

равной  , для уравнения (1.11) ставится задача использовать единый 

подход для установления асимптотики как правильных, так и различных 

типов сингулярных решений. Кроме того, из (1.13) следует, что искомые 

решения могут быть в окрестности   либо неограниченными, либо 

исчезающими. 
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2) Запись коэффициента в виде )](1[ trp ii  , где функции ip  являются 

непрерывно дифференцируемыми, а ir  – непрерывными, позволяет, в 

некоторых случаях, ослабить ограничения на коэффициент, который может 

не быть дифференцируемой функцией. Так, например, функция |sin| tt  не 

является дифференцируемой в окрестности бесконечности, поскольку в 

точках ktk   производная не существует. Однако она представима в виде 

]/|sin|1[ ttt  , где функция t  является непрерывно дифференцируемой, а 

функция tt /|sin|  – непрерывной в окрестности бесконечности. Как будет 

показано в дальнейшем, вид )(tri  не влияет на асимптотическое поведение 

решений выделенного класса.  

3) Предельное соотношение (1.15) является достаточным условием 

правильной изменяемости функций ),...,1;1,0( mikik   в окрестности kY  

(по Е. Сенета). Заметим, что данное ограничение на гладкость 

рассматриваемых нелинейностей является менее жёстким по сравнению с 

теми, которые использовались при исследовании уравнений (1.9) и (1.10). 

Далее обратим внимание на особенности рассматриваемого класса 

решений. Отметим, что те из монотонных решений уравнения (1.11), которые 

удовлетворяют условию (1.16), являются наиболее сложными для 

рассмотрения, поскольку при t  и само решение, и его производная 

первого порядка стремятся либо к нулю, либо к бесконечности. Поэтому при 

исследовании таких решений приходится накладывать на них 

дополнительные ограничения, а именно первое из условий (1.17). Примером 

),,( 010  YYП  – решений могут служить показательная, степенная и 

логарифмическая функции, а также функции, полученные арифметическими 

действиями над данными и их суперпозициями. Величина 0  указывает на 

характер изменения решения в окрестности особой точки: если 0 , то 
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решение является быстро изменяющимся при t , если }1{\0 R , то 

правильно меняющимся, если 10  , то медленно меняющимся. 

Необходимо подчеркнуть, что вопрос о существовании у уравнения (1.11) 

),,( 010  YYП  – решений при ),...,1(1 miik   рассматривался в работах 

В.А. Касьяновой [45, 46], а при 1m  – в работах М.А. Белозёровой [3, 4, 5]. В 

них были получены необходимые и достаточные условия существования 

таких решений, а так же их асимптотические представления в окрестности 

особой точки. Однако в этих работах накладывались более жёсткие 

ограничения на нелинейности, а именно все функции ik  должны были быть 

дважды непрерывно дифференцируемыми. Кроме того, у В.А.Касьяновой 

отдельно исследовалась асимптотика неограниченных и исчезающих в 

окрестности особой точки решений. В данной же постановке задача 

рассматривается впервые. 

Основные результаты диссертации содержатся в главах II – IV. Так, в 

главе II для произвольных R0  и },...,1{ mi  приведены условия, при 

выполнении которых на любом ),,( 010  YYП  – решении уравнения (1.11) 

правая его часть асимптотически эквивалентна в окрестности особой точки i  

– му слагаемому (Лемма 2.1). При соблюдении этих условий установлены 

необходимые и достаточные признаки существования ),,( 010  YYП  – решений 

в случае, когда }0,1{\0 R , а также получены неявные асимптотические 

представления для таких решений и их производных первого порядка при 

t  (Теорема 2.1). Кроме того, указаны дополнительные ограничения на 

нелинейности, которые позволяют записать данные представления в явном 

виде (Теорема 2.2). Результаты главы II отражены в работах [66, 70]. 

В главе III, в случае соблюдения условий асимптотической 

эквивалентности правой части уравнения (1.11) одному слагаемому, 

приведенных в главе II, установлены необходимые и достаточные признаки 

существования )0,,( 10 YYП  – решений и )1,,( 10 YYП  – решений данного 
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уравнения, а так же получены асимптотические представления таких 

решений и их производных первого порядка при t  (Теоремы 3.1 – 3.4). 

Результаты главы III отражены в работах [67, 68]. 

В главе IV для произвольного },...,1{ mi  приведены условия, при 

выполнении которых на любом ),,( 10 YYП  – решении уравнения (1.11) 

правая его часть асимптотически эквивалентна в окрестности особой точки i  

– му слагаемому (Лемма 4.1). При соблюдении этих условий установлены 

необходимые и достаточные признаки существования ),,( 10 YYП  – 

решений, а так же получены неявные асимптотические представления для 

таких решений и их производных первого порядка при t  (Теорема 4.1). 

Кроме того, указаны дополнительные ограничения на нелинейности, которые 

позволяют записать данные представления в явном виде (Теорема 4.2). 

Результаты главы IV отражены в работах [39, 69]. 

Все полученные результаты проиллюстрированы на примере 

дифференциального уравнения с быстро и правильно изменяющимися в 

окрестности особой точки коэффициентами 

                           



m

i
iii

t
i yytrtteay iii

1
10 )()()](1[|ln|  ,                         (1.19) 

в котором )(),,0(),,...,1(,0,,,, trtmiaRa iiiiii   – непрерывные на 

полуоси функции, стремящиеся к нулю при ),...,1);,0(( mit   . 

Уравнение (1.19) является частным случаем (1.11) при ii asgn , 

iii tteatp t
ii

 |ln|||)(  . Для него решён вопрос об асимптотическом 

поведении ),,( 010  YYП  – решений в случаях 1,    и }1{\),0(  . 

 

Выводы 

В §§1.1 – 1.2 отражены основные этапы развития асимптотической теории 

обыкновенных дифференциальных уравнений первого и второго порядков, 

содержащих в правой части сумму слагаемых со степенными и близкими к 
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степенным нелинейностями. Естественным представляется распространение 

некоторых из ранее полученных результатов на дифференциальное 

уравнении второго порядка, содержащее в правой части сумму слагаемых с 

правильно меняющимися как относительно неизвестной функции, так и её 

производной первого порядка нелинейностями. В §1.3 приведено уравнение 

такого вида (уравнение (1.11)) и выделен достаточно широкий класс 

монотонных решений ( ),,( 010  YYП  – решений) данного уравнения. Кроме 

того, сформулированы основные задачи по установлению условий 

существования и асимптотического поведения решений из этого класса в 

окрестности особой точки.  
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ГЛАВА II  
 

  АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ),,( 010  YY  – РЕШЕНИЙ 

УРАВНЕНИЯ (1.11) ДЛЯ СЛУЧАЯ 1;0}{\0 R   

 

Настоящая глава посвящена установлению условий существования и 

асимптотических представлений ),,( 010  YY  – решений уравнения (1.11) в 

случае, когда правая его часть на каждом таком решении асимптотически 

эквивалентна при t  одному слагаемому и 1;0}{\0 R . 

  

 § 2.1. Некоторые априорные свойства ),,( 010  YY  – решений  

Обозначим }{1,...,= mM . 

 Лемма 2.1.  Пусть R0  и для некоторых Mi  и }{\ iMj  

соблюдается условие  

                                      ,<
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                                  (2.1)  

где  

 ).())((1=)(sgn 110000
0

jijiij t     

Тогда для каждого ),,( 010  YY  – решения уравнения (1.11) выполняется 

предельное соотношение  

                                      0.=
))(())(()(
))(())(()(

lim
10

10

tytytp
tytytp

iii

jjj

t 



 



                                   (2.2) 

 

 Доказательство.  Пусть 00 ),[: ty  – произвольное ),,( 010  YY  – 

решение уравнения (1.11). Обозначим  
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тогда  
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Перепишем последнее соотношение в виде  
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В силу условий (1.15) и (1.17)  
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                     (2.3) 

Кроме того, согласно условию (1.18) и лемме 1.1 имеют место предельные 

соотношения  
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                          (2.4) 

Из (2.1), (2.3) и (2.4) вытекает существование постоянных 0<0
jz  и ),[ 01 tt   

таких, что выполняется неравенство  
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откуда следует  
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Поскольку выражение, стоящее справа, стремится к   при t , то  

 0.=)(lim tz j
t 
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Из этого предельного соотношения и определения )(tz j  вытекает 

справедливость (2.2). 
 

§2.2. Условия существования и асимптотические представления 

),,( 010  YY  – решений для случая 1;0}{\0 R   

Введём при }{1,...,mi  вспомогательную функцию  

 ,|)(|)(=)( 0

0
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1 dsssptI i
i

t
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i


  

где предел интегрирования 0
1iI  равен или a , или   и выбран так, чтобы 

соответствующий интеграл стремился при t  либо к бесконечности, либо 

к нулю. 

Теорема 2.1. Пусть 1,0}{\0 R  и для некоторого Mi  при всех 

}{\ iMj  соблюдается условие (2.1), а так же имеет место неравенство 

110  ii  . Тогда для существования у уравнения (1.11) ),,( 010  YY  – 

решений необходимо, а если выполняется одно из двух условий :  

                         0,>1)1)((1=2)(1;2)( 1011010  iiiii и                 (2.5) 

то и достаточно, чтобы  
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,                  (2.6) 

при ),( at  выполнялись неравенства 

                                  0>)()(10,>)()(1 1001110 yytytI iiii                        (2.7)  

и имело место предельное соотношение  
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                               (2.8) 

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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Доказательство. Необходимость. Пусть 00 ),[: ty  – произвольное 

),,( 010  YYП  – решение уравнения (1.11). Так как }0,1{\0 R , то из 

соотношения (2.4) вытекает справедливость (2.6), второго из неравенств (2.7) 

и второго из асимптотических представлений (2.9). В силу выполнения 

условий (1.12) и (2.1) из уравнения (1.11) с учётом леммы 2.1 получим 

)]1(1))[(())(()()( 10 otytytpty iiii     при   t . 

Из данного равенства, принимая во внимание соотношения (2.4) и 

определение функций  )1,0( kik , имеем при t  
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Покажем, учитывая условие 110  ii  , что допустимо асимптотическое 

представление  
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 при  t .      (2.12)    

Поскольку 
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 , 

то, принимая во внимание (1.15) – (1.18) и (2.10), имеем 
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  при  t . 

Интегрируя последнее соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt   с учётом 

определения функции )(1 tI i , получим 
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 при  t , 

где Rci  . Если 0
0
1 tI i  , то справедливо (2.12). Покажем, что 0ic  при 

0
1iI . Предположим противное, тогда 
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и, в силу (2.10), 
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Интегрируя последнее соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt  , находим, что 
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 при  t , 

где RCi  . В данном соотношении левая часть при t  стремится к 

бесконечности, а правая – к константе. Полученное противоречие доказывает 

справедливость (2.12) в случае, когда 0
1iI . 

Из (2.12) вытекает справедливость первого из неравенств (2.7), а также, 

учитывая определение функций )1,0( kik  и условие (2.4), первого из 

асимптотических представлений (2.9). Кроме того, в силу (2.11) и (2.12) 

имеет место предельное соотношение (2.8). 
 

Достаточность. Пусть для некоторого Mi  соблюдаются условия 

теоремы и выполняются (2.5) – (2.8). Зафиксировав с помощью (2.6), (2.7) 

значения kY  и окрестности 0,1)=(kk , докажем существование у уравнения 

(1.11) хотя бы одного ),,( 010  YY  – решения, допускающего при t  

асимптотические представления (2.9). 

Рассмотрим сначала систему соотношений вида  

                   ]1[
|1|||

|)(|
)()(

||
1

0

1

10

/1

0
vtI

yy
y

i

i

i

i

ii







 


,  ]1[

)(
1

2
0 v

ty
y










,            (2.13)  
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в которой )1/(1= 10 iii   , и установим, что она однозначно определяет 

заданные на множестве 020 ),[= VtD  , где 1,2)}=(0,5|:|),{(=),,[ 2102 kvvvVat k    

непрерывно дифференцируемые неявные функции 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  

следующего вида  

                            0,1),=(|)(|=),,( )2,1,(1010
21 ktyvvtY vvtkzk

kik
 

                    (2.14) 

где kk yy sgn=0 , /2|1||),,(| 0211  kvvtzk  при 021 ),,( Dvvt   и 0=),,(lim 211 vvtzk
t




 

равномерно по 021 ),( Vvv  . Для этого, полагая в (2.13)  

                                  0,1),=(|)(|= 1010)( ktyy kzk
k

k  
                             (2.15)  

получим, с учётом знаковых условий (2.7), систему соотношений вида  
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              (2.16)  

Поскольку в силу условия (2.8) имеем 
)(0
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i
i ttI






 , где )(tu  – 

непрерывная функция, стремящаяся к нулю при t , то систему (2.16) 

можно переписать в виде  
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            (2.17) 

Частично разрешая эту систему относительно 21, zz  (как линейную 

неоднородную), получим  

1,2),=(),,(),,()(= 2121 kzztZvvtbtaz kkk   
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где  
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В силу свойств функций 1, iIu  и условий (1.16), (2.6), (2.7) имеют место 

предельные соотношения  
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            (2.18) 

где 0,1)}=(/2|1||:|),{(= 01210 kkzzzZ k  . 

Поскольку выполняется (2.18), то существует число ),[0 at   такое, что на 

множестве 000 ),[ VZt   соблюдаются неравенства  
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где

kzztZvvtbta kk

                     (2.19) 

и условие Липшица  

                               .||1/3|),,(),,(| 12
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2
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l
zzzztZzztZ                              (2.20)  

Теперь обозначим через B  банахово пространство непрерывных и 

ограниченных на множестве 00 ),[= Vt    вектор-функций nzzz R:),(= 21  

с нормой  
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 .),,(:|),,(|sup||=|| 2121

2
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 vvtvvtzz k
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Выберем из него подпространство 0B  таких функций из B , для которых 

/2|||| 0z , и рассмотрим на 0B , выбрав произвольное число (0,1) , оператор 

),(= 21  , определённый соотношениями  
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             (2.21) 

Для любого 0Bz  в силу условия (2.19) имеем  
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при ),,( 21 vvt . Поэтому на множестве    
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Отсюда вытекает, что /2||)(|| 0 z  и, следовательно, 00 )( BB  . 

Пусть теперь 0
21, Bzz   . Тогда в силу (2.20) при ),,( 21 vvt   
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Значит, на множестве    

  |),,)((),,)((| 21
1

21
2

2

1=
vvtzvvtz kk

k
 

 ||,||
3

1|),,(),,(|
3

1 12
21

1
21

2
2

1=

zzvvtzvvtz kk
k







 






   

 

откуда следует, что  
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Таким образом показано, что оператор Ф отображает пространство 0B  в себя 

и является на нём оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых 

отображений существует единственная вектор-функция 0Bz  такая, что 

)(= zz  . В силу (2.21) эта непрерывная на множестве   функция является 

единственным решением системы (2.17), удовлетворяющим условию 

/2|||| 0z . Из (2.17) с учётом (2.18) следует, что компоненты данного решения 

стремятся к нулю при t  равномерно по 021 ),( Vvv  . Кроме того, поскольку 

для системы (2.17) якобиан  
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в силу представлений (2.15) и условий (1.16), (2.6), (2.7) отличен от нуля на 

множестве 011 ),[= Vt   , где ),[ 01 tt  , то из известной локальной теоремы о 

существовании неявных функций, определённых системой соотношений, 

вытекает непрерывная дифференцируемость этого решения на 1 . В силу 

замены (2.15) полученной вектор-функции ),( 21 zz  соответствует вектор-

функция ),( 10 ii YY  с компонентами вида (2.14), которая является решением 

системы (2.13), причём с учётом (2.6), (2.7) 
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               (2.22) 

Рассмотрим некоторые свойства функций 0,1)=(kYik . В силу (1.16), (2.22) 

при 0,1=,kMj  равномерно по 021 ),( Vvv   имеют место предельные 

соотношения 
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                        (2.23) 

Теперь положим в системе (2.13) 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  и 

продифференцируем полученные соотношения по t . В результате имеем 

систему уравнений, линейных относительно tiY )( 0   и tiY )( 1    
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             (2.24) 

Определитель данной системы равен  
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поэтому в силу (2.23), условия 01 10  ii   и вида функции 0iY  найдётся 

),[ 23 tt   такое, что на множестве 03 ),[ Vt   у системы (2.24) существует 

единственное решение, заданное формулами  
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Принимая во внимание представления для tiY )( 0   и tiY )( 1  , получим  
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из чего, с учетом (2.8), следует, что равномерно по 021 ),( Vvv   справедливы 

равенства 
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          (2.25) 

Поскольку предельные соотношения (2.23) и (2.25) выполняются равномерно 

по 021 ),( Vvv  , то и равенство 
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      (2.26)  

также выполняется равномерно по 021 ),( Vvv  . Для установления этого факта 

воспользуемся схемой доказательства леммы 2.1. Обозначим  
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Поскольку  
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то в силу (2.23), (2.25) и условия (2.1) существуют постоянные 0<0
jP  и 

),[ 34 tt   такие, что при всех 021 ),( Vvv   выполняется неравенство  
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Проинтегрировав последнее соотношение по t  от t  до 4t , получим 

неравенство  
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в котором 0214 ),(),,[ Vvvtt   . Поскольку выражение, стоящее справа, 

стремится к   при t , то предельное соотношение (2.26) выполняется 

равномерно по 021 ),( Vvv  . 

Кроме того, поскольку вектор-функция )),,(),,,(( 211210 vvtYvvtY ii  

удовлетворяет системе соотношений (2.13), то имеет место равенство 
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         (2.27) 

Теперь, применяя к уравнению (1.11) преобразование 
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и учитывая, что вектор-функция )))(),(,()),(),(,(( 211210 xvxvtYxvxvtY ii  при 

),[ 4 tt  и ),(( 1 xv  02 ))( Vxv   удовлетворяет соотношениям  
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,    (2.29) 

получим, принимая во внимание (2.27), систему дифференциальных 

уравнений вида  
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             (2.30)    

в которой 
)(

)()(
=)(

1

1

tI
tIt

th
i

i
i

 , t -функция, обратная к |)(|ln= tx  . Данную 

систему рассмотрим на множестве 00 ),[ Vx  , где |)(|ln= 40 tx  . 

Поскольку выполняется (2.26), то имеет место равенство  
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                                           ),,,(1=),,( 21121 vvxRvvtH ii                                    (2.31) 

где функция ),,( 211 vvxRi  стремится к нулю при x  равномерно по 

021 ),( Vvv  . 

Кроме того, допустимы представления  
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  (2.32) 

в которых функции 2,3)=(),( 21 kvvRk  обладают свойством: 
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vv 
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Учитывая (2.31) и (2.32), систему (2.30) можно переписать в виде  
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            (2.33) 

где  
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В силу (2.8), (2.31), (2.32), определения i  и замены независимой переменной 

имеют место предельные соотношения  
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а функции 2)1,=2;1,=(),,( 21 klvvxVlk  таковы, что  
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 ,),(1,2)=(0=),,(lim 021211 VvvпоравномерноlvvxVl
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Таким образом, система (2.33) является квазилинейной системой 

дифференциальных уравнений с почти постоянными коэффициентами. 

Характеристическое уравнение для предельной матрицы коэффициентов 

линейной части имеет вид  

0
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i

iiiii  

или 

0))(1()12( 0
2
010100

2   iii . 

Поскольку имеет место условие (2.5), данное характеристическое уравнение 

не имеет корней с нулевой действительной частью. Таким образом, для 

системы дифференциальных уравнений (2.33) выполнены все условия 

теоремы 2.2 работы [38]. Согласно данной теореме система (2.33) имеет хотя 

бы одно решение )(),[:),( 01121 xxRxvv  , стремящееся к нулю при 

x . Этому решению, с учётом преобразования (2.28), соответствует  

решение )(ty  уравнения (1.11), которое вместе со своей производной 

первого порядка допускают, в силу (2.29), асимптотические представления 

(2.9). Кроме того, из (2.22) и (2.9), (1.11), (2.8) следует, что данное решение 

является ),,( 010  YYП  – решением уравнения (1.11).  

 

Теперь приведём результат, который позволяет при некоторых 

дополнительных ограничениях на функции )1,0( kik  получить 

асимптотические представления при t  для ),,( 010  YYП  – решений и их 

производных первого порядка в явном виде. 

Теорема 2.2. Пусть соблюдаются условия теоремы 2.1 и, кроме того, 

функции )1,0( kik  обладают свойством  S  (см. определение 1.1). Тогда 
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при выполнении (2.5) – (2.8) каждое ),,( 010  YYП  – решение уравнения (1.11)  

и его производная первого порядка при t  представимы в виде 
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  , (2.34) 
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  ,         (2.35) 

где )1,0(sgn0  kyy kk  и определяются из условия (2.7). 
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Поскольку функция 0i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции 0L  при )( 00  zYz  и условия (2.6) получим 
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Так как функция 1i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции 1L  при )( 11  zYz  и условия (2.6) имеем 

                         )]1(1)[|)(|())(( 00
111 otyty ii  

    при   t .                   (2.37) 

Принимая во внимание (2.36), (2.37) и (2.7), первое из соотношений (2.9) 

можно переписать в виде 
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, 

откуда вытекает асимптотическое представление (2.35). В свою очередь, из 

(2.35) с учётом второго из соотношений (2.9) получаем, что имеет место 

асимптотическое представление (2.34). 
 

 

§ 2.3. Пример уравнения с быстро и правильно меняющимися 

коэффициентами )(tpi  

 

Для иллюстрации полученных в 2.22.1§§   результатов исследуем вопрос 

об асимптотическом поведении ),,( 010  YY  – решений уравнения (1.19). 

При этом необходимо рассмотреть три возможных случая: а) = ; б) 

1= ; в) )(1;(0;1)  . 

а) Пусть t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие 

представления  
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 2.1, 2.2 имеет 

место  

Следствие 2.1. Пусть 1,0}{\0 R  и для некоторого Mi  при каждом 

}{\ iMj  либо  

 ,< ij   

либо  

 ).())((1<= 110000 jijiijij и    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii  . Тогда 

для существования у уравнения (1.19) ),,( 010 YY  – решений необходимо, а 

если соблюдается одно из двух условий:  

 0,>1)1)((1=2)(1;2)( 1011010  iiiii и   

то и достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  

 0.>)(10,> 10010 yyyi    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  

 (1)][1
1

=
)(
)(,(1)][1ln=

))(())((
)( 01

010

o
tty

tyott
a

tyty
ty

iii

ii







  


 , 

которые в случае, когда функции 0,1)=(kik  обладают свойством S , могут 

быть записаны в виде  
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б) Пусть 1t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие представления  
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 2.1, 2.2 имеет 

место  

 Следствие 2.2. Пусть 1,0}{\0 R  и для некоторого Mi  при всех 

}{\ iMj  справедливо соотношение  

 .<)())((1 110000 ijjiji    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii  . Тогда 

для существования у уравнения (1.19) ),,( 0101 YY  – решений необходимо, а 

если выполняется одно из двух условий:  

 0,>1)1)((1=2)(1;2)( 1011010  iiiii и   

то и достаточно, чтобы  
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Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  
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которые в случае, когда функции 0,1)=(kik  обладают свойством S , могут 

быть записаны в виде  
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в) Пусть t , где )(1;(0;1)  , тогда при mi 1,...,=  имеют место 

следующие представления  
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 2.1, 2.2 имеет 

место  

 Следствие 2.3. Пусть 1,0}{\0 R  и для некоторого Mi  при всех 

}{\ iMj  справедливо соотношение  

 0.<)())((1 110000 jiji    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii  . Тогда 

для существования у уравнения (1.19) ),,( 010  YY  – решений необходимо, а 

если выполняется одно из двух условий:  

 0,>1)1)((1=2)(1;2)( 1011010  iiiii и   

то и достаточно, чтобы  
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Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функции 0,1)=(kik  обладают свойством S , могут 

быть записаны в виде  
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 Выводы  

 

В главе II были получены следующие результаты: 

1) Для произвольных R0  и }{1,...,mi  приведены условия, при 

выполнении которых на любом ),,( 010  YY  – решении уравнения (1.11) 

правая его часть при t  асимптотически эквивалентна i -му слагаемому; 

2) При соблюдении этих условий установлены необходимые и 

достаточные признаки существования ,,( 10 YY  )0  – решений в случае, когда 

1;0}{\0 R , а также получены неявные асимптотические представления 

для таких решений и их производных первого порядка при t ; 
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3) Указаны дополнительные ограничения на нелинейности, которые 

позволяют записать данные представления в явном виде. 

Все результаты проиллюстрированы на примере уравнения (1.19). 
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ГЛАВА III  
 

  АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ,0),( 10 YY  – РЕШЕНИЙ И 

1),,( 10  YY  – РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ (1.11)  

 

Настоящая глава посвящена установлению условий существования и 

асимптотических представлений ,0),( 10 YY  – решений и 1),,( 10  YY  – 

решений уравнения (1.11) в случае, когда правая его часть на каждом таком 

решении асимптотически эквивалентна при t  одному слагаемому. 

 

§ 3.1. Условия существования и асимптотические представления 

,0),( 10 YY  – решений  

Обозначим 0
0
0 sgn= yy  и в случае, когда существует значение ),[ aa   

такое, что 0
0
0 |)(| sy   ( ),[ as  ), введём при }{1,...,mi  вспомогательную 

функцию  

 ,|))(|(|)(|)(=)( 0
00

0

0
2

2 dssyssptI i
i

i

t

iI

i 


   

где предел интегрирования 0
2iI  равен или a , или   и выбран так, чтобы 

соответствующий интеграл стремился при t  либо к бесконечности, либо 

к нулю. 

Теорема 3.1. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдается условие (2.1). Предположим, кроме этого, что имеет место 

неравенство 110  ii   и функция 0i  обладает свойством S . Тогда для 

существования у уравнения (1.11) ,0),( 10 YY  – решений необходимо и 

достаточно, чтобы  
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при ),( at   выполнялись неравенства  

                                 0>)(0,>)()(1 101210 yytytI iiii                             (3.2) 

и имело место предельное соотношение  
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Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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.    (3.4) 

 

Доказательство. Необходимость. Пусть ),[: 0 ty 0  – произвольное 

,0),( 10 YY  – решение уравнения (1.11). Из определения ,0),( 10 YY  – решения 

и леммы 1.1 следует, что имеют место второе из условий (3.1), второе из 

неравенств (3.2), второе из асимптотических представлений (3.4) и 

соотношение  

                                  (1)])[1()(=)( otytty    при   t                              (3.5)           

Поскольку выполняются условия (1.12) и (2.1), то из уравнения (1.11) с 

учетом леммы  2.1 следует, что  

                     (1)]))[1(())(()(=)( 10 otytytpty iiii      при   t                    (3.6)             

Покажем, что функция |))((=|)( ztyzL  , где |)(|= 0
0 tyz  , является медленно 

меняющейся при 00 ,  zYz   
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Так как функция 0i  обладает свойством S , то из (3.6) с учётом (3.5) и 

медленной изменяемости L  имеем при t   
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Далее, применяя правило Лопиталя в форме Штольца, получим  
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или, с учетом (1.15), (3.7) и неравенства 110  ii  ,  

              (1)])[1()(1=
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   при   t .       (3.8)   

Из последнего соотношения вытекает справедливость первого из условий 

(3.1), первого из неравенств (3.2) и первого из асимптотических 

представлений (3.4). Кроме того, из (3.7) и (3.8) с учетом определения 

,0),( 10 YY  – решения следует, что имеет место предельное соотношение 

(3.3). 
 

Достаточность. Пусть для некоторого Mi  соблюдаются условия 

теоремы и выполняются соотношения (3.1) – (3.3). Зафиксировав с помощью 

(3.1), (3.2) значения kY  и окрестности 0,1)=(kk , докажем существование у 

уравнения (1.11) хотя бы одного ,0),( 10 YY  – решения, допускающего при 

t  асимптотические представления (3.4). 

Рассмотрим сначала систему соотношений вида  

                               ],[1
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                   (3.9) 

где )1/(1= 10 iii   , и установим, что она однозначно определяет заданные 
на множестве 010 ),[= VtD  , где 1,2)}=(0,5|:|),{(=),,[ 2101 kvvvVat k    
непрерывно дифференцируемые неявные функции 0,1)=(),,(= 21

)( kvvtYy ik
k  

следующего вида 
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        )2,1,(2
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      (3.10) 

где kk yy sgn=0 , /2|),,(| 211
k
ik vvtz   при 021 ),,( Dvvt   и 0=),,(lim 211 vvtzk
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равномерно по 021 ),( Vvv  . Для этого, полагая в (3.9)  

                  ,|)(|=,|)(|= 2
2

0
1
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0
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z tIyytyy                         (3.11) 

получим, с учётом знаковых условий (3.2), систему соотношений вида  
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Частично разрешая данную систему относительно 21,zz  (как линейную 

неоднородную), имеем  

                              1,2),=(),(),,()(= 221 kztZvvtbtaz kkkk                          (3.12) 

где  
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Принимая во внимание условия (1.16), (3.1) – (3.3), получим предельные 

соотношения  
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            (3.13) 

где 0,1)}=(/2|||:|),{(= 1210 kzzzZ k
ik  . 

Поскольку выполняется (3.13), то существует число ),[0 at   такое, что на 

множестве 000 ),[ VZt   соблюдаются неравенства 

                            
|})|,1min{(

)2,1(
4

|),(),,()(|

0

0
221

i

kkk

где

kztZvvtbta









                       (3.14) 

и условия Липшица  

                          1,2).=(||1/3|),(),(| 1
2

2
2

1
2

2
2 kzzztZztZ kk                        (3.15) 

Теперь обозначим через B  банахово пространство непрерывных и 

ограниченных на множестве 00 ),[= Vt    вектор-функций nzzz R:),(= 21  с 

нормой  

.),,(:|),,(|sup||=|| 2121

2

1= 







 vvtvvtzz k
k

 

Выберем из него подпространство 0B  таких функций из B , для которых 

/2|||| 0z , и рассмотрим на 0B , задав произвольное число (0,1) , оператор 

),(= 21  , определённый соотношениями  
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           (3.16) 

Для любого 0Bz  в силу условия (3.14) при ),,( 21 vvt  имеем  
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|),,(|)(1|),,)((| 0
2121 kvvtzvvtz kk
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Поэтому на множестве    

   2
|),,(|)(1|),,)((| 0

21

2

1=
21

2

1=

 vvtzvvtz k
k

k
k

 

 .
2

=
22

)(1
2

||||)(1 0000   z  

Отсюда вытекает, что /2||)(|| 0 z  и, следовательно, 00 )( BB  . 

Пусть теперь 0
21, Bzz   . Тогда в силу (3.15) при ),,( 21 vvt   
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Значит, на множестве    
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откуда следует, что  
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Таким образом показано, что оператор Ф отображает пространство 0B  в себя 

и является на нём оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых 

отображений существует единственная вектор-функция 0Bz  такая, что 

)(= zz  . В силу (3.16) эта непрерывная на множестве   функция является 

единственным решением системы (3.12), удовлетворяющим условию 

/2|||| 0z . Из (3.12) с учётом (3.13) следует, что компоненты данного решения 

стремятся к нулю при t  равномерно по 021 ),( Vvv  . Кроме того, поскольку 

для системы (3.12) якобиан  
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в силу первого из представлений (3.11) и условий (1.16), (3.1), (3.2) отличен 

от нуля на множестве 011 ),[= Vt   , где ),[ 01 tt  , то из известной локальной 

теоремы о существовании неявных функций, определённых системой 

соотношений, вытекает непрерывная дифференцируемость этого решения на 

1 . В силу замены (3.11) полученной вектор-функции ),( 21 zz  соответствует 

вектор-функция ),( 10 ii YY  с компонентами вида (3.10), которая является 

решением системы (3.9), причём, с учётом (3.1), (3.2), справедливы 

утверждения  
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                         (3.17) 

Рассмотрим некоторые свойства функций 0,1)=(kYik . В силу (3.17) и (1.15) 

при 0,1=,kMj  равномерно по 021 ),( Vvv   имеют место предельные 

соотношения 
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                          (3.18) 

Теперь положим в системе (3.9) 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  и 

продифференцируем полученные соотношения по t . В результате имеем 

систему уравнений, линейных относительно tiY )( 0   и tiY )( 1    
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                   (3.19) 

Определитель данной системы равен  
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поэтому в силу вида функций 0,1)=(kYik  найдётся ),[ 23 tt   такое, что на 

множестве 03 ),[ Vt   у системы (3.19) существует единственное решение, 

заданное формулами  
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Принимая во внимание представления для tiY )( 0  , tiY )( 1   и условия (3.3), (3.18), 

получим, что равномерно по 021 ),( Vvv   справедливы равенства  
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              (3.20) 

Таким образом, функции 0,1)=(kYik  обладают всеми свойствами ,0),( 10 YY  – 

решения, которые использовались при доказательстве леммы 2.1, и, 

следовательно, равномерно по 021 ),( Vvv   имеем 
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       (3.21) 

Кроме того, поскольку функция 0i  обладает свойством S  и справедливо 

первое из (3.20), то равномерно по 021 ),( Vvv   выполняется предельное 

соотношение 
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.          (3.22)    

Теперь, применяя к уравнению (1.11) преобразование 
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 62 
и учитывая, что вектор – функция )))(),(,()),(),(,(( 211210 xvxvtYxvxvtY ii  при 

),[ 3 tt  и ))(),(( 21 xvxv  0V  удовлетворяет соотношениям  
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                  (3.24)  

получим систему дифференциальных уравнений вида  
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                       (3.25) 

в которой 
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 , t  – функция, обратная к |)(|ln= tx  . Данную 

систему рассмотрим на множестве 00 ),[ Vx  , где |)(|ln= 30 tx  . 

Поскольку выполняются (3.18), (3.21) и (3.22), то имеют место равенства  
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              (3.26) 

где функции 3),21,=(),,( 21 kvvxRik  стремятся к нулю при x  равномерно 

по 021 ),( Vvv  . 

Кроме того, допустимы представления  
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     (3.27) 

в которых функции )( 24 vR  и ),( 215 vvR  удовлетворяют предельным 

соотношениям:  
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Учитывая (3.26) и (3.27), систему (3.25) можно переписать в виде  
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         (3.28) 

где  

 ,=)(1,=)(0,=)( 012111 ixcxcxf   

 ),()(11=)(),(=)(),(=)( 022212 thxcthxcthxf iiiiiii   

   ),,(),,(),,((][1=),,( 2121212
0

22111 vvtHvvtKvvxRvvvxV iii
i

i
  

 ),,(),,()),,((1 212132110 vvtHvvxRvvtG iiii  

)),,,(),,()),,((1 211212110 vvxRvvtKvvtG iiii    
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В силу (3.3), (3.26), (3.27), определения i  и замены независимой переменной 

имеют место предельные соотношения  
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а функции 1,2)=1,2;=(),,( 21 klvvxVlk  таковы, что  
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Кроме того, имеем  

 





=
)(

1
)(

)()(
=

))((
))(())((

=))((
2

2

32

2

00

dt
ttI

tItdx
xtI

xtIxtdxxth
i

i

ti

i

x
i

x 












. 

Таким образом, для системы дифференциальных уравнений (3.28) 

выполнены все условия теоремы 2.1 работы  [38]. Согласно данной теореме 

система (3.28) имеет хотя бы одно решение )(),[:),( 01121 xxгдеxvv  R , 

стремящееся к нулю при x . Этому решению с учётом преобразования 
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(3.23) соответствует решение )(ty  уравнения (1.11), которое вместе со своей 

производной первого порядка допускают, в силу (3.24) и (3.2), 

асимптотические представления (3.4). Кроме того, из (3.17) и (3.4), (1.11), 

(3.3) следует, что данное решение является ,,( 10 YY 0)  – решением 

уравнения (1.11). 

 

Приведём теперь результат, который позволяет при некоторых 

дополнительных ограничениях на функцию 1i  получить асимптотические 

представления при t  для ,0),( 10 YY  – решений и их производных первого 

порядка в явном виде. 
 

Теорема 3.2.  Пусть соблюдаются условия теоремы 3.1 и, кроме этого, 

функция 1i  обладает свойством S . Тогда при выполнении (3.1) – (3.3) 

каждое ,0),( 10 YY  – решение уравнения (1.11) и его производная первого 

порядка при t  представимы в виде 
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 ,              (3.30) 

где 0,1)=(sgn=0 kyy kk  и определяются из условия (3.2). 

Доказательство. Для начала покажем, что функция 
i

i ztI
ztyzL 
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, где 
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i tIyz |)(|= 2

0
1  и )1/(1= 10 iii   , является медленно меняющейся при 
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(справедливость последнего равенства вытекает из предельных соотношений 

(3.7), (3.8)). 

Поскольку функция 1i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции L  при )( 11  zYz  и условия (3.1) получим  
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1
1     tприotIytyty i

ii
i
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Принимая во внимание данное соотношение, асимптотические 
представления (3.4) можно переписать в виде (3.29), (3.30). 
 
 
 

§3.2. Условия существования и асимптотические представления 

1),,( 10  YY  – решений  

Введём при }{1,...,mi  вспомогательную функцию  
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где предел интегрирования 0
3iI  равен или a , или   и выбран так, чтобы 

соответствующий интеграл стремился при t  либо к бесконечности, либо 

к нулю. 

Кроме того, обозначим 1
0
1 sgn= yy  и в случае, когда существует значение 

),[ aa   такое, что )),[(|)(| 1
11

1

3
0
1  assIy i

i 
, введём вспомогательную 

функцию  

,|)(|)(=)(
11

1

11
1

3
0
113

0
4

4 dssIysItI
i

i
iii

t

iI

i




















  



 66 

где предел интегрирования 0
4iI  равен или a , или   и выбран так, чтобы 

соответствующий интеграл стремился при t  либо к бесконечности, либо 

к нулю. 

 

Теорема 3.3. Пусть 1=0   и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдается условие (2.1). Положим, кроме этого, что имеют место 

неравенства 11, 110  iii   и функция 1i  обладает свойством S . Тогда 

для существования у уравнения (1.11) 1),,( 10  YY  – решений необходимо и 

достаточно, чтобы  
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                        (3.31) 

при ),( at   выполнялись неравенства 

                       0>)())(1(10,>)()(1 104101131 yytIytI iiiiiii             (3.32) 

и имели место предельные соотношения 
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                  (3.33) 

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления 
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                 (3.34) 

 
Доказательство. Необходимость. Пусть ),[: 0 ty 0  – произвольное 

1),,( 10  YY  – решение уравнения (1.11). Поскольку выполняются условия 

(1.12) и (2.1), то из уравнения (1.11) с учетом леммы 2.1 следует, что  

                     .(1)]))[1(())(()(=)( 10   tприotytytpty iiii              (3.35) 

Покажем, учитывая условие 11 i , что имеет место асимптотическое 

представление  
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то в силу (1.15) – (1.18) и (3.35) получим, что  
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Интегрируя это соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt  , имеем  
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где Ric . Если 0
0
3 = tI i , то справедливо (3.36). Покажем, что 0=ic  при =0

3iI . 

Предположим противное, тогда  
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и, в силу (3.35),  
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Интегрируя последнее соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt  , находим, что  
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где RiC . В данном соотношении левая часть при t  стремится к 

бесконечности, а правая – к константе. Полученное противоречие доказывает 

справедливость (3.36) в случае, когда =0
3iI . Из (3.36) следует, что имеют 

место первое из неравенств (3.32), а также (с учётом (3.35)) первое из 

условий (3.31) и первое из предельных соотношений (3.33). 

Покажем теперь, что функция 
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является медленно меняющейся при )( 11  zYz :  
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(справедливость последнего равенства вытекает из предельных соотношений 

(3.35), (3.36)). 

Поскольку функция 1i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции L  при )( 11  zYz  из соотношения (3.36) следует, 

что  
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(3.37) 

Далее, применяя правило Лопиталя в форме Штольца, получим  
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или, с учетом (1.15), (3.37) и неравенства 11 i , 
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    (3.38)  

Из данного соотношения вытекает справедливость второго из неравенств 

(3.32) и первого из асимптотических представлений (3.34). Кроме того, из 

(3.37), (3.38) следует, что имеют место второе из условий (3.31), второе из 

предельных соотношений (3.33) и второе из асимптотических представлений 

(3.34). 
 

Достаточность. Пусть для некоторого Mi  соблюдаются условия 

теоремы и выполняются соотношения (3.31) – (3.33). Зафиксировав с 

помощью (3.31), (3.32) значения kY  и окрестности 0,1)=(kk , докажем 
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существование у уравнения (1.11) хотя бы одного 1),,( 10  YY  – решения, 

допускающего при t  асимптотические представления (3.34). 

Рассмотрим сначала систему соотношений вида 
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,  (3.39) 

в которой )1/(1= 10 iii   , и установим, что она однозначно определяет 

заданные на множестве 020 ),[= VtD  , где 

2)}1,=(0,5|:|),{(=),,[ 2102 kvvvVat k    непрерывно дифференцируемые 
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k  следующего вида  
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 равномерно по 021 ),( Vvv  . Для этого, полагая в (3.39)  
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получим систему соотношений вида  

  







































































.]1[|)(|)1(ln

)(|)(|ln|)(|ln

,
|)(|ln

]1[|)(|
||
|1|ln

)1(

2

1
1

1
1

3
0
111

10423

4

1
1

1
)1(

4
0
00

1
1

11

1
2

1

111
1

1

vtIy

ztIztI

tI

vtIy

z

i

i

iii
i

i

z

iiii

iiii

i

z
ii

i

i

ii

















 



 71 
Частично разрешая данную систему относительно 21,zz  (как линейную 

неоднородную), имеем 

                            1,2),=(),,(),,()(= 2121 kzztZvvtbtaz kkkk                  (3.42)               
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Принимая во внимание условия (1.16) и (3.31) – (3.33), получим предельные 

соотношения  
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              (3.43) 

где 
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 . 

Поскольку выполняется (3.43), то существует число ),[0 at   такое, что на 

множестве 000 ),[ VZt   соблюдаются неравенства 



 72 

                           

.
1

1|,)1(|min

)2,1(
4

|),,(),,()(|

1
10

0
2121

























i
ii

kkk

где

kzztZvvtbta






                     (3.44) 

и условия Липшица  
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Теперь обозначим через B  банахово пространство непрерывных и 

ограниченных на множестве 00 ),[= Vt    вектор-функций nzzz R:),(= 21  с 

нормой  
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Выберем из него подпространство 0B  таких функций из B , для которых 

/2|||| 0z , и рассмотрим на 0B , задав произвольное число (0,1) , оператор 

),(= 21  , определённый соотношениями  
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             (3.46)  

Для любого 0Bz  в силу условия (3.44) при ),,( 21 vvt  имеем  
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Отсюда вытекает, что /2||)(|| 0 z  и, следовательно, 00 )( BB  . 
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Значит, на множестве    
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откуда следует, что  
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Таким образом показано, что оператор Ф отображает пространство 0B  в себя 

и является на нём оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых 

отображений существует единственная вектор-функция 0Bz  такая, что 

)(= zz  . В силу (3.46) эта непрерывная на множестве   функция является 

единственным решением системы (3.42), удовлетворяющим условию 

/2|||| 0z . Из (3.42) с учётом (3.43) следует, что компоненты данного решения 

стремятся к нулю при t  равномерно по 021 ),( Vvv  . Кроме того, поскольку 

для системы (3.42) якобиан  
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в силу представлений (3.41) и условий (1.16), (3.31), (3.32) отличен от нуля на 

множестве 011 ),[= Vt   , где ),[ 01 tt  , то из известной локальной теоремы о 

существовании неявных функций, определённых системой соотношений, 

вытекает непрерывная дифференцируемость этого решения на 1 . В силу 

замены (3.41) полученной вектор-функции ),( 21 zz  соответствует вектор-
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функция ),( 10 ii YY  с компонентами вида (3.40), которая является решением 

системы (3.39), причём, с учётом (3.31), (3.32), справедливы утверждения 
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                   (3.47) 

Рассмотрим некоторые свойства функций 0,1)=(kYik . В силу (3.47) и (1.15) 

при 0,1=,kMj  равномерно по 021 ),( Vvv   имеют место предельные 

соотношения  
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                         (3.48) 

Теперь положим в системе (3.39) 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  и 

продифференцируем полученные соотношения по t . В результате имеем 

систему уравнений, линейных относительно tiY )( 0   и tiY )( 1    
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                          (3.49) 

Определитель данной системы равен  
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поэтому в силу вида функций 0,1)=(kYik , (3.48) и условия 110  ii   найдётся 

),[ 23 tt   такое, что на множестве 03 ),[ Vt   у системы (3.49) существует 

единственное решение, заданное формулами  
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Кроме того, поскольку  
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,  

то в силу (1.16) и первого из (3.33) имеет место предельное соотношение  











 )(

)()(
lim1

1=
)(

)()(
lim

3

3

14

4

tI
tIt

tI
tIt

i

i

tii

i

t













 

1.=

|)(|

|)(||)(|

1
11

11
1

3
0
11

11
1

3
0
11

11
1

3
0
1

1









































































i
ii

i
ii

i
i

i
tIy

tIytIy









  

Принимая во внимание данное предельное соотношение, представления для 

tiY )( 0  , tiY )( 1   и условия (3.33), (3.48) получим, что равномерно по 021 ),( Vvv   

справедливы равенства  
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         (3.50)      
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Таким образом, функции 0,1)=(kYik  обладают всеми свойствами 1),,( 10  YY  

– решения, которые использовались при доказательстве леммы 2.1, и, 

следовательно, равномерно по 021 ),( Vvv   имеем 
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       (3.51) 

Кроме того, поскольку функция 1i  обладает свойством S , то в силу (3.31), 

(3.47) и (3.50) равномерно по 021 ),( Vvv   выполняется предельное соотношение  
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.       (3.52)     

Теперь, применяя к уравнению (1.11) преобразование 
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                  (3.53) 

и учитывая, что вектор-функция )))(),(,()),(),(,(( 211210 xvxvtYxvxvtY ii  при 

),[ 3 tt  и ))(),(( 21 xvxv 0V  удовлетворяет соотношениям 
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                   (3.54)       

получим систему дифференциальных уравнений вида  
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         (3.55) 

в которой 
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, t -функция, обратная к |)(|ln= 3 tIx i . Данную 

систему рассмотрим на множестве 00 ),[ Vx  , где |)(|ln= 330 tIx i . 

Поскольку выполняются (3.48), (3.51) и (3.52), то имеют место равенства  
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               (3.56) 

где функции 1,3)=(),,( 21 kvvxRik  стремятся к нулю при x  равномерно по 

021 ),( Vvv  . 

Кроме того, допустимы представления  
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                        (3.57) 

в которых функции 4,5)=(),( 21 kvvRk  удовлетворяют предельным 

соотношениям:  
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Учитывая (3.56) и (3.57), систему (3.55) можно переписать в виде  
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           (3.58) 

где  
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 В силу (3.33), (3.56), (3.57), определения i  и замены независимой 

переменной имеют место предельные соотношения  
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а функции 1,2)=1,2;=(),,( 21 klvvxVlk  таковы, что  
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Чтобы привести данную систему к почти треугольному виду, применим 

преобразование  
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             (3.59)  

в результате чего получим  
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     (3.60) 

где  
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В силу свойств коэффициентов системы (3.58), преобразования (3.59) и 

второго из условий (3.33) имеют место предельные соотношения  
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(где 0W  определяется через 0V  с помощью (3.59)),  
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Кроме того, имеем  
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Таким образом, для системы дифференциальных уравнений (3.60) 

выполнены все условия теоремы 2.1 работы  [38]. Согласно данной теореме 

система (3.60) имеет хотя бы одно решение )(),[:),( 01121 xxгдеxww  R , 
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стремящееся к нулю при x . Этому решению, с учётом преобразований 

(3.53) и (3.59), соответствует решение )(ty  уравнения (1.11), которое вместе 

со своей производной первого порядка допускают, в силу (3.54) и (3.32), 

асимптотические представления (3.34). Кроме того, из (3.47) и (3.34), (1.11), 

(3.33) следует, что данное решение является ,,( 10 YY 1)  – решением 

уравнения (1.11). 

 

Приведём теперь результат, который позволяет при некоторых 

дополнительных ограничениях на функцию 0i  получить асимптотические 

представления при t  для 1),,( 10  YY  – решений и их производных первого 

порядка в явном виде. 

  

 Теорема 3.4.  Пусть соблюдаются условия теоремы 3.3 и, кроме этого, 

функция 0i  обладает свойством S . Тогда при выполнении (3.31) – (3.33) 

каждое 1),,( 10  YY  – решение уравнения (1.11) и его производная первого 

порядка при t  представимы в виде 
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    (3.61) 

где 0,1)=(sgn=0 kyy kk  и определяются из условия (3.32). 
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Доказательство. Для начала покажем, что функция )1(1
4 |))((|

|))((|=)(
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i ztI
ztyzL  , 

где )1(1
4
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0 |)(|= ii

i tIyz   и )1/(1= 10 iii   , является медленно меняющейся при 

)( 00  zYz :  
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(справедливость последнего равенства вытекает из предельных соотношений 

(3.37), (3.38)). 

Поскольку функция 0i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции L  при )( 00  zYz  и условия (3.31) получим  

  .(1)][1|)(||)(=|))(( )1(1
4

0
00

0
0    tприotIytyty ii

ii
i

i  

Принимая во внимание данное соотношение, асимптотические 

представления (3.34) можно переписать в виде (3.61). 

 

 

§ 3.3. Пример уравнения с быстро и правильно меняющимися 

коэффициентами )(tpi  

Для иллюстрации полученных в 3.23.1§§   результатов исследуем вопрос 

об асимптотическом поведении ,0),( 10 YY  – решений и ,( 0Y 1),1 Y  – 

решений уравнения (1.19). При этом необходимо рассмотреть три возможных 

случая: = , 1=  и )(1;(0;1)  . Поскольку в уравнении (1.19) не задан 

конкретный вид функций 0i  и 1i , возникают трудности при нахождении 

)(2 tIi  и )(4 tIi  соответственно. Поэтому придется потребовать от 0,1)=(kik  

обладания свойством более жёстким, чем S  
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 Определение 3.1.  Будем говорить, что функция 0,1)=;1,...,=()( kmizik  

обладает свойством S , если имеет место предельное соотношение  
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lim z

zzz

ik

ik

kz
kYz 

 


  

Свойством S  обладает, например, функция |||ln|ln z . Функция же 

)0(|||ln| kz k  не обладает свойством S  (хотя обладает свойством S ). 

Отметим, что данное дополнительное ограничение на нелинейности не 

является необходимым и связано с достаточно общим видом уравнения 

(1.19). 

 

Вначале получим условия существования и асимптотические 

представления ,0),( 10 YY  – решений. 

  

а) Пусть t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие 

представления  
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(последнее представление для )(2 tIi  получено при условии, что  0i  обладает 

свойством S ; чтобы не накладывать ещё более сильные ограничения на 

функцию 0i , случай 1,1=0,= 0  iiii   не рассматриваем), 
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 3.1, 3.2 имеют 

место  

Следствие 3.1. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при каждом 

}{\ iMj  либо  

 ,< ij   

либо  

 .<= 00 jiijij и    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и 

функция 0i  обладает свойством S . Тогда при 0i  или 1,0 0  iii   у 

уравнения (1.19)  не существует ,0),( 10 YY  – решений. 

Следствие 3.2. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при каждом 

}{\ iMj  либо  

 ,< ij   

либо  

 .<= 00 jiijij и    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и 

функция 0i  обладает свойством S . Тогда при 11,=0,= 0  iiii   для 

существования у уравнения (1.19) ,0),( 10 YY  – решений необходимо и 

достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  
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 0.>0,>))(1(1 10110 yyyiiii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функция 1i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  
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б) Пусть 1t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие представления  
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(последнее представление для )(2 tIi  получено при условии, что  0i  обладает 

свойством S ), 
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 3.1, 3.2 имеют 

место  

Следствие 3.3. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 .<00 ijji    

Положим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и функция 

0i  обладает свойством S . Тогда при 10  ii   у уравнения (1.19) не 

существует ,0),( 101 YY  – решений.  

Следствие 3.4. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 .<00 ijji    

Положим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и функция 

0i  обладает свойством S . Тогда при 1=0  ii   для существования у 

уравнения (1.19) ,0),( 101 YY  – решений необходимо и достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  

 0.<0,>)(1 10110 yyyiii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функция 1i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  



 86 

  ))(1()(1ln)(1)(1~)( 0
0010

0
0 tyteatyty i

i
iii  

,))(1()(1ln
101

1

101
1

0
00

0
11

ii
ii

i
i

ii tyteay


 




















  

  ))(1()(1ln)(1~)( 0
0010

0
1 tyteayty i

i
iii    

.))(1()(1ln
101

1

101
1

0
00

0
11

ii
ii

i
i

ii tyteay


 




















  

 

в) Пусть t , где )(1;(0;1)  , тогда при mi 1,...,=  имеют место 

следующие представления  
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(последнее представление для )(2 tIi  получено при условии, что  0i  обладает 

свойством S ), 
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С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 3.1, 3.2 имеют 

место  

Следствие 3.5. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 0.<00 ji    
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Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и 

функция 0i  обладает свойством S . Тогда при 10 i  у уравнения (1.19) не 

существует ,0),( 10 YY  – решений.  

Следствие 3.6. Пусть 0=0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 0.<00 ji    

Предположим, кроме того, что имеет место неравенство 110  ii   и 

функция 0i  обладает свойством S . Тогда при 1=0 i  для существования у 

уравнения (1.19) ,0),( 10 YY  – решений необходимо и достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  

 0.<0,>)(2 1011 yyyii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функция 1i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  
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где iii
i eA   |ln|= . 

 
 

Теперь получим условия существования и асимптотические представления 

1),,( 10  YY  – решений. 

 

г) Пусть t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие 

представления  
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(из последнего представления, первого из предельных сотношений (3.33) и 

условия 11 i  теоремы 3.3 вытекает, что 0=i ,  1i ),  
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(представление для )(4 tI i  получено при условии, что  1i  обладает свойством 

S  и 11  ii  ),  

 .
ln
1

)(
)(

4

4

ttI
tIt

i

i ~


 

В силу этих представлений, леммы 2.1 и теорем 3.3, 3.4 для уравнения (1.19) 

имеет место 

Следствие 3.7.  Пусть 1=0   и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

либо  

 ,< ij   

либо  

 .<= 11 ijijij и    

Предположим, кроме того, что имеют место неравенства 110  ii  , 11 i , 

11  ii   и функция 1i  обладает свойством S . Тогда для существования у 

уравнения (1.19) 1),,( 10   YY  – решений необходимо и  достаточно, чтобы  

2,=0,= 1 iii   
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и выполнялись неравенства  

 0.>))(1(10,< 101101 yyy iiiii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функция 0i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  
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где 
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д) Пусть 1t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие представления  
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(из последнего представления, первого из предельных сотношений (3.33) и 

условия 11 i  теоремы 3.3 вытекает, что 1i ),  
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(представление для )(4 tI i  получено при условии, что  1i  обладает свойством 

S ). 

С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 3.3, 3.4 для 

уравнения (1.19) имеет место 

Следствие 3.8. Пусть 1=0   и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 .<11 ijij    
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Предположим, кроме того, что имеют место неравенства 110  ii  , 11 i  

и функция 1i  обладает свойством S . Тогда для существования у уравнения 

(1.19) 1),,( 101  YY  – решений необходимо и достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  
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Кроме того, каждое из таких решений допускает при 1t  асимптотические 

представления  
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которые в случае, когда функция 0i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  
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e) Пусть t , где )(1;(0;1)  , тогда при mi 1,...,=  имеют место 

следующие представления  
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(представление для )(4 tI i  получено при условии, что  1i  обладает свойством 

S ). 

С учётом полученных представлений, леммы 2.1 и теорем 3.3, 3.4 для 

уравнения (1.19) имеет место 

Следствие 3.9. Пусть 1=0   и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

справедливо соотношение  

 0.<11 ij    

Предположим, кроме того, что имеют место неравенства 110  ii  , 

11 i  и функция 1i  обладает свойством S . Тогда для существования у 

уравнения (1.19) 1),,( 10  YY  – решений необходимо и достаточно, чтобы  
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и выполнялись неравенства  
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 0.>)(10,> 1001 yyy ii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функция 0i  обладает свойством S , могут быть 

записаны в виде  
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Выводы  

 

В главе III были получены следующие результаты: 

1) При соблюдении условий Леммы 2.1 установлены необходимые и 

достаточные признаки существования 1),,( 10  YY  – решений и ,0),( 10 YY  – 

решений уравнения (1.11), а так же получены неявные асимптотические 

представления для таких решений и их производных первого порядка при 

t ; 

2) Указаны дополнительные ограничения на нелинейности, которые 

позволяют записать данные представления в явном виде. 

Все результаты проиллюстрированы на примере уравнения (1.19). 
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ГЛАВА IV  
 

  АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ),,( 10  YY  – РЕШЕНИЙ 

УРАВНЕНИЯ (1.11)   

 

Настоящая глава посвящена установлению условий существования и 

асимптотических представлений ),,( 10  YY  – решений уравнения (1.11) в 

случае, когда правая его часть на каждом таком решении асимптотически 

эквивалентна при t  одному слагаемому. 

 

 § 4.1. Некоторые априорные свойства ),,( 10  YY  – решений  

 Лемма 4.1.  Пусть =0  и для некоторых Mi  и }{\ iMj  

соблюдаются условия  
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Тогда для каждого ),,( 10  YY  – решения уравнения (1.11) выполняется 

предельное соотношение (2.2). 

 

 Доказательство.  Пусть 00 ),[: ty  – произвольное ),,( 10  YY  – 

решение уравнения (1.11). Обозначим  
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Перепишем последнее соотношение в виде  
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В силу условий (1.15) и (1.17)  
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                 (4.3) 

Кроме того, согласно условию (1.18) и лемме 1.1 имеют место предельные 

соотношения  
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                  (4.4)   

Из (4.1) – (4.4) вытекает существование постоянных 0<0
jz  и ),[ 01 tt   таких, 

что выполняется неравенство  
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откуда следует  
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tz
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Поскольку выражение, стоящее справа, стремится к   при t , то  

 0.=)(lim tz j
t 

 

Из этого предельного соотношения и определения )(tz j  вытекает 

справедливость (2.2). 
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§ 4.2. Условия существования и асимптотические представления 

),,( 10  YY  – решений  

Введём при }{1,...,mi  вспомогательную функцию  

 ,)(=)( 3
0
5

5 dssItI i

t

iI

i   

где предел интегрирования 0
5iI  равен или a , или   и выбран так, чтобы 

соответствующий интеграл стремился при t  либо к бесконечности, либо 

к нулю; )(3 tIi  – функция, определённая в главе III. 

 Теорема 4.1.  Пусть =0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдаются условия (4.1), (4.2), а так же имеет место неравенство 

110  ii  . Тогда для существования у уравнения (1.11) ),,( 10  YY  – 

решений необходимо, а если выполняется одно из двух условий  

                                          1,>2=2; 011  iii и                                  (4.5) 

то и достаточно, чтобы  
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                  (4.6) 

выполнялись неравенства  

                         ),(0>)()(10,> 13100  atприytIy iiiii                    (4.7)  

и имело место предельное соотношение  

                                                 1.=
)()(

))((
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tItp
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                                               (4.8) 

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления 
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                       (4.9) 
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Доказательство. Необходимость. Пусть 00 ),[: ty  – произвольное 

),,( 10  YY  – решение уравнения (1.11). В силу выполнения условий (1.12), 

(4.1) и (4.2) из уравнения (1.11) с учетом леммы 4.1 получим  

                         .(1)]))[1(())(()(=)( 10   tприotytytpty iiii                 (4.10) 

Покажем, учитывая условие 110  ii  , что имеет место асимптотическое 

представление  
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))(())((

)(
310

10








tприotI

tyty
ty

iiii
ii

      (4.11) 

Поскольку  
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, 

то в силу (1.15) – (1.18) и (4.10) получим, что  
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Интегрируя это соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt  , имеем  
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где Ric . Если 0
0
3 = tI i , то справедливо (4.11). Покажем, что 0=ic  при =0

3iI . 

Предположим противное, тогда  
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и, в силу (4.10),  
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Интегрируя последнее соотношение от 0t  до )),(( 0 ttt  , находим, что  

 ,(1)1)(|=)(|ln 3  
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c
tICty

i
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где RiC . В данном соотношении левая часть при t  стремится к 

бесконечности, а правая – к константе. Полученное противоречие доказывает 

справедливость (4.11) в случае, когда =0
3iI . 

Из (4.10) и (4.11) следует, что  
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                   (4.12) 

и, с учётом второго из условий (1.18),  
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i                  (4.13) 

Из (4.11) – (4.13) вытекает справедливость условий (4.6), неравенств (4.7) и 

асимптотических предсталений (4.9). 

Далее, поскольку  
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, 

то рассуждая таким же образом, как при доказательстве соотношения (4.11), 

получим  

              .(1)])[1()(1=
))(())((

)(
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2
10

10







tприotI
tyty

ty
iiii

ii
           (4.14) 

Из (4.10), (4.11) и (4.14) с учётом второго из условий (1.18) следует, что 

имеет место предельное соотношение (4.8). 

 

Достаточность. Пусть выполняются условия (4.5) – (4.8). Зафиксировав с 

помощью (4.6), (4.7) значения kY  и окрестности 0,1)=(kk , докажем 

существование у уравнения (1.11) хотя бы одного ),,( 10  YY  – решения, 

допускающего при t  асимптотические представления (4.9). 

Рассмотрим сначала систему соотношений вида  
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,        (4.15) 

в которой )1/(1= 10 iii   , и установим, что она однозначно определяет 

заданные на множестве 020 ),[= VtD  , где 
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1,2)}=(0,5|:|),{(=),,[ 2102 kvvvVat k    непрерывно дифференцируемые 

неявные функции 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  следующего вида  

                            0,1),=(|)(|=),,( )2,1,(1
3

0
21 ktIyvvtY vvtkzi

ikik
                     (4.16)  

где kk yy sgn=0 , /2|||),,(| 211 ik vvtz   при 021 ),,( Dvvt   и 0=),,(lim 211 vvtzk
t




 

равномерно по 021 ),( Vvv  . Для этого, полагая в (4.15)  

                                        0,1),=(|)(|= 1
3

0)( ktIyy kzi
ik

k                                 (4.17) 

получим систему соотношений вида  
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                 (4.18) 

Поскольку в силу условия (4.8) имеем )(1
35 |)(=|)( tu

ii tItI  , где )(tu  – 

непрерывная функция, стремящаяся к нулю при t , то с учётом знаковых 

условий (4.7) систему (4.18) можно переписать в виде  
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                     (4.19) 
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Частично разрешая эту систему относительно 21 , zz  (как линейную 

неоднородную), получим  

 1,2),=(),,(),,()(= 2121 kzztZvvtbtaz kkk   

в которой  
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. 

В силу свойств функций 3, iIu  и условий (1.16), (4.6), (4.7) имеют место 

предельные соотношения  

                  

.),(

)1,0(0),,(lim0),,(lim
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021

21
21

02121

Zzzпоравномерно

k
z

zztZиzztZ

Vvvпоравномерноkvvtb

kta

k
tt

kt

kt

























            (4.20)   

где 1,2)}=(/2|||:|),{(= 210 kzzzZ ik  . 

Поскольку выполняется (4.20), то существует число ),[0 at   такое, что на 

множестве 000 ),[ VZt   соблюдаются неравенства  

                             1,2)=(
4

|||),,(),,()(| 2121 kzztZvvtbta i
kk


                      (4.21) 

и условие Липшица  

                                   .||1/3|),,(),,(| 12
2

1=

1
2

1
1

2
2

2
1 kk

k
zzzztZzztZ                            (4.22) 
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Теперь обозначим через B  банахово пространство непрерывных и 

ограниченных на множестве 00 ),[= Vt    вектор-функций nzz R:),( 21  с 

нормой  

 .),,(:|),,(|sup||=|| 2121

2

1= 







 vvtvvtzz k
k

 

Выберем из него подпространство 0B  таких функций из B , для которых 

/2|||||| iz  , и рассмотрим на 0B , выбрав произвольное число (0,1) , 

оператор ),(= 21  , определённый соотношениями  

            
).2,1(|)),,(),,,(,(

),,()(),,(|),,(),,)((

212211

21212121





kvvtzvvtztZ

vvtbtavvtzvvtzvvtz kkkkk 

            (4.23) 

Для любого 0Bz  в силу условия (4.21) при ),,( 21 vvt  имеем  
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Поэтому на множестве    
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Отсюда вытекает, что /2||||)(|| iz   и, следовательно, 00 )( BB  . 

Пусть теперь 0
21, Bzz   . Тогда в силу (4.22) при ),,( 21 vvt   

  |),,(),,(|)(1|),,)((),,)((| 21
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Значит, на множестве    
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откуда следует, что  
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 .||||
3

1||)()(|| 1212 zzzz 





 


 

Таким образом показано, что оператор Ф отображает пространство 0B  в себя 

и является на нём оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых 

отображений существует единственная функция 0Bz  такая, что )(= zz  . 

В силу (4.23) эта непрерывная на множестве   функция является 

единственным решением системы (4.19), удовлетворяющим условию 

/2|||||| iz  . Из (4.19) с учётом (4.20) следует, что компоненты данного 

решения стремятся к нулю при t  равномерно по 021 ),( Vvv  . Кроме того, 

поскольку для системы (4.19) якобиан  
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в силу представлений (4.17) и условий (1.16), (4.6), (4.7) отличен от нуля на 

множестве 011 ),[= Vt   , где ),[ 01 tt  , то из известной локальной теоремы о 

существовании неявных функций, определённых системой соотношений, 

вытекает непрерывная дифференцируемость этого решения на 1 . В силу 

замены (4.17) полученной вектор-функции ),( 21 zz  соответствует вектор-

функция ),( 10 ii YY  с компонентами вида (4.16), которая является решением 

системы (4.15), причём, с учётом (4.6), (4.7)  
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                        (4.24)                    

Рассмотрим некоторые свойства функций 0,1)=(kYik . В силу (4.24) и (1.15) 

при 0,1=, kMj  равномерно по 021 ),( Vvv   имеют место предельные 

соотношения  
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  .

),,(
),,(),,(

),,(

,),,(lim

21

2121
21

21

vvtY
vvtYvvtY

vvtG

которыхвvvtG

ikjk

ikjkik
jk

jkjkt













                          (4.25)  

Теперь положим в системе (4.15) 0,1)=(),,(= 21
)( kvvtYy ik

k  и 

продифференцируем полученные соотношения по t . В результате имеем 

систему уравнений, линейных относительно tiY )( 0   и tiY )( 1    
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             (4.26) 

Определитель данной системы равен ),,(),,(1 211210 vvtGvvtG ii  , поэтому в силу 

(4.25) и условия 01 10  ii   найдётся ),[ 23 tt   такое, что на множестве 

03 ),[ Vt   у системы (4.26) существует единственное решение, заданное 

формулами  
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где 
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ii

i
i . 

Кроме того, отметим, что из (4.8) вытекает выполнение следующих 

предельных соотношений  
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                          (4.27) 

Из этих предельных соотношений, (4.8) и представлений для tiY )( 0  , tiY )( 1   

следует, что равномерно по 021 ),( Vvv   справедливы равенства 
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    (4.28) 

Таким образом, функции 0,1)=(kYik  обладают всеми свойствами 

 ),,( 10 YY решения, которые использовались при доказательстве леммы 

4.1, и, следовательно, равномерно по 021 ),( Vvv   имеем  
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        (4.29) 

Теперь, применяя к уравнению (1.11) преобразование 
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                 (4.30) 

и учитывая, что вектор-функция )))(),(,()),(),(,(( 211210 xvxvtYxvxvtY ii  при ),[ 3 tt  

и ),(( 1 xv ))(2 xv  0V  удовлетворяет соотношениям 
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 (4.31) 

получим систему дифференциальных уравнений вида  
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                  (4.32)  
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в которой t  – функция, обратная к |)(|ln= 3 tIx i . Данную систему 

рассмотрим на множестве 00 ),[ Vx  , где |)(|ln= 330 tIx i . 

Поскольку выполняются (4.25) и (4.29), то имеют место равенства 

                                
),,,(1),,(

),1,0(),,(),,(

21221

2121

vvxRvvtH

kvvxRvvtG

ii

ikikik





                          (4.33)  

где функции 0,2)=(),,( 21 kvvxRik  стремятся к нулю при x  равномерно по 

021 ),( Vvv  . 

Кроме того, допустимы представления 
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1
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1
1
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2
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v
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                             (4.34)    

в которых функции 3,4)=(),( 21 kvvRk  обладают свойством: 

3,4)=(0=
||||

),(
lim

21

21

0|2||1|
k

vv
vvRk

vv 
 равномерно по );[ 0  xx . 

Учитывая (4.33) и (4.34), систему (4.32) можно переписать в виде  
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                     (4.35) 

где  

 

,))(1(=)(,)(=)(,))(1()(=)( 1012111101 iiiiiiiiiiiiii thxcthxcththxf  
 

 ),(21=)(),(=)(),(1)(1=)( 022021102 thxcthxcthxf iiiiiiiiiii    

  ])[1,,()(=),,( 22102111 vvvxRthvvxV iii  

 ),,,(),,(
1
1),,(),,(

1
1

212211
2

1
21211

2

1 vvxRvvtG
v
vvvtHvvxR

v
v

iiiiii 






  

 ),,,(),,(),(=),,( 212112132112 vvtHvvtGvvRvvxV iii  
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1

2
2

2102121 1
][1),,()(=),,(

v
vvvxRthvvxV iii  

 ),,,()),,((1),,(),,( 21221121211 vvxRvvtGvvtHvvxR iiiiii   

 ).,(),,()(=),,( 2142102122 vvRvvtGthvvxV iii  

В силу (4.8), (4.33), (4.34) и замены независимой переменной имеют место 

предельные соотношения  

 ),(1=)(lim,1=)(lim0,=)(lim 10121111 iii
x

ii
xx

xcxcxf  


 

 ,21=)(lim,=)(lim0,=)(lim 0220212 ii
x

ii
xx

xcxcxf  


 

а функции 1,2)=1,2;=(),,( 21 klvvxVlk  таковы, что  

 ,),(1,2)=(0=),,(lim 021211 VvvпоравномерноlvvxVl
x




 

 ).;[1,2)=(0=
||||
),,(

lim 0
21

212

0|2||1|



xxпоравномерноl

vv
vvxVl

vv
 

Таким образом, система (4.35) является квазилинейной системой 

дифференциальных уравнений с почти постоянными коэффициентами. 

Характеристическое уранение для предельной матрицы коэффициентов 

линейной части имеет вид  

0
)21(

)1()1(

00

101 







iiii

iiiii  

или  

0.=)(2 1
2

iii    

Поскольку выполняется условие (4.5), данное характеристическое уравнение 

не имеет корней с нулевой действительной частью. Таким образом, для 

системы дифференциальных уравнений (4.35) выполнены все условия 

теоремы 2.2 работы [38]. Согласно данной теореме система (4.35) имеет хотя 

бы одно решение )(),[:),( 01121 xxгдеxvv  R , стремящееся к нулю при 

x . Этому решению с учётом преобразования (4.30) соответствует 

решение )(ty  уравнения (1.11), которое вместе со своей производной первого 

порядка допускают, в силу (4.31) и (4.8), асимптотические представления 
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(4.9). Кроме того, из (4.24) и (4.9), (1.11), (4.8) следует, что данное решение 

является ),,( 10  YY  – решением уравнения (1.11). 

 

Теперь приведём результат, который позволяет при некоторых 

дополнительных ограничениях на функции )1,0( kik  получить 

асимптотические представления при t  для ),,( 10 YYП  – решений и их 

производных первого порядка в явном виде. 

 

Теорема 4.2. Пусть соблюдаются условия теоремы 4.1 и, кроме того, 

функции )1,0( kik  обладают свойством  S  (см. определение 1.1). Тогда 

при выполнении (4.5) – (4.8) каждое ),,( 10 YYП  – решение уравнения (1.11) 

и его производная первого порядка при t  представимы в виде 
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  ,    (4.36) 
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   ,   (4.37) 

где )1,0(sgn0  kyy kk  и определяются из условия (4.7). 

Доказательство. Для начала покажем, что функция 
iztI

ztyzL
i


|))((|
|))((|)(

3
0 , где 

itIyz i
 |)(| 3

0
0  и )1/(1 10 iii   , является медленно меняющейся при 

)( 00  zYz :  
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Поскольку функция 0i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции 0L  при )( 00  zYz  и условия (4.6) получим 

            )]1(1)[|)(|(|)(|))(( 3
0
000

0 otIytyty ii
iii       при   t              

или, принимая во внимание второе из соотношений (4.9), 

     )]1(1)[|)(|(|)(|
))((||

|)(|))(( 3
0
00

3
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otIyty
tp

tIty ii

ii

i

ii
ii

i
i 


  





 при  t .   (4.38) 

Теперь докажем, что функция 
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ztyzL
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3
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 |)(| 3
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1 , является 

медленно меняющейся при )( 11  zYz : 
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Так как функция 1i  обладает свойством S , то с учётом медленной 

изменяемости функции 1L  при )( 11  zYz  и условия (4.6) имеем 

                  )]1(1)[|)(|(|)(|))(( 3
0
111

1 otIytyty ii
iii      при   t .               (4.39) 

Принимая во внимание (4.38), (4.39) и (4.7), первое из соотношений (4.9) 

можно переписать в виде 

  )]1(1[|)(|
))((||

|)(||)(|
1

0
3

0
1

1
31

00

0
10 otIy

tp
tIty

k
ikik

ii

i i

ii

i
ii 


 







 


 , 

откуда вытекает асимптотическое представление (4.37). В свою очередь, из 

(4.37) с учётом второго из соотношений (4.9) получаем, что имеет место 

асимптотическое представление (4.36). 
 

§ 4.3. Пример уравнения с быстро и правильно меняющимися 

коэффициентами )(tpi  
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Для иллюстрации полученных в 4.24.1§§   результатов исследуем вопрос 

об асимптотическом поведении ),,( 10  YY  – решений уравнения (1.19). 

При этом необходимо рассмотреть три возможных случая: а) = ; б) 

1= ; в) )(1;(0;1)  . 

а) Пусть t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие представления  
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В силу этих представлений, леммы 4.1 и теорем 4.1, 4.2 имеет место 

Следствие 4.1.  Пусть =0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдаются условия  

 0,>)(, 1010 jjiiij    

а так же имеет место неравенство 110  ii  . Тогда для существования у 

уравнения (1.19) ),,( 10  YY  – решений необходимо, а если выполняется 

одно из двух условий  

 1,>2=2; 011  iii и   

то и достаточно, чтобы  

 0,i  

),1,0(
0)1(,0

,0)1(,

10
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если
Y
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k





 

и выполнялись неравенства  

 0.>)(10,> 1100 yaya iiiii    

Кроме того, каждое из таких решений допускает при t  

асимптотические представления  
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которые в случае, когда функции 0,1)=(kik  обладают свойством S , могут 

быть записаны в виде  
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б) Пусть 1t , тогда при mi 1,...,=  имеют место следующие представления  
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С учётом полученных представлений, леммы 4.1 и теорем 4.1, 4.2 имеет 

место 

Следствие 4.2. Пусть =0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдается условие  

 0,<)( 1010 jjii    

а так же имеет место неравенство 110  ii  . Тогда у уравнения (1.19) не 

существует ),,( 101  YY  – решений. 

 

в) Пусть t , где )(1;(0;1)  , тогда при mi 1,...,=  имеют место 

следующие представления  

 0,
ln
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С учётом полученных представлений, леммы 4.1 и теорем 4.1, 4.2 имеет 

место 
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Следствие 4.3. Пусть =0  и для некоторого Mi  при всех }{\ iMj  

соблюдается условие  

 0,<)( 1010 jjii    

а так же имеет место неравенство 110  ii  . Тогда у уравнения (1.19) не 

существует ),,( 10  YY  – решений. 

 

 

Выводы  

 

В главе IV были получены следующие результаты: 

1) Для произвольного }{1,...,mi  приведены условия, при выполнении 

которых на любом ),,( 10  YY  – решении уравнения (1.11) правая его часть 

асимптотически эквивалентна при t  i -му слагаемому; 

2) При соблюдении этих условий установлены необходимые и 

достаточные признаки существования ),,( 10  YY  – решений, а так же 

получены неявные асимптотические представления для таких решений и их 

производных первого порядка при t ; 

3) Указаны дополнительные ограничения на нелинейности, которые 

позволяют записать данные представления в явном виде. 

Все результаты проиллюстрированы на примере уравнения (1.19). 
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ВЫВОДЫ 
 

Уравнение Польвани, устанавливающее зависимость радиус-вектора r  

электрона от времени t  при движении под действием магнитного поля, 

положило начало исследованию дифференциальных уравнений второго 

порядка, содержащих в правой части суммы слагаемых со степенными 

нелинейностями и непрерывными на полуоси коэффициентами. Уравнениям 

такого вида посвящены работы Л.А. Беклемишевой, А.В. Костина, В.М. 

Евтухова и Е. В. Шебаниной, а так же других авторов. Были установлены 

условия существования и асимптотическое поведение различных классов 

решений таких уравнений. В случае же, когда нелинейности отличны от 

степенных, законченных результатов для уравнений данного вида получить 

не удавалось. Для двучленных уравнений следует отметить работы Д.В. 

Изюмовой, И.Т. Кигурадзе, И.В. Каменева, Ю.А. Клокова, С.В. Олехника, 

Т.А. Чантурия, В. Марича (V. Maric), М. Томича (M. Tomic), С.Д. Талиаферро 

(S.D. Taliaferro), В.М. Евтухова, Л.А. Кирилловой, М.А. Белозёровой. В 

общем же случае заслуживают внимания работы В.М. Евтухова и В.А. 

Касьяновой, в которых были установлены точные асимптотические формулы 

для некоторых типов монотонных решений уравнения, правая часть которого 

содержит слагаемые с правильно меняющимися относительно неизвестной 

функции нелинейностями. 

Настоящая работа посвящена исследованию асимптотического поведения 

достаточно широкого класса монотонных решений (так называемых 

),,( 010  YYП  – решений) дифференциального уравнения второго порядка 

(1.11), содержащего в правой части сумму слагаемых с правильно 

меняющимися как относительно неизвестной функции, так и её производной 

первого порядка нелинейностями. В рамках единого подхода были 

установлены условия существования и асимптотические представления как 

правильных, так и различных типов сингулярных решений (неограниченных 

или исчезающих в  ). Отметим, что из монотонных решений уравнения 
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(1.11) ),,( 010  YYП  – решения являются наиболее сложными для 

рассмотрения, поскольку при t  и само решение, и его производная 

первого порядка стремятся либо к нулю, либо к бесконечности. 

Работа содержит следующие новые результаты: 

– установлены достаточные условия, при выполнении которых правая часть 

уравнения (1.11) на каждом ),,( 010  YYП  – решении асимптотически 

эквивалентна в окрестности   одному слагаемому; 

– при соблюдении указанных условий получены необходимые и достаточные 

признаки существования у уравнения (1.11) ),,( 010  YYП  – решений, а так 

же неявные асимптотические формулы для данных решений и их 

производных первого порядка в окрестности  ; 

– приведены дополнительные условия на нелинейности, при выполнении 

которых установлены явные асимптотические представления в окрестности  

  для всех ),,( 010  YYП  – решений и их производных первого порядка. 

Необходимо подчеркнуть, что вопрос о существовании у уравнения (1.11) 

),,( 010  YYП  – решений при ),...,1(11 mii   рассматривался в работах В. 

А. Касьяновой [45, 46], а при 1m  – в работах М.А. Белозёровой [3, 4, 5]. В 

них были получены необходимые и достаточные условия существования 

таких решений, а так же их асимптотические представления в окрестности 

особой точки. Однако в этих работах накладывались более жёсткие 

ограничения на нелинейности, а именно все функции ik  должны были быть 

дважды непрерывно дифференцируемы. Кроме того, у В.А. Касьяновой 

отдельно исследовалась асимптотика неограниченных и исчезающих в 

особой точке решений. В данной же постановке задача рассматривается 

впервые. 

Работа носит теоретический характер. Результаты диссертации и 

разработанные в ней методы исследования могут быть использованы при 

изучении асимптотических свойств решений дифференциальных уравнений 

более высоких порядков с правильно меняющимися нелинейностями. Кроме 
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того, данные результаты могут быть применены для рассмотрения 

конкретных нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка, 

возникающих в различных областях естествознания. 
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