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Introduzione

I teoremi di punto fisso sono uno degli strumenti fondamentali dell’analisi
non lineare e hanno una moltitudine di applicazioni. I risultati classici ri-
guardano il caso di un singolo operatore; le scienze applicate, pero, hanno
generato molti problemi traducibili in equazioni in cui compare in modo na-
turale la somma di due operatori A, B con proprieta assai differenti 1'uno
dall’altro, e cio rende impossibile applicare ad A + B i risultati classici. Di
qui 'importanza di avere a disposizione teoremi di punto fisso per somme
di operatori, tema che costituisce 1'oggetto di questa tesi. Ci occuperemo
in particolare del teorema di punto fisso di Krasnoselskii il cui enunciato e
riportato qui di seguito:

Teorema 1 Sia X uno spazio di Banach ed M un sottoinsieme non vuoto
chiuso e convesso di X. Si considerino due funzionit A, B : M — X tali che:

i) A é continua e A(M) é contenuto in un insieme compatto
it) B ¢ una contrazione di costante A\ < 1.
iii) Ax+ By € M, Vz,ye M

Allora esiste y € M punto fisso per A+ B.

Le generalizzazioni del teorema 1 sono numerose e sono opera di diversi
autori; la varieta di questi risultati sara illustrata da vari esempi in cui essi
trovano applicazione: dalle equazioni integrali alle equazioni differenziali or-
dinarie per finire con le equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico.
Veniamo alla descrizione dei capitoli della tesi.

Nel primo capitolo, dopo aver richiamato i principali teoremi classici di pun-
to fisso, si riportano alcuni ben noti risultati relativi alle topologie deboli in
spazi di Banach, ed in particolare teoremi di compattezza , di metrizzabilita e
di sequenziale continuita, ingredienti fondamentali per lo studio del teorema
di Krasnoselskii e di una sua variante dovuta a Burton [B]. Tale variante &
scaturita dall’esigenza di modificare 'ipotesi iii) del teorema 1 perché parti-
colarmente difficile da verificare in molte applicazioni. Nel suo lavoro, infatti,



Burton mostra che e sufficiente provare una condizione meno restrittiva della
iii), cioe

se u = B(u)+ A(v) conv € M, allorau € M. (v37")
Anzi, nel caso in cui M sia una palla chiusa, la condizione (iii') ¢ assicurata
dalla seguente:

Proposizione 2 Si supponga che valgano le ipotesi i) e ii) del teorema 1.
Sia r > 0 tale che M = {y € X | |ly|| < r}. Sia inoltre A(M) C M. Se vale
la condizione

(I = B)x|| = |||,

allora la condizione iii’) e verificata.

L’efficacia della proposizione 2 e della variante i) viene, poi, illustrata da
Burton con un esempio in cui si cerca una soluzione per una data equazione
integrale.

Nel secondo capitolo si descrivono invece le differenti versioni del teorema 1
introdotte in un lavoro di Barroso e Teixeira [BT]. I due autori pervengono a
tali risultati sulla base di modifiche alle ipotesi i) ed ii). L’ipotesi i), infatti,
richiede la continuita dell’operatore A e la compattezza della sua immagine,
ma per esempio in spazi di Banach di dimensione infinita la compattezza e
un’ipotesi troppo forte. Cio spiega l'esigenza di considerare spazi di Banach
con topologie deboli e quindi ambientarci in spazi vettoriali topologici local-
mente convessi.

Anche l'ipotesi ii), che richiede che 'operatore B sia una contrazione, & una
condizione piuttosto restrittiva.

I capitoli terzo e quarto sono dedicati alle applicazioni. Nel terzo capitolo si
studia una equazione non lineare del tipo:

A(u) + AB(u) = u (1)

dove A, B: X — X, con X spazio di Banach riflessivo dotato della topologia
debole, e A > 0.
Nel quarto capitolo si affronta invece un’equazione ellittica non lineare del
tipo:

—Au+ = f(z,u,p) inQ wu=0 sudfd (2)

dove Q C R¥ & un aperto limitato con bordo di classe C*', A & un numero
reale ed f : Q@ x R x RT — R. Dopo aver ricondotto I'equazione (2) ad
un problema di punto fisso, si dimostra sotto certe ipotesi che essa ammette
soluzione in opportuni spazi di Sobolev.



Capitolo 1

Risultati preliminari

1.1 Teoremi di punto fisso

In questo capitolo si riporteranno i principali risultati classici che fanno da
supporto agli argomenti affrontati nel seguito. Per la loro dimostrazione
rimandiamo a [DS].

Teorema 1.1 (Teorema del punto fisso di Schauder) Sia X uno spa-
210 normato e sta M un sottoinsieme non vuoto convesso e compatto di X.
Allora ogni operatore continuo che manda M in sé, ha un punto fisso.

Teorema 1.2 (Secondo teorema di Schauder) Sia X uno spazio di Ba-
nach e sia M un sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso di X. SeT" ¢ un
operatore continuo da M in un insieme compatto K C M, allora T ha un
punto fisso.

Teorema 1.3 (Teorema del punto fisso di Schauder-Tychonoff) Sia
X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e di Hausdorff e sia
M un sottoinsieme chiuso e convesso di X. Sia T : M — M wuna funzione
continua tale che T'(M) é relativamente compatto. Allora T ha un punto fisso
in M.

1.2 Teoremi di metrizzabilita
E utile richiamare anche alcuni teoremi di metrizzabilité.

Teorema 1.4 Sia X uno spazio di Banach. X é separabile se e solo se la
palla unitaria B* di X*, munita della topologia debole*, e metrizzabile.



Dimostrazione. (=) Sia X = {x,}. Si definisca la seguente distanza su
B*:

1) — élaw)]
22 T4 9(0n) — b(aa)]

Verifichiamo che la topologia su B* associata alla distanza d, coincide con la
topologia debole* su B*.
Sia ¢ I'identita. L’applicazione

i:(B*w") — (B*d)
e continua, infatti: dato ¢y € B* e scelto un intorno

U={y e B :d,¢) <},

il w*-intorno
N 0 ,
=< e B |[Y(x,) — dolx,)] <35 bper ognin=1,...,Ns

¢ tale che

Ns

sev = wew < oty pe

n>N;s
Ns
5/2 )
< —n —
= 2_:2 1+6/272°
< 9,

dunque ¥ € U. A questo punto, si osservi che (B*, w*) & compatto, (B*,d)
e uno spazio di Hausdorff, I'identita i € continua, per quanto appena dimo-
strato, ed ¢ chiaramente biunivoca. Allora ¢ € un omeomorfismo.

(<) Sia (B*, w*) metrizzabile; allora 0 € B* ha un sistema fondamentale
di intorni {U, }nen. Si puo supporre che tali U, siano della forma:

U,={¢p€ B : |o(x)] <en, x€ A}

dove A, & un sottoinsieme finito di X ed ¢, > 0. Sia A = Uf;l Ap; se
d(x) =0z € A, allora ¢ € U, Vn cioe ¢ € (), U, =0.

Ora, posto X; = span(A), si ha che X & separabile ed X; = X per il teorema
di Hahn-Banach; infatti se fosse z € X \ Xj, esisterebbe ¢ € X* tale che
lollx- =1e¢(y) =0 cony e X;. Allora ¢p(x) = 0 su A cioe ¢ = 0, che ¢
assurdo.




Teorema 1.5 Sia X uno spazio di Banach separabile. Sia K C X e debol-
mente compatto. Allora (K, w) é metrizzabile.

Dimostrazione. Sia S una palla chiusa contenente K. Poiché X e separa-
bile, la palla unitaria B* di X*, munita della topologia w*, ¢ metrizzabile per
il teorema 1.4. Inoltre B* ¢ anche w*-compatta per il teorema di Banach-
Alaoglu, dunque, poiché gli spazi metrici compatti sono separabili, B* e
separabile. Dato che X* =, (nB*), anche (X*, w*) ¢ separabile. Sia H
un denso numerabile in X*: sara H = {¢,, }nen. Si definisca su S la distanza

= ey
Woy) =2 2" g e gl

n=1

allora (S, d) ¢ uno spazio metrico. Proviamo che (S,d) = (S, w).
Sia 7 l'identita, l'applicazione i : (S,w) — (S,d) & continua, infatti: dato
zo€ S,stalU ={zxeS : d(z,xy) <d}; allora il w-intorno

J
V:{:EES: ]gbn(:c—xo)|<§, perogninzl,...,Ng}

¢ tale che
> [
V = dz-— < 2~ 2 27" <
x € (x—x0) < ; 1+|¢n$— —i—kz
_ >Nj
N
5/2 )
< 27" - <
; 116212
< 0.

Poiché (S,w) & compatto, (S,d) & di Hausdorff, ¢ & biunivoca ed anche
continua, allora ¢ un omeomorfismo. In particolare (K, w) = (K, d).
1.3 Teoremi di compattezza

Definizione 1.6 Sia X uno spazio normato e sia A C X un insieme. Si
definisce chiusura debole sequenziale di A l’insieme:

A" =z e X I{x,} C X tale chex, — z}.

E possibile confrontare la chiusura debole sequenziale con la chiusura debole;
vale, infatti, il seguente teorema:



Teorema 1.7 Sia X uno spazio normato e sia A C X un insieme. Allora
la chiusura debole sequenziale di A é contenuta nella chiusura debole di A.

Dimostrazione. Sia zq € A ", allora esiste {zp}nen € A tale che
T, — xo. Per definizione di topologia debole, si sa che f(x,) — f(xo)
per ogni f € X*.

Si deve provare che 2y € A", ciod che ogni intorno di z, nella topologia
debole interseca A. Per definizione, un intorno debole U di xg € un insieme
del tipo:

U={zeca:|filzr)— filzo)] <e Viel}

ove I & un insieme finito, ¢ > 0, f; € X*.
Ora, poiché f;(z,) — fi(zo), per ogni i € I, si ha che z,, € U per ogni n
grande. Allora z, € UN A cioe U N A # 0.

Si noti che I'inclusione inversa a quella mostrata nel teorema non e vera,
come si vede nel seguente:

Controesempio 1.8 Sia X =% ed A C X l'insieme:
A={e™ £ me™ : 1<m<n< oo}

Si dimostra che 0 é nella chiusura debole di A, ma non nella chiusura debole
sequenziale, cioé non vi € alcuna successione di elementi di A che converge
debolmente a 0.

Per verificare che 0 ¢ nella chiusura debole, bisogna mostrare che ogni in-
torno dell’origine, nella topologia debole, interseca A. Un intorno dell’origine
nello spazio {> munito della topologia debole & un insieme del tipo:

U={ze€l*: |z <e perognii==ky,... k,}.
Pertanto se si scelgono m ed n come segue:
m > max{ky,..., kn} ed n>m

si ottiene un elemento di A che sta anche in U, cosi U N A # O.

Per mostrare, invece, che 0 non appartiene alla chiusura debole sequen-
ziale si procedera per assurdo.

Sia {@y;n, }jen C A una successione tale che 2, n; 72220, Allora {Tmn, } €
limitatas:
esiste una costante K > 0 tale che

|Zmjmllie = /1T +1n;2 <K
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da cui
n; S K.

Questo comporta che esiste @ € {1,..., K} tale che
m; =1 infinite volte e (Tmyn;)i = 1 infinite volte
cioe la successione {2y, ,, } non puo convergere a 0, e questo ¢ assurdo.

Lemma 1.9 Sia X uno spazio di Banach e sia H C X un insieme debol-

mente relativamente compatto. Se xo € (H)Y, allora zo € (H)"*°, cio¢

esiste {x,} C H tale che x, — o, cioé: (H)® = (H)»*.
Dimostrazione. La dimostrazione sara divisa in piu passaggi.
1° passo Esiste Hy numerabile, tale che (H)" = (H)".
Sia B* la palla unitaria chiusa di X* e sia

B =B* x B* x...x B* nvolte.

Per m,n € Ntef = (f1,...,f,) € B si consideri il w-intorno di
ue Hv

1
Um,mf(u):{vEX:|fj(v—u)|<E,j:1,...,n}.

Per ipotesi, per ogni m,n € Nte f € B esiste v € H tale che v €
Upon.f(w). Si puo riscrivere questa affermazione in modo diverso: per
ogni m,n € NTev € H sia

Wi ={f € By v € Unp,p(u)};

allora si puo affermare che per ogni m,n € NT I'insieme B & ricoperto
dalla famiglia {W,, ., }vens. Si osservi che i Wy, ., sono aperti in B}
per la topologia indotta dalla topologia debole* di (X*)"; infatti se
f € Wiy no l'insieme

{g € BY 1 filu—v) — gi(u—v)] <+ — max [f;(u—v),

m  1<j<n
i=1,...,n}

¢ un intorno di f in tale topologia che e contenuto in W, ,, ,. Poiché, per
il teorema di Banach-Alaoglu B* ¢ debolmente* compatto in X*, anche
B ¢ debolmente* compatto in (X*)". Esiste, quindi, una sottofamiglia

8



finita di {W,,n}tven che & ancora un ricoprimento di Bj: in altre
parole, esiste un sottoinsieme finito S,,,, € H per il quale per ogni
f=_(f1,..., fn) € B esiste v € S,,,, tale che:

1 ,
]fj(v—u)]<g perj=1,....n

Posto Hy = Uy nen+tSmn, Ho ¢ numerabile; essendo contenuto in H
e anche limitato in X. Per definizione di Hj, per ogni f € B esiste
v € Hy tale che v € Uy, pr(u): dunque u appartiene alla chiusura
debole di Hy.

Sia, ora, Xy = span{Hy}.

2° passo X ¢ separabile in X™.

Poiché X, e separabile, la palla unitaria Bj di X ¢ w*-metrizzabile.
Inoltre Xj ¢ uno spazio di Banach perché ¢ un chiuso contenuto nel-
lo spazio di Banach X, quindi Bj ¢ w*-compatta in X per il teo-
rema di Banach-Alaoglu. Per un noto teorema di topologia, gli spa-
zi metrici compatti sono separabili, dunque Bj e separabile. Allora
X§ = Urenk B; ¢ separabile.

Sia {¢; }ien densa in X per la topologia w*. Si puod affermare che per ogni

i € N esiste {anm}meN C H, tale che qbz(anm) ¢i(wo) per m — oo.
Infatti per il 1° passo si puo scrivere Hy = {ay, }nen € si ha xy € H' = How.
Allora per ogni i, k si consideri il w-intorno U di zy:

U (o) = {x € E:|o(x — z0)| < %}

; poiché U, N Hy # O, esiste aff,z in Hy tale che agf,z appartiene ad U, .
Scegliendo & in {k,, }men con k — 00 per m — o0 si trova {aﬁf,ﬂm} C {a,}

tale che |¢i(a£f,zm) ¢i(x0)| < - cioe gzﬁl(ankm) ¢i(xo). Allora,
Vi3 {aﬁfil}meN C H, tale che ¢>i(a§j;) — oo Gi(T0).

A questo punto, attraverso un processo di diagonalizzazione, si trova una
successione {by, }men C {an,, tmen tale che ¢;(by,,,) — ¢i(zo) per m — oo e
per ogni 1.

Il processo di diagonalizzazione consiste nell’estrarre la successione {anm }men

da {a(z Y }mEN-

Peri=1
esiste {a }meN tale che ¢1(a7(1171) —m—oo P1(T0).

9



Per ¢ =2
esiste  {a® }en C {a)}  tale che  ¢2(al?)) —m—oo B2(70),

ma ¢ anche vero che ¢1(a§i) —m—oo 01(T0) essendo {a%}meN una succes-
sione estratta.

Peri=p

esiste {a® },en € {aP D} tale che  ¢;(an, ) — oo ¢;(0)

per ogni j = 1,...,p. Scrivendo tutte queste successioni sotto forma di
matrice:
al) ol .. al)
1
a? o a%) .a?

e prendendo gli elementi sulla diagonale si ottiene proprio la successione
indicata, appunto, con {b, . }men-

Ora, poiché H ¢ debolmente relativamente compatto, per il lemma 1.12,

estraggo da {b,, } una successione {z,} tale che z, =~z € H " C Hy" C

X0 = Xo. Allora ¢;(z,) — ¢(x) per ogni i € N, da cui ¢;(z) = ¢;(z0) per
ogni i € N. Per la w*-densita di {¢;}, si ha

() = ¢(xy) per ogni ¢ € X.
Per il teorema di Hahn-Banach applicato ad X, si ricava

— w,seq

T =1x9 € Hy

Prima di dimostrare il teorema che segue, verifichiamo il seguente lemma:

Lemma 1.10 Sia X wuno spazio di Banach. Se F© C X** ¢ un sottospazio
finito-dimensionale, esistono ¢1,...,¢, € X* con ||¢i||lx- =1, i =1,...,p,
tali che

max{|B(¢;)] : 1 <i<p}> 1||ﬁ||X** per ogni 3 € F.

10



Dimostrazione. Se B e la palla unitaria di F', si sceglie una }l—rete finita
ai, ..., di 0B (che & compatto). E possibile scegliere ¢1, . .. ,¢p € X*, con

l|pillx= = 1, tali che a;(¢;) > %.
Allora per ogni § € F \ {0} si ha, posto 7 = IIﬁIIBx** e scelto j tale che
Iy = ayllxe < 5
3 1 1
V(@5)] 2 a;(d;) = (v =)@ > 7 = 7 = 5

da cui la tesi.

Teorema 1.11 (Teorema di Eberlein-Smulyan) Sia X uno spazio di Ba-
nach. Sia A C X non vuoto. Sono fatti equivalenti:

i) A ¢ debolmente relativamente compatto,

it) A & debolmente sequenzialmente relativamente compatto, ossia ogni suc-
cessione contenuta in A ha una sottosuccessione debolmente convergen-
te in X,

iii) ogni {an}nen € A ha un punto limite per la topologia debole.

Dimostrazione. (ii) = (iii)
Se {an tnen € A, per ipotesi 3 {a,, }ren C {antnen tale che a,, — z € X. Se
allora U e un w-intorno di z,

allora definitivamente a,, € U, quindi U N {ay, }reny # . Concludendo, z ¢
un punto limite per {a, },en rispetto alla topologia debole.

(iii) = (i)
Sia A verificante (iii); allora, per ogni ¢ € X*, 'insieme ¢(A) C R verifica
(iii). Ne segue facilmente, ragionando per assurdo, che ¢(A) e limitato per
ogni ¢ € X*. Allora dal teorema di Banach-Steinhaus si ricava che A e
limitato in X.
Detta J : X — X™ l'immersione canonica, 'insieme J(A) ¢ limitato in X**,

*

dunque per il teorema di Banach-Alaoglu (A)w e w*-compatto. A questo
punto ¢ sufficiente dimostrare che J(A) C J(X), infatti J : (X,w) —

(J(X),w*) & un omeomorfismo, dunque da A C J~'(J(A) ) si ricava che
A" & w-compatto.

*

Allora, posto J(A)" = H, proviamo che
H C J(X).

11



Sia a € H. Si scelga ¢; € X* con ||¢1]| = 1. Esiste a; € A tale che
(o = Jar)(¢n)| < 1.

Si definisca F; = span{a,a — Jai}; applicando il lemma 1.10 si trovano
G2y .y Pny, € X* con ||@i]|x+ =1 per i = 2,...,ng, tali che

| 1 .
max{[3(¢i)| : 2 <i<np} > §|Iﬁ| x+ per ogni € F.

Esiste a; € A tale che max{|(a — Jag)(¢;)], 1 <i < no} < 3.

Si definisca Fy = span{a, « — Jaj, a — Jas} e applicando ancora una volta il
lemma si trovano ¢, 41, ..., 0n, € X*, con ||¢;||x+ = 1 peri =ns+1,...,ns,
tali che

. 1 ,
max{|8(¢;)| : no+1<i<mng}> 5\\5] x+= per ogni 3 € Fy.

Continuando, allo stesso modo esiste az € A tale che max{|a — Jas(¢;)], 1 <
i <ng} < % e si itera.

Si consideri, allora, {a,},ey € A. Per ipotesi, tale successione ha un
punto limite x € X per la topologia debole. Poiché M = span{a,} ¢ un
chiuso, z € M. Posto F' = |, Fi, = span{a, o — Jay,...}, da X € M
segue o — J, € Fv*. Infatti, fissato un w*-intorno

V:{QGX** : ‘B(d)j)_(a_t]x)(d)j)‘<5’ jzla-"aQ}7

esiste n € N tale che

an €{y € X ¢ |o;(y) — ¢5(x)| <&, j=1,...,q}NA4,

da cui a — J,, € VN F. Dato che, per costruzione,

1 )
sup |3(¢)| > =||B||x+ per ogni B € F,
iEN 2
si ha 1
sup |(a — Jz) ()| > §||Oé — J|

1€N

e (1.1)

Inoltre, essendo
(a0 — Ja, ) ()] < }9 Vn>n, perognii=1,...,n,,
si ricava
(0 = J2)(6)] < lfo = Ja )00 + [ox(e) = 6(2)] < -+ [61(an = )

12



per ogni n > n,, per ogni ¢ = 1,...,n,. D’altronde, per ogni < € N e per ogni
p esiste n > n, tale che

1
|pi(z — an)| < . perognii=1,...,p;

quindi

1 1
(a0 = Jo)(0)] < [(a = Ja, ) (@3)] + |i(an — )| < PR

per ogni ¢ = 1,...,p. Pertanto, fissato ¢ e per p — o0,
(e — J.)(¢:)] =0 perognii € N.
La condizione 1.1 implica, dunque,
a=Jg,

cioe H C J(X).

()= (ii)

Sia A debolmente relativamente compatto. Sia {a,}neny € A. Posto M =
span{a,}, M & un sottospazio chiuso e quindi & w-chiuso. Ne segue che ANM
e relativamente compatto perché A N M Y - AN M =A"nM C AY.

Si noti, poi, che M & uno spazio di Banach separabile e si consideri (M, w).
Poiché MNA" & compatto in (M, w), per il teorema 1.5 MNA" & metrizzabile.
Ora, in uno spazio metrico (i) e (ii) sono equivalenti, per cui M N A" &
w-sequenzialmente compatto. In particolare M N A & w-sequenzialmente
relativamente compatto, dato che

w,s€q.

MNA CMNA" " =MnA" =MnA"w, seq..

Allora, {a,}nen ha una sottosuccessione convergente a un x € M in (M, w),
quindi in (X,w) dato che X* C M*. Pertanto A ¢ w-sequenzialmente
relativamente compatto.

Corollario 1.12 (Lemma di Smulyan) Sia X uno spazio di Banach e sia
{Zn}nen C X una successione debolmente relativamente compatta. Allora
esiste {x,, } C {x,} tale che x,, —x € X.

Dimostrazione. La tesi segue subito dal teorema 1.11 di Eberlein-Smulyan.
Infatti Uinsieme costituito dai punti della successione {x,},en € debolmente
relativamente compatto per ipotesi, dunque per il teorema 1.11 & debolmente
sequenzialmente relativamente compatto.

13



Teorema 1.13 (Teorema di Krein-Smulyan) Sia X wuno spazio di Ba-
nach e sia K C X un insieme debolmente compatto. Allora co(K) é debol-
mente compatto.

Dimostrazione. B sufficiente provare che co(K) ¢ sequenzialmente rela-
tivamente debolmente compatto: la tesi seguira dal teorema di Eberlein-
Smulyan.

Sia {pn}tnen C co(K); allora per ogni n € N esiste un sottoinsieme finito
A, C K, tale che p,, € combinazione convessa di elementi di A,. Si ponga

A= U Ap, Xo = span{A};
n=0

Xy € uno spazio di Banach perché e un chiuso contenuto nello spazio di
Banach X ed e separabile perché la chiusura di combinazioni lineari di un
insieme numerabile, in uno spazio topologico, € separabile.

Sia Ky = K N Xy, esso e debolmente compatto in Xo, con {p,}tnen C Ko.
Allora, per il teorema 1.5, (Ky, w) € metrizzabile con distanza ¢ data da

= lealz—y)
@) =2 2 G T

n=1

dove {¢,}neny € un opportuno denso di (X, w*). Si osservi che X ¢ w*-
separabile: infatti la palla unitaria B* di X e w*-metrizzabile, essendo X
separabile; inoltre & w*-compatta per il teorema di Banach-Alaoglu. Ricor-
dando che ogni spazio metrico compatto e separabile, si puo affermare che
B* ¢ anche w*-separabile. Allora X = J,~,(nB*) ¢ w* separabile.

Per quanto detto, fissato 6 > 0, esistono z1,..., 2, € Ky tali che

KO g U B(;(zi, 0)
i=1

Posto, ora, H = co{z1,...,2,}, l'insieme H ¢ w-compatto. Per provare cio,
si noti che

H = ¢(M),
dove M = {a € [0,1]"| Y0 a; =1}, ¢ - M — X, ¢pla) = > a2 ¢ ¢
¢ continua rispetto a 0. Infatti, posto R = max{||z1]|x,- .-, [|zxllx} € pp =

maz{||¢;llx: | 1 < j < v}, si ha per ogni n > 0, scelto v, in modo che
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> i1 2" < /2, se |a—bl, < 2Rnp,,n allora:

o on(o(a) — o(b))]
5(¢(a),p(b)) = ;2 1+ [¢n(o(a) — ¢(b))|<

- -n R|a n
ZQ 1+punR|a_b|n+ Z &

n=1 n=vp+1

IN

< Y 2m2+4m/2=1.
n=1

Ne segue che H, immagine continua di un compatto, ¢ compatto rispetto a
0, quindi ¢ debolmente compatto. In particolare H e totalmente limitato in
(Ko, 0): fissato € > 0, esistono vy, ..., v, € H tali che

H C | Bs(vy,/2).
j=1

A questo punto, si consideri y € co(Kj), quindi

p
Yy = Z /\ryr7
r=1

con y, € Ko, A\, € [0,1], > _ A\, = 1. Per ciascun r € {1,...,p} esiste
i, € {1,...,n} tale che y, € Bs(z;,,0). Allora il vettore

P

U= E ArZi,.
r=1

appartiene ad H e verifica, in corrispondenza dell’e precedentemente fissato,

- o Me(yi — 2i,))|
6w = D 2T P A — )]

P _
< >y 2 s Z 27"

n=1 n=vp+1

n=1

< py,fte/d<e/2

pur di scegliere § = 0. < 4p
Vale, dunque, la seguente catena di inclusioni, ove € > 0 ¢ arbitrariamente

fissato: .

U B(g u 6/2 U (Uj,6),

ueH j=1
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che mostra che co(Kj) ¢ totalmente limitato rispetto a d. Pertanto co(K))
¢ relativamente debolmente compatto e quindi, essendo (Kj, w) metrico, &
sequenzialmente relativamente debolmente compatto.

Dato che {py, }nen C co(K) C Ky C co(K)), esiste una sottosuccessione {p,, }
tale che p,, — p. Cio prova che co(K) ¢ sequenzialmente relativamente
debolmente compatto. Come osservato all’inizio, la tesi segue dal teorema di
Eberlein-Smulyan.

1.4 Continuita e continuita sequenziale

Richiamiamo, ora, la seguente:

Definizione 1.14 Siano X,Y spazi topologici di Hausdorff. Una funzione
f: X — Y ¢ sequenzialmente continua se per ogni successione {x,} C X
tale che x, — x in X, si ha che f(x,) — f(x).

Si puo mettere in relazione la sequenziale continuita con la continuita grazie
alla seguente:

Proposizione 1.15 Siano X,Y spazi topologici di Hausdorff, sia f : X —
Y.

(i) Se f & continua allora f é sequenzialmente continua.

(ii) Se f ¢é sequenzialmente continua e se X soddisfa il I assioma di nume-
rabilita (ossia ogni x € X ha una base d’intorni numerabili),

allora f é continua.

Dimostrazione. (i) Sia x, — x. Sia U un intorno di f(z) in Y e sia
U = f~1(V). Per la continuitd di f, U ¢ un intorno di x in X e quindi
si ha x, € U definitivamente. Pertanto f(z,) € V definitivamente, cosi
flz,) — f(x) inY.
(i) Sia « € X e sia {U,}neny una base di intorni di = in X. Se f fosse
discontinua in z, esisterebbe un intorno V' di f(z) in Y tale che f~!(V') non
¢ un intorno di z in X; quindi esisterebbe {x,} C X tale che x,, € U,,, z,, — «
in X, max, ¢ (V). Allora f(x,) ¢ V e cio contraddirebbe la sequenziale
continuita di f.

Consideriamo ora uno spazio di Banach X con la topologia debole w.
Poiché il T assioma di numerabilita non ¢ verificato, in generale esistono
funzioni f : X — X continue ma non sequenzialmente continue. Tuttavia
vale il seguente risultato:
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Teorema 1.16 Sia X uno spazio di Banach e sia K C X un insieme de-
bolmente compatto. Allora ogni T : K — K debolmente sequenzialmente
continua e debolmente continua.

Tale teorema ¢ una conseguenza del teorema di Arino-Gautier-Penot, se ne
riporta, quindi, I’enunciato con relativa dimostrazione qui di seguito.

Teorema 1.17 (Teorema di Arino-Gautier-Penot) Sia X uno spazio di
Banach, sia C' C X un insieme convesso e debolmente compatto. Allora ogni
applicazione f : C' — C debolmente sequenzialmente continua ha un punto

fisso.

Dimostrazione. Proviamo che f e debolmente continua. Fatto cio, il
teorema di Schauder da la tesi. Per provare che f & debolmente continua,
cioe continua dallo spazio X, con la topologia debole, in sé, si mostrera che
se ' C X ¢ debolmente chiuso, allora anche f~(F) lo &.

Sia dunque F' C X debolmente chiuso. Si osservi che f~!(F) ¢ debol-
mente sequenzialmente chiuso: infatti se {z,} C f~}(F) ¢ tale che z,, — x
allora f(z,) — f(x) con {f(z,)} C F, per Iipotesi di debole sequenziale
continuita. f(z) appartiene, quindi, alla chiusura debole sequenziale di F,
ma per il teorema 1.7 appartiene anche alla chiusura debole di F', cioe ad F":

f(x) € F, ovvero x € f~Y(F).

Si osservi, ora, che f~1(F) & debolmente relativamente compatto. Infatti
JHE)=FHE) T C IR Ot =,

dove l'ultima uguaglianza e giustificata dal fatto che C' ¢ debolmente com-
patto in uno spazio di Banach e quindi ¢ debolmente chiuso. Poiché f~1(F) &
debolmente sequenzialmente chiuso e poiché, per la catena di disuguaglianze
sopra, e contenuto in un debolmente compatto, € debolmente sequenzialmen-
te relativamente compatto. Dal teorema 1.11 di Eberlein-Smulyan f~!(F) ¢
debolmente relativamente compatto.

Usando il lemma 1.9,

w,seq

FAE) = (P = ),

quindi f~!(F) ¢ debolmente chiuso. In questo modo ¢ provata la debole
continuita di f ed il teorema.
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Capitolo 2

Il teorema di Krasnoselskii

In questo capitolo illustreremo il teorema di Krasnoselskii, dimostrandone
anche alcune varianti. Questi risultati saranno utilizzati nei capitoli 3 e 4
per affrontare alcuni problemi relativi a vari tipi di equazioni alle derivate
parziali non lineari. Sia il seguente:

Lemma 2.1 Sia X uno spazio normato, M un suo sottoinsieme e sia B :
M — X una contrazione di costante X < 1. Allora [ — B ¢ un omeomorfismo

da X in (I — B)(X). Inoltre se (I — B)(X) é precompatto, allora anche X
loe.

Dimostrazione. Chiaramente I — B e continua.
I — B e surgettiva sulla sua immagine; inoltre vale la disuguaglianza

I =B)(x) = (I =B)W)l| = [le =yl = | B(z) = B(y)| = A1 =A)l|lz =yl (2.1)

che fornisce l'iniettivita di I — B. Esiste, cosi, la sua inversa che, sempre per
la (2.1), ¢ continua. Per la seconda parte della tesi, si osservi che se

(I — B)(x1),...,({ — B)(zy)
¢ una (1 — A)e-rete per (I — B)(X), allora la disuguaglianza (2.1) mostra che
Ty, Ty
¢ una e-rete per X.

Teorema 2.2 (di Krasnoselskii) Sia X uno spazio di Banach ed M un

sottoinsieme non vuoto chiuso e convesso di X. Si considerino due funzioni
A, B: M — X tali che:

i) A & continua e A(M) ¢é contenuto in un insieme compatto,
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it) B ¢ una contrazione di costante A\ < 1,
iii) A(x) + B(y) € M, Vz,y € M.
Allora esiste y € M punto fisso per A+ B.

Dimostrazione. Si osservi che, essendo B una contrazione, per ogni y € M
fissato, ’equazione
z=Bz+ Ay

ha un’unica soluzione z in M, per il teorema delle contrazioni. Allora z =
(I — B)'oA(y) € M. Ora, A(M) & contenuto in un insieme compatto per
l'ipotesi i), (I — B)~! & continuo per il lemma 2.1, dunque (I — B)~' o A(M)
e contenuto in un insieme compatto di M.

Per il teorema 1.2 (secondo teorema di Schauder), (I — B)~'o A ha un punto
fisso in M.

Il teorema appena dimostrato presenta alcuni inconvenienti quando si
cerca di usarlo nelle applicazioni. Infatti, molto spesso, non si riesce a veri-
ficare l'ipotesi iii). In realta, un’attenta lettura della dimostrazione del teo-
rema, rivela che e sufficiente provare una condizione meno restrittiva: fissato
y € M, se x & I'unico punto fisso della mappa di contrazione x — Bx + Ay,
allora x € M. Tali riflessioni e la seguente riformulazione del teorema di
Krasnoselskii sono illustrate in un articolo di T. A. Burton [B].

Teorema 2.3 Sia X uno spazio di Banach e sia M C X wun sottoinsieme
non vuoto chiuso e convesso. Se A: M — X e B: X — X sono funzioni
tali che:

i) A é continua e A(M) é contenuto in un sottoinsieme compatto di X,
it) B ¢ una contrazione di costante A\ < 1,
iii) [t = B(z)+ A(y), ye M] = zeM;

allora esiste y € M punto fisso per A+ B.

La dimostrazione di tale teorema segue esattamente quella di Krasnoselskii.
La dimostrazione fornisce anche un altro spunto di riflessione. Nel mostrare
la continuita di (I — B)~! si usa la disuguaglianza

I(I = B)z— (I =Byl = (1 = A)|lz —yl,

e in particolare vale

I(I = B)a|| = (1 = A)l=[]. (2.2)
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Se si rafforza la (2.2) nella
11 = B)z|| = ] (2.3)
si puo ricavare la condizione iii) attraverso la seguente:

Proposizione 2.4 Si supponga che valgano le ipotesi i) e ii) del teorema
2.3. Siar >0 tale che M ={y € X |||y|| < r} e sia inoltre A(M) C M. Se
vale la (2.3), allora la condizione iii) del teorema 2.3 ¢é verificata.

Dimostrazione. Se x = B(x) + A(y), y € M, allora (I — B)z = Ay. Per la
condizione (2.3) si ha subito la tesi:

2]l < [[(I = B)z|| = [[Ayll < (2.4)
e 'ultima disuguaglianza deriva dall’ipotesi che A(M) C M.
Ecco, dunque, un modo concreto per verificare I'ipotesi iii), pero nel caso

particolare in cui M e la palla chiusa; la sua utilita e illustrata nell’esempio
che segue.

Esempio 2.5 Si consideri la sequente equazione integrale

x(t) = —asin? tlf2—%+p(t) + /OO D(t — s)g(z(s))ds, (2.5)

dove p, D, g : R — R sono funzioni continue, p ¢ 2mw-periodica e 0 < v < 1.
Si supponga che esista r > 0 tale che

[z < = g(@) <7 —plle (2.6)

e si supponga che

/_t Dt —s)ds <1 e /_t D(t—s)|ds < o0, (2.7)

Allora la (2.5) ammette una soluzione 2m-periodica.

Applichiamo il teorema 2.3 e la proposizione 2.4 agli operatori
t
(A0 =ple) + [ DIt = )glus))ds

2*(t)
1+ 222%(¢t)’
ove X e lo spazio di Banach delle funzioni continue 27-periodiche con la

norma | - ||ec ed M = {y € X | |ly]| < r}. Verifichiamo le ipotesi del teorema
2.3.

(Bx)(t) = —asin®t
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e B e una contrazione.
B : X — X e, chiaramente, una funzione continua 2rw-periodica.
Inoltre

(B)(O-(By) (O] - ' st |0 2(;2@)] 28)
SO0
=T+ 2@ T (29)

Si consideri ora la funzione continua

3

e

La derivata prima e

32%(1 + 22?) — 4at 3x? 4 22*
[1 + 2222 14472 4 4ot
3z + 2zt 322+ 32 3

< < —.
4a? 4+ 4ot — 4x? + 42t — 4

Wi(x) =

Allora, poiché per il teorema di Lagrange
Y(r) = ¥(y) < S(z—y)
la (2.8) diventa
1(Bx)(t) = (By)(t)]loo < %Hl‘(t) =yl

cioe¢ B € una contrazione di costante A = %.

e A& continua ed A(M) & contenuto in un sottoinsieme compatto di X.
Si osservi, innanzitutto, che A manda M in M, infatti se ||yl < r si
ha

(D] < |p®)+ / Dt — $)g(y(s))ds|
< ol + / ID(t - 5)lg(y(s))ds.

— 00
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Usando le condizioni (2.6) e (2.7) si ottiene

t

[(Ay) ()] < [Iplloo + (r = ||p||oo)/ |D(t = s)|ds <7

—0oQ
per ogni t € R, dunque ||(Ay)||oc < 7. Inoltre A ¢ una funzione 27-
periodica, infatti:

t+2m

(Ay)(t + 2m) = p(t + 2m) + / D(t+2m — s)g(y(s))ds;

—00

ma p(t) ¢ una funzione 27-periodica per ipotesi e con il cambiamento
di variabile s — 27 = o si ottiene

(e +2n) = p0)+ [ D~ )glulo +2m)do =

t
— o)+ [ Dlt=lgly(o))do -
= (Ay)(t)

dove la penultima uguaglianza segue perché M ¢ un insieme di funzioni

2m-periodiche, per cui y(o + 27) = y(o). Inoltre A & continua perché
p, D e g lo sono e ffoo D(t — s)g(y(s))ds converge; infatti

g/ 1Dt — £)g(y(s))]ds,

—00

‘[;D@—QMM@MS

ma dato che |y(s)| <, per la (2.6) e la (2.7), si ha

| -9ligwnids < [ b -9l s

—00 —00

< [r— HpHoo]/ [D(t = s)lds <7 — |[plloc-

— 00

Si noti, ora, che A manda M in un sottoinsieme equicontinuo K C M:
in altre parole proviamo che per ogni £ > 0 esiste d. > 0 tale che

2 =yl < b = [[A(z) — A(Y)lloc <€

Sia infatti € > 0: poiché g € uniformemente continua su [—r,r|, possia-
mo scegliere d. tale che si abbia

u—v| <0, u,v € [=r,r] = [g(u) — g(v)| <&
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pertanto se x,y € M si ha:

12 = Ylloo < 0= = lg(x(1)) = g(y(®))] <€

per ogni t € R. Si ha allora, se z,y € M, e||z — y|oo < I,

|(Az)(t) — (Ay) ()] = /D(t—S)[g(x(S))—9(9(8))]d8

|
< s/_ww(t—s)\dsg,

dove 'ultima disuguaglianza & giustificata dalla (2.7).
Osserviamo adesso che K ¢ anche equilimitato, essendo, grazie alla

t

1Ay () lloe < lIPlloo + ilelﬁlg/ [D(t = s)|ds - (r = |[plle) <7

per ogni y € M. Allora, per il teorema di Ascoli-Arzela, K e compatto.

o [t =DB(x)+Aly),ye M] = x€M.
Verifichiamo che valga la 2.3 cosi per la proposizione 2.4 si avra la tesi.

23(t) —2(0) [1 N a sin? tx2(t)] |

(I — B)x(t) = x(t) + a sin? tl—i—Q—(IJQ(t) 1+ 222(t)

da cul si ricava:

olt) = |20 < 7 - Bece)
1
1+ 222(t)

per ogni t € R, quindi, passando alle norme, si ottiene
[2]loe < [[(I = B)z|[oc
cioe la 2.3.

Per il teorema 2.3 esiste una funzione x € X, punto fisso per A + B, ovvero
una soluzione 27-periodica per la (2.5). Cio completa la dimostrazione.
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2.1 Altre versioni del teorema di Krasnosel-
skii

Altre modifiche al teorema di Krasnoselskii sono ad opera di Cleon S.Barroso
ed Eduardo V.Teixeira [BT] e sono illustrate qui di seguito.

Teorema 2.6 Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e
di Hausdorff e sia M un suo sottoinsieme chiuso e convesso. Siano A : M —
X e B: X — X operatori continuz tali che:

a) A(M) é relativamente compatto,
b) I — B ¢ iniettiva,
&) A(M) C (I — B)(M),
d) (I — B)"'o A ¢ continua.
Allora A+ B ha un punto fisso in M.

Dimostrazione. E subito mostrato come dall’ipotesi b) deriva la seguente
proprieta:

(ay) se u = B(u)+ A(v) per qualche v € M, allorau € M.

Infatti, da v = B(u) + A(v) segue A(v) = (I — B)(u); poiché A(M) C
(I — B)(M) esiste uy in M tale che (I — B)(u;) = A(v) = (I — B)(u).
Dall’iniettivita di (I — B) segue u = u; € M.

Si definisca, ora, la mappa T : M — M
Tu:= (I — B)™" o A(u).

E una buona definizione per le ipotesi b) ¢ ¢). Per dimostrare che A +
B ha un punto fisso in M e necessario ricondursi al teorema di Schauder-
Tychonoff applicato alla mappa T'. Sono da verificare, pertanto, le ipotesi di
tale teorema.

Per la proprieta (a;) appena dimostrata, 7" manda M in M. Infatti,
preso u in M, T(u) = (I — B)™' o A(u) ovvero (I — B)T(u) = A(u) cio¢
T(u) = BT (u) + A(u), dunque T'u € M.

Inoltre per l'ipotesi d) T' ¢ continua. Resta da verificare che T'(M) sia
relativamente compatto.

Per ipotesi A(M) & relativamente compatto, cioe A(M) é compatto;
anche (I — B)™! o A(M) ¢ compatto perché (I — B)~! continua. Ora,
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(I —B)~*o A(M) C (I—B) 'oA(M) per una proprieta delle funzioni conti-
nue fra spazi topologici; quindi anche (I — B)~! o A(M) & compatto poiché &
un chiuso contenuto in un compatto. Allora (I—B) 'oA(M) & relativamente
compatto.

La mappa T, soddisfacendo tutte le ipotesi del teorema di Schauder-
Tychonoff, ammette un punto fisso v in M.

A questo punto, dau = T'(u) = (I —B) ' o A(u) si ricava (I — B)u = A(u)
cioe

u = Bu + Au

quindi A 4+ B ha un punto fisso in M.

Teorema 2.7 Sia X wuno spazio vettoriale topologico localmente convesso
e di Hausdorff e sia M un suo sottoinsieme convesso e compatto. Siano
A: M — X eB: X — X operatori continui tali che:

a) esiste una successione N, — 1 tale che (I — A\, B) ¢é iniettiva
b) A(M) C (I — \,B)(M) per ognin € N.
Allora A+ B ha un punto fisso in M.

Dimostrazione. Fissiamo un n € N arbitrario. Innanzitutto vale la
seguente proprieta:

(b1) se u= A\, B(u)+ A(v) per qualche ve M allora ue M.

Infatti, se u = A\, B(u) + A(v) allora (I — \,B)(u) = A(v); per ipotesi, pero,
A(M) C (I — X\, B)(M) per ogni n, quindi esiste w € M tale che

(I = MB)(w) = A(v) = (I = A B)(u).
Per liniettivita di (I — A\, B) segue w =u € M.

Verifichiamo, ora, I’esistenza di un punto fisso in M per A+ B. Si puo ap-
plicare, anche in questo caso, il teorema di Schauder-Tychonoff. Si definisca
la funzione:

T(u) = (I —\,B) "o A(u), n € N.

T, va da M in M per la proprieta (by) dimostrata all’inizio.
Per verificare la continuita dell’operatore T, per ogni n, € necessario mostrare
che preso un net &, in M

& —oseM = Tu&) — Tu)
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Sia (I — A\, B) to A(&,) =1, € M. Poiché M & compatto per ipotesi, esiste
un sotto-net {1 e, I' C I (I insieme filtrante di v,) tale che 1, — 9 in
M; inoltre (I — A\, B)(¢) — 1 per l'ipotesi di continuita di B.

Si deve dimostrare che ¢ = (I — \,B)"! o A(£). Ora, &, continua a
convergere a £ e scrivo ancora (I — A\,B)™' o A(¢,) = .. Da quest’ultima
uguaglianza si ha A(&,) = (I — A, B) (1), inoltre A(E,/) — A(€) per I'ipotesi
di continuita di A. Allora (I — A\, B)(¢y) = A(&y) — (I — \B)(¢) = A(€)
per P'unicita del limite. Cosi ¢ = (I — A\, B)~! o A(¢).

A questo punto la continuita di (I — \,B)™' o A = T, va accertata per
I'intero net v, e non solo per un suo sotto-net.
Si supponga per assurdo che 1, non converga a 1, cio¢ che esista un intorno
U di v tale che per ogni vy € [ insieme filtrante, esista v* > ~ per cui ¢, ¢ U.
Si osservi che

I' = {7 € I, ¢ U}

¢ un insieme filtrante, cioe per ogni ¢*, j* € I*, esiste h* € I* tale che h* >
v, %, Infatti<*, j* € I insieme filtrante, quindi esiste h € I tale che h > i*, j*.
Sapendo che per ogni h € [ esiste h* > htale che i, ¢ U, si ha

h* > h >1i* 7%, conh* € I".

Allora {94} «cr+ € un net contenuto in M; ma M & compatto, quindi si
puo estrarre un sotto-net {¢,»} nepr, I C I* tale che ¢» — 6 in M. Per
lo stesso ragionamento seguito per il sotto-net 1./, siccome &,» continua a
convergere a &, allora 0 = (I — \,B)~! o A(§) = v; assurdo perché ¢.» ¢ U

intorno di ¢, I” C I*, per come ho costruito I*.

Resta da verificare che T,(M) & relativamente compatto. Per quanto
appena dimostrato T;, = (I — \,B) ' o A ¢ continua ed essendo M compatto,
T, (M) & compatto. T, (M) e anche chiuso perché compatto di uno spazio di
Hausdorff. Ne consegue che T,,(M) & relativamente compatto.

Sono verificate le ipotesi del teorema 1.3 di Schauder-Tychonoff, dunque
T, ha un punto fisso u,, in M. Si ha quindi
Uy = Tp(un) = (I — \,B) o Alu,) =
(I — A\ B)(uy) = A(uy,) =
Up, — A\ B(uy,) = A(u,)  cioe
up = Auyn) + A\ B(uy).
Allora A + A\, B ha un punto fisso u, in M. Questo risultato vale per ogni

n € N, quindi, essendo M compatto, a meno di sotto-successioni, u,, — u in
M. Passando al limite e ricordando che A, — 1 per ipotesi, si ha la tesi:
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Up = Aup) + N\ B(un) — u = A(u) + B(u).

Un’altra versione del teorema di Krasnoselskii richiede che B sia una
contrazione invece di richiedere l'invertibilita di (I — B) o che A(M) C (I —
B)(M), come visto fino ad ora. Prima di enunciarla, quindi, & necessario
dare alcune definizioni.

Definizione 2.8 Sia X uno spazio vettoriale topologico e localmente conves-
so ed M un suo sottoinsieme. Sia T una famiglia di seminorme che definisce
la topologia in X . Un operatore B : X — X ¢ una T -contrazione se per ogni
p € T esiste \, € (0,1) tale che

p(B(w) - B(v)) < Aplu —v),

Definizione 2.9 Sia M un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio
vettoriale topologico, X, localmente convesso e di Hausdorff. Siano A : M —
X e B: X — X operatori continui. Siindichi con F = F(M, A, B) l'insieme

F={ue X :u=B(u)+ A(v) per qualche ve M}.

Teorema 2.10 Sia M un sottoinsieme chiuso e convesso di uno spazio di
Banach X. Siano A: M — X e B: X — X due operatori tali che:

a) A é debolmente continua per succession,
b) B ¢ una \-contrazione,
¢) Se u = B(u) + A(v) per qualche v in M, allora v € M,

d) Se u,, € una successione in F tale che u, — u per qualche w € M, allora
B(un) = B(u),

e) Linsieme F ¢ relativamente debolmente compatto.

Allora A+ B ha un punto fisso in M.

Dimostrazione. Questa volta si fara uso del teorema 1.1 di Schauder. Si
richiede quindi un sottoinsieme convesso e debolmente compatto di X, che
non sara M ma un suo sottoinsieme e un operatore debolmente continuo che
mandi questo sottoinsieme in se stesso.
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Prima una serie di osservazioni utili.

Fissato u € M, l'applicazione S : X — X che a v associa B(v) + A(u) &
una contrazione perché B lo & per ipotesi. Poiché X & uno spazio di Banach
esiste un unico punto fisso © = B(v) + A(u) che dipendera dall’u fissato.
Indicato © con T'(u), dove T ¢ la funzione che associa ad ogni u il suo punto
fisso, ho T'(u) = BT (u) + A(u).

Allora T'(u) € M per Uipotesi c) e la funzione T : M — M ¢ ben definita.
Infine si osservi che T'(M) C F per come ¢ definito F.

Cominciamo, dunque, a mostrare che T & sequenzialmente debolmente
continua in M. Sia u, una successione in M, si deve verificare che

up, ~ueM = T(u,) — T(u).

T(u,) € F ed F & relativamente debolmente compatto per l'ipotesi e); per
il lemma 1.12, a meno di sottosuccessioni, 7'(u),, — w, per qualche w € M.
Ora, per I'ipotesi d), BT (u,,) — B(w) mentre, per I'ipotesi a), A(u,) — A(u).
Tornando all'uguaglianza T'(u,) = BT (u,) + A(u,) e passando al limite, si
ottiene
w = B(w) + A(u).

Fissato u, si sa che esiste un unico 7'(u) tale che

T(u) = BT(u) + A(w),

per cui T'(u) = w.

Cerchiamo, ora, un sottoinsieme C' di X convesso e debolmente compatto
tale che T'(C') C C. F ¢ un insieme relativamente debolmente compatto e per
renderlo convesso basta prenderne il suo inviluppo convesso ¢o(F). 1l teorema
1.13 di Krein-Smulyan assicura che ¢o(F) ¢ ancora debolmente compatto.

Posto C' = ¢o(F), si osservi che per l'ipotesi ¢) F C M. Allora co(F) C
co(M) per definizione di inviluppo convesso, ma M ¢ chiuso e convesso e
quindi ¢o(M) = M. Resta da vedere se T(C) C C. E infatti

CCcM=TC)CcT(M)cCFcCeo(F)=C.

Allora T' e sequenzialmente debolmente continua su un compatto e quindi
e debolmente continua per il teorema 1.17 di Arino-Gautier-Penot.
Sono dunque verificate tutte le ipotesi del teorema 1.1 di Schauder e appli-
candolo si trova un punto fisso u € C per 'operatore 7. Di conseguenza si
ha un punto fisso per la somma di operatori A + B, in quanto

u="T(u) = B(T(u)) + A(u) = B(u) + A(u).
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Un’ultima versione di teorema di punto fisso che proponiamo richiede la
dimostrazione delle due proposizioni che seguono.

Proposizione 2.11 Sia X uno spazio di Banach e sia M un sottoinsieme
convesso e debolmente compatto di X. Sia B € L(X) tale che | BP|| <1 per
qualchep > 1 ed A: M — X un operatore debolmente continuo. Si supponga
che valga la sequente condizione:

i) [t =AB(x)+ A(y) cony e M eX € (0,1)] = xz€ M.
Allora esiste un punto fisso per A+ B in M.

Dimostrazione. Per 0 < X\ < 1 si definisca By = AB. Allora By € L(X) e
| BY]| < 1. Fissato A, per il teorema delle contrazioni, per ogni y € M fissato
esiste un unico x € X tale che x = By(z) + A(y) e, per la i), x € M.

Ora, sia

T=(I—-B)" ZBA (2.10)

T & ben definita e per la (2.10) ¢ lineare e continua su X. Inoltre:

T(I-B))=(—-B)T =1.

Infatti:
p—1 p—1
T(I-B)) = T—-TBy=(I-B})"|Y Bi-) Bit'| =
k=0 k=0
= I-B)I-BY) =1
Viceversa:
p—1 %) p—1
(I-B)T = (I-B)I—B)™> Bf=(I-B)))Y (B} Z =
k=0 n=0 =0
[e’s) p—1
= D B B ZB””“ZBA =
n=0 k=0 n=0
[e’s) p—1
~ Y B YB -
n=0 k=0

= (I-B)™! (pz_:(B’; — B’;+1)> =1
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Si puo, quindi, concludere che T' = (I — By)™'.

Si osservi che T' & debolmente continuo su X per il teorema 3.9 pag. 58 di [Br];
ma A ¢ debolmente continuo per ipotesi, quindi la funzione y — To A(y) = =,
da M in M, e debolmente continua. Inoltre T'o A(M) & debolmente compatto
perché lo & M per ipotesi. Per il teorema 1.1 (di Schauder), esiste y, € M
punto fisso per T'o A. Al variare di A € (0,1) si ha una famiglia {y,} C M
tale che y = Bx(ya) + A(yr)-

Si prenda, ora, una successione {\,}nen, 0 < A, < 1tale che \,, — 1 e si
consideri la corrispondente successione {y,}nen € M che soddisfa, dunque,
la condizione

A(Yn) + A(Byn) = yn per ognin € N. (2.11)

Poiché M ¢ debolmente compatto per ipotesi, esiste una sottosuccessione
{yn, } tale chey,, = y € M, quindi A(y,,) = A(y) in X perché A debolmente
continuo; poi B(y,,) — B(y) in X perché B € L(X).

Passando al limite nella (2.11) si trova y € M punto fisso per A + B.

Proposizione 2.12 Sia X wuno spazio di Banach e sia A : X — X una
funzione tale che A(Bgr) C Bg per qualche R > 0. Se B € L(X) ¢ un
operatore dissipativo, allora vale la condizione i) della proposizione 2.11.

Dimostrazione. B € un operatore dissipativo su X per ipotesi. Allora

|z|||z*]] = (z*,2) < (2*,2) — Ma*, B(z)) = (z*, (I — AB)z)
< [l I = AB)|]
da cui
llz|| < ||(I = AB)z|| per ogni z € X, A > 0. (2.12)

Sia, ora, A € (0,1) e si supponga che x = AB(x) + A(y), cony € Bg. Dalla
(2.12) si ha
[zl < (T = AB)z|| = |A(y)[| < R

dove l'ultima disuguaglianza deriva dall’ipotesi A(Bgr) C Bg. Cio conclude
la dimostrazione.

Definizione 2.13 Sia X uno spazio di Banach e sia B € L(X). B ¢ un
operatore dissipativo su X se per ogni ¥ € X e per ogni x* € X* tale che
(%, @) = [la"||* = ||=]|*, si ha

(z*, Bx) <0.
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Osservazione. In uno spazio di Hilbert H la (2.13) ¢ equivalente alla
condizione (x, Bx) <0 per ogni x € H.

Teorema 2.14 Sia X uno spazio riflessivo e B € L(x) con ||B?|| <1, p > 1,
un operatore dissipativo su X. Se A : X — X ¢é un operatore debolmente
continuo tale che A(Br) C Bgr per qualche R > 0, allora esiste y € By tale

che A(y) + B(y) = y.
Dimostrazione. Poiché in uno spazio riflessivo insiemi chiusi, limitati e

convessi sono debolmente compatti, le proposizioni 2.11 e 2.12 implicano il
teorema 2.14.
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Capitolo 3

Un’equazione non lineare

In questo capitolo si applicheranno i teoremi di punto fisso, visti in preceden-
za, per provare l'esistenza di una soluzione per equazioni con operatori non

lineari del tipo:
A(u) + AB(u) = u (3.1)

dove A, B : X — X, con X spazio di Banach e A > 0. Prima di tutto, pero,
sono necessarie le seguenti due definizioni:
Sia X uno spazio di Banach e sia T': X — X una funzione.

Definizione 3.1 Si dice che T ¢ di Lipschitz se esiste una costante K > 0
tale che || Tu — Tv|| < Klju — v|| per ogni u,v € X.

In tal caso, la costante di Lipschitz di T', che st indichera brevemente con
[T], & l’estremo inferiore di tali costanti K.

Definizione 3.2 T' ¢ un’espansione se per ogni A > 0 e per ogni u € X

lull < flu = AT'ul]

Teorema 3.3 Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Siano A, B : X — X
funzioni sequenzialmente debolmente continue tali che:

1. esiste R > 0 tale che A(Br) C Bg (dove Bg ¢ la palla chiusa di raggio
R centrata nell’origine),

2. B e di Lipschitz ed ¢ un’espansione su X.

Allora lequazione (3.1) ammette soluzioni per ogni A > 0.

Dimostrazione. Sia X > 0 e siano A, B : X — X le funzioni cosi definite:
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A(u) + A\[BJu AB(u)

A e B sono sequenzialmente debolmente continue perché lo sono A e B.
Inoltre A manda Bpg in se stessa: infatti se u € Bg cioe ||u|]| < R allora

A(u) + A[Blu
1+ A[B]

[A(w)]] = (A + ALB][[ul));

= 1+ A[B]

ma, per l'ipotesi 1), A(u) € Bg e quindi

< — = .
@ < TR+ AIBIR) = R
P to ri da B ¢ A trazi dove \g = A
er quanto riguarda B, essa € una A\p-contrazione, dove \g = T)\[B]
Infatti:
AB(u) AB(v) A
B(u) — B(v)| = - = B(u)— B
ma B e di Lipschitz per l'ipotesi 2) e quindi
A B B < B
g B~ B0 < 7Bl = ol

Allora abbiamo ottenuto la seguente disuguaglianza:

1B(u) = B()|| < Aollu — vl

A questo punto si puo applicare il teorema 2.7 alle funzioni A e B. Devono
essere soddisfatte tutte le ipotesi del teorema, occorre: un sottoinsieme M
convesso e compatto di uno spazio X, localmente convesso e di Hausdorff e
due operatori continui per i quali valgano le ipotesi a) e b) del teorema.

Lo spazio X e uno spazio di Banach dotato della topologia debole e cio
lo rende di Hausdorff e localmente convesso.
A fare le veci di M in questo teorema sara Bg, che & un sottoinsieme convesso,
chiuso e limitato di uno spazio di Banach riflessivo, per cui e debolmente
compatto.
Inoltre A e B sono sequenzialmente debolmente continue, ma, definite su By
debolmente compatta, sono debolmente continue. Quest’ultima affermazione
e una conseguenza del teorema 1.17 di Arino-Gautier-Penot.

Restano allora da verificare le ipotesi a) e b):
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a) iniettivita di I — N\, B ove A, & un’arbitraria successione che tende a 1.
Per assurdo dati z,y € X con z # y, sia (I — A\, B)(z) = (I — \.B)(y).
Allora vale

r =y = A(B(x) = B(y))-

Passando alle norme e ricordando che B ¢ una A\g-contrazione con \g =

B
11 A[B] S1 ottiene
= = yll = Aul1B(z) = B)l < Adolle vl
ovvero

1 S >\n/\0 cioe S )\0.

1

An
Poiché ﬁ — 1, si ottiene Ay > 1, il che e assurdo.

b)A(Bgr) C (I — A\.,B)(Bgr) per ogni n € N.
Si sa che B(u) = T/\[B]B(u) ¢ una contrazione; quindi, essendo X
uno spazio di Banach, essa ha un unico punto fisso u € X. Inoltre per
I'ipotesi di espansivita di B, si ha che

A

I
Izl < 1+ \B]

u = [[u - B@)| =0

B(u)

in cui 'ultima uguaglianza e vera perché u e il punto fisso per B.
Pertanto u = 0.

Ora, poiché A\, — 1, anche \,B e una contrazione di costante A\,\g =
AnA[B]
1+ A\[B]

punto fisso.

< 1 per n grande. Dato che B(0) = 0, anche A, ha 0 come

Si osservi che, fissato w in Bg, anche \,B + w ¢ una contrazione, che
ammettera un unico punto fisso v. Dalla relazione

[olf < Jlv—=A B[l = [lv = AB@)| = [wl| < R

"1+ \B]
segue che v € Bpg; in particolare, scelto w = A(u) con u € Bg, per 1)
si ha w € By e dunque si conclude che per ogni u € By esiste v € Bg
tale che

A(u) =v — A\ B(v) = (I — \.B)(v).
Cio prova che
A(Bg) C (I — \,B)(Bg).
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Le ipotesi del teorema 2.7 sono soddisfatte, per cui A + B ha un punto
fisso u in Bpg:

u=A(u) + B(u) = Alw) +f‘f§\“{;? A[Blu

Au+ ABu = (1+ AB|)u — A\[BJu = u

cioe

ovvero u € Bp risolve 'equazione (3.1).

Un secondo risultato per la risoluzione dell’equazione (3.1) & il seguente:

Teorema 3.4 Sia X wuno spazio di Banach riflessivo e B : X — X wuna
funzione di Lipschitz sequenzialmente debolmente continua. Per ogni p > 0,
sia A, : X — X una funzione sequenzialmente debolmente continua tale che:

i) 1Al < pllullP + allul]* + b

conp>1,0<qg<1eab>0. Allora esiste u* > 0 tale che per ogni
€ (0, 1) e per ogni 0 < \ < ﬁ, loperatore A, + AB ha un punto fisso.

Dimostrazione. Si puo supporre B(0) = 0. Sia A € [O,ﬁ) fissato.

Sia M = Bpg la palla chiusa di X centrata nell’origine di raggio R > 0,
abbastanza grande in modo che valga la disuguaglianza:

b
Rl + E <1-— )\[B]

Esiste, allora, u* > 0 abbastanza piccolo, tale che valga:
P RP 4+ aR?+ ANBJR+b < R.

Pertanto per ogni p € (0, u*), la somma A, + AB manda M in M: infatti se
u € M, cioe ||lu|| < R, allora

[Au(u) + AB)|| < pllull” + allul[ + b + Al B(u)]],

quest’ultima disuguaglianza segue per I'ipotesi i).
Si osservi che B ¢ di Lipschitz per ipotesi, con B(0) = 0, dunque || B(u)|| <
[B]||lu||. Mettendo insieme tutte queste informazioni:

[Au(w) +AB )| < pllull”+allull?+0+ABl|lull < pRP+aR'+b+ABIR < R

per come si e scelto p* e ricordando che p € (0, pu*). Cost A, (u)+AB(u) € M.

35



A questo punto si applica il teorema 1.17 di Arino-Gautier-Penot:
M = Bp e un insieme limitato, chiuso e convesso di uno spazio di Banach
riflessivo e quindi ¢ debolmente compatto. La somma A, + AB & sequenzial-
mente debolmente continua, perché lo sono A, e B per ipotesi, e manda M
in M. Cosi il teorema assicura l’esistenza di un punto fisso per A, + AB.

Un terzo ed ultimo risultato prende in considerazione il caso in cui B e
un operatore costante.

Teorema 3.5 Sia X uno spazio di Banach e A : X — X un operatore
compatto tale che:

(1) [[A(w)[| < allul]?,
cona>0ep>1. Allora esiste R > 0 tale che per ogni h € Br [’equazione
Alu) +h=u
ammette almeno una soluzione.

Dimostrazione. Per ogni r > 0 si ponga

o, = sup [[A(z)]|.

[zl <r

Per l'ipotesi (i) si puo scegliere o > 0 sufficientemente piccolo in modo che

0
sup — < 1;
O<r<o T

dunque per ogni r € (0,0) si ha §, < r, da cui, se ||z]| < r, si ricava
|A(x)] <6, <.

Sia allora R € (0,7 —4,.), sia h € Bg e definiamo la funzione T': X — X
come T'(z) = A(z) + h.
Passando alle norme si ottiene | T(z)|| < ||A(2)||+||h]] < 6 +R < §.+1r—0, =
r, per ogni x € Bpg.

Allora T manda Bp in se stessa, ¢ debolmente continua perché A e un
operatore compatto e B e costante; inoltre I'operatore T' ¢ compatto perché
lo ¢ A, per cui manda Bg in un suo sottoinsieme compatto. Per il secondo
teorema di Schauder 1.2 esiste un punto fisso u per A + h nella palla Bpg.
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Capitolo 4

Un’equazione ellittica

Un’altra applicazione riguarda la ricerca di soluzioni per alcune equazioni
ellittiche non lineari. Prima di procedere con lo studio di tali equazioni, e
utile richiamare alcune definizioni.

4.1 Spazi di Sobolev

Definizione 4.1 Sia Q@ C RY un insieme aperto e sia u € L, .(Q). Sia
i€{l,...,N}. Se esiste g; € L},.(Q) tale che

loc

/ )t = - [ sotwde,  per omis € (),

tale g; e detta derivata debole di uw. Si indichi con la derivata debole di

('9%-

u.

E una buona definizione perché se la derivata debole esiste, essa e unica,
come mostra il seguente lemma:

Lemma 4.2 Per ogni f € L] (), se

loc
/ f(z)p(x)dx =0 per ogni ¢ € C5°(82)
Q

allora f(z) = 0 per quasi ogni x € €.

Dimostrazione. Si consideri il caso in cui f e continua in {2:
supponiamo per assurdo che esista xy € ) tale che f(xg) # 0, ad esempio
f(zo) > 0. Allora esiste B(xg,r) C €, palla di raggio r centrata in zo, in
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cui f > 0. Se ¢ € C§°(Q2) e una funzione a campana non negativa il cui
supporto (non vuoto) é contenuto in B(zg,r), allora

/Q f(2)o(x)dz > 0

che contraddice l'ipotesi.
Consideriamo ora il caso generale f € L} .(Q). Sia Q' CC Q un aperto.
Allora f € L*(Y) e, per ipotesi,

f(@)p(x)dr =0

Q/
per ogni ¢ € C°(Y).
Sia ora g € CJ(Y') tale che [, |f — gldz < e, e > 0. Allora

’/Q/ godx

e quindi, per densita di C$°(€Q') in CQ(€') nella norma uniforme,

‘/Q/ godx

Ora definiamo K = K; U K, dove
Ki={xeQ : g(x) > e}, Ky={x e : g(x) < —c}.

Scelgo 1 € CQ(Y) tale che || < 1,9 = 1suK;ey = —1suK,. Allora in
'\ K siha |gy| < |g| < e e quindi

Il = / lgldz + / lgldz + / lgldz =
K Ko QN\K
— [ vtz [ Jglds=
K QN\K
/ gdx —/ gwdx—i—/ lg|dx =
o ONK ONK

— et / 9] — |gde = e[l + m(2 \ )]
QN\K

<¢l|¢llo  per ogni ¢ € C5°(X)

< ellglle per ognie € CO(SY).

Percio si ha anche:

[fllziy < IIf = gllevey + lglloiey <
< 2 m(@)

per ogni € > 0 e quindi f =0 q.o. in . Per larbitrarieta di €', f =0 q.o.
in 2.
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Definizione 4.3 Lo spazio di Sobolev

0
W2(Q) = {u € L*(Q)| g1, ..., gn € L*(Q) tali che /ua¢dx: —/giqbdx
o 0% Q

Ve P (Q),Vi=1,.. N}

S ou
i pone o— = gi.

Lo spazio W12(Q) ¢ munito della norma:

ou
Z;

N
[ullwrz = [lullz2 + ; 5

L2

e del prodotto scalare:

N o ou v
(’LL, ’U)Wl,2 = (U, U)LQ + Z %, % .
=1 v ) 12

Definizione 4.4 W,?(Q) indica la chiusura di C3°(Q) in W2(Q).

Definizione 4.5 Lo spazio di Sobolev
W2(Q) = {u € L*(Q)|Va con|a| <2 g, € L*(Q) tale che
/QuDa¢ = (1)l /and) Vo e ()}

dove o € un multi-indice, cioé una N-upla (aq,...,ayn) con a; > 0 intero e
St pone
aa1+a2+--'+a1\f¢

3x1a18x2a2 C 8ZL’NOCN‘

N
la| = Z Q; e D% =

i=1
Lo spazio W*2(Q) é munito della norma:

lullwez =D D%l

0<]al<2

e del prodotto scalare:

(u, V)22 = Z (D%, D%v) 2.

0<]al<2
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Lo spazio

W22(Q) N Wy (Q) = {u € W**Q) : u = 0sudQ}.

Definizione 4.6 Sia A C RY un aperto limitato. A ha frontiera C' se per
ogni g € OA, esiste U intorno di xy in RY ed esiste ¢ : U — R di classe
C, con V¢ # 0 in U tale che

ANU={z€U: ¢(x) <0} e ANU={xecU: ¢(x)> 0}

Osservazione: in modo analogo si definiscono gli aperti di classe C* e
Ch dove k € Nea € (0,1].

Si ricordino, infine, due importanti teoremi di immersione degli spazi di
Sobolev:

Teorema 4.7 (di Sobolev) Sia Q C RY un aperto limitato di classe C".
Valgono 1 sequenti fatti:

se p < N allora W'?(Q) C L1(Q) per ogniq € [1,p*[ e 1/p* =1/p—1/N;
se p= N allora W"P(Q) C L1(Q) per ogniq € [1, 00[;
sep > N allora W (Q) C C(Q),

e le tmmersiont sono compatte.

Teorema 4.8 (di Rellich-Kondrachov) : Sia Q C RY un aperto limitato
di classe C%'. Allora

WmP(Q) — Li(Q) semp < N el <qg< N]anp

WmP(Q) — L1(Q) semp=N, el <qg< oo

WmP(Q) — C%*(Q) semp > N, 0 <a<m— =

$0M0 1mmersiont compatte.
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4.2 1l problema di Dirichlet

Si indichi —A con L. Dato un aperto limitato Q@ c RY, N > 2, con bordo
00 € C? e data f € L*(Q), si consideri il problema di Dirichlet

—Au=f
u=0 su 0f).

Allora esiste sempre una soluzione u € W22(Q) N Wy *(Q) di tale problema
ed essa e unica. Inoltre vale la seguente disuguaglianza:

[ullw22) + [lull w2 < CllLullr2@), (4.1)

dove C' & una costante strettamente positiva che dipende da 2 ed N. Per la
dimostrazione si rimanda a [GT] teorema 8.12.

L’operatore
L:W»(Q)nWy2(Q) — L*(Q)

e chiaramente lineare perché somma di derivate seconde.

E surgettivo, infatti per ogni f € L2(€) esiste un unico u € W22(Q)NWy%(Q)
tale che —Au = f.

E iniettivo perché se u € W22(Q) N Wy 2(Q) e se —Au = 0 allora, necessa-
riamente, v = 0. Dunque, ¢ invertibile.

Inoltre L ¢ continuo perché

[Lull2@) = || = Aull2 @) < [ullw22@)-
Allora, per il teorema dell’applicazione aperta, anche
L71: L2(Q) — W2 Q) n W, % (Q)
e una funzione continua. In particolare
L L3(Q) — L*(Q)
€ un operatore compatto, infatti:
L' L2(Q) — W22(Q) N W, () & una funzione continua

i @ W*2(Q) — L*) ¢ un’immersione compatta per il teorema 4.8 di
Rellich-Kondrachov.

allora, componendo, L' oi = L' & compatto in quanto composizione di un
operatore continuo con un operatore compatto.

Vale, inoltre, la seguente disuguaglianza:
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Proposizione 4.9 Si supponga che

(H,) p>1/2 se N =3,4
p 1<p§% se N > 4.

Allora per ogni u in W22(Q) N W, *(Q)

[ull2p@) < VI Lull 20 (4.2)
dove v é una costante che dipende da p, N, .

Dimostrazione. Sia 1/2 < p < oo. Se N = 3, poiché valgono le in-
clusioni continue W??(Q) — C°(Q) — L?(Q), segue che ||w|/p2@) <
Ywllwez@y, Vw € W22(Q2). Usando, allora, la disuguaglianza (4.1), si ha la
tesi. Allo stesso modo, se N = 4, dall’inclusione W?%2(Q2) — L*(Q) e dalla

disuguaglianza (4.1) si ha la conclusione. Infine,se N > 4e1/2 <p < &, si

usano le inclusioni W22(Q)) — L~5 () — L*(Q) e ancora la disuguaglianza
(4.1).

4.3 L’operatore di superposizione

Altre nozioni utili da richiamare sono le seguenti definizioni:

Definizione 4.10 Sia Q C RY un aperto e sia f : Q x R — R una funzione
tale che:

i) x — f(x,t) e misurabile in Q per ognit € R

it) esiste un insieme misurabile Qg C Q tale che mis(Q2 — Q) =0 et —
f(z,t) é continua suR per ogni x € Q.

Allora f si dice di Caratheodory.

Definizione 4.11 Siano € ed f come nelle ipotesi della definzione 4.10. Si
ponga
[@(w)(z) = f(z,u(z)), €

Uapplicazione u — ®(u) si chiama operatore di Nemytskii o di superposizione.
Si osservi, anzitutto, che se u : @ — R ¢ misurabile, allora ®(u) e

a sua volta misurabile. Infatti, questo € vero quando u e una funzione
semplice: se u = Y ¢ aixg, con gli E; disgiunti e (J,_, £ = €, si ha
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d(u) = S | f(,ai)xe, e dunque ®(u) & misurabile. Mentre se u & misura-
bile e {u,} & una successione di funzioni semplici che converge ad u puntual-
mente in 2, allora ®(u) ¢ il limite puntuale in 4, dunque q.o. in €, delle
funzioni misurabili ®(u,), e dunque ¢ misurabile in virtu della completezza
della misura di Lebesgue.

Vale inoltre la seguente proprieta:

Lemma 4.12 Sia Q C RY un aperto di misura finita e sia f di Caratheo-
dory. Se {u,} ¢ una successione di funzioni misurabili su §) tale che u, — u
in misura, allora ®(u,) — ®(u) in misura.

Dimostrazione. Sia € > 0; si deve provare che

lim m({x € Q : |P(u,)(z) — P(u)(x)| > €} =0.

n—oo

Per ogni k € N* si consideri I'insieme
1 1
O = {x € Qo |f(z,u(z)) — flz,t)] <e Vte |u(x)-— E,u(m) + —} } :
L’insieme €2; ¢ misurabile ed inoltre risulta {2, O (4. Per la continuita di
[ rispetto alla variabile ¢, si ha | J;—, Q4 = Qo; essendo m(§2) = m () < oo,

se ne deduce, in virtu della misurabilita delle €, che m(2y \ ) — 0 per
k — oo. Dunque, fissato nn > 0, esiste k € N1 e si fissi, tale che m(Qo\ Q) <

n/2.
Si definisca, ora, per ogni n € N l'insieme

1
A, = {a: € Qo |up(z) —u(z)| < E}’

poiché w,, — u in misura, si ha lim,_,., m(Q \ A,) = 0 cioe esiste m € N tale
che

m(Qo \ An) <n/2 ¥n>n.
D’altra parte, se x € A, Ny, si ha u,(z) € [u(z) — 1/k,u(x) + 1/k] e quindi
[P (un) () — @(u)(2)] < e
Ne segue, per ogni n > 7,

m({z € Qo[ ®(up)(z) — P(u)(2)] > €}) <

<m(Q\ (A, N)) <

<m(f \ An) +m(Q \ Q) <

<n/2+n/2=n,

cioe la tesi.

43



Una conseguenza del lemma precedente ¢ la continuita dell’operatore @
su opportuni spazi LP.

Proposizione 4.13 Nelle ipotesi precedenti, si supponga che esistano p,q >
1 tali che

|f(z,t)| < alz) + blt|P/ per q.o.x € Q, Vt € R,

dovea € L1(Q), cona >0, eb > 0. Allora l'operatore di Nemytskii ® manda
con continuita LP(§2) in L1((2).

Dimostrazione. Anzitutto, se u € LP(Q2) si ha ®(u) € LI()) perché

/Q |f (2, u(x))|?dz < 277 { /Q a(x)dz + b /Q |u(x)|pd:v].

Si deve provare la continuita di ®. Sia {u,} C L?(2) una successione tale che
un, — uin LP(Q): occorre mostrare che ®(u,) — ®(u) in LI(€2). Dato che, in
particolare, u,, — w in misura, dal lemma 4.12 si ottiene che ®(u,) — ®(u)
in misura. Inoltre vale la seguente stima:

| (1) (2) — ®(u)(2)]? < 2971 [|®(un) ()| + |@(u)(2)]7] <
<497 a(2)? + by (2) [P 4 a(x)? + b u(z)[P] <
< 497t [Qa(x)q + 207 by, () — u(w)|P + (2P + 1)bq]u(x)|p] <
< g la(@)? + |un(z) — u(@)” + |u(z)[] .

Sia allora e > 0: esiste 7 € N tale che [|u, — ul|}, ), < € per ogni n > 7. Per
I’assoluta continuita dell’integrale e per la stima precedente, esiste n > 0 per
cui si ha

m(E)<n, n>n = / |D(u,) — @(u)|%dx < 3¢, 4€.
E
Si scelga, ora, 0 > 0 tale che 69 < €; posto
Ey={z e Q: |®(up)(z) — @(u)(z)| = 6},

sara m(E,) < n per ogni n > 71 > m per il lemma 4.12. Concludendo, per
ognin>n

/Q B(u,) — B(u)|idr = / () B+ / 8w — ot

< 3epge+0Im(Q2) <
< (e,

e cio prova la tesi.
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4.4 Un’equazione ellittica

Consideriamo la seguente equazione:
(=) '+ = f(z,u,p)inQ, u=0 su 0N (4.3)

dove Q C R¥ & un aperto limitato con bordo di classe C*', A & un numero
reale ed f : Q x R x RT — R. Un primo passo verso la risoluzione di tale
equazione e ridurla ad un problema di punto fisso nel seguente modo: posto
v=—Au= Lu e quindi L™*(v) = u, sostituendo si ottiene

v+ AL7'(v) = Ny, 0o L7 (v),

dove Ny, ¢ l'operatore di Nemytskii associato ad f, ed L=1 & l'inversa del-
l'opposto del Laplaciano. Risolvere I'equazione (4.3) equivale a risolvere
I’equazione

v=—-AL""(v) + Ny, o L7} (v). (4.4)

Si puo dimostrare che l'equazione (4.4) ¢ soddisfatta da una funzione u €
W22(Q) N W, *(Q). Vale, infatti, il seguente:

Teorema 4.14 Sia Q C RY un aperto limitato con bordo di classe C*'. Si
supponga che:

i) f: QxR XxRT =R ¢ una funzione di Caratheodory
i) 3 > 0tale che Ny, o L™ manda una palla Br di L*(Q2) in se stessa.

Allora per ogni A > 0 esiste u € W22(Q) N Wy*(Q) che soddisfa q.o.
Uequazione (4.4).

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sul teorema 2.14.

Applichiamo il teorema 2.14 agli operatori

B=-AL" e A=NjoL"

1
dove 0 < A< N = —
1L~ 22
B € L(L*(Q)), mentre A : L*(Q) — L*(Q2) e manda By, in sé per I'ipotesi ii).
B ¢ un operatore dissipativo su L*(Q) con ||B|| < 1. Quest’ultima disugua-
glianza deriva subito dalla scelta di A:

1Bz = | = AL 2y = ML 120
< NNL7H|r2() = 1

45



la dissipativita di B deriva dalla prima formula di Green: infatti, se
v=—L"*u) cioe —Lv=u ovvero Av=u con v=_0sud
si ha:

(—Lilu, U)LQ(Q) = (U,U)LQ(Q) = (U, A?J)Lz(ﬂ)

:/ vVvﬂﬁds—/]Vv\Qd:c,
o0 Q

ma v = 0 su Jf2 quindi si ottiene
(L, ) oy = —/ Volde < 0,
Q

Allora
(Bu,uw)r20) = (AL (u),u) = AM(—L ™ (u),u) <0,

per ogni u € L*().

Verifichiamo, ora, che A ¢ un operatore debolmente continuo su Bg.

In realta e sufficiente dimostrare che A & debolmente sequenzialmente con-
tinuo su Bg. Infatti, essendo L?(Q2) uno spazio riflessivo, Bg ¢ debolmente
compatta e poiché L?*(€2) & anche separabile, Br munita della topologia de-
bole & uno spazio metrizzabile. A questo punto, segue la debole continuita
di A per il teorema 1.15.

Mostriamo, dunque, che A & debolmente sequenzialmente continuo. Sia R
definito dall’ipotesi ii) e sia {u,}neny una successione in By tale che w, —
u € Bg. Allora

ull2@) < R per cui || (up)||2) < C R,
con C = ||L7Y|z(r2¢q). Per l'ipotesi ii) si ha che
(L2())
Ny, o L7 up) || 20y < R.

Per la riflessivitd di L*(€2), si puo estrarre una sottosuccessione {u,,} tale
che
Ny, o L (u,,) = v € L*(Q).

D’altra parte, L™'(uy,) = L™'(u) in W*?(Q). Ricordando che W?*?(Q) —
L*(2) & un’immersione compatta, si ha

L™ un,) — L7 (u) inL*(Q).
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A questo punto, Ny, o L™ (u,,) — Ny o L7'(u) in L*(Q) e v = Ny, o
L~ '(u). Resta da verificare che tale risultato valga per l'intera successione

{un}, ovvero:
Ny, o L™ (un) = Ny, o L™} (u).

Se, per assurdo, cosi non fosse esisterebbe g € L*(Q) tale che

‘/Q[NfH o L (uy,,) — Ny, o L (u)]gdx| >0 (4.5)

per infiniti indici ng. Ma u,, — w in Bpr e, con lo stesso ragionamento
seguito in precedenza, esiste {u,, } sottosuccessione estratta tale che Ny, o
J

L™ () = Ny, o L7 (u) in L?(€2), contro I'equazione (4.5). Cio & assurdo.

Valendo tutte le ipotesi del teorema 2.14, I'equazione (4.3) ha soluzione
per ogni A € (0, \*).
La soluzione per ogni A > 0 viene fornita dal teorema 3.3 verificando solo
I'ipotesi b) di tale teorema. La prima parte ¢ ovvia perché B ¢ lineare e con-
tinuo, quindi lipschitziano; per verificare che B € un’espansione, si consideri
(u — A\Bu, U)LQ(Q). Da un lato si sa che

(u— ABu,u) < |[Ju — ABul|||u]|. (4.6)
Dall’altro, essendo (Bu,u) < 0, si puo scrivere
llull® < |Jull* = M(Bu,u) = (v — ABu, u). (4.7)
Mettendo insieme la (4.6) e la (4.7) si ottiene la tesi

lull < flu = ABul.

Esempio 4.15 Si consideri [’equazione
—Au+ u = plulP2u+alulPu+h(z) u=0 su () (4.8)

con Q@ C RN aperto limitato con bordo di classe C%, p>2,3/2<q<2,a>
0,0 >0,N€ER ed he L*NQ). Sidimostra che se valgono le (H, 1),
allora esiste A\* > 0 tale che per ogni A > —\* Uequazione (4.8) ammette
almeno una soluzione u € W22(Q) N Wy ().
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Si supponga, per ora, A > 0 e applichiamo il teorema 4.14.
Posto f(z,u, n) = plulP~>u + alu|??u + h(x), I'ipotesi i) del teorema & sod-
disfatta; infatti la f ¢ un polinomio nella variabile u, quindi & continua e
rispetto alla variabile z & misurabile, dato che h € L?(Q) per ipotesi.

Resta da verificare I'ipotesi ii). Sia Bg una palla in L?(Q2) di raggio R
centrata nell’origine e sia v € Bg, ossia ||v||12() < R. Si ha:

N, o L7 (0) |2y = Il L7H ) [P2L7H(0) + al L1 ()" L7 (0) + Al 2@
1/2 1/2
S ol |:/(’L_1("U)|p_1)2d$:| +a |:/(‘L_1(’U)|q_1)2dl’:| + HhHLQ(Q)
Q

= L () a1 + AL O oty + 1l 220)

Poiché valgono le (H,_1), per la proposizione 4.9 vale la disuguaglianza (4.2)
HuHLz(pq)(Q) < 1 L(w)] 20 per ogni u € W*?(Q) N Wol’2(Q).

Allora, scelto u = L™1(v), si ottiene:

IN7, © L7 (0)llz2@) < 1" ol + 1L 0) 1 a0 0y + 1Rl 220

A questo punto, nel secondo membro della seconda disuguaglianza, si puo

apphcare al secondo addendo la disuguaglianza di Holder con esponenti 2= i

(R

p q

< </Q(|L1(v)|2(q 1))5_1 dm) 3—1] [(lem) H]”Q

_ 2(g—1)

_ (/ = \(d)] Y o)

= (L7 () |21y g ()] T

p—

p—

I

o=
-

Usando ancora una volta le (H,_1), si ottiene:
_ _ _pP—q _ 1 _pP—q
L™ )1 2t0mn gy < N7 O ooy () [ 2D < 27 [0l| 2 g ()] 26D
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Concludendo:
ING, 0 L7 ()llz2) < 1" ol + @y vl fagg) + Rl (4.9)
dove si e posto a[m(Q)]% =a'. Ora, ||v| 20 < R; quindi si ha:
1N, 0 L7 ()l 20y < "~ RPTH + @y T R 4 ||| 20

Poiché 1/2 < ¢ — 1 < 1 per ipotesi, e possibile scegliere R > 0 abbastanza
grande in modo che
ady" 'R+ ||h]| < R.

Allora, preso
, BR—dy" 'R — ||
ILL - ’}/pilRpil )

si ha [Ny, o L7 (0)||12¢) < R, V€ (0, p*).

Per il teorema 4.14, per ogni A > 0 l'equazione (4.8) ammette una
soluzione u € W22(2) N W, (Q).

Per quanto riguarda il caso A < 0, si usa il teorema 3.4. Lo spazio X del
teorema ¢ lo spazio L?(Q) e gli operatori A, e B sono:

A,=NspoL™' e B=+L""

Bisogna verificare le ipotesi di tale teorema. Chiaramente X = L?*({2) ¢ uno
spazio di Banach riflessivo.
B ¢ lipschitziana in quanto lineare e continua:

IB(uw) = B2 = L7 (u) = L7 (v) [l 2 =
= L7 (u—2)|120 <
< LM ez llu = vllz2 @),
dunque [B] = [[L7Y z(z2(@))-
L’altra ipotesi sull’operatore B e la debole sequenziale continuita: si deve
verificare che, presa una successione {u, } C L*(), se u,, — u allora B(u,,) —
B(u).
E utile ricordare i seguenti risultati noti di cui si fara uso:

1) Se Q ¢ un aperto limitato di classe C' allora W22(Q) C L?(Q) con
immersione compatta.
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2) Se X, Y sono spazi di Banach con X riflessivo e se A € L(X,Y), allora A
& compatto se e solo se Au, — AuinY’, per ogni successione {u,} C X
tale che u,, = uin X.

Sia, dunque, {u,} una successione tale che u, — win L*(). Poiché L™! &
continuo, allora B(u,) — B(u)in W*2(Q). Ora, per la 1) e la 2), B(u,) —
B(u) in L*(Q), quindi B(u,) — B(u) in L*(Q).

Resta infine da verificare che I'operatore A, = Ny, o L1 & sequenzial-
mente debolmente continuo. Si osservi che

f (2 w)] < W(2) + (n+ a)lul”™ (4.10)
perché per |u| > 1
[f (@, w)] < pllul”2u] + al|ul™*u] + [h(2)| = pluf™" + alu|”" + B (2),

dove si € posto h'(z) = |h(z)]; a questo punto, dato che p > ¢, 'andamento
della f & dato dalla potenza maggiore. Segue allora la disuguaglianza (4.10).
E possibile, allora, usare la proposizione 4.13. Si ha:

n' e L*(Q), (1 + a) > 0e la potenza |y|§ della proposizione corrisponde, in
questo caso, a |u|**z; allora Ny, : L2=D(Q) — L2(2) & continua.

Sia, dunque, {u, } una successione in L?(2) tale che u,, — u, allora L™ (u,,) —
L7 (u) in W22(Q) N W,*(Q) per la continuitd di L~'. Per i teoremi di
immersione degli spazi di Sobolev, si ha

2N
W22(Q) c Whi(Q) per ogni ¢ < 2* = N 3

con immersione compatta e
Wh2(Q) c L1Q) per ogni ¢ < 2*
con immersione compatta; quindi dalle seguenti inclusioni non compatte:
W>2(Q) c W2 (Q) c L*

si deduce che
L (up) — L7 (u) in L"(Q),

2N ** —
N—2° allora 2 = N SN — N—4°

perognir <p conp = 2*". Da 2* =

osservi che 2(p — 1) < P = 22 perché valgono le (H,_;).
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Allora L™ Y(u,) — L~Y(u) in L**=Y(Q) e, dunque, per la proposizione
4.13, NfH(L Y(un)) — Ny, (L' (uw)) in L*(Q2). Si ¢ cosi ottenuto che presa una
successione {u, } in L*(Q) tale che u,, — u, si ha Ny, oL~ (u,) — Ny, oL~ (u)
in L*(Q).

Infine 'ipotesi i) del teorema 3.4 ¢ data dalla disuguaglianza (4.9) in cui
a/y™t >0, ||hllr2@) >0, p—1>1cioep>2e0<g—1<1,cioel<q<?2
che e l'ipotesi.

Per il teorema 3.4, esiste p* > 0 tale che per ogni p € (0,u*) e A €
[0, ﬁ], A, + AB ha un punto fisso v € L*(Q). Se ora A < 0, scegliendo

A, =Ny oL ' e B= L possiamo scrivere
Ny, o L7Hv) = AL7H(v) = (A, + [\ B)v;
poiché |A| € [0, [—é]], il risultato del caso precedente ci fornisce v € L?(Q) tale

che
Ny o LM v) = AL7'(v) = v,

ossia, posto u = L~!(v), otteniamo che I'equazione (4.4) ha soluzione u €
w2 2( ) N W2 (9).
Esempio 4.16 Si consideri I’equazione

—Au = |ulP~?u + h() u=0 su 0(Q) (4.11)

dove Q@ C RN ¢ un aperto limitato con bordo di classe C?, p > 2, h €
L*(Q2). Valgono le condizioni (H,_1). Si dimostra che tale equazione ammette
una soluzione u € W22(Q) N W, 2(Q) se h ¢ abbastanza piccolo, nel senso
specificato dal teorema 3.5 di cui si fara uso.

Infatti, posto v = —Au = Lu, cosicché v = L™1(v), risolvere 1'equazione
(4.11) equivale a risolvere ’equazione:
v=|L ()P 2L (v) + h(z). (4.12)

Sia, allora, A 'operatore cosi definito:

Av) = [L7 @)L (v).

Si osservi che

1/2
AW e = L P22 @l = ( [ (27 @ o) =

2(171) Pl
[(/w i) ] )

o1




Poiché valgono le (H,-1), si puo usare la disuguaglianza (4.2)
lull 2000y < Y Lullray,  we W(Q) N Wi*(9Q)

gia citata precedentemente. Allora

”L 1(1))’ 1112(1771)(9) S ,)/p 1HU’ iz(g)y
quindi
AWl <77 ollaly  peromive (@), (4.13)

L’operatore A ¢ cosi ben definito da L*(Q) in L*(Q).

L’ipotesi di compattezza di A ¢ assicurata dalla compattezza di L=!. Infine
I'ipotesi i) del teorema 3.5 ¢ data dall’equazione (4.13).

E possibile applicare, allora, tale teorema ed ottenere un R > 0 tale che per
ogni h € Bpg, I'equazione (4.12) ammette una soluzione.
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