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1 Coomologia relativa di De Rham

Tuttii gruppi di omologia, salvo diversamente indicato, saranno a coefficienti
in C.

Definizione 1.1 Sia r > 1, w una forma di volume positiva su S"~! con
volume totale 1, e sia p la retrazione R” \ {0} — S™~!. Chiameremo p*w
una forma angolare su R" ~ {0}.

Definizione 1.2 Sia N una sottovarietd di M varietd differenziabile. Defi-
niamo il complesso relativo di De Rham

A*(M,N) = A*(M) @ A*"Y(N),

d(wlf) = (dwl|i*w — db).

Indicheremo 'omologia di questo complesso con Hj,p(M,N). Una classe
di coomologia in A*(M, N) si rappresenta con una forma chiusa su M che
diventa esatta facendone la restrizione ad N : infatti se d(w|n) = (0]0),
allora w e chiusa e w = dn su V.

L’omologia di questo complesso & canonicamente isomorfa alla coomologia
singolare relativa HY, (M,N).

sing

Osservazione 1.3 Per i complessi di cocatene singolari abbiamo la seguen-
te successione esatta:

0— S*(M,A) - S*(M) — S*(A) — 0,

ottenuta dualizzando la successione corrispondente per le catene singolari.
Quindi S*(M, A) si puo identificare con un sottospazio delle cocatene su M,
precisamente quelle nulle su ogni catena contenuta in A. Nella coomologia
di De Rham non abbiamo piu questa inclusione di cocatene: non c’¢ un
modo canonico analogo di identificare gli elementi del complesso relativo di
De Rham con un sottoinsieme delle forme differenziali su M. Pero possiamo
ottenere la successione esatta lunga in coomologia in questo modo: ad ogni
cociclo (w]f) di A?(M, N) associamo la g-forma chiusa w su M. In effetti
abbiamo la seguente successione esatta:

s YN S g, N) D g D HINY - L
dove a(f) = (0|9) , B(wl|f) = w.

Esempio 1.4 Consideriamo H"(R",R" \{0};C), dove r > 1. Dalla succes-
sione esatta

o HIYRYY S g R {0)) S HYRT, R {0}) D HURY) -



vediamo che a* € un isomorfismo in
C~ HYR" < {0}) % H"(R",R" ~ {0})

Ogni elemento di H"~1(R"~.{0}) & rappresentato da una (r—1)-forma chiusa
0 su R"~ {0}. L’elemento corrispondente in H"(R",R" \ {0}) si rappresenta
come (0| — 6).

Esempio 1.5 Generalizziamo ’esempio precedente: sia 7 : £ — M un fi-
brato vettoriale orientato di rango 7. Abbiamo su F~\ M una forma angolare
globale 1) tale che diyy = —7*e, dove € rappresenta la classe di Eulero di E.
La classe di Thom ¥(E) € H"(E, E ~. M) si rappresenta con (7~ te| — 1).



2 Coomologia di Cech-De Rham

Definiremo ora una nuova coomologia, che generalizza le idee del Teorema
di Mayer-Vietoris e del complesso di De-Rham relativo nel caso in cui N sia
un aperto di M.

Definizione 2.1 Sia M una varieta orientata di dimensione m. Sia U =
{Usa} 4er un ricoprimento aperto in M, dove I ¢ un insieme parzialmente
ordinato tale che se Uy, .q,, 1= Uqy N -+ N U,, € non vuoto, allora I'ordine

indotto sul sottoinsieme {ay,...,a,} & totale. Denoteremo
Cp(“? Aq) = H Aq(UOCO---Olp)v
(ap...ap)eI®)
dove I®) := {(ag,...,ap) | ap < -+ < ap}.

C*(U, A®), ¢ un doppio complesso, dotato dell’operatore differenziale ester-
no d e dell'operatore cobordo & : CP(U,A?) — CPHL (U, A9). A*(U) ¢ il
complesso associato, quindi A"(U) = P, ,—, C* (U, A?).

Ad esempio, se U = {Up, U1 },
D: AP(U) — AP U)

(00,01,00) — (dog,do1,01 — 09 — door).

Quindi una cocatena (og, 01, 001) € un cociclo se og e o1 sono chiuse e og; €
una primitiva per la differenza o1 — g su UyNU;. Passiamo all’integrazione
nella teoria di Cech-De Rham e alla dualita.

Definizione 2.2 Un sistema di celle ad alveare

Per esempio, se U = {Uy, U1} Ry € un’ipersuperficie in M che separa i due
aperti Int(Rp) e Int(R;). Abbiamo 9(Ry) = Ro1 e (R1) = Rip = —Roz1.
Sia M una varieta orientata di dimensione m, U = {Uy} ¢ un ricoprimento
aperto come sopra e {Rq} ; un sistema di celle ad alveare adattato a U.
Se M & compatta, ogni R, € compatto e possiamo definire I'integrazione

/M; AT U) = C

come la somma

5 s [

p=0 \(ap,...,ap)€l®) “ 0P



per 0 in A™(U). Se Do = 0 abbiamo che [,, o non dipende dalla scelta
delle celle ad alveare, e che se ¢ = D7 allora f v @ = 0. quindi I'integrazione
passa alla coomologia e definisce

/ :H™(A*(U)) — C,
M
che corrisponde via I'isomorfismo con De Rham all'integrazione su H}5 (M, C).
Inoltre il pairing
AU x AmRU) — A™U) — C

composizione del prodotto cup e dell’integrazione € non degenere.
Data una classe I in Hy(M,C) 7 € A*(), DT = 0, possiamo definire [.7
prendendo v un rappresentante di I' trasverso ad ogni Ra,...a,"

m
JA50 51 D I I

(Q0,.nsap) €I ®) 7 o0

Abbiamo quindi il seguente diagramma commutativo:

H*(A*(U)) —2 Hm™ k(A (U)" N Hy, (M, C)

| P

HYp(M,C) —"= HIZF(M,C)" —— H,— (M, C)

dove le due mappe che risultano componendo le righe sono le Dualita di
Poincaré nelle due teorie. In conclusione, nella teoria di Cech-De Rham,

o] € HE(A*(U)) ™ T € Hy (M, C),
dove
/UvT:/T vr e AmFU), Dr=0.
M r

Sia ora M una varietd orientata di dimensione m non necessariamente
compatta, e passiamo alle dualita di Alexander e Lefscetz. Consideriamo
ricoprimenti U costituiti da due aperti Uy e Uy.

Definizione 2.3 Denotiamo A®*(U, Up) l'insieme delle (0¢, 01, 001) con o9 =
0. E immediato verificare che A®*(U, Up) e isomorfo al complesso di De Rham
relativo A®*(Uy, Up) tramite la mappa

(0,w,0) — (w | 0).

L’omologia del complesso A* (U, Up) & quindi canonicamente isomorfa a H*(Uy, Up)
che per excisione ‘e a sua volta isomorfo a H*(M, Up). In seguito indicheremo



un elemento di A®*(U, Uy) indifferentemente con (0,w,f) o (w | #). Abbiamo
la successione esatta

0— A*(U,Uy) — A*(U) — A*(Uy) — 0.

Dunque nella teoria di Cech-De Rham possiamo identificare le cocatene
relative all’aperto Uy con un sottoinsieme delle cocatene su M.

Sia ora U = {Up, U1} un ricoprimento che ammetta un sistema di celle ad
alveare con R compatto. Allora possiamo definire un’integrazione

/ :A™(U,Up) — C
M

/(w|9):/ vt [ o,
M Ry Ro1

che induce un’integrazione in coomologia relativa:

come

/ :H*(M,Up) — C.
M
Dall’espressione
(0,w,0) ~ (10, 71,701) = (0, w A T1,60 A1)
vediamo che il prodotto cup passa ad un prodotto
AR U, Uy) x A™F(Uy) — A™(U, Up),

che composto coll” integrazione appena definita ci da un pairing non degenere
dal quale otteniamo

H*(M, Ug) ~ H™*(U1)" ~ Hppppp(Un),
dove l'isomorfismo manda
[(w]0)]— T,

con
/ wAT+ 0 ATy :/Tl V1 € Am_k(Ul), dr = 0.
Ry Ro1 r

Se Uy & connesso, Hy(U;) ~ C, e l'isomorfismo ¢ dato dall’integrazione

(w])— lew—i—me 0.
Per ottenere la dualita di Alexander Ag, sia S un compatto in M e pren-
diamo Up un suo intorno regolare e Uy = M ~. S. Allora

H¥(M, M~ S) ~ Hyy_(Uy) ~ Hypy i (S).



Per ottenere la dualita di Lefscetz Lg, sia R una sottovarieta compatta a
bordo C* di dimensione m. Sia V' un intorno tubolare di R, e consideriamo
il ricoprimento della varietd M’ = RUV cosi definito: Uy =V e U; = M'.
Notiamo che H*(M',Uy) ~ H*(R,0R). In questo caso l'integrazione S
che denoteremo in seguito come [ R Cida

H*(R,0R) ~ H™ *(U)" ~ H,,_1(R).

Notiamo che in questo caso possiamo prendere Ry = R. In seguito sara
fondamentale la compatibilita tra gli isomorfismi di Alexander e Lefscetz,
nel senso della seguente

Proposizione 2.4 Sia S un compatto in M che ammette un intorno rego-
lare e R una sottovarieta compatta a bordo C*° di dimensione m contenente
S nella propria parte interna. Allora il sequente diagramma commuta:

H*(M, M ~ S) ~— H*(R,R) .

lAS l[/R
i*

Dimostrazione di 77. ia O



3 Poincaré-Hopf e Residui della Classe di Eulero

Il Teorema di Poincaré-Hopf & I’esempio pitt immediato di localizzazione di
una classe caratteristica: la classe di Eulero. Il Teorema dei Residui della
classe di Eulero lo generalizza e ha il pregio di mettere in evidenza l'idea
della localizzazione.

Definizione 3.1 Sia M una varieta C'™ connessa orientata di dimensione
menw : EE — M un fibrato vettoriale reale orientato di rango m. Sia p
un punto di M, U un intorno di p, e s una sezione di E che non si annulla
definita su U\ {p}. Definiamo 1'Indice Ind(s, p) nel seguente modo: fissiamo
una banalizzazione locale positiva e identifichiamo 7=(U) con U x R™. Sia
p: U xR™ — R™ la proiezione, e sia D un m-disco chiuso contenuto in U.
Consideriamo la mappa
vs 1 0D — S™1

pos(z)
)= s @
Definiamo Ind(s, p) come il grado di vs. Se E & il fibrato tangente di M, e
quindi s & un campo vettoriale v, chiamiamo Ind(s, p) I'Indice di Poincaré-
Hopf PH(v,p).

Osservazione 3.2 Ind(s,p) si puo rappresentare anche nel modo seguente:
sia 9, una (m—1)-forma differenziale chiusa su R"\ {0} con [gn_—1 ¥m = 1,

Ind = s*m: o *m-
nd(s, p) /anyw /aD(” Y

Se s si estende ad una sezione su tutto U, Ind(s,p) = Deg,(p o s). Dal Teo-
rema di Stokes segue che Ind(s,p) non dipende dalla scelta di D. Notiamo
che [, (pos) Um = [5p s*(p*¥m), che & un espressione che ritroveremo in
seguito.

Teorema 3.3 (di Poincaré-Hopf) Sia M una varieta C*° compatta con-
nessa orientata di dimensione m, v un campo vettoriale che non si annulla
definito su M ~ {p1,...,p.}. Allora

" PH(v,pi) = x(M).
=1

Il Teorema di Poincaré-Hopf segue immediatamente dal prossimo Teorema
dell'Indice e dall’identita [, e(TM) = x(M).

Ricordiamo che, la classe di Thom ¥y € H™(E, E ~ M) & rappresentata
dal cociclo (7*¢| — 1)), dove € & una m-forma chiusa su M e ¢ ¢ una (m — 1)-
forma su E ~\ M tale che dip = —7*¢ e —(mp1)«% = 1. Inoltre € rappresenta
la classe di Eulero e(E).
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Teorema 3.4 (dell’Indice) Sia M una varieta C*° connessa orientata di
dimensione m e : E — M un fibrato vettoriale reale orientato di rango m.
Allora se U ¢ un aperto in M, p1,...,p, un numero finito di punti in U e s
una sezione di E che non si annulla in U\{p1,...,p:},

Zl’fld(s,pi):/ €+/ s*,
P R OR

dove R ¢ una varieta m-dimensionale a bordo contenuta in U e contenente
1 p; nella parte interna.
In particolare se M é compatta vale

; Ind(s,p;) = /M e(E).

Dimostrazione di 77. Vediamo intanto che vale

Ind(s,p) = /De + /aD s%1).

Su U esiste una (m — 1)-forma n tale che dn = e. Allora ¥(E|y) si rappre-
senta con (0| — (¢ + 7*n)), infatti

(el =) = (0| = (¢ + 7)) = (7" e|lx™n) = D(x"1|0).

D’altra parte W(E|y) ha anche una rappresentazione dovuta al fatto che
77 1(U) ¢ un fibrato banale: infatti p : 771 (U) ~ M — R™ ~ {0} ¢ una
retrazione, e quindi p*(0| — ¥p,) = (0] — p*(¢m)) rappresenta la classe di
Thom. Quindi esiste una cocatena (wl|f) tale che

O = (¢ +7"n)) = (0] = p*(¢m)) = D(wl0).

Ora, w & una (m — 1)-forma chiusa su 71 (U) che & contraibile, quindi esiste
una (m — 2)-forma + tale che dy = w. In conclusione abbiamo

Y47 — p = d(0 — ) su Ely \U,

e quindi, dato che su U \ {p} 'immagine di s & in E|y \ U,

wdsp) = [ os)vn= [ wrso)= [ v [ su

dove I'ultima uguaglianza vale per il Teorema di Stokes.
Siano ora D;, i =1,...,r dei dischi attorno ai p;. Allora

r
/e:/ €+ E / €.
R R\U;-rzl IntD; i=1 i

11



Su R~ {p1,...pr} 'immagine di s & in E|y \ U e dunque da —7*e = dy)
otteniamo € = —ds*y. Allora, per il Teorema di Stokes,

r
/ e:—/ 3*1/)—1—2/ s,
R\Uz‘:l IntD; OR i=1 oD;

/Rezglnd(s,pi)—/{ms*w

quindi

O

Osservazione 3.5 Nel caso M varieta compatta, il Teorema dell’Indice si
puo rienunciare cosi: la classe di Eulero di E ¢ Poincaré-duale al luogo
di zeri, contati con la molteplicita, di una qualsiasi sezione con singolarita
isolate.

Osservazione 3.6 Diamo una traccia di quello che vogliamo fare per ge-
neralizzare il Teorema dell'Indice: in effetti quello che useremo ¢ il procedi-
mento standard per creare “Teoremi dei Residui”. Abbiamo un Teorema
di Vanishing che ci dice che I'esistenza di un opportuno oggetto geometri-
co D sullo spazio M implica 'annullarsi di una classe caratteristica ¢(E) di
un fibrato vettoriale £ — M (nel nostro caso D & una sezione che non si
annulla di E stesso, e ¢(F) ¢ la classe di Eulero). Se D ¢ dato solo fuori da
un chiuso S di M (supponiamo in quanto segue che le componenti connesse
(Sx)a abbiano intorni regolari disgiunti), allora ad annullarsi & la restrizione
A(E)|pres € H*(M ~ S). Quindi, grazie alla successione esatta

S H MM N S) D (M) S HY (M S) — ..

la classe ¢(FE) si solleva ad una ¢g(E, D) € H*(M, M ~\ S), sperabilmente
in maniera canonica dato D su M \ S. La classe ¢g(E,D) e la Classe
localizzata ad S. Inoltre per la proprieta di excisione H*(M,M ~ S) e
H*(U,U ~\. S) sono isomorfi e le classi localizzate si corrispondono mostran-
do che ¢g(E, D) dipende solo dal comportamento dell’oggetto D vicino a
S. Il passo successivo, nel caso in cui S & compatto, consiste nel definire il
Residuo Resy (D, E;S) come I’Alexander-duale rispetto ad S di ¢s(F, D),
quindi un elemento di H._,,(S), dove m ¢ la dimensione di M. Arrivia-
mo al passo finale, cioe il Teorema dei Residui: se M & compatta, dal
diagramma della Proposizione ?? nel caso R = M,0R = ()

HA (M, M~ 8) 2~ (M)

W w

D Hin—(S2) ~— Hpy_ (M)

12



otteniamo

> (in)«Resg(D, E; S) = Py ($(E)) in Hy_p(M).
A
In effetti, anche se M non ¢ compatta possiamo ottenere un Teorema dei
Residui usando la dualita di Lefscetz al posto della dualita di Poincaré.
Infatti, sempre dal diagramma della Proposizione 7?7 abbiamo

> (ix)<Resy(D, E; S) = Lr(j*¢s(E, D)) in Hyr(M), (3.1)
A

dove R & una sottovarieta compatta a bordo che contiene S nella propria
parte interna.

Tornando al nostro caso, sia M una varieta C'°° connessa orientata di dimen-
sione m e m: E — M un fibrato vettoriale reale orientato di rango r. Sia S
un chiuso in M e s una sezione di F che non si annulla in U \ .S, dove U &
un intorno aperto di S. Da quanto abbiamo visto nell’osservazione, il primo
passo consiste nello scegliere in modo canonico (grazie ad s) una classe di
H*(U,U \ S) che venga mandata da j* nella classe di Eulero e(E|y). Un
candidato naturale sarebbe il cociclo (€] — s*1), ma ci serve il seguente

Lemma 3.7 La classe di coomologia relativa in H*(U,U ~\. S) del cociclo
(e| — s*¢) non dipende dalla scelta di € e 1.

Dimostrazione di ??. otiamo che con l'ipotesi aggiuntiva che s sia la
restrizione di una sezione s definita su tutto U, la dimostrazione ¢ immediata:
la classe di (e] —s*1) ¢ il pull-back della classe di Thom V(E|y) = [(7*e|—)]
secondo la mappa di coppie

s: (U, UNS) > (Ely, Ely ~U),

e quindi non dipende dalla scelta di € e ¥. Dimostriamolo ora per s arbitra-
ria: da
[(m*e] —¥)] = [(7"€'| — )],

dobbiamo ricavare

[(el = s™)] = [(€'] = s™¢")].
Per ipotesi (7*¢| — 1)) — (7*€'| — ') = D(wl|@). Dato che € e € rappresentano
entrambe la classe di Eulero, abbiamo € — ¢ = dvy. Da dn*y = n*e — *¢
vediamo che la differenza w — 7%y € una forma chiusa. Quindi, dato che
™ : H*(U) — H*(E|y) ¢ un isomorfismo, esistono una forma chiusa 7 su
M e una forma ¢ su E|y tali che

w— 'y =7y + dp.

Allora
(e] = s™) = ('| = ™Y") = D(n+7[s*(0 — ).

13



Definizione 3.8 La classe € H"(U,U \ S) & la Classe di Eulero di E
localizzata ad S rispetto a s, e la indicheremo eg(FE, s).

Definizione 3.9 Supponiamo ora che S sia compatto, con un intorno re-
golare. Allora abbiamo la dualita di Alexander

As : H(U,U N S) — Hp—r(S).

Definiamo il Residuo di Eulero di s ad S come Ag(es(E, s)) e lo indicheremo
Resc(s, E; S).

Esattamente come abbiamo visto nell’osservazione 77 possiamo proseguire
nel caso M compatta: prendendo M = U = R otteniamo

> (ix)<Res(s, B; S)) = Pur(e(E)) in Hyp_p(M).
A

Osservazione 3.10 La teoria di Cech-De Rham ci permette di calcolare il
residuo integrando. Definiamo Uy = U ~\ S e consideriamo il ricoprimento
U = {Uy,U} e il complesso di Cech-De Rham A*(U,Uy) ~ A*(U,U ~ S)
associato.

Se R; & una varieta a bordo in U che contiene S nella sua parte interna,
definiamo Ry = U~\IntR;, in modo che { Ry, R;} sia un sistema di celle ad al-
veare per U (ricordiamo che Ry = —0R;). Allora il residuo ¢ rappresentato
da un (m — r)-ciclo I" per cui vale

/ 6/\T+/ s*w/\T:/T Vre AmTT(U), dr = 0.
Ry OR1 N

Se r =m e S & connesso, il residuo & il numero complesso f R €T f OR, s*a.
Quindi nel caso di S = {p} singolarita isolata, possiamo prendere come R
un disco chiuso D e otteniamo

Resc(s, E;{p}) = Ind(s, p;).

Rese(s, E;{S}) ¢ un numero intero anche se S non ¢ una singolarita isolata:
infatti & possibile costruire una sezione s’ su U che coincide con s su dR; con
singolarita in Int(R;) solo in un numero finito di punti {p1,...,p,}. Quindi

Rese(s, E; S) = / € +/ s*p = € +/ sy = Zlnd(s,pi).
R OR1 R OR1

i=1

Esempio 3.11 Vediamo dei residui che non sono numeri interi, ma classi
di omologia. Consideriamo il toro T? immerso in R3, e sia z la restrizione al
toro della terza coordinata. z € una sezione del fibrato banale, si annulla in
due circonferenze Sj,; € Sest.

14



Da e(E) = 0 otteniamo i*Res(z, E; Sin¢) + i*Res(z, E; Sest) = 0 in H'(T?):
infatti i due residui si rappresentano con le due circonferenze percorse in
senso discorde e coefficiente entrambe 1, dunque due cicli omologhi. Questo
esempio deriva dal seguente fatto generale: se Z & il luogo di zeri di una
sezione trasversale, allora Z € una sottovarieta con un orientazione canonica
e rappresenta il Poincaré-duale della classe di Eulero.

Nel caso M non & compatta, analizziamo il termine j*eg(E, s) che compare
nell’equazione 77.

Definizione 3.12 Sia R una sottovarieta di M compatta a bordo C*° di
dimensione m contenuta in U e contenente S nella propria parte interna. Sia
V un intorno tubolare di R contenuto in U e disgiunto da S, e definiamo
U=RUV,Uy =V,S8 =R~ V. Notiamo che U’ . 8" = Uy’. Inoltre s &
definita su U’ . S’, quindi possiamo considerare la localizzazione

es'(E,s) € H' (U, U '\ S") ~ H"(R,dR),

che denoteremo come eg(E, s).
L’immagine di eg(E, s) tramite la dualita di Lefscetz

Lr: H(R,0R) — Hp_v(R)

e rappresentata da un (m — r)-ciclo ' per cui vale

/e/\T—I—/ 8*1/)/\7':/7' Vr e AU, dr = 0.
R OR T

Lemma 3.13 Sia j inclusione di coppie (U',U'\S") — (U, U\S). Allora
j*eS(Ea 3) = €R(E, S)‘

Dalla commutativita del diagramma della Proposizione 77 otteniamo infine
il Teorema desiderato:

Teorema 3.14 (dei Residui della Classe di Eulero) Sia M una varieta
C™> connessa orientata di dimensione m e w: E — M wun fibrato vettoriale

reale orientato di rango r. Siano (S))x un numero finito di compatti connes-

st che ammettono intorni regolari disgiunti. Sia U un aperto che li contiene

e s una sezione di E che non si annulla su U ~ |J, Sx. Allora se R é una

sottovarieta di M compatta a bordo C'*° di dimensione m contenuta in U e

contenente S nella propria parte interna,

> (ix)xRes(s, Sx) = Lr(er(E,s)) in Hp_n(R).
A
Osservazione 3.15 Se R & connessa e m = r abbiamo che Lr(er(FE,s)) &
dato dall’integrale [ Re€t /. or S ¥ e quindi riotteniamo il Teorema dell’Indice.
Per additivita dell’integrale otteniamo il Teorema dell’Indice anche se R non
€ connessa.
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4 Teoria di Chern-Weil delle classi caratteristiche

D’ora in poi ci occupiamo di fibrati vettoriali complessi.

Definizione 4.1 Sia E un fibrato vettoriale C'*° complesso su M varieta
(C°. Definiamo l'insieme delle p- forme a valori in E come

P
AP(M, E) = C™(M, \ (TgM)* ® E).
Dunque A°(M, E) & I'insieme delle sezioni di E.

Definizione 4.2 Una connessione per il fibrato vettoriale complesso E su
M & un’applicazione C-lineare

V:A"(M,E) — AY(M, E)
che soddisfa la Regola di Leibnitz
V(fs)=df @ s+ fV(s) Vf e C®M), sec AM,E).

Lemma 4.3 Una connessione € un operatore locale, nel sequente senso: se
una sezione s € nulla su un aperto U, anche V(s) & nulla su U.

Quindi le connessioni si possono restringere agli aperti. Per questo possiamo
rappresentarle localmente come matrici con entrate forme differenziali. Sia
infatti V una connessione su F, e supponiamo di avere un riferimento locale
e=(e1,...,e) per E suun aperto U. Allora per ogni i =1,...,r,

Vie;) = Z@Z] ®ej, 0 € Al(U)

Jj=1
Definizione 4.4 0;; ¢ la matrice di connessione di V rispetto a e.

Data una sezione s su U, la possiamo scrivere come Y., fie; con f; €
C>°(U), e calcolando otteniamo

s T
V(S) = Z dfl + Z fj@ji & €;,
i=1 j=1
cioe,
V(s)=df +67f.
Data una connessione V la possiamo estendere ad un operatore V : AY(M, E) —
A91(M, E) imponendo la regola di Leibnitz : per ogni s € A°(M, E), per
ogni 7 ¢g-forma,
Vin®s)=dn®s+ (—1)n A Vs.
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Definizione 4.5 Definiamo operatore di curvatura K la composizione
V2. AY(M,E) — A*(M,E).
In termini di un riferimento locale e = (eq,...,e,) abbiamo
K(s) =0/,
dove © ¢ la matrice di 2-forme
O=di—0N0,
detta matrice di curvatura di V rispetto a e.

Osservazione 4.6 Osservando le leggi di transizione di § e © rispetto a un
cambiamento di banalizzazione locale ¢, = gog @g:

0o = 9ap 96 gaﬁ_l + dgoeﬁ gaﬁ_la

O = 9ap @6 gaﬁ_ly

notiamo che a differenza di ©, # non ¢ un campo tensoriale su E. In effetti
dato un punto p € M & sempre possibile trovare una banalizzazione locale
tale che la matrice di connessione in p € la matrice nulla.

Per arrivare a definire le classi di Chern dei fibrati vettoriali complessi,
facciamo prima una digressione sulle funzioni su M,, = M(n x n,C) che
sono invarianti per coniugio.

Definizione 4.7 Per ogni £k = 1,...,n sia ox(Xy,...,X,) il polinomio
omogeneo di grado k definito dalla relazione

n
[[o+Xx0) =1+01(X1,..., X0) + on(X, .., Xn).
k=1

Chiameremo oy, il k-esimo polinomio elementare simmetrico. Ogni poli-
momio simmetrico ¢ in n variabili si scrive come G(o1,...,0,), con G
polinomio. In seguito useremo i polinomi di Chern

S\ K
i
ck=\=—| ok
= (55) o
che godono evidentemente della stessa proprieta.

Definizione 4.8 Una polinomio P : M,, — C ¢ detto invariante se P(A) =
P(gAg™') per ogni A € M,, , g € GL(n). I polinomi P;(A) elementari
simmetrici degli autovalori di A, tra cui Py(A) = tr(A) e P, = det(A), sono
invarianti, e li chiameremo polinomi elementari invarianti.
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Proposizione 4.9 Ogni polinomio invariante F' su M,, si scrive come G(Py, . ..

con G polinomio.

Dimostrazione di ??7. Definiamo una funzione su C":
FA,...,\) = F,

allora f € evidentemente una fuzione simmetrica nei \;.
Dunque f = G(o1,...,0,), e la relazione

F(A) = G(PL(A), ..., P.(4))

vale su tutte le matrici diagonalizzabili che sono un aperto denso di M,
quindi vale su tutto M,,. O

Osservazione 4.10 In particolare abbiamo un isomorfismo ® di algebre
graduate tra polinomi simmetrici in n variabili e polinomi invarianti su M,,:

®:G(o1,...,00) — G(Pr,...,Pp).

Notiamo che
D:G(ery...,cn) — G(P(c1),...,P(cp). (4.1)

Ritorniamo adesso ad un fibrato vettoriale complesso £ — M di rango r.
Sia {Ug,} un ricoprimento banalizzante di M, ¢, la banalizzazione su Uy, 0,
e O, le matrici di connessione e curvatura di una connessione V. Dato che
il prodotto wedge tra forme di grado pari ¢ commutativo, possiamo trattare
O, come una matrice ordinaria. Se P € un polinomio invariante omogeneo
di grado k su M,,, ha dunque senso su U, l'espressione P(0,), ed & una
2k-forma differenziale. In effetti & una 2k-forma differenziale globale su M,
dato che su U, N Ug abbiamo

On = gap O3 gag_l, cioe P(©,) = P(Og).

Definizione 4.11 Se ¢ ¢ il polinomio simmetrico omogeneo di grado k
in n variabili corrispondente a P tramite ®~!, denoteremo la 2k-forma
differenziale globale su M appena definita, dipendente solo dalla connes-
sione V scelta, ¢(V). Dalla 7?7, se ¢ = G(c1,...,¢,), abbiamo (V) =
G(c1(V),...,cn(V)).

Vale il seguente fondamentale

Lemma 4.12 Per ogni ¢ polinomio simmetrico omogeneo di grado k, dp(V) =
0.
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Vogliamo dimostrare che la classe in coomologia di ¢(V) non dipende dalla
connessione V scelta. Lo dimostriamo con la forma differenza di Bott. Se
abbiamo p + 1 connessioni Vy,...,V, per I, e un polinomio simmetrico
omogeneo ¢ di grado d, possiamo costruire una (2d — p)-forma differenziale
©(Vo,...,V,), alternante nelle connessioni in entrata, che soddisfa

> (=1)"9(Vo,. .., V.., Vi) + (=1)Pdp(Vo, ..., Vp) = 0. (4.2)

v=0

Per costruire la forma ¢(Vy,...,V,), notiamo intanto che se Vy,...,Vj

sono connessioni su E, e fi,..., fr sono funzioni C* tali che Zle fi
k N . . . .

1, allora > ;" , fiV; & una connessione su E. Consideriamo ora il fibrato

vettoriale ' x RP — M x RP e sia V la connessione su di esso data da

p p
V= <1—Zt,,> Vo+ > V.,
v=1 v=1

dove (t1,...,t,) € un sistema di coordinate su RP. Sia AP il p-simplesso stan-
dard in R? e 7w : M x AP — M la proiezione. Allora abbiamo 'integrazione
lungo la fibra

Tw t AY(M x AP) — A*7P(M).

Definizione 4.13 Definiamo la forma differenza di Bott:
©(Vo, ..., Vp) = m(p(V)).
La forma differenza di Bott soddisfa la ?77.

Lemma 4.14 Sia ¢ un polinomio simmetrico omogeneo di grado k. La
classe di coomologia [p(V)] € H* (M) non dipende dalla connessione V
scelta.

Dimostrazione di ??. iano V e V'’ due connessioni per E. Allora
P(V) = @(V') = dp(V, V).
O

Definizione 4.15 Denoteremo la classe di coomologia appena definita co-
me ¢(F). Le classi di Chern sono le cx(F) € H?*(M). Se M & una varieta
olomorfa, definiamo c;(M) la k-esima classe di Chern del fibrato tangente
olomorfo T' M.

Osservazione 4.16 E possibile definire le classi di Chern anche in H?* (M,7),

e mostrare che corrispondono a quelle appena definite per I’omomorfismo
H?**(M,C) — H?**(M, 7).
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Vediamo ora le classi caratteristiche nella teoria di Cech-De Rham. Sia
U = {U,} un ricoprimento aperto di M varietd C°, sia F — M un fibrato
vettoriale complesso di rango r e ¢ un polinomio simmetrico omogeneo di
grado d. Scegliamo per ogni a una connessione V,, su U,, sia V. = (Vq)a
e definiamo ¢(V,) € A2} (U) come

SD(V*)CVO,---yap = QD(VQO, e 7vap)-
Allora per definizione della forma differenza di Bott Dyp(V,) = 0. Inoltre,
se V. = (V4/)a & un’altra famiglia di connessioni,
e(V.') = o(Vs) = Dy,
dove ¢ € A%=1(UY) & dato da

p
Yag, oy = X (1) 0 (Vags -3 Vay: Va, s+ Va, ).

v=0

Quindi ¢(V,) definisce una classe in H2¢(A®*(U) che non dipende dalla scelta
della collezione di connessioni V.. L’isomorfismo tra Cech- De Rham e De
Rham manda [¢(V,)] in ¢(E).
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5 Residui delle Classi di Chern

Sia M una varieta C'° orientata, ¥ — M un fibrato vettoriale complesso di
rango r. Per ottenere il Teorema dei Residui delle classi di Chern seguiamo
il procedimento esposto nell’Osservazione ?7. L’oggetto geometrico D ¢ in
questo caso un [-frame, cioé un insieme di [ sezioni linearmente indipendenti
in ogni punto. La classe caratteristica ¢(F) & una delle ¢;(F) coni > r—I+1.
Cominciamo quindi dal Teorema di Vanishing:

Proposizione 5.1 (di Vanishing I) Sia s = (s1,...,s;) unl-frame su M.
Se V & una connessione s-banale,

¢i(V)=0 peri>r—1+1.
Lo dimostriamo come Corollario della piu generale

Proposizione 5.2 Sia s = (s1,...,5) un l-frame su M. Se V1,...,Vj
sono connessioni s-banali,

¢i(Vi,...,Vg) =0 peri>r—1+1.

Sia U un aperto di M e S un chiuso in U. Sia s un I-frame definito su U \. S.
Dato U il ricoprimento Uy = U ~. S,U; = U, sappiamo che la i-esima classe
di Chern ¢;(E|y) si rappresenta come

¢i(Vi) = (¢i(Vo), ci(V1), ci(Vo, V1)),

con Vg e V1 due qualsiasi connessioni rispettivamente su Uy e Uy. Grazie
alla Proposizione 77 possiamo definire la Classe localizzata ad S. Infatti
prendendo come Vi su U \ S una connessione s-banale otteniamo che

ci(Ely) = [(0,¢(V1),¢i(Vo, V1)
In altre parole, jx: H({U,U \ S) — H(U) manda
[(ci(V1)]ei(Vo, V1))] = ci(Elr).

Quindi abbiamo di nuovo un candidato naturale: dimostriamo che la sua
classe di coomologia relativa non dipende dalle scelte fatte.

Lemma 5.3 La classe di (¢;(V1)|ci(Vo, V1)) in H({U,U \ S) non dipende
dalla scelta della connessione s-banale Vo e della connessione V1.

Dimostrazione di ??. upponiamo che Vi e V' siano entrambe s-banali.
Allora

(ci(V1)[ei(Vo', V1)) = (ei(V1)|ei(Vo, V1)) = D(0]ei(Vo, Vo', V1))
Analogamente, per due connessioni V1, V' su Uy,
(ci(V1)ei(Vo, Vi) = (¢i(V1)]ei(Vo, V1)) = D(ei(V1', V1)lei(Vo, V1, V1)
O
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Definizione 5.4 Sia i > r — [ + 1. La i-esima Classe di Chern localizzata
ad S rispetto ad s & la classe

cis(E,s) = [(¢i(V1)|ei(Vo, V1)) € HE(U,U N S).
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6 Residui di Baum-Bott
7 Residui topologici

8 Provvisorio

Fissato l'oggetto geometrico D, quando scegliamo la classe localizzata e
naturale richiedere che se S C S’, allora detta j l'inclusione di coppie
(M, M 5" — (M, M ~\ S) valga

J*: ¢s(E, D) = ¢g(E, D).
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