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Introduzione

Il problema del trasferimento di dati e informazioni & uolgema sul quale
ormai si basa molta della organizzazione della vita odiedre degli scopi della
teoria algebrica dei codici € quello di cercare metodi perdstruzione di codici
che possano trasmettere informazioni in modo sempre fidiegite ed affidabile,
riducendo la probabilita che si commettano errori di défozal Per questo motivo
sono stati creati codici in grado di rilevare gli errori cagmissione (error detec-
ting codes) e codici capaci anche di correggere gli errotiadimissione rilevati
(error correcting codes). La scelta di un tipo di codice d'aélo dipende dalle
necessita dell’applicazione.

Per i codici il cui scopo € solo quello di rilevare errori dagmissione, una
classe particolarmente usata & quella dei codici a ridaraleiclica,(CRC codes).
Questi codici sono una generalizzazione dei codici a catdd parita, (parity-
check codes). In questi codici si aggiungono ad ogni paralaasmettere una o
pit informazioni che permettono di verificare la corretezlel messaggio rice-
vuto. Nei codici CRC, gli elementi di controllo aggiunti sopiu di uno ed essi
sono scelti in modo che le parole del codice siano rappratenbme polinomi
multipli del polinomio che caratterizza il codice, chiamglinomio generatore
del codice.

Una volta decisa la classe e il tipo di codice da usare, al fieffettuare una
scelta ottimale del codice, vengono analizzati due panmanhedistanza minima,
che, al variare delle parole del codice, misura il minimo eunrdi posizioniin cui
una parola differisce da tutte le altre, e la probabilita ah errore di trasmissione
non venga rilevato, indicata coR,., (undetected error probability). Infatti le
prestazioni di un codice migliorano con I'aumentare deifathza minima e con
il diminuire dellaP,,..

Si possono calcolare sia la distanza minima chg Jadel codice considerato,
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se si conosce il peso (ossia la distanza dalla parola nukel parola del codice,
e valutando la distribuzione dei pesi, al variare di tuteésppossibili.

Per calcolare la distribuzione dei pesi € necessario c@ned peso di ogni pa-
rola e questo, spesso, rende il confronto di due codici,dsséndistanza minima
e laP,., un’operazione molto complessa.

Nel caso speciale dei codici CRC, le proprieta algebridieevengono usate
per definire la ridondanza possono essere sfruttate pendiirainotevolmente il
costo computazionale della distribuzione dei pesi. Int@apossibile calcolare i
pesi delle parole di un codice CRC, con polinomio generajrg, studiando la
struttura dell'anellar? := Fal?] J(g(x)) [CBHI, IMS].

Piu precisamente, il peso di una parolaif) e quello della stessa moltipli-
cata perx possono differire solo per 1, -1, 0. A questo punto bastatafe
la decomposizione dk{ come unione delle orbite determinate dall'azione della
moltiplicazione petrz.

In questo modo il problema del calcolo dei pesi delle parellecddice e ri-
condotto alla costruzione di un insieme finito di polinomfj le cui orbite siano
tutte disgiunte e forniscano una decomposizionggli

Per esplicitare tali polinomi si studia la struttura deledlo R?. Grazie al
Teorema Cinese del Resto, se il polinomio generatore déteg(lr) si fattorizza

comeg(z) =[], ¢;, si ha:

Ri ﬁ Rqel ,

cosi laricerca dei generatori delle orbite puo esseta $atanelli del tlpCRqel con

g;(x) polinomio irriducibile. Per terminare la ricerca si stuttiainfine i gruppl
moltiplicativi (Rgf) con0 < s < t, che vengono decomposti a loro volta come
prodotto di gruppi ciclici.

Questo tipo di approccio viene descritto piu diffusameteitre capitoli cen-
trali della tesi. Piu precisamente, dopo un primo capittiladchiami di algebra
commutativa e teoria dei codici, vi € una seconda partecdéall’'individuazio-
ne dei generatori dell'anell®?. Nel terzo capitolo vengono descritte le orbite
che partiscon@?, ed infine nel quarto verra mostrato I'algoritmo che petmei
calcolare la distribuzione dei pesi di un codice.
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La tesi trae spunto dall’articolo [CBH], dove I'argomemdrattato per codici
binari, cioe codici con coefficienti iff,, e generalizza al caso di campj. i
risultati citati nel lavoro originale.

In appendice viene poi presentata una implementazione i deHe pro-
cedure descritte, che utilizza la libreria NTL (Number Thehbibrary) per una
efficiente implementazione delle operazioni sui campiifinit

In questo modo si sono ottenuti risultati interessanti comtiindo per vari co-
dici sia la distribuzione dei pesi che la loFR.. Infine e stata anche realizzata una
presentazione grafica dei dati calcolati, che permette isu@hzzazione efficace
dei risultati ottenuti.



Capitolo 1

Preliminari e Notazioni

Dedichiamo questo capitolo a fornire le nozioni di algelna servono alla
descrizione dell’algoritmo come scritto in [CBH].

Iniziamo il capitolo enunciando il Teorema di Caratterzpae dei Gruppi
Abeliani Finiti che servira, nel secondo capitolo, peréscizione di gruppi mol-
tiplicativi associati a campi finiti. Nella sezione sui carfipiti ci soffermiamo
sull’enunciato di teoremi che ne determinano le propriet@amentali, come ad
esempio il Teorema dell’Elemento Primitivo. La parte piteressante di questo
capitolo e quella in cui il lavoro si concentra sull’ordidepolinomi. Affrontia-
mo a tappe il problema della ricerca di tale ordine otteneinfloe un criterio
per il calcolo di quest’ultimo per polinomi qualsiasi. Lli#zo di questo oggetto
matematico sara rilevante nel terzo capitolo.

La terza sezione, la piu importante del capitolo, e dediea un ripasso di
teoria dei codici. In particolare si concentra su una paldie classe di codici
per il rilevamento di errori. La classe di codici trattatij@ella dei codici ciclici
accorciati definiti a partire dai codici ciclici.

Iniziamo col definire i codici ciclici, e diamo tutte le nonionecessarie per
affrontare lo studio dei codici ciclici accorciati. | codaiclici accorciati vengono
anche detti codici a ridondanza ciclica o “Cyclic Redunga@beck Codes”, e li
indicheremo con CRC.

Nello studio delle proprieta di un codice sono molto impatt le definizioni
di peso di una parola e di distanza tra due di esse. Questeagpiicazioni
definite su tuttaFy, ma che applicate ad un codice diventano di fondamentale



CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

utilizzo in sede di rilevamento o di correzione di errori.

Introduciamo anche il codice duale di un codice lineare. [Quiale € un
codice strettamente legato a quello originale. In cerii éastudio delle proprieta
del duale, permette di trarre conclusioni sulle carattiehis del codice originale.

In relazione a quanto appena scritto, dedichiamo una szitose al teorema
di MacWilliams, come riportato in [MS]. || Teorema di MacWéms & molto im-
portante in teoria dei codici perche mette in relaziomeight enumeratodi un
codice con quello del suo duale. La relazione in esso cotagrarmette, nel cal-
colo della distribuzione di pesi, il passaggio da un codiceia duale . 1l teorema
e molto utilizzato nel momento in cui il numero di parole dicudei due codici,
originale o duale, risulti essere molto inferiore rispettguello dell’altro. Questo
teorema quindi € importante perche permette una scdltaodee da prendere in
considerazione, che puo rendere molto inferiore il costautazionale di certe
proprieta del codice.

Solo dopo questa parte affrontiamo da vicino i codici CRCRGCsono dei
codici lineari derivanti direttamente dai codici cicliéissi sono codici particolar-
mente comodi perche, nonostante non mantengano la séraitilica, ereditano
varie proprieta dei codici ciclici da cui sono generatil Nestro caso sfrutteremo
la caratterizzazione delle parole del codice duale, teihitolinomio generatore,
per il calcolo della distribuzione dei pesi.

Un’altra sottosezione affronta il calcolo dellendetected error probability
P,., come troviamo in [CW]. Questa e una proprieta fondamerdai codici
per il rilevamento di errori. La sottosezione e dedicata définizione di questa
proprieta e alla formulazione di tale probabilita rigpetlla distribuzione dei pesi
del codice e a quella del suo duale.

1.1 Gruppi Abeliani Finiti

In questa sezione indicheremo c@n= (G, -) un gruppo abeliano finito di
ordinem. Sep € Z un numero primo, diremo ch& & unp — gruppo sem = p*
€ una potenza di. Inoltre seH C G € un sottogruppo di, diremo cheH e
unp — sottogruppo di G se’H e unp-gruppo. Chiamerem®{ un p-sottogruppo
di Sylowse l'ordine diH = p® e sep® € la piu alta potenza ¢i che dividem.
Rimandiamo per le dimostrazioni dei risultati richiamafial].
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CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Teorema 1.1 (Classificazione dei Gruppi Abeliani Finiti).SiaG un gruppo abe-
liano finito. Allorag & il prodotto diretto dei suop-sottogruppig(p), al variare
di p fra i numeri primi tali cheG(p) # {0}.

Teorema 1.2.0gnip-gruppo abeliano finit@; € isomorfo al prodotto dp-gruppi
ciclici, ede quindi della forma

G=EZ/(p"Z) % - X ZL/(p"ZL)

conr; > --- > r, > 1 univocamente determinati.

Corollario 1.3. Ogni gruppo abeliano finité@ prodotto di gruppi ciclici.

1.2 Campi Finiti

In questa sezione richiamiamo alcune delle principali pet@ dei campi finiti
che saranno usate nel seguito. Anche in questo caso per tEstianioni dei
risultati presentati rimandiamo a [La].

Sia ' un campo finito. F' ha allorag = p° elementi, dovep &€ un numero
primo, chiamataaratteristicadi F'. Inoltre sef™ e il gruppo moltiplicativo diF’,
allora F'* & un gruppo con cop’ — 1 elementi. Chiameremo un element@ F
primitivo se ha ording’ — 1.

Teorema 1.4 (Elemento Primitivo). Ogni campo finitoF’ conp’ elementi pos-
siede un elemento primitivo, i.e. il grupgd e ciclico.

OsservazioneSe F hap® elementi, allora ogni elemento di* soddisfa I'equa-
zionez?' ! = 1, quindi il polinomioz*" — x si decompone in fattori lineari su
F.

Definizione 1.5.Sia F' una chiusura algebrica dF', campo finito. llcampo di
spezzamentdi un polinomiof(z) € F[x] sul campoF' & il minimo campo con-
tenuto inf’ che contiend” e su cuif (z) pud essere rappresentato come prodotto
di fattori lineari.

Teorema 1.6.SialF, una chiusura algebrica dF,. Per ogni intero§ > 1 esi-
ste un campo finito cop’ elementi, indicato coff,s C F,, cheé il campo di
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CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

spezzamento del polinomio

P — .
Ogni campo finito cop’ element@ isomorfo ad un camps,;.
Vale anche:

Teorema 1.7.Sia f(z) € F,[z] irriducibile di grador. Allora le sue radici sono
contenute irF,-, inoltre, sea € F,» & una radice dif, allora lo sono anche tutti
gli elementior, a2, ..., 0% " € F,.

Vogliamo ora introdurre la nozione di ordine un polinomier puesto abbia-
mo bisogno del seguente:

Lemma 1.8. Siag(x) un polinomio inF,[x]. Allora esisten € N, tale cheg(x)
dividez" — 1 € IF,[z], se e soltanto se il polinomionon divideg(z).

Dim. E immediato osservare che salivide g(z), allorag(0) = 0 e quindig(z)
non puo dividere™ —1. Viceversa, supponiamo chenon dividag(z) e proviamo
che allora esiste. € N tale cheg(z) divide z™ — 1. Poiche il polinomioz &
relativamente primo cop(x), 'immagine diz, nell'anello finitoR¢, ha ordine
finito, n. Allora:

" =1 (mod g(x)).

da cui la tesi. ]

Possiamo ora definire I'ordine di un polinomio:

Definizione 1.9.Siaf(z) € F,[z], tale chef(0) # 0. Definiamo lordine dif(x)

come il pl piccolo intero naturaleord(f(x)) tale che f(z) divide il polinomio
2ord(f(@) _ 1

Usando la nozione di ordine di un polinomio, si ottiene:

Teorema 1.10.Sia f(z) € F,[z] un polinomio irriducibile di grador tale che
f(0) # 0. Allora ord(f(z)) € uguale all'ordine moltiplicativo di ogni sua radice
nel gruppo moltiplicativg[F - )*.

Da 1.7 otteniamo:



CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Corollario 1.11. Sia f(z) € F,[z] un polinomio irriducibile di grador > 2
allora ord(f(x)) divideq” — 1.

Per analizzare 'ordine di un polinomio nel caso generab&@ipmo i seguenti:

Lemma 1.12.Siam € N. f(z) € F,[z], con f(0) # 0, dividez™ — 1, se e
soltanto seord( f(x)) dividem.

Corollario 1.13. Sianom;, m» € N, allorain F|x]
ged (2™ — 1,2™ — 1) = 2% — 1

doved = ged(mq, my).

Teorema 1.14.Siag(z) € F,[z] un polinomio irriducibile cong(0) # 0 e sia
f(x) = g(x)* conk € N,. Siat il piu piccolo intero corp’ > k, dove pe la
caratteristica del campo. Allora

ord(f(x)) = ord(g(x))p".

Dim. Per il lemma 1.12, & chiaro ched(g(x)) divide ord(f(z)); inoltre, per
ipotesi, f () divide (z°4@®) — 1)* che a sua volta divide

(2006 _ )P = gorde@n’ _

quindi I'ord(f(x)) divide ord(g(z))p" ed esistex € N con0 < u < t tale che
ord(f(x)) = ord(g(x))p".

Inoltre, poichéy & irriducibile,ord(g(z)) non & multiplo dip e quindi il poli-
nomioz°"4¢() — 1 possiede solo radici semplici. Questo vuol dire che la iadic
di

u

pordlg@)p® _ 1 — (xord(g(w)) — 1)

sono le stesse di quelle del polinomiti¢(*) — 1 e hanno molteplicita®.
Siccomey(z)* divide zor@@)r" _ 1 allorap* > k e quindiu = t. O

Teorema 1.15.Sianog; (z), . . ., gx(z) € F,[x] dei polinomio non nulli, a coppie
relativamente primi, e sid(z) = [\, g:(z). Allora

ord(f(z)) = lem (ord(g;(x)),...,ord(gk(x))) .
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CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Dim. Basta che consideriamo il caso in gu{0) # 0 coni = 1,..., k siccome
I'altro caso & banale. Sia= lcm (ord(g;(x)),...,ord(gx(x))). Allora siccome
gi(z) divide z°71:(=)) — 1 allora divide anche:® — 1. Siccome ig;(x) sono re-
lativamente primi a coppie, allorf(x) divide z¢ — 1. Per il lemma 1.12 allora
ord(f(x)) dividec.

Viceversa,c divide ord(f(x)) siccomef(z) divide z¢ — 1. Segue che i;(x)
dividonoz¢ — 1, e quindiord(g;(x)) dividec. O

Teorema 1.16.SiaF, un campo di caratteristicg, e siaf(x) € F,[x] un polino-
mio di grado positivo e corfi(0) # 0. Sia

fla) = afi(@)" - fu(z)™

la decomposizione di(x) in polinomi monici e irriducibili.

Allora

ord(f(z)) = ep'
cone = lem(ord(fi(z)),...,ord(fx(z))) et il pit piccolo numero naturale tale
chep’ > max(by, ..., by).

Concludendo otteniamo:

Teorema 1.17.Sia f(x) € F,[z] un polinomio irriducibile , tale chef(0) # 0.
Allora
e=ord(f(zr)) <= 2°=1 (mod f(x)).

Osservazione. Calcolo dell’ordine di un Polinomio.
Sia f(z) € F,[x] un polinomio irriducibile di gradon, tale chef(0) # 0. Per
quanto visto si ha cherd(f(z)) divide¢™ — 1. Sia

¢"—1=]]»}
=0

la fattorizzazione di™ — 1.
Per calcolare I'ordine df () si puo procedere in modo iterativo.
gt —1

Dy
delle due seguenti possibilita:

Sial < j < sesian := , si considerig = 2™ — 1 (mod f(z)). Sihaun
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CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

1. g # 0: in questo caso si passajasuccessivo;
. N . - TS . . mo_ 1
2. g = 0:inquesto casord(f(z)) non e multiplodp,’ e quindiord(f(z)) | a :
Dj

Si calcola allora di nuovg, sostituenda con —, fino a quando il nuovg
Dj
soddisfa 1.

Una volta esauriti i primi della fattorizzazionegt — 1 si ottiene I'ordine cercato.

Definizione 1.18.Un polinomiof(z) = > fiz" € F,[z] di gradom si dice
primitivo se soddisfa le seguenti prop@et

1. fm =1,
2. fo#0,
3. ord(f(x)) = ¢™ — 1.

1.3 Codici ciclici

Questo lavoro si concentra su una particolare classe deicoeldicati al rile-
vamento di errori. La classe di codici trattati € quelladzmilici ciclici accorciati
definiti a partire dai codici ciclici.

Iniziamo col definire i codici ciclici e diamo tutte le noziomecessarie per
affrontare lo studio dei codici ciclici accorciati.

Per far cio dedichiamo una sottosezione al teorema di Mbiewis, come
riportato in [MS]. Questo teorema mette in relazione lartiazione dei pesi del
codice originale con quella del suo duale. Un’altra sottasee affronta il calcolo
dellaundetected error probabilityP,., come troviamo in [CW]. Questa € una
proprieta fondamentale dei codici per il rilevamento doar

In tutta la sezione indicheremo c@run numero primo, cop = p°, § € N
en € N,. Inoltre, seg(z) € F,[z], utilizzeremo la notazion& per indicare
lanelloF,[z]/(g(x)).

Definizione 1.19.Un codice lineare” di lunghezzan e dimensioné: € un sot-
tospazio vettoriale di dimensioriedello spazio vettorialé”;. Gli elementi del
codice lineare sono detparoledel codiceC'.
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CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Per definire un codice ciclico dobbiamo introdurre I'apafimne dishift su
Fr.
q

Definizione 1.20.Definiamo comshift la mappa
m:F, —TF; taleche W((Co, ey Cpeo, cn_l)) = (Cn_1,C05- -+, Cn_2).

Osservazioner € una trasformazione lineare.

Definizione 1.21.Un codice lineare”’ C I e dettociclico ser(c) € C per ogni
ceC.

Osservazionel’ applicazione
o (CO7 Cly--+y Cn—l) € ]FZ —Cctaxr+---+ Cn—lxnil S R§n,1-

definisce un isomorfismo fra gli spazi vettori@f e R, ;.

Per semplicita di notazione indicheremo sempre €ana parola del codice;
se necessario indicheremae F7, con|c] e conc(x) la parola corrispondente in
q
R n_l.

T

Osservazionel’applicazioner corrisponde, nella rappresentazione polinomiale,
all'applicazione di moltiplicazione per:

me(c(x)) =z c(x) (mod z" —1).

Da questa osservazione segue facilmente che:

Teorema 1.22.Un codice lineare” in IFZ e ciclico se e soltanto S€ € un ideale
H q
di RI._.

Corollario 1.23. Siag(z) € F,[z], allora sono fatti equivalenti:
— g(x) @il polinomio generatore di un codice ciclico di lunghezza
— ¢g(z) dividez™ — 1,

Definizione 1.24.Dato un codice ciclica”, il polinomio monico che gener@,
come ideale iR’ ,, & chiamatgolinomio generatordi C'.

12



CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Il seguente teorema connette il grado del polinomio geoezatlla dimensio-
ne del codice:

Teorema 1.25.SiaC un codice ciclico di lunghezzae siag(x) il suo polinomio
generatore. Se il grado dj(z) &r, allora

1. C' hadimensione — r,
2. {g9(z),zg(x),..., 2" 1g(x)} & unabase d’ c R%. ,,

OsservazionePer 1.8 si ha che ogni polinomio con termine noto non nullo pu”
essere il generatore di un codice ciclico.

Introduciamo ora il codice duale di un codice lineare. Queéllale € un codice
strettamente legato a quello originale.

In certi casi, lo studio delle proprieta del duale, perméittrarre conclusioni
sulle caratteristiche del codice originale. Diamo quirdséguenti definizioni per
caratterizzare il codice duale.

Definizione 1.26.Dato un codice linear&’ di lunghezzan, ogni matrice le cui
righe formino una base pe&r' viene chiamatanatrice generatricdi C'.

OsservazionePer il teorema 1.25, se un codice ciclicda polinomio generatore
g(x) = 2"+ 31~} gix*, allora una sua matrice generatrice & la matfice)x(n)

(2) g9 9 - g1 1
xr
g (2) g 91 o g1 1
‘ng g9 9 - G 1
G = zg(x) = .
(g ()

go 91 - Gr—1 1
Possiamo ora definire il codice duale:

Definizione 1.27.1l codice dualeC+ del codice lineare” & Iinsieme di tutti gli
elementifv] = (vi,...,v,) € F} tali che (v,w) = 7" vaw; = 0 per ogni
w e C.

13



CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

OsservazionePer ogni codice linear€' C Iy vale la seguente relazione:
dim C' + dim C* = n

Definizione 1.28.H & unamatrice di paritalel codice lineare&’ se le sue colonne
sono elementi della base @i*.

Teorema 1.29.SeG e H sono rispettivamente una matrice generatrice e una di
parita di un codice linear€”, allora GH = 0.

Da questo teorema seguono due corollari utili.

Corollario 1.30. G & una matrice generatrice di’ se e soltanto s&” & una
matrice di pari di C*.

Corollario 1.31. Sia H una matrice di parid del codiceC, allorac € C se e
soltanto se” - H = 0.

Un teorema facilmente dimostrabile ma utile in teoria deiicce il seguente.
Teorema 1.32.11 codice duale di un codice ciclice ciclico.

Teorema 1.33 (Duale di un Codice Ciclico)SiaC' un codice ciclico di lunghezza
n generato dal polinomig(x) = go + 17 + -+ + g,_12" ' + 2", allorac € C*+
se e soltanto se le sue componenti soddisfano la relazione

Ci = —G90Ci—y — ***— Gp_1Ci_1 Vi=T,...,n—7T.
Dim. Dai corollari 1.30 e 1.31
ceCt — G-c=0

dove@ e una qualsiasi matrice generatrice per
Se comé prendiamo la matrice costruita a partire dal polinomio gatoeeg(x),

14
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allora
1 <0
90 91 ... Gr-1 1 ‘o
go 91 .- Gr-1 ‘o
90 g1 ce gr—1 1
G-c = _ —0
9o g1 ... Gr—1 1
Cn—1
cgot+cagr+ - +cr_1gr—1+c =0
= :
Cn—r—190 t Cn—rg1 + -+ Cp—29r—1 + Cp—1 = 0
da cui la tesi. n

Nello studio delle proprieta di un codice sono molto impatt le definizioni
di peso di una parola e di distanza tra due di esse. Questeagpiicazioni
definite su tuttaF;, ma che applicate ad un codice diventano di fondamentale
utilizzo in sede di rilevamento o di correzione di errori.

Definiamo ora peso e distanza per gli elementitli

Definizione 1.34.11 peso di Hammingli un elemente € I, e uguale al numero
di componenti di diverse da zero, e cé&o

wt(c) =#{0<i<n|¢ #0}.

Definiamo comelistanza di Hammingapplicazione daF; x [ in N che a due
parole dilF; associa il numero di componenti nelle quali le due paroléedico-
no,

d(v,w) = {0 <7 < nfv; # w;, v,w € Fy}.

Definiamo infinedistanza minimali U C [F; come il minimo delle distanze tra
coppie di elementi di/

U
dmin

= min{d(v, w)|v,w € U}.

15
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OsservazionePer come ¢ stata definita la distanza di Hamming
d(v,w) =wt(v—w), Yv,weC.

Questo implica che, per i codici lineari, la distanza miniveaifica la seguente
relazione:

S, = min{d(v,w)|v,w € C, v # w} =

= min{wt(v —w)jv,w e C, v# w} =
= min{wt(v)|v € C,v # 0}

dove nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato la lineadel codice.

Nella prossima sottosezione enunceremo e dimostrereraoréiina di Mac-
Williams. Dobbiamo fornire pero alcune definizioni chdiaiiamo sia in questo
teorema, che nella sottosezione dedicata allo studio églla

Definizione 1.35.SiaC un codice lineare di lunghezza
Indichiamo conA; il numero di parole del codic€’ di pesoi coni = 0,...,n,
quindi

A; = #{c € Clwt(c) = 1}.

Definiamo inoltre ladistribuzione dei pesiel codiceC' come
{Ap, Ay, ..., An}.

Il weight enumeratadi C' sara il polinomio in due variabili
Wela,y) =Y A"y
1=0

1.3.1 Teorema di MacWillams

Il Teorema di MacWilliams € molto importante in teoria deidici perche
mette in relazioneweight enumeratodi un codice con quello del suo duale.

Questa relazione permette, nel calcolo della distribuzd®i pesi, il passaggio
da un codice al suo duale. Il teorema € molto utilizzato neimanto in cui il
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numero di parole di uno dei due codici, originale o dualajltissssere molto
inferiore rispetto a quello dellaltro.

Questo teorema quindi € importante perche permette ueltastel codice
da analizzare che puod rendere molto inferiore il costo adagonale di certe
proprieta del codice.

Teorema 1.36 (MacWilliams). SiaC' C IFq[gc]/(x
lunghezza: e dimensioné e siaC* il suo codice duale, allora

n_) un codice lineare di

W (2,y) = ﬁwc«c +(g-Dy,z—y) (1.1)

dove|C| = ¢* & il numero di parole dC.

Per semplicita ci concentriamo nel caso in gui= 2, quindi in quello dei
codici binari.

Per dimostrare questo teorema dobbiamo prima dimostralenuma impor-

tante. Siaf una mappa sF?, definiamo latrasformata di Hadamardf di f
come

fw) = S ()" f),  ueFy

vely

dove con(u, v) indichiamo la somma dei prodotti componente per componente
Lemma 1.37.SiaC' un codice binario di lunghezzae dimensioné, allora
1 .
> flu)= T > f(w).
ueCt ueC
Dim.

S Fw) =30 S (=) ) = S f0) Yo (-1,

ucC vely velFy ueC

Orasev € C*, (u,v) = 0 e quindi la somma interna|€|. Se invecey ¢ C*
allora al variare dv in F% il numero di 1 e di O negli esponenti sono uguali, quindi
la somma interna sara nulla. Allora, applicando i ragioeatinprecedenti

Y fw=I[Cl ) flw).

ueC ueCL

17



CAPITOLO 1. PRELIMINARI E NOTAZIONI

Dim. [MacWilliams cong = 2]
Bastera applicare il lemma precedente alla mappa

f(u) _ xn—wt(u)ywt(u).

Infatti, otteniamo

f(u) = Z (_D(u,v)xn—wt(v)ywt(v).

velFy
Siano quindi oras = (uy, . ..,u,) €v = (vy,...,v,), allora

n

f(u) — Z(_l)mm-i—'--—i—unvn Hxl—viyvi _
veFy i=1

1 n

_ E E H ulel v; vl

v1=0 v =0 i=1

n 1

:||§: ulwlww

=1 w=0

Seu; = 0, allora la somma interna sata+ y, mentre se;; = 1 sarax — v,
quindi

~

flu) = (v +y)" 1 (g — )i,

Riscrivendo il tutto otteniamo

i wt(u) wt(u _ :C—l—y n wt(u( _y>wt(u)

0

Dal Teorema di MacWilliams, possiamo ricavare direttaraanta relazione
tra gli elementi della distribuzione dei pesi dei due cadimbbiamo pero definire
i polinomi di Krawtchouk. Daremo la definizione di questi ipaimi nel casog
potenza di un primo.

Definizione 1.38.Fissato un intero positive e ¢ la potenza di un primo, definia-
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mo, per ognk = 0, ..., n, i polinomi di KrawtchoukpPy(x; n) come
b 1\ [n—zx
Pute) = Pulin) = - - 0 (1) (327
=0

dover € un’indeterminata.

Dal teorema di MacWilliams e dai polinomi di Krawtchouk seglirettamente
la seguente relazione tra le distribuzioni di peside C* rispettivamente.

Corollario 1.39. Se{A;} e { A’} sono rispettivamente le distribuzioni di pesi di
un codice lineare” e del suo duale, allora vale la seguente relazione

1 n
A= E A;Pr(7). 1.2

Siamo riusciti quindi ad ottenere una relazione tra le ds&ibuzioni dei pesi
che risulta essere piu facile da un punto di vista imple@at@rd e computazional-
mente piu efficiente. Infatti possiamo evitare il passaggiraverso i polinomiin
due variabili, quali i weight enumerator. Per migliorarephestazioni del nostro
algoritmo ricaviamo una ricorrenza che calcoli i polinomKdawtchouk.

Definizione 1.40.Sia’R un anello e sias = (s;);eny UNa successione contenuta
in R. Definiamo lafunzione generatricelella successione come |'espressione
formale

Si puo verificare con semplici calcoli che presa la sucoessilei polinomi di
Krawtchouk(Py(x))ren allora la sua funzione generatrice &

L+ (g—D2)" (1= 2)" = Pu(a)z". (1.3)
k=0

Teorema 1.41.1 polinomi di Krawtchouk siF,[x] soddisfano la seguente ricor-
renza

(k+1)Pea(z) = [(n = k)(q = 1) + k — qz] Pe(x) — (¢ —1)(n =k + 1) P (2).
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perk € N,,conPy(z) =1ePi(z) = (¢ — 1)n — qz.

Dim. Nella dimostrazione assumiama= ¢q — 1.
Deriviamo rispetto a la funzione generatrice dP;(x))en-

diz (L+92)""(1=2)") = yn—a)1+y2)"""""(1—-2)"+
— (1 4+72)" (1 —2)" =
= (L+7y2)" "1 = 2)" " [yn — gz — yna]

mentre
d - k = k—1
2 (Sre) - Sams
k=0 k=1
Moltiplicando ora entrambe le derivate per
(1+72)(1—2) =1+ (y—1)z — 72"

otteniamo a sinistra

(7200 =2) [ 2 (2= 27 =

= (L +72)""(1 = 2)"[yn — gz — ynz| =

- (Z mx)z’f) [yn — gz — nz] =

(vn — qz)Pi(x)2* = > ynPy(x)2**!
k=0 k=0
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mentre a destra

:ikﬂ( “+Zk —1)Py(x z—ZWD )2F L
1

Uguagliando i coefficienti di* otteniamo cork > 1

(yn — qz)Pr(x) — ynPra () =
= (k+ 1) Pra(x) + k(y = D)Pr(z) — (k — D)7Pra1()

e quindi

(k+ 1)Prir(z) = [y(n = k) + k = qz] Pe(x) +v(n =k + 1)Pr(2).

1.3.2 Codici Ciclici Accorciati

Come gia anticipato, in questo lavoro trattiamo i codiclici accorciati. Que-
sti codici, in letteratura, vengono anche detti codici amidanza ciclica o “Cyclic
Redundancy-Check Codes”, e li indicheremo con CRC.

| CRC sono dei codici lineari derivanti direttamente daiicodiclici. Essi so-
no codici particolarmente comodi perche, nonostante namtemgano la struttura
ciclica, ereditano varie proprieta dei codici ciclici da sono generati. Nel nostro
caso sfrutteremo la caratterizzazione delle parole deteatlale tramite il poli-
nomio generatore, come dimostriamo in seguito, per il ¢daldella distribuzione
dei pesi.

Vediamo piu da vicino come si costruisce un codice CRC e dinamone le
proprieta principali.

Il processo di accorciamento di un codi€ein un codiceC# & un procedi-
mento che consiste nel ridurre la lunghezza del codiceralgiper ottenere un
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altro codice. Per far cio si prendono in considerazionte tigt parole del codice
C che iniziano cors zeri consecutivi e, cancellando questi zeri, si ottengeno |
parole che costituiranno le parole del cod©é. Il codice ottenuto avra quin-
di lunghezzan — s, dove ricordiamo che: € la lunghezza del codice originale
C. Chiameremas-accorciatii codici ottenuti accorciando il codice di basedi
componenti.

Dimostrare che la struttura di codice lineare si consenanda si accorcia un
codice lineare € immediato.

Lemma 1.42. SiaC un codice lineare di lunghezzaallora C#, ottenuto accor-
ciando il codice dis componenti¢ un codice lineare.

OsservazionePer il teorema 1.23 il codic€# ottenuto accorciando un codice
ciclico C, in generale non € piu un codice ciclico.

La praticita nel lavorare con i codici accorciati consistéfatto che la distanza
minima non diminuisce.

Lemma 1.43. Sia C un codice lineare &'# un suo codice accorciato, allora

#
Dim.
C# .
dmin = mm{d(v#,w#)w#,w# S C#, U# 7é w#} =

= min{d(v,w)|v,w € Cg, v # w} >
> min{d(v,w)|v,w € C, v # w} = dS,

min*

0

OsservazioneSe analizziamo i procedimenti adottati per accorciare aicemel
caso di rappresentazione polinomiale, allora; seC' € la parola corrispondente
alla parolac € C#, vale la seguente relazioneRf.. ,

c(r) = 2°c*(z) (mod 2" —1).

Quindi, siccomey(x) divide c(z) e ged(g(z), ) = 1, g(z) divide anchec” (z).
Quindi anche tutti gli elementi di'* sono caratterizzati dal fatto di essere multipli
di g(z), da cui segue il seguente teorema.
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Vediamo ora di studiare piu a fondo le proprieta di questlici. Come
anticipato, non sono codici ciclici, ma ereditano delle aripnti proprieta da
quest'ultimi.

Anch’essi hanno un polinomio generatore che € lo stessaattite cicli-
co da cui derivano. Inoltre, le parole del codice duale possessere espres-
se considerando una particolare relazione dipendenteatiabmio generatore.
Esplicitiamo tali osservazioni.

Teorema 1.44.SianoC' un codice ciclico di lunghezzg g(x) il polinomio gene-
ratore di grador e C* il codice s-accorciato, allora

{9(@),zg(x),....a" " g(2)}

& una base del codigg*.

Corollario 1.45. SiaC un codice ciclico generato da un polinomj6r) di grado
r e siaC* un suo codice-accorciato. Allora una matrice generatrice del codice
s-accorciatoé la matrice(n — s — r) x (n — s)

g(x) g9 G .- G 1
% — zg(x) _ go g1 - g1 1
g1y () g9 g . g 1

Corollario 1.46. SiaC# un codices-accorciato ottenuto da un codice ciclico
con generatorg(z) di grador, allora le componenti di € (C#)L soddisfano la
relazione

Ci = —GoCi—yp —**— Gp_1Ci_1 YVi=T,....,n—8—71
Dim. Si veda dimostrazione del teorema 1.33. O

1.3.3 Undetected Error Probability

Nello studio dei codici atti al rilevamento di errori una teaproprieta im-
portanti del codice e l&lndetected Error ProbabilityP,.. Questa sottosezione e
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dedicata alla definizione di questa proprieta e alla foemioine di tale probabilita
rispetto alla distribuzione dei pesi del codice.

Spendiamo in questa sottosezione alcune parole per cagiaesono gli errori.
SiaC' € [F; un codice e € C una sua parola. Uerrore e I'evento per il quale la
parola ricevuta risulta differente dalla parola inviatajunlche sua componente.
Se quindi indichiamo con € F7 la parola ricevuta, I'errore & rappresentato da
e =r—c € ;. Nel caso in cui la parola ricevuta non risulti essere unalpatel
codice, cioe" ¢ 7, allora avremo scoperto la presenza di un errore.

Affrontiamo il caso in cui la parola ricevuta, nonostantv/ento di alcuni
errori nella trasmissione, sia contenuta nel codice. Qulnchso in cuir €
C' e, siccome lavoriamo con codici lineari, in cui allarac C'. Chiameremo
Undetected Error ProbabilitfP,.) la probabilita di questo evento. Per quanto
detto tale probabilita sara uguale alla probabilita Iblore e sia una parola del
codice.

Indichiamo cone la probabilita di errore limitato ad una sola componente.
Quindie = P(e = ¢;) dovel <i <ne{e; € Fy[1 <i <n} e labase canonica
di 7.

Vediamo come calcolare |&,. attraverso la distribuzione di pesi del codice
lineare e del suo codice duale. Questa parte di teoria s trofCW]. Nel nostro
caso lavoreremo con codici lineari di lunghezza dimensioné:.

Il mezzo attraverso il quale spediamo un messaggio € datiale Nel caso
che la probabilita di errore non dipenda dalla componente della parola spedita,
allora il canale sara det&immetrico Infine il canale e dettbinario se vengono
trasmessi solamente elementifdi

Iniziamo con I'ottenere |&,. per codici binari. Estenderemo quindi i risultati
al caso di codici sul campB,.

Siccome lavoriamo per ipotesi su un canale binario simewtallora possia-
mo restringere la scelta dira0 e 1/2.

Supponiamo che € F7 rappresenti un errore di pes@ = wt(e), allora la
probabilita che questo evento accada e data da:

Pe) =€"(1—¢)" ", 0<e<]1/2 (1.4)

SiaH la matrice di parita del codice, allora per il teorema 163¢,C' se e soltanto
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seHe = 0. SiaE = {e € F}|He = 0}\{e = 0}, cioe I'evento in cuk € C'\ {0},
allora P(E) sara la somma delle probabilif¥¢) al variare di tutte le parole del
codice, quindi

Pe=PE)= > (1—e" ™ =) Ael—e""
ecC\{0} i=1

L'espressione delld®,. dipende quindi dalla distribuzione dei pesi di un co-
dice. Molto spesso accade pero che il numero di parole diogice sia molto
piu alto di quello del suo codice duale, quindi computaalorente piu costoso.
Come nel nostro caso, ci si concentra quindi nella ricerdia destribuzione del
codice duale. Vediamo quindi di seguito una formulazionade,. rispetto alla
distribuzione del codice duale.

Per questo caso sviluppiamo un ragionamento un po’ pitoeddb. Sia

H* € Mg, (2% n)

la matrice le cui righe sono tutte le parole del codice duale.

Lemma 1.47. H*e = 0 se e soltanto sé/e = 0. SeH*e # 0 allora il vettore
ottenuto ava tanti O quanti 1.

Dim. La prima parte segue direttamente dal fatto ¢he&ontiene una base del
codice duale. Per quanto riguarda la seconda parte invedé;«s # 0, allora
esistev € C* tale che(e, v) = 1. Allora valgono datav € C*,

- se(e,w) =0, allora{e,w +v) =1
- invece s€le, w) = 1 allora(e, w + v) = 0,

quindi, ad ogni parola dC con prodotto nullo possiamo associarne una con
prodottol e viceversa. O

Definiamo ora cork;, conj = 0,...,2" %, I'evento che laj-esima compo-
nente diH e sia uguale a 1. Per il lemma precedente allora

E'={eeFy|He =0} = {e € Fy|H*e = 0},
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quindi
P(E")=1—P(E;U---U FEyn+).

Sempre per il lemma precedente, Béc # 0, esattamenté”*~! eventi di
tipo £; sono verificati, mentre nel caso in cli*e = 0 nessuno degli eventi; e
verificato.

Rappresentando 'unione degli evesti'evento{e € F}|H*e # 0}, allora

2n7k

> P(Ej)=2"""'P(E,U-- UEy.-+)
=0

quindi

Ora vediamo come calcolare(E;). Se laj-esima riga dif* ha pesav,, al-
lora P(E;) e la probabilita che il vettoreabbia un numero dispari di componenti
uguali al nellew; posizioni corrispondenti alle componenti non zero della
j-esimariga di*, quindi

P = 3 (")ea—am

=0
i dispari

Vale la seguente formula

1

> (§)er =5l - 6]

=0
i dispari
otteniamo quindi

P(E;) = =(1— (1 —2¢)").

DO | —
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Combinando le relazioni otteniamo

Py = P(E)=PE\{e=0})=P(E)-Ple=0)=
- 1—%%%(1—(1—26)%)—(1—6)”

1 . 7 n
= 2HZBZ-(l—ze) —(1—e)"
=0

Passiamo ora al caso in clilj sia il campo di base, copla potenza di un
primo.

Supporremo di lavorare su un canale simmetrico tale cheolagtilita di er-
rore di una singola componente sia ancorgoiche supponiamo equiprobabili gli
eventi che I'errore effettuato sia un valore(lfy,)*, e € compresotrae (¢ —1)/q.

Inoltre si ha che la probabilita che I'errore di una singotanponente sia
uguale ad un elemento fissato(tlj,)* & data da/q — 1.

Le definizioni date precedentemente, per il caso binariog $ottora valide,
tranne per quanto riguarda la probabilita del singolo &vere [, che sara

P(e) = (q ‘ 1)”””8(1 e,

Ripetendo i ragionamenti fatti per il cage= 2, la probabilita sara

P =3 A (=)

i=1

Vediamo anche nel caso dei codicily di trovare una relazione dellg,.
rispetto alla distribuzione del codice duale.

Con H; indicheremo la matrice che contiene tutte le parole delaeoduale;
essa sara quindi una matrice appartenente all'insigtag(¢" ", n).

Lemma 1.48. H;e = 0 se e soltanto sé/,e = 0, doveH, e la matrice di pari&
del codiceC'. SeH e # 0, allora ogni elemento d, compare tra le componenti
di H;e esattamentg” "' volte.

Dim. La dimostrazione € molto simile a quella scritta preceele@nte. L'unica
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nota da fare e che nel caso in dilje # 0, allora esiste € C* tale che
(e,v) € F,

allora sew € C*, si ottengono due casi:
- se(e,w) = 0, allora(e, w + Av) = A(z,v) e al variare di\ in F? si ottiene

ogni elemento del campo diverso da zero,

- se(e,w) # 0 allora esiste\ € F? tale che(e,w + Av) = 0 quindi ci
riduciamo al caso precedente.

0

Indichiamo conE; I'evento per cui laj-esima componente di;; e sia diversa
da zero. Considerando tutti i casi la probabilita dellieeel; sara

PE) =Y [(Z‘;) g () - 1>i]

k=1 i=1

dovew; € il peso della rigg-esima diff;. Sviluppando otteniamo

=152 (55

L'unione di tutti gli eventiE; avra probabilita

qnfk qnfk
1
P E|l=——-S" PE).
U B | = ey 2 7

Mettendo insieme le osservazioni fatte finora otteniamo che

P = P(E\{e=0})=P(E)—(1—e" =

— PN B (12 _(1_om
reym (1 1)~

Quando consideriamo dei codici per il rilevamento di erpmssiamo verifi-
care un’altra proprieta.
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Definizione 1.49.Un codice lineare”’ C F7, cong potenza di un primg, e detto

propriose P,. € monotona crescente pek [0, %].

Quindi i codici si dividono in due classi: propri e non progiccome un co-
dice ha prestazioni migliori al diminuire dell3,., i codici propri sono considerati
mogliori per quanto riguarda il ritrovamento di errori. Esgatti non possiedono
punti di massimo locale.

Scriviamo I'enunciato di un teorema che indica una condisufficiente
affinché un codice sia proprio. Questo risultato e tratgRD].

SiaC' c F7! un codice di distanza minimg,,;, e dimensioné:. SiaC* il suo
codice duale con distribuzione dei pesi

{Boy, B1,...,B,}.

Definizione 1.50.Denotiamo cornB; i numeri
!

. , U (n—1)!
By =0, Bl:miﬂm

s l= ]_, on
Teorema 1.51.SiaC C [Fy un codice lineare con dual€é-*. Se vale

B, =B, .1 — ¢ g - 1)

conl = d¢

man

+1,...,nallora C & un codice proprio.
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Capitolo 2

La struttura di R{

In questo capitolo studieremo la struttura dell’ an@lp:= F,[z] /(g(x)), do-
veg(z) € F,[z], e vedremo come sia possibile costruire una sua decomposizi
in componenti invarianti rispetto all'azione della moligazione perz.

Nei capitoli succcessivi, applicheremo i risultati ottémer ottenere un me-
todo efficiente e rapido per calcolare i pesi delle parolendiadice ciclico accor-
ciato (con polinomio generatorgx)).

Piu’ precisamente vedremo come sia possibile costruirensieme finito di
polinomi diRY, le cui orbite siano tutte disgiunte e forniscano una deasizjo-
ne diR{.

Per esplicitare tali polinomi si applica il Teorema Cinest Besto. Se |l
polinomio generatore del codigéz) si fattorizza come(z) = [[.", ¢;, si ha:

m
IR
9;
=1

La decomposizione di ognuno dei fattdti;’];i con g;(x) polinomio irriduci-
bile, viene a sua volta studiata decomponendo, come pdogruppi ciclici, i
gruppi moltiplicativi (Rgf)* con0 < s < t.

In tutto il capitolo indicheremo cop = p°, conp un numero primo é € N,
e adotteremo le seguenti notazioni:

1%

Rq

- conR? indicheremo ranelid’s[*] /(g(x)),

*
)

- conM? indicheremo il gruppo moltiplicativgR)
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2.1 Preliminari e notazioni

Definizione 2.1.Siag(z) € F,[z] e siau : F,[z] — R, data da
u(h(x)) = h(z) (mod g(z)).
Definiamo I'applicaziongrado quozientsuR¢ come I'applicazione
deg, : R — N

tale chedeg,, f = min {deg h(z)|h(z) € Fy[z], h(z) € p~'(f)}.

Osservazionel'applicazione deg non e in generale un’applicazione grado dato
che non rispetta la regola del prodotto.

Proposizione 2.2.Sia f € R!. Esiste unico un polinomia(z) € p~'(f) tale
che

deg h(z) = deg, (f).

OsservazioneGrazie al teorema precedente possiamo identifitazeR? con il
polinomioh(xz) € IF,[x] tale cheu(h(r)) = f edegh(x) = deg,, f.
Utilizzeremo quindi la notaziong¢(x) sia per un elemento dk? che per il suo
rappresentante ifi,[x] di grado minimo.

Teorema 2.3 (Teorema Cinese del RestopiaR un anello commutativo e
t,...,t, CR

ideali tali cher; + t; = R per ognii # j.

p: R — ﬁR/ti
i=1

a +— (a,...,ap)
dovea — a; € t; per ognii. Allora si ha che:
—kero =", v,
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— ¢ € un omomorfismo surgettivo.

Quindi esiste un isomorfismo
Qg . R/ﬂti — HR/Q.
i=1 =1

Dim. Siveda [La] pag. 65. 0

OsservazioneUseremo questo teorema nel caso di anelli di polin@mi F[z].
Quindi presg(z) € F,[x] cong = p° e considerata

glx) = _ng-(x)‘”

la decomposizione dij(x) in fattori irriducibili cone; > 1, allora

M) = <H gz-<x>ei) - (@)

i=1

siccomeged (g:(x), g;(z)) = 1. L'applicazione¢ del teorema 2.3 & quindi un
isomorfismo trdf,[z]/(g(x)) e [ [}~ Fqlz]/(g:(x)).

Passiamo ora al problema fondamentale della sezioneutiaeare il Teore-
ma Cinese del Resto per ricondurci all’analisi degli argliozienti di potenze di
irriducibili.

Siag(z) un polinomio diF,[z] e

la sua decomposizione in irriducibili.
Per il teorema 2.3, esiste un isomorfismo di anelli

I

Ri=]] Rl (2.1)
i=1

Vediamo di esplicitare tale isomorfismo.
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Proposizione 2.4.Sia g(z) € F,[z] tale cheg(z) = [[X, g:(x)* sia la sua
decomposizione in irriducibili.
Allora I'applicazione

¢:Ri — l_m[ Rg_ei
tale chep(u(z)) = (ui(x), ..., uy(z)) con
wi(z) =u(z) (mod g;(z)*)

€ un isomorfismo con inversa

67 (@), (@) = @) 2 (mod o)) (22)

dovev;(z) & I'elemento inverso dj(x)/g;(x)* nel gruppo moItipIicatich}i.

Dim. Dobbiamo solo verificare che la relazione (2.2) carattarizpplicazione
inversa. Bisogna innanzitutto notare ehér) & ben definito. Siccome

g(x)/g:(z)% possiede un inverso ﬂig quindiv;(x) € ben definito.
Per ipotesi Z

ui(x) = wu(x) (mod g;(x)*)

Zuz Z(( ))ez (mod g;(x)“)

. mmmw>“ﬂ.<mngfw:m@»

Abbiamo cosi completato la dimostrazione. O

Grazie a questa proposizione si vede esplicitamente cheégeemporre I'a-
nelloRY possiamo separatamente studiare la struttura di ogn'réavﬁtg;i conte-
nuto nel prodotto (2.1). Z
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La prossima proposizione mette in relazione il gruppo mbativo dell’a-
, o . q
nelloR{ con il gruppo moltiplicativo degli aneIIRgiei.

Proposizione 2.5.Sia g(z) € F,[z] tale cheg(z) = [[%, g:(x)% sia la sua
decomposizione in irriducibili. Allora

m
Mg =TT M.
9;
i=1

Dim. La dimostrazione segue direttamente dalla proposiziomeésufﬁciente
infatti verificare che, dato I'isomorfism® come da proposizione, allora ad ogni
u(r) € M corrisponde unan-upla(us, . .., u,) € [T12, M;;i e viceversa.

La prima implicazione é facile. Dato ch&z) € invertibile in)/7, allora

ged (u(x), g(z)) = 1.
Questo vuol dire che
ged (u(z), gi(x) =1 per i=1,...,m.

Essendo tutti iy; () irriducibili e considerato che

ui(z) = u(z)  (mod gi(x)*),
allora esisteéy;(z) € F,[z] tale cheu(z) = u;(z) + h;(x)g;(x)%. Quindi

ged (ui(x), gi()) = ged (u(x) — hi(2)gi(x)*, g:(x)) = ged (u(x), gi(x)) = 1.

Viceversa, se per ogni= 1, ..., m valeged (u;(z), g;(x)) = 1, allora
g(x) )
ged (uz x -0;,9; | =1
( )gz‘(l’)el

essendo, per come definigiiz)/g;(x)¢ ewv; invertibili in RZ
Per la proposizione 2.4 Z

= mu-xv-x 9(z) mo x
U(x)—; i(@)vi( )gi(x)ei (mod g(x)).
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Se, per assurd@ed (u(x), g(z)) # 1 allora esisterebbe < j < m tale che

ged (u(z), g5()) = g;(x)

e quindi

che e assurdo. O

Ci siamo cosi ridotti al caso di anelli quozienti del tiRd, cong(x) irriduci-
bile ez € N,. Nel caso in cut e uguale a 1RJ e un campo finito e il suo gruppo
moltiplicativo, M ?, per??, € un gruppo ciclico.

Per il Teorema del’Elemento Primitivo 1.4 esiste alloragemeratorey del
gruppo moltiplicativol/? e dal punto di vista puramente insiemistico otteniamo

RI={0} U M.

Passiamo a considerare il caso info&un intero maggiore o uguale a 2. 1l pro-
blema e piu delicato e richiede innanzitutto dei teorereliminari che trattiamo
subito.

Proposizione 2.6.Siag(z) € F,[z]. Fissatof(x) € F,[x] esistono unici dei
polinomif;(z) € F,[z], 1 =,...,m, condeg f;(z) < deg g(z) tali che

flx) =) filx)g(x)'.
Dim. Affrontiamo la dimostrazione per induzionél,[x] & un anello euclideo,

possiamo quindi trovare unici due polinogitt) (z) e f;(x) con relazione tra gradi
deg fo(z) < degg(x), tali che

f(z) = fP(2)g(2) + fol).
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Supponiamo quindi vero che per ognk : valga la relazione

f@) = fO@)g(x) + ) fulw)g(x)* (2.3)

condeg fr(z) < deg g(x) per ognik < j — 1. Questa osservazione costituisce la
base dell'induzione. Dimostriamo che possiamo trovaregli@omi f(+1(z) e
fi(x) condeg f;(z) < deg g(x) tali che

i

f(z) = [ @)g(2) ™+ ) fila)g(a)”.

k=0

Per dimostrarlo basta applicare la divisione euclided’ae inserirla nella rela-
zione (2.3).

Verifichiamo che i polinomjf®)(z) sono un numero finito. Questa & una sem-
plice conseguenza dei gradi di questi ultimi che costituigcuna successione
strettamente decrescenteNre quindi definitivamente nulla.

L'unicita di una tale scrittura segue direttamente datiadizione imposta sui
gradi dei polinomif;(x). O

OsservazioneUsando I'applicazione grado quoziente, la condizione sdliglei
polinomi f;(x) nella precedente proposizione ci permette di esprimensado
unico, ogni polinomiof (z) € Rgt in termini di classi di resto, cosi da ottenere:

dove, per semplicita, indichiamo cgi(z) € Rgt, i =0,...,t— 1,1 polinomi
tali chedeg,,(f;) < deg(g).

Passiamo ora ad un teorema utile per quelli che affronteli@nseguito in
guesta sottosezione.

Teorema 2.7.Siag(z) € F,[z] un polinomio irriducibile et > 2. Sia inoltre
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f(z) € R, con

dovef;(z) € Ry, coni=0,...,¢t — 1.
Allora f(x) € M, se e soltanto s¢(z) # 0.

Dim. Sef(x) € My, allora f(x) & invertibile inR,. Questo vuol dire che esiste
h(z) € R, tale chef(z)h(z) = 1.
Riscrivendo la formula tramite un’equivalenza otteniamo:

f(x)h(x) =1 (mod g(z)"),

esiste quindi us(z) € F,[x] tale che, inF,[z],

f(@)h(z) + s(z)g(x)" = 1.

Per 'identita di Bézout otteniamo cled(f(x), g(x)") = 1, ma essendg(z) un
polinomio irriducibile, questo equivale a dire ched(f(z),g(z)) = 1 e quindi
che

g9(x) 1 f(x). (2.4)

Per la dimostrazione precedente, data

f(@) = fole) + ful@)g(@) + -+ fior(x)g(x) " € R,

la rappresentazione dix) in base al polinomig(z), la relazione (2.4) e equiva-
lente a

Per dimostrare I'altra implicazione, basta ripercorrepassaggi in senso in-
verso. (|

Grazie a questo teorema possiamo affrontare il succesSiwopo di questo
teorema e mostrare una possibile, e per noi utile, decoipne diRgt come
unione di insiemi disgiunti.
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Teorema 2.8.Siag(z) € F,[z] un polinomio irriducibile et > 2. Allora
t—1
RE, ={0}U| |gla)"- M.
=0
Dim. Fissatof (x) in R}, esistek € N tale che

k:max{ie {O,...,t—l}‘g(:c)”f(x)}.

Quindi possiamo rappresentare un elemefito € Rgt nella forma

f(@) = g(x)"h(z), (2.5)

doveged(h(x), g(x)) = 1.
Ritornando alla scomposiziongz) = Zfi(:c)g(:c)i, la relazione (2.5) &

=0
equivalente a:

filz)=0,Vi<k e fr(x)#0, conk <t-—1.

Procedendo quindi passo passo, grazie al teorema 2.4iantieiha seguente
scomposizione:

- sefo(x) #0 = f(x) € M,

- sefo(x) =0e fiz) #0 = f(z) € g(x) M,

- peri<t—1,sefj(x) =0Vj <iefi(x) #0 = f(zx) € g'(x) M},
- sefi(z)=0,Vi<t—1 = f(z)=0.

Dato che I'altra inclusione € banale, la tesi € dimostrata O
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2.2 Ricerca dei Generatori diMjs

Nella sezione precedente abbiamo ottenuto una decomposidell’anello
Rgt come unione disgiunta di sottoinsiemi del tipo

i q
g(z)" - Mgt_,..

Il nostro scopo ora e trovare la scomposizione dei grupptiplicativi ngt
come prodotto di gruppi ciclici, in accordo con il Teoremaddassificazione dei
Gruppi Abeliani Finiti 1.2.

Teorema 2.9.Siag(z) € F,[z] un polinomio irriducibile di grador et > 2,
allora I'ordine del gruppoM, &¢"~"7(¢" — 1).
Inoltre M;ﬂ = M x S, doves, e il p-sottogruppo di Sylow CM}.

Dim. Verifichiamo prima la tesi sull'ordine. Per il teorema 2.7
My = {J@) e Ry | fole) £ 0} =
= (Ro)\{r@ e ®Y | 9@) | f@)

quindi

#M;It = #
#

dato che{ fz) e RY | g(x)| f@:)} = g(z) - R, ..
Siaf € M;ﬂ. Per il teorema 2.7 possiamo scrivere

f@) =3 filz)g'x)  con  fo(x) #0.

Siccomefy(z) # 0 edeg,, fo(z) < r, allora fo(x) € un elemento invertibile in
R}, ne segue che

3 folz) € R, taleche  fo(z)fo(x) =1
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quindi

t—1 t—1
f(@) = fol@)(1+ ) fi@) fy(@)g(x)') = folx)(1+ ) fi(x)g(z)),
i=1 i=1
dove nell'ultima uguaglianza abbiamo applicato il teoredréa
Per le osservazioni fatte in precedenza, al variarg(d) € R7,, gli elementi
f!(x) sono caratterizzati dal fatto che hanno grado minore duindi gli f/(x)
possono esser considerati come elementi/gi
Dimostrando il prossimo teorema concluderemo anche qdéestastrazione.
]

Teorema 2.10.Sia f(z) € M, cong(x) irriducibile e ¢ > 2. Allora I'ordine
moltiplicativo di f (z) &p”, conk € N, se e soltanto se esiste(x) € F,[z] tale
che

f(x) =1+ m(z)g(x).

Dim. Per quanto dimostrato all'inizio della di questa sottosee| esitong(z)
e fM(z), come da dimostrazione del teorema 2.6, due polinoni  li] con

deg fo(x) < deg g(x) tali che f(z) = fo(z) + fO(2)g(x).
Allora, presok € N, tale chep® > ¢,

k % k

F@P = (folz) + fO2)g(2))" = folx) + (fVg(x))" .
In Rgt la relazione diventa
f@)P = folx)",

e, sapendo che il grado di(z) € minore del grado dj(x), otteniamo, per il
criterio di uguaglianza tra polinomi,

fo(z) = 1.

Viceversa, se esiste(z) € F,[z] tale chef(z) = 1+ m(x)g(z), allora per
k € N, tale chep® > ¢

k k

f@P = (1+m(x)g(@)” = 1+ (m(z)g(x))" =1
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in Rgt. L'ordine non potra che essere un divisoreptii quindi sara sempre una
potenza dp. O

Quello che ci manca ora per completare la ricerca dei gem'elditM;t e
caratterizzare i generatori dgtSylow, che & un gruppo abeliano finito quindi
esprimibile come prodotto di gruppi ciclici.

OsservazioneDa questo punto in avanti, indichiamo cane F, un elemento
algebrico diF, di gradod. Quindi otteniamo ch&, = [F,[a]. Questo vuol dire che
ogni elemento dF,, & esprimibile come combinazione lineareldiy, ..., o’ ! a
coefficienti inlF,,.

Teorema 2.11.Sia f(z) € S,, e f(z) = 1 + fi(z)g(x) + -+ + fi_1g" " lasua
scrittura in basey(z) come da proposizione 2.6.

Allora esistono:éf]?) € N tali che

flx) =11 i),
1,5,k
dovea, ;x(z) := 1+ a'zig(z)* € S,, e:
- 0<i<é;
-0<g<r
—1<k<tconpftk.

La dimostrazione di questo teorema e conseguenza delssimcéemma.

Lemma 2.12.Sia f(z) = 1 + fe(z)g(x)" + m(z)g(x)"* € F,[z] conh > 1e
deg fr(x) < deg g(x). Allora esistona:;;) € {0,...,p — 1} taliche

[+ o g(@) ) = f(z)  (mod g(z)"),

irj
conl<i<i,0<j<r—1e0<k<h.

Dim. Dividiamo la dimostrazione in due parti: la prima in guf i e la seconda
incuip | h.
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Affrontiamo quindi il caso in cup 1 h. Per come definito
fh(x) = ZC(ij)Oéi{L'j
inj
concg; € Fp. Quindi
H(l +aidig(x)h)en = 1+ Z C(ij)aixjg<x)h + o (2)g(x)H =
inj

/[:7j

f(w)  (mod g(z)"*).

Ora analizziamo il caso in cui invege | h, quindih = ph'. Per ipotesi
@) =1+ ful@)g(@) +m(a)g(x)".
Siccomeg(z) & un polinomio irriducibile diF,[z], il campo da lui generato &
perfetto. Sia quindf,(z) € R la proiezione naturale dfi,(z) in RZ. Il campo
perfetto ci dice che

Ji(z) e R?  taleche [(z)” = fu(x),
ovvero che esist§z) € F,[z] condegi(z) < deg g(x) tale che

l(2)" = fu(z) (mod g(z)).

Scriviamo quindi
(z) = Zci,jaj$i e F,[z].
2%
Possiamo quindi concludere verificando che
! p
<H<1 + aix]’gm)”)‘””) = (1+1@)g@)” +i(@)g()" )" =
i7j
= 1+ l(:c)pg(x)ph' + m/(x>g(x>p(h/+l) =
= 1+ fu(z)g(x)" (mod g(z)"™) =
= f(z) (mod g(z)"*")
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OsservazioneGrazie alla seconda parte della dimostrazione, possiaitevedi
prendere in considerazione nell'insiemi di generato,dgli elementi del tipo

1+ a'adg(x)*

conk multiplo di p.

Dim. [del teorema 2.11]
Per ipotesi il polinomiof; (x) € della forma

_ (1) id
=D o'
i
quindi per il lemma precedente

[10 + a'ag(@) o = 1+ fi()g(x) + m(a)g(x) (2.6)

i7j

Consideriamd,(z) = fo(x) — m(z) (mod g(z)), allora
= Z cg?aixj.
i
Sempre per il lemma precedente otteniamo che

[10 +a'eg@?) S = 1+ fala)g(@)® + mla)g(a)®.  (2.7)

i7j

Moltiplicando i polinomi ottenuti tramite i prodotti in (8) e (2.7), otteniamo

(1+ fix)g(z) +m(2)g(2)*) (L + fo(x)g(x)® + m(z)g(x)*) =
=1+ filz)g(z) +m(2)g(x) + folx)g ()’ +in(z)g(z)* =
=1+ fi(z)g(2) + fo(2)g(x)* + (x)g(2)".

Continuando iterativamente, fino/aésimo passo, otteniamo la tesi. O
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A questo punto consideriamo 'omomorfismo di gruppi

n: Sy — ] (aijn(@) (2.8)

/[:7j7k

dovei, j e k soddisfano le stesse condizioni delle ipotesi del teorerha. 2in-
sieme
A= {CLZ'J,k € Rgt}

e un insieme di generatori psf, allora dimostrando l'iniettivita dell’omomorfi-
smo (2.8) otterremo un isomorfismo tra i due gruppi.

Rispettando 'omomorfismo la struttura di gruppo, basfara la seguente
considerazione per verificare l'iniettivita.

Teorema 2.13.Sianog(z), a; ; x, €t come da teorema 2.11. Allora

Ha?&’:) =1 (mod g(z)") <= cujr =0 (mod ord(a)).
ik

Dim. Sviluppiamo la potenza dei singalj ; . € .S,,.
Mettiamo in evidenza la massima potenza dhe dividec;;;), quindi

Clijky = PP iy CON DA Clijpys
allora,
(ain) @ = (14 a'a!g(z)k)" " =

!
— (1 + oﬂps“j’”xjps“jk)g(a:)kps‘”’”)C“’f"’) —

c/

(igk) C, S/ s/ S/ h
B () o)

h=0

Siakp®tit) = min {kp°i® }, otteniamo chép®Giv > t.
Considerando tutti gli elementi del prodotto otteniamo che

(aijr) @ =1 (mod g(z)")
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quindi
cijry =0 (mod ord(a;jx))

per definizione di ordine.

45



Capitolo 3

L'anello R{ e il Codice Duale

In questo capitolo studiamo le strutture di orbite nelllémeé?.

Iniziamo col dare uno sguardo alla teoria delle successianorrenza lineare.
Ne diamo definizione e proprieta fondamentali.

Colleghiamo quindi la teoria sulle successioni a ricoreelizeare con lo svi-
luppo in serie formali della divisione tra i polinom{z) € R e g(z). Infatti lo
sviluppo in serie di potenze formali genera una succesaamerrenza lineare
con ricorrenza dipendente dal polinomjar). Grazie alla proprieta dei codici
ciclici accorciati per la quale le parole del codice dualegmmo essere costruite
tramite la stessa ricorrenza lineare, quello che ottenianomma corrispondenze tra
gli elementiu(x) € R e le parole del codice duale.

Arriviamo a lavorare sulla scomposizione in orbite deléda R?. Le orbite
sono molto importanti nel nostro lavoro in quanto scompaorggrazie alla cor-
rispondenza, data dalle successioni, il codice duale ssctger le quali il calcolo
del peso delle parole in esse contenute & notevolmentdifieatp.

Il nostro lavoro & quindi centrato nella ricerca di tali ibgbin R?. A que-
sto punto dello scritto facciamo alcune considerazioniazibne di un gruppo
ciclico su un prodotto cartesiano. Vediamo quindi che lanaoscerca si ricon-
duce, grazie all'azione di gruppo e al Teorema Cinese deloRaeKa ricerca dei
rappresentanti delle orbite 'mgt cong(x) irriducibile.

Concludiamo quindi con uno studio approfondito delle (HUiitht cong(x)
irriducibile, dove forniamo un elemento per ogni orbita §se contenuta.
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3.1 Successioni a Ricorrenza Lineare

Diamo le nozioni sulle successioni a ricorrenza lineare @hserviranno in
guesto capitolo. Esse saranno fondamentali in seguito @&ruire una cor-
rispondenza biunivoca tra il codice duale di codici cickcicorciati e I'anello

q
Ri.

Definizione 3.1.La successione = (s;);en C I, si dicea ricorrenza lineare
di ordinek se esistond un intero positivo e, ag, . . ., a; elementi di un campo
finito I, tali che

Sptk = Qk—1Sp4k—1 + Qk—2Sn+ky + -+ + A0Sy, + @ (3.1)

per ognin € N. Diremo che la successiogeomogeneaea = 0.

Osservazionel valori iniziali sg, . . ., s;_; determinano univocamente la succes-
siones.

Definizione 3.2.Sia S un insieme non vuoto, e sia= (s;);en C S UNa sua
successione. Se esistano 0 en’ > 0 tale ches,, ., = s,, perognin > n’ allora
la successione dettadefinitivamente periodicar € dettoperiododella succes-
sione. Il pu piccolo tra tutti i possibili periodi di una successiondidéivamente
periodicae dettoperiodo minimo

Lemma 3.3. Ogni periodo di una successione definitivamente periodidavisi-
bile per il periodo minimo.

Definizione 3.4.Una successione si diqgeeriodicase esiste > 0 tale che per
ognin > 0vales, ., = s,.

Teorema 3.5.SiaF, un campo finito & un intero positivo. Ogni successione
a ricorrenza lineare di ording: in F, e definitivamente periodica con periodo
minimor tale cher < ¢*, er < ¢* — 1 se@ omogenea. Inoltre se il coefficiente
ag della relaziong3.1) e diverso da O allora la successioaeeriodica.

Dim. Siveda [LN] pagg. 399-400. 0
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Definizione 3.6.Ses & una successione a ricorrenza lineare di ordihehe
soddisfa la relazioné3.1), allora il polinomio

1 k—2

f@)=af —ap_ 12" ' —ap 02"~ —ag € F,[z]

e dettopolinomio caratteristicaella successione.

Teorema 3.7.Sias una successione a ricorrenza lineare omogened# dcon
valori iniziali non nulli. Supponendo che il polinomio catreristico f () € F,|[x]
sia irriducibile e soddisfif (0) # 0, allora la successioné periodica di periodo
minimo uguale ard(f(x)). In generale s¢ () none irriducibile il periodo della
successione dividerd(f(x)).

Dim. Siveda [LN] pagg. 408-409. O

Come le successioni a ricorrenza lineare, anche la parbodee duale di
un codice ciclico accorciato soddisfano una ricorrenza.s€&yuito vediamo un
metodo per il calcolo delle successioni a ricorrenza linegquali coefficienti,
considerati a gruppi di consecutivi, formano le parole del codice duale.

3.2 Rg e Il Duale di un Codice CRC

Abbiamo gia fatto vedere nel primo capitolo come caratznie le parole del
codice duale a partire dal polinomio generatore del codatec accorciato. Ab-
biamo mostrato due metodi. Il primo in cui le caratterizzavatramite quelle
parole che annullano una matrice generatrice del codideaiaccorciato, e il
secondo, equivalente, mostrando che le componenti comgeduuna parola del
codice duale soddisfano una ricorrenza lineare basataotnbmio generatore
g(z), come da lemma 1.46.

Teorema 3.8.Siag(z) = >_"_ g;#/ un polinomio monico df, [z] tale che

ged(w, g(z)) =1

e siau(r) € F,lz], tale chedegu(z) < degg(z). Allora esiste unica una
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successionér; )y C IF, tale che

LN S )

Inoltre la successiong;);cny soddisfa la relazione

Ci = —GoCi—p — "+ — Gp_1Ci=1 Vi >T. (3.2)

Dim. Sianog(x) = >77_,g;27 € Fyfz] eu(z) = Z;;(l] u;z? € Fylz]. Perle
ipotesi sug(z), g, = 1 e go # 0. Dimostreremo I'esistenza e 'unicita costruendo
i primi r termini della successione tramite i polinogiic) e u(z) e il resto della
successione basandoci sulla relazione (3.2).

Otterremo i primir termini risolvendo il seguente sistema lineare

-1

‘ 1 0 .. .0 w
1 gr—1 1 : Up_2
= : (3.3)
Cr—3 93 . g1 1 RN Uz
Cr—2 g g3 ... g—1 1 0 U1
Cr-1 9 92 gz - g1 1 o

L'invertibilita della matrice € garantita dal fatto cleetriangolare con diago-
nale costituita da tuttl. Costruiremo infine i successivi elementi applicando la
relazione (3.2).

Quello che faremo ora e verificare che la successione smltisfa la condi-
zione

o0

u@) - G
g(x) - ZZ; it

/st = (3 5) (L) -

=0 k=0
0o r r—1 r
1 7
= g o g Cr+i-19k ) + x E Ck—i+19k
=1 k=0 =0 k=i+1



CAPITOLO 3. LANELLO Rg E IL CODICE DUALE

doveg, = 1.
Grazie alla relazione (3.2) segue che

chﬂelgk =0 VieN’
k=0

e quindi la prima parte della somma si annulla, mentre 8adtrau () grazie al
sistema (3.3).

L'esistenza € quindi dimostrata, rimane solo da verifi€argcita. Essa si ot-
tiene semplicemente notando che la soluzione del siste®)eg8nica, inducendo
l'unicita della nostra successione. O

Abbiamo dimostrato con il precedente teorema 'esistempaa successione
in IF, che soddisfa la condizione (3.2). Per quanto dimostratodjuiel primo
capitolo, presh elementi consecutivi della successione otteniamo undgesd
codice duale.

Il procedimento di estrazione delle parole del codice etoneémplice. Una
volta calcolata la prima parola del codice, costituita danpn coefficienti della
successione(1/x), costruiamo la parola successiva semplicemento perdendo |
componente di testa della parola del codigg ¢ acquisendo come ultima compo-
nente I(n +1i)-esima estratta dalla successione, e¢ipélutte le parole successive
quindi saranno formate dalla loro parola precedente p&odaicomponente di te-
sta e acquisendo, come ultima componente, il primo cogftieiéella successione
non ancora utilizzato.

Non ci rimane quindi che vedere come costruire la successiomodo ite-
rativo, cosi da poter generare le parole del codice duakecdstruzione seguira
il seguente procedimento: siapr), u(x) € F,, due polinomi che soddisfano le
ipotesi del teorema 3.8, allora:
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u(z) Up "N wmEtuy
g(x) A gt g gy
1 wupq2" + -+ ux? +uox B
T+ g g gy
lurflg<x) + zu(r) —u,19(x)

x g(z)
_ U zu(z) (mod g(x))’ (3.4)
x zg(w)

dove il polinomiozu(z) (mod g(z)) soddisfa le stesse ipotesi diz). Proce-
dendo con le potenze successiverddd estraendo da ogmiu(z) (mod g(z)),
coni =0, 1,..., il coefficiente(r — 1)-esimo, costruiamo una succesidngcy.
Dobbiamo dimostrare che quest’ultima soddisfa le ipotekigbrema 3.8, e quin-
di che & una successione a ricorrenza lineare.

Lemma 3.9. Sia(¢;);en la successione definita tramite la formy&4). Definita

[e.e]

o1/2) =3

1=0

la serie di potenze formale ad essa associata allora la ssgioee soddisfa la
seguente relazione

Ci = —goCi—p — " — Gr_1Ci-1 Vi >T.

Dim. Per come e stata definita la successione perognN vale

u(z) i ¢ ™u(z) (mod g(x))

g(z) o i+l 2+ g(x)
Quindi
n
i L &™u(z) (mod g(x))
Zo szrlg R ’ (3.5)

fissato quindiv € N maggiore dir, e preso um abbastanza grande, allora il
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coefficiente corrispondentexa” della somma di sinistra di (3.5) sara

9goCy + -+ Gr—1Cv4r—1 + Cotr-

Per 'uguaglianza tra polinomi la relazione (3.5) deve essella quindi

CV+7“ = —goCy — -+ — gr—lcl/+r—1

a data l'arbitrarieta dj e v il teorema e dimostrato. O

Siccome il duale & anch’esso uno spazio vettorialE sallora il numero dei
suoi elementi &".

Vogliamo ora dimostrare di riuscire a catalogare tutte lelgedel codice duale
grazie al metodo descritto prima.

OsservazioneD’ora in poi indichiamo cory(z) € F,[z] il polinomio monico di
grador generatore del codice ciclico da cui otteniamo il codicé@accorciato.
Conu(z) intendiamo un polinomio df,[z] condeg u(x) < deg g(z).

La successioné&;) := (¢;);en € quella ottenuta sviluppando il rapporto trar)

e g(x). ConS, rappresentiamo l'insieme delle parole del codice dualenote
tramite la successiore;).

Dimostriamo ora i seguenti due teoremi.

Teorema 3.10.1l numero di elementi db, c C+ &

M= ord (gcd(gig,)uw))) '

Dim. Per la teoria delle successioni a ricorrenza lindafeé una successione
periodica. Quello che dobbiamo calcolare ¢ il periodo etache il numero di
elementi diS,,.

Quindi cerchiamay/ = min,,en{u(z) = 2™u(x) (mod g(x))}.

La relazioneu(z) = z™u(x) (mod g(x)) & verificata se il polinomig(z)
divideu(z) — z™u(x) = u(x)(1 — ™). Questa osservazione equivale a dire che
esisteh(z) € F,[z] tale che

g9()
ged(g(w), u(x))

u(z)(1 —a™) = h(x)g(z) = 1—a™="n(z)
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doveh/(x) = h(z)/u/(z) conu(z) = u/'(x)/ ged(g(x), u(z)).
Riscrivendo la relazione di destra

"= (mOd gcd(gig,)uw)))

per la definizione di ordine di un polinomio, otteniamo:

M =ord (gcd(gig,)uw))) '

0

Ora abbiamo visto che con un unico polinomifr) riusciamo ad elencare
piu parole. Con il seguente teorema vedremo invece conterewdi riconsiderare
inavvertitamente le stesse parole.

Teorema 3.11.Sianow;(z), us(z) € F,[z] due polinomi di grado minore del
grado dig(z) € F,[z]. Allora esistej € N tale che

uy(x) = 2/uy(z)  (mod g(x))

se e soltanto s§,, = Sy,-

Dim. Se esistg tale cheuy(z) = 27u;(z) (mod g(x)) allora la successione per
ricorrenza diuy () non & altro che quella di, (x) iniziata pero dalj-esimo ter-
mine quindiS,, C S,,. Dimostrando ora che i due insiemi hanno la stessa
cardinalita otterremo la tesi. Sappiamo ¢l (z, g(z)) = 1 e grazie a questo
otteniamo

#5u = od( e lfy) =0 (e )
_ ord (ge L (x))) — 45,

Viceversa se non esistesse nesgua N tale cheu, = z/u; (mod g(z))
allora vorrebbe dire che per nessu®E N la successione definita per ricorrenza
ottenuta dau, risultera uguale a quella ottenuta@aquindi per 'uguaglianza tra
successiond,,, # S.,. O
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Grazie a questo teorema notiamo che il nostro scopo e dintdemwe I'a-
nello R come unione delle orbite determinate dall'azione dellatipiatazione
perz. Le orbite inRY sono delle classi d’equivalenza, quindi, determinano una
partizione diR{.

Considerando la corrispondenza che emerge da 3.4 e grézieeatia del-
le successioni definite per ricorrenza, anche gli insienhidd@le di un codi-
ce ciclico accorciato corrispondenti alle orbite/f costituiscono delle classi
d’equivalenza.

3.3 z-orbite in Rg

In questa sezione ci occupiamo della ricerca di rappresgmer le orbite in
Ri.

Nella prima sottosezione illustriamo una parte di teoridiaione di gruppi.
Questa ci serve per la definizione deft@rbite inR? e per lo studio di quest'ul-
time. Ci dedichiamo specialmente all'azione di un grupmtiad su un prodotto
cartesiano, siccome, grazie ad esso e al Teorema Cinesestel [Rossiamo im-
piegare i nostri sforzi nella ricerca di rappresentantirthite in Rgt doveg(x) e
un polinomio irriducibile.

Utilizziamo quindi questi risultati nella seconda sottrieae. Lo scopo della
sottosezione & dare una forma esplicita di un rapprestenpan ogni classe iﬂgt
basata sui generatori trovati nel capitolo precedentefale; come nella ricerca
dei generatori d’Rgt, studieremo prima il caso in cuie uguale a 1 e quindi tutti
gli altri casi, cioe in cui € maggiore o uguale a 2.

3.3.1 Azione di Gruppi Ciclici

Vediamo ora di trovare un elemento in ognuna delle orbiterdehate dal-
I'azione della moltiplicazione per. Le orbite inRY sono delle classi diR}.
Sia .

g(@) = [ [ gs()"
=1

la decomposizione in irriducibili dj(x) € F,[z]. Per sviluppare al meglio que-
sto argomento dovremo prima affrontare una parte di teajiardante I'azione
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di un gruppo ciclico su un prodotto cartesiano. Troveremioi pappresentanti
sfruttando il Teorema Cinese del Resto.

Sia quindiG = (¢) un gruppo ciclico, e si& un insieme finito qualsiasi su
cui G agisce.

Definizione 3.12.Sia un punto$ € FE, chiamiamoorbita del puntcS rispetto
all'azione dig il sottoinsieme

G(x) = {g¢lg € G}.

Sia oraF’ un insieme finito e sian®:, 7, due orbite di cardinalita rispettiva-
mented;, d,. Quello che vogliamo fare e caratterizzare tutte le passeitbite che
si ottengono tramite I'azione del gruppo ciclicbsul prodotto cartesiano

T:T1XT2.

Osservazionelndicheremo corg®) I'azione dic® € G sull'elementct € E.

Teorema 3.13.SianoT7, T, due orbite ottenute dall'azione del grupgd = (c)
sull'insieme finitoE. Sianod;, d» il numero di elementi rispettivamente dei due
insiemiTy, T,. Set, € T ety € T, sono, allora i

dove0 < k < ged(dy,ds) — 1, sono rappresentanti delle orbite dl suT’, e le
orbite contengono tuttem(d,, d;) elementi.

Dim. Iniziamo col dimostrare che le orbite degli elemeti, té’“)) contengono
esattamente Icd;, d,) elementi. Dato che, per = 1,2, T; ha cardinalitad,,
allora

tgl) =t; < d;|l coni=1,2.

da questo segue che
t =t coni=1,2 < lem(d,dy)|l.
Con questo abbiamo dimostrato che le orbite hannddemd,) elementi.
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Le orbite sono tutte disgiunte formando classi d’equivaterSiccome il nu-
mero di elementi di’ &d; - d», allora il numero di orbite sargced(d;, ds2). Quello
che ci rimane da dimostrare e che a differenti eIeméﬂLité“) corrispondono
differenti orbite. Se cosi non fosse esisterebligré, € N con

k?l — k?g ;‘é 0 (mod ng(dl, dg))

tali che (tl, té’”’) €g ((tl, té’“’)). Esisterebbe quindi; € N tale che

(k3)
(1t82)) = (10, 0) 7 = (1) 4 )

allorad, | k3 e di conseguenza
ko =k +ks =k +h-d =k +h ged(dy,ds)

il che & assurdo. O

Quello che vogliamo fare ora e utilizzare il risultato prdente nel nostro
caso. Per farlo quindi consideriamo il gruppo ciclico

(x) = {a"|k € N} C M{.

Il prodotto cartesiano su cui facciamo agire il nostro gaupmuello ottenuto
grazie al Teorema Cinese del Resto, quindi

m
IR
9;
=1

Vediamo come, grazie a questi risultati, ridurre il probéetella ricerca di rappre-
sentanti di orbite ink{ a quello dei rappresentanti di orbite nelle sue componenti
RY.,.

nge consideriamo le proiezioni degli elementi che appadeogd un’orbi-
ta dellazione della moltiplicazione per su R, per il lemma 2.4, esse stesse
genereranno un’orbita ng infatti

12

Ry
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luy(z)  (mod g;i(z)%) = z'u(x) (mod g;(x)%)
D’ora in avanti considereremo la seguente notazione:
¢, = {z"u(z)|u(z) € Ri, ke N} CRE

I'orbita del polinomiou(r) € RY.
Come corollario del teorema precedente faremo vedere quate inR{ si
possanno ottenere a partire dalle orldife € RZ 1=1,...,m.

Corollario 3.14. Siag(x) € F,[z] cong(xz) = [[", g:(x)® la sua decompo-
sizione in irriducibili. Siano€,. orbite negli anellquel, coni = 1,...,m, di
cardinalita d; e di rappresentanm Allora i rappresentantl di tutte le orbite in
R ottenibili tramite i rappresentanti precedenti sono

<u1, ug”), . ,ugj’m)) € H Rggi
=1

dovel < k; < K;coni=2,....me
]CZ' = ng(dl, |Cm(d1, dg, ceey difl))-

Dim. Per dimostrare questo corollario basta ricondurci all¢eipiodel teorema
precedente. Il gruppo ciclico che agiscefjisara come gia dettx).

Per il corollario al Teorema Cinese del Restd sappiamo chek? e iso-
morfo a[ [, Rq . Siano quindi, come da ipotest,,, C Rqez delle orblte di
rappresentanuz, dlmostreremo quindi il teorema per |ndu2|onezsu

Sei = 2 la tesi corrisponde al teorema 3.13, quindi la base delimohe e
dimostrata.

Sia quindis < m, e supponiamo vero che gli elementi

(uq, uéks), o ulR)
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siano rappresentanti flf;_, R, conk; come da ipotesi. Dimostriamo che
i=1 gt

(uh ugk5)7 s 7ugk5)7 ug’f:fl))

costituiscono I'insieme dei rappresentanti ﬁf‘r+1 Rqel.
Consideriamo quindi un rappresentante §if;_ Rqel e siac, I'orbita corri-
spondente. Quello che faremo e applicare il teorema 3.pBdbtto

C=¢,x¢C

Us41°

Grazie alle ipotesi del teorema e seguendo il ragionamattio &ll'interno della
dimostrazione del teorema 3.13, la cardinalita& ge

lem(dy, ..., dy).

Quindi il numero di elementi del prodotteé d, ., - lcm(dy, ..., ds). Il numero di
elementi di un’orbita sara

lcm(dsyq,lem(dy, ..., ds)) =lem(dy, ... dsy)

dove l'uguaglianza si dimostra banalmente.
Il numero quindi di orbite di& sara quindi

dyir - lom(dy, ..., d)
lcm(d17 tet ds+1)

#Q: = = gcd(ds+1, |Cm(d1, cey ds)) = ]CS+1.

Quello che ci rimane da dimostrare e che dati k.., < k., < K, allora

(u, us_:fl)) ¢ Q:( (ks+1)>.

s+1

Se cosi non fosse allora esisterebkeN tale che

(r)
(u’ uslj—sfl)> = <U, ugﬁffl)) — (u(r)’ ugljfzr1+r)) ’
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allora avremmo ché;|r peri = 1,...,s e quindilcn(dy, . .., ds)|r, ma allora

k?;_H = k5+1+7”:k’5+1+h'|Cm(d1,...,d5):

= k5+1 +h- ng(dS+1, |Cm(d1, .. ,ds))

che e assurdo. O

Il seguente corollario € conseguenza del precedente atieldhe le orbite,
per come definite, sono delle classi d’equivalenza.

Corollario 3.15. Il numero di orbite di[ [;", €, &

m

— _ o di'lcm(dl,...,di_l) - dl"'dm
IC—Zl_[llCZ—Z_l_[ lcm(dy,...,d;)  lem(dy, ..., d,)

3.3.2 Le Orbitein Rgt

Per concludere la ricerca dei rappresentanti, ci € sufiieiearatterizzare i
rappresentanti delle orbite R}, cong(z) € F,[z] irriducibile et > 1.

Analizziamo inizialmente il casb = 1. Questo caso si divide in due: il caso
in cui g(x) & primitivo e il caso in cui non lo sia.
Il primo & il caso pit semplice. Sia(x) € F,[z], allora

ged(u(z), g(z)) = 1.

Siccome primitivog(x) ha ordineord(g(z)) = ¢" — 1. Quindi il numero di parole
che troviamo a partire da un qualsiasi polinomio non nulle) € F,[z] saranno

9(x) ,
M = ord (gcd(g(az),u(x))) =ord(g(x)) =q¢" — 1.
Questo numero corrisponde all'ordine del gruppo moltgtiio di R?. Nel
caso di un polinomio primitivo quindi potremo prendere cam@gpresentanti un

qualsiasi polinomio non nulla(x) € R{ e il polinomio zero.

Il secondo caso & quello in cyg{z) non & primitivo. Per comodita di calcolo
indicheremo comn, l'ordine di g(z). Per il teorema 1.17 sappiamo chedivide
q" — 1.
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Per il teorema 1.4 esiste un generatore del gruppo mokiplicdi R?, essen-
do quest’ultimo un campo. Sigz) la rappresentazione di un elemento primitivo
in R{ tale

x=nh(x)™ (modg(x)) con m=

Si puo’ scrivereu(z) usandoh(z), cioeu(x) = h(z)" (mod g(z)), cosi l'orbita
¢, diventa

¢, = {h(x)* (mod g(x))| k =i+ sm, s € N}.

Con la precedente relazione notiamo quindi che gli elentgtj, visti come
potenze dik(x), altro non sono che tutti quelli i cui esponenti sono congrui
modulom. Da questo otteniamo che I'insieme dei rappresentanti e

{ci(x) € R | ¢i(x) = h(z)" (mod g(z)) coni=0,1,...,m—1}U{0}.

Analizziamo ora il caso in cui > 1.
Sfruttiamo i generatori trovati péﬁgt nel capitolo precedente, per esplicitare i
rappresentanti delle orbite.

Dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 3.16.Siau(x) € R}, e €, l'orbita da lui generata. Sias € N tale che

cong(z) che non dividei(z), allora presou’(z) € Ry,

g(x)* [ ' (),
u'(x) €€, <= < gt (a),
u'(z)/g(x)* € & C Ry ..

Dim. Seu/(z) € €, allora vuol dire che esistec N tale che

u'(w)

() (mod g(x ))E

= (2'u(z) (mod g(z )y

g() u(z)  (mod g(x)") =
()
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Quindi, siccomeged (2, g(z)) = 1 e cheged (u(z), g(z)) =1,

ged (xlﬂ(x),g(x)) = ged (xlﬂ(x) (mod g(x)t_s),g(x)) =1

Viceversa se € N rappresenta il massimo esponente per il qyéie® | v'(x),
vuol dire che possiamo trovafé(z) tale che

s/

u'(x) = g(2)°t'(z)
quindi, per ipotesi, esistec N tale che

w(r) = a'a(x) (mod g(z))
u'(z) = g(e)'u'(z) = (a'a(z) (mod g(x)™))g(x)*
(mod g(x)") = a'u(z) (mod g()")

Il
8
=
&
S~—

w
I~}
—
=

O

OsservazioneDal teorema si nota che i criteri per caratterizzare le erbdno
due

- seh & I'esponente della massima potenzay@di) che divideu(z), allora
h & I'esponente della massima potenzg(di) che divide tutti gli elementi
contenuti nell’orbita®,,;

- la scelta dei rappresentanti di tutte le possibili orbaee tra tutti gli ele-
menti diR}, che sono primi co(z).

Grazie a questa osservazione giustifichiamo il lavoro fagdcsecondo capito-
lo, in cui abbiamo suddiviso I’anell‘iigt nel seguente modo

t—1
RE, ={0}U| Jgla)"- M.
=0

Vediamo di precisare il tipo di azione che svolge la molta#ione per: in
RY,.
g
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Il primo teorema che dimostreremo riguardera I'ordineldgdgmentia; j (),
con0<i<di—1,0<j<r—1el<k<s—1conptk, chegenerano il
gruppoM}. cons =0,1,...,t.

Teorema 3.17.Sias € N e sialM [, allora gli elementi
aa(z) = 1+ a'dg(a)!
con0<i<d—1,0<j<r—1el <k<s—1conptkhannoordine
ord(a () = p'=r

Dim. Per il teorema 2.10 sappiamo che gli elementi del tipg = 1+ f(z)g(x)
hanno ordine una potenzayiQuindi anche i nostri elementj ; .(x), per come
definiti, hanno ordine una potenzajdi Tutto sta nel cercare la minima potenza
che renda uguale a 1 il nostro polinomio.

Siam € N, allora

aiu(®)" = (1+a'ag(2)" )" = 1+ (a'a/g(2)*)""  (mod g(x)*).
Siccomeged(a‘z?, g(x)) = 1, allora

(a'2’g(x)")" =0 (mod g(z)")

2
8
S
3
Il
@]
=
o
oL
s
—
8
=

k-p™>s.
A guesto punto possiamo affermare éhe [log, 7], essendo
i plog, 31 5
p=p 2

Dato che a questo punto I'ordinedi; ,(z) deve dividere/°%» %1 e dato che
[log, 71, per la scelta fatta, corrisponde alla potenza minimayallo

ord(a; ; k(7)) = plloss &1,
]
Ora passiamo all'ordine del polinomiocome elemento di/}., 0 < s < t.
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Teorema 3.18.Sianos € N, M/, come da teorema precedente, allora I'ordine
del polinomioz in M, &

ord(z) = ord(g(z)) - ploer=l.
Dim. Per definizione di ordine in/J
24 =1 (mod g(x)*) = g(x)*|2*4@ — 1. (3.6)

Sia oraord(z) = m = p'm, conp { m, allora

gt —1=2"" 1= (a™ — 1)

Dato che stiamo lavorando in caratteristigaogni fattore irriducibile diz™ — 1

ha molteplicitap!. Per la relazione 3.6, otteniamo che la molteplicitay @)

deve essere almeng quindip’ > s il che vuol dire che > [log,s], e quindi

I = [logys] siccomep® & il massimo ordine possibile per un elementa .
Sappiamo inoltre che

g(z) | 2™ —1 <= ord(g(z)) | m.

Quindi l'ordine diz & il minimo comune multiplo tra/°¢*! e ord(g(x)) che,
essendo primi tra loro,
ord(g(x)) - pler*l.

0

Essendo I'ordine di uguale al numero di parole contenute nel sottogruppo di
M. generato da stesso, che indicheremo cox), ed essendo

ged(ord(g(x)), poee*l) = 1,
allora, una volta definiti
plogp 5]

X, () 1= 219 g %o, (7) := o ,

otteniamo che
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(x) = (Xp<x)) X (Xog(:(:)),

Essenzialmente pero gli elementi(x) e x,, (=) sono degli elementi dd/}.,
quindi per i teoremi dimostrati nel secondo capitolo, e se®nte per i teoremi
29e2.11,

o T
Xp(2) = [ [asgn(@) & x,(z) = a(x) =

i7j7k

doveM,. = M x Sy, a(x) & un generatore dif?, gli a; ; () Sono i generatori
del p-Sylow e corp,, indichiamoord(g(x)).
Dimostriamo il seguente teorema.

Teorema 3.19.Sia x,(z) un elemento diS, ¢ M di ordine p/'°&-*1, allora
esistond < iy < § — 1,0 < jy < deg g(x) tali che I'insieme

1% (2) } U{aijrl(i, j, k) # (o, Jo, 1) }
e un insieme di generatori pet,.

Dim. Il polinomio x,(x) & un elemento db, e inoltre possiede ordine massimo
in questo gruppo. Siccome l'insieme

{an(@) [0<i<d-1,0<j <degg(r)—1, 1<k <s, pth},

dove conx € I, indichiamo un elemento algebrico di ordifien IF,,, € un insieme
di generatori diS, per il teorema 2.11, allora esiston@) € N tali che
)
Xp(1) = H az(;]li

i7j7k

Avendo x,(z) ordine massimo it$,,, dato che I'ordine dei polinomi; ; ., € S,
eplloer i1 allora esistond < iy < 6 — 1 e0 < j, < deg g(z) — 1 con tali che

1
god(clipy p) = 1
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Preso quindi un qualsiasi elementor) € S, eS|ston03( € N taliche

ey _ 20
1] )
H a; ;= Xp(2)7 - H Ui ok
1,5,k 1,3,k
(i7j7k)7é(i07j071)

dove
— N "
& = elioinn * (ciggy) " (mod ple*T)
~(k . k k) - .
egij)) - 6&% - CEZ-]»))ep (mod plloss ;J)_

0

Vediamo ora un metodo per esplicitare i coefficiept j,. Per fare cio lavo-
riamo nell'anello delle classi di resto diz)?. Quindi partendo dalla espressione
di x,(z) come prodotto degli; ; () e lavorando modulg(z)? otteniamo

R
p(z) = Ha (;]Ii =
ik
e ,
154 (mod g(x)?) =

i3

(1)
c;iy  (mod p)
[[a (mod g(x)*).

/[:7j

Analizziamo da vicino la moltiplicazione modulgz)? per quanto riguarda gli
elementi diS,. Dato che presi due elementj,s, € S,, €ssi possono esser
rappresentati come

si=1+oi(x)g(x) 1=1,2

alloras; - s, = 1+ (01 + 02)g(z) (mod g(x)?), quindi la moltiplicazione di due
elementi diS, corrisponde alla somma dei polinomi che li formano.

1)
Se deflnlam@w) ng) (mod p), allora

e

) i & 1
aiy = (1+ag(@)™ =1+ &)a'vg(a) (mod g(a)?)
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a questo punto

&n
xp(x) = [[af] (mod g(x)?)
,J

= [0+ da'wgla)) (mod gla)

= 1+o(z)g(z) (mod g(z)?)

doveo(z) = 3 _; ég?})ai:cj . I nostriig, jo potranno esser scelti tra tutti gli esponenti

di o(z) con coefficiente diverso da zero.

Vediamo quindi di trovare, in virtu di quanto detto primaappresentanti delle
orbite diRgt cont > 1.
Grazie a quanto scritto finora possiamo formulare la condgi

u'(z) € €y <= v e N: u(z) =2"u(z) (mod g(x)°)
nel seguente modo
u'(z) € €y <= T, peN: U (z) =Xy(x)" - X, (2)" - u(z) (mod g(x)*).

Sfrutteremo ora il fatto che Xz) puo sostituirez;, ;, 1 nell'insieme dei gene-
ratori di M. per ottenere la formulazione definitiva dei rappresentanti

Teorema 3.20.Siag(x) € F,[x] un polinomio irriducibile e di grado r & > 2.
Dei rappresentanti delle orbite i‘Rgt sono gli elementi
i, ct®) s
ugre=a(@) [ (Q+a2ig@)f) e (mod g(x)°)

1,9,k
(i7j7k“)¢(i0=j071)
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e 1 <k<t,conptke

o 0<c() <plowil.
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Capitolo 4

Struttura dell’Algoritmo

L'unico metodo, indipendente dalla struttura del codiceltsg per il calcolo
della distribuzione dei pesi di un codice, passa attravirsalcolo del peso di
ogni parola del codice. Questo metodo € computazionakrtesppo costoso.

Esibiamo, in questo capitolo, I'algoritmo per il calcoldldedistribuzione dei
pesi del duale di un codice ciclico accorciato.

La caratterizzazione, tramite unarelazione lineareegellole del codice dua-
le di un codice ciclico accorciato, collega quest’ultimie gluccessioni a ricorren-
za lineare. Infatti da una qualsiasi successione di rioaaaiguale a quella che
caratterizza le parole del codice duale, possiamo estiaa@arola del duale. Vi-
ceversa da una parola del duale, applicando continuansergiakione, possiamo
costruire una successione a ricorrenza lineare.

In realta piu di una parola puo essere estratta dallaat®sccessione. Infatti
una qualsiasi stringa di coefficienti consecutivi della successione, dave la
lunghezza del codice, costituiscono una parola del codieéed

Abbiamo dimostrato pure I'esistenza di una corrisponddmaaivoca tra le
successioni a ricorrenza lineare e gli elementkdi

Passiamo ora a caratterizzare il passo decisivo dell'&ilgoy cioé quello uti-
lizzato per calcolare la distribuzione di pesi del duale mlicedice ciclico ac-
corciato. Lo analizziamo nel caso piu semplice possiloi@e nel caso in cui il
polinomio generatore sia irriducibile e primitivo.

La scelta fatta, cioe di analizzare inizialmente il casardpolinomio primiti-
VO, non & casuale. Infatti questo € il caso affrontatdamitolo di Fujiwara e che
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ha ispirato quello di Castagnoli.

Con questo esempio vogliamo far capire il funzionamentbadigbritmo.

Sia quindig(z) un polinomio primitivo condeg g(z) = r. Sia(¢;);eny Una
successione a ricorrenza lineare di polinomio caratteoist(z). Per la teoria
delle successioni a ricorrenza lineare il periodo;cy € ¢" — 1.

Il numerog” — 1 € pure il numero di parole del duale del codice ciclico ac-
corciato di polinomio generatorgx). Vediamo quindi come calcolare il peso di
tutte le parole del codice duale ottenibili tramite la swstene(c; ).

La prima parola del codice viene formata considerando feguni componenti
della successiong;);cn. Calcoliamo il peso di questa parola. Il peso delle suc-
cessive parole che otteniamo tramite la successione, cieeismumero uguale
a quello della cardinalita dell’orbita di(x) e quindi uguali alla cardinalita del
codice duale, viene calcolato in funzione del peso dellaamparola, lasciandolo
invariato, oppure aggiungendo o sottraendo 1. Vediam@iaticamente:

e estraiama®) = (¢, ...,c,_1) € C la prima parola e ne calcoliamo il peso
wt(cO);
e la seconda parola ottenuta@® = (c,, ..., c,) € C quindi:

2. secy # 0 ec, = 0, allorawt(cV) = wt(c) — 1;

3. altrimentiwt(cM) = wt(c®).

Continuiamo con questo procedimento per tutte le paroleessive fino a che
non raggiungiamo il periodo della successione. A questdgotieniamo la
distribuzione dei pesi del codice duale.

Il grande risparmio computazionale non sta nel trovare telpabensi nel
metodo di calcolo del loro peso. Infatti grazie al calcold peso di una sola
parola siamo riusciti ad ottenere I'intera distribuziomé cbdice duale.

Questo ¢ il caso piu semplice, cioe quello tramite il gualtte le parole del
codice duale possono essere calcolate a partire da unausokssione.

Generalizziamo i ragionamenti fatti. Quello che dobbiam fé riuscire a
determinare le successioni necessarie e sufficienti pesrgdutte le parole del
codice duale. Una volta trovate tali successioni, appticaihmetodo spiegato
per il caso primitivo, arriveremo a calcolare la distritare dei pesi del codice.
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CAPITOLO 4. STRUTTURA DELL'ALGORITMO

Grazie alla corrispondenza che c’e tra I'anéllf) e le successioni a ricorren-
za lineare, invece di ragionare sull’insieme delle sudoess ricorrenza lineare,
lavoriamo direttamente sull'anello quozieri. Le z-orbite formano una par-
tizione in classi d’equivalenza dt?. Sia quindi la successione;);cy definita
tramite lo sviluppo in serie di potenze formali della diviseu(x)/g(x). Abbia-
mo dimostrato I'esistenza di una corrispondenza treotbita €, e I'insieme di
tutte le parole del duale calcolabili tramite la successi@f);cy. Il nostro lavoro
si concentra quindi nella partizione in orbite7. Piu specialmente cerchiamo
un elemento per ogni orbita grazie al quale calcoliamo ibpaslle parole del
codice duale da esso ottenute. Una volta trovati tutti geéshenti e calcolato il
peso delle parole ad essi correlate, otterremo la disiobezdei pesi del codice
duale.

Grazie all'insieme di generatori @& trovato nel secondo capitolo possiamo
esplicitare i rappresentanti delle orbite.

Diamo nella prossima sezione, in modo dettagliato, o seheet’algoritmo.

4.1 Algoritmo

INPUT:

g(z) € F,[z] polinomio generatore del codice CRC;

n € N, conn < ¢%99(*) — 1, lunghezza del codice;

-0<e< % probabilita di errore di una singola componente.

OUTPUT:
- {Ay, ..., A,} distribuzione dei pesi del codice CRC,;

P,.(¢),Undetected Error Probability
- d¢

main?

distanza minima del codice CRC;

una delle seguenti affermazioni: codice proprio, codimdpbilmente
proprio o codice non proprio.
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PASSO 1: Fattorizzazione in irriducibili del polinomig(z):
g(x) = [T gn(z)™
h=1
PASSO 2: Calcolo dell'ordine del polinomig(x).

e Al variare dii tra O em calcolo I'ordine dei polinomig,(x) della
fattorizzazione del PASSO 1:
my, = deg g, (z) e fattorizziamay™ — 1:

¢" —1=1]r/;
=0

Al variare dij tra 0 es procediamo in modo iterativo come segue:

g =1
— Ny = ,
bj
— Calcoliamoh(x) = 2™ —1 (mod gp(x)), ci sono due possibilita:
1. h(x) # 0: in questo caso passiamojasuccessivo;
2. h(xz) = 0: in questo casord(g,(z)) non € multiplo dip;j

mp __

e quindiord(gs(z)) | a . Calcoliamo allora di nuovo
Dy

h(z), sostituendau, con @ fino a quando il nuova(x)
soddisfa 1; ’

3. una volta finito il passg = s, n;, sara 'ordine dig, ().

Finito questo passaggio otteniamo tuttigli = ord(g,(x));
e calcoliamoe = Icm(ny, ..., ny);
e cerchiamad = max(eq, ..., e,);

e L'ordine del polinomiog(z) é:
ord(f(z)) = ep',

dovep e la caratteristica del camjit,.
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(si veda sezione 1)2

PASSO 3: Calcolo dei rappresentanti delle orbite dell'aneRf.
Al variare dih tra 1 em, procediamo con i seguenti sottopassi.

PASSO 3.1: Calcolo dei generatori diZ} .
Siccomeg, () € irriducibile, M{, & ciclico perche gruppo moltiplicativo di
un campo. Abbiamo la suddivisione in due casi:

1. sen; = ¢ — 1: il polinomio g;(z) € primitivo. Allora il polinomio
x € un generatore dif{ per la definizione di polinomio primitivo,

2. sen;, < ¢™ — 1: il polinomio g, (x) non & primitivo. procediamo con
la ricerca di un elemento primitivla(z) di M, :

Mg = (h(z)).

(si veda sezione 2)2

PASSO 3.2: Calcolo dei rappresentanti delle orbite/df, .
Anche questo passo si divide in due.

1. gn(x) primitivo. Il numero di elementi dell’orbita di un qualsiase-
mentou(r) € MJ e

B gn(z) —or ) = g™ —
M‘°rd<gcd<gh<x>,u<x>>)‘ dlon@) =™ ~1.

Quindi M e costituito da un’unica orbita indipendente dalla scelta
del rappresentante. Per semplicita prendiamo come regpente il
polinomioz.

2. gn(x) non primitivo.

(a) calcoliamo dell’ordine di un’orbita

. gn(z) — or ) = o mn _
M o (g ) ) o 47 1
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indipendente quindi dalla scelta del rappresentante. upjo
moltiplicativo M si divide quindi in(¢™ — 1)/o,, orbite di-
sgiunte.

(b) calcoliamo l'insieme dei rappresentanti delle orbiRer quanto
mostrato nella sezione 3.3.2, I'insieme dei rappresentiaie
orbite diM/{ e

{he mod g jo i< =

(si veda sottosezione 3.3.2

PASSO 3.3: Calcolo dei rappresentanti ’&Z%.
Per il teorema 2.8 sappiamo che Z

€h

Rl = {0} U || gn(@)er=s- ML
s=2

Al variare dis tra 2 ee;, procediamo con i seguenti quattro passi.

PASSO 3.3.1:Calcolo dei generatori dwgi.
Il gruppo moItipIicativoM_j}s si divide nel seguente modo

q ~ q
MY~ M2, % S,

1. generatore di// : la situazione € la stessa del PASSO 3.1;
2. generatori db,:

e il grupposS, € un gruppo abeliano finito e quindi puo essere scom-
posto in prodotto di gruppi ciclici, vedi Teorema di clagsafzione
dei Gruppi Abeliani Finiti 1.1

e ricerca di un elementa € F,, tale che il gruppo costituito dalle
sue potenze nel gruppo moltiplicati¥9 abbia ordine esattamente
§ doveq = p°. Le potenze di questo elemento costituiranno una
base per il camp®, visto come spazio vettoriale &y;

e grazie al teorema 2.11 i generatori $lj, il p-gruppo di Sylow,
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sono tutti quelli della forma
a;jr(r) =1+ o't gy ()"

dove
-0<i<o—1;
-0<j<m, -1
- 1<k<s—1,conptk.
(siveda teorema 2.11

PASSO 3.3.2:Calcolo dei rappresentanti delle orbiteMgi.

e Per la eplicitare i rappresentanti delle orbite]\mgi dobbiamo prima
trovare la rappresentazionexdie M_ji nella base del PASSO 3.3.1:

— per il teorema 3.18 sappiamo che
ord(z) = ord(g,(z))per .

Il numeroord(z) & il numero di elementi delle orbite da esso ge-
nerate tramite I'azione su un poIinomo]tzﬁqu.
Il gruppo da lui generato si decompone nel prodotto

(X) = (Xp(2)) X (X, (%))

— calcoliamo 'elementay;, ;,1 € Mgf come da teorema 3.19. ||
procedimento per il calcolo di questo elemento é:

« calcoliamo %(z) =1+ f(x)gn(x) (mod gp(x)?);
x sef(x) =3, a'a’, allora

L+ f(z)gn(@) = (1+ a's?gn(w))  (mod gu(x)?).

Scegliama, jo, tra i monomi che formang(z).
(si veda teorema 3.19
— consideratd(x) € M un elemento primitivo e come da PASSO
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3.1, allora:

q¢™h -1

Xog, (€) = h(z) o

(si veda sottosezione 3.3.2

e Calcoliamo I'ordine degli element; ; ;. € Mgi:
ord(a; ;i) = pl% 1 =: .

(si veda teorema 3.3}7

e Calcoliamo i rappresentanti delle orbite]tzﬁji.

wigee=h(x) ][ a% (mod gu(x))
i,5,k
(i7j7k)7é(i07j071)
dovel < [ < M —1e0 < cujry < Miji-
(si veda sottosezione 3.3.2

PASSO 3.3.3:Calcolo dei rappresentanti mgfh.
Finito di elencare tutti i rappresentanti dei gruppi maitativi Mji con
0 < 1 < e, limoltiplichiamo per I'opportuna potenza g (z), cioée;, — s,
per trasformarli in rappresentanti di orbiterg:h.

PASSO 3.4: Calcolo dei rappresentanti delle orbite[d]", RZ% tramite il Teo-
rema Cinese del Resto. L

e come da teorema 3.14, calcoliamo i numEyi dove il numero degli
elementi delle orbité,, sono stati registati al PASSO 3.3.2;

e calcoliamo i rappresentanti partendo da quelli trovati pgni sin-
golo irriducibile g, (x) che fa parte della fattorizzazione gz). La
relazione per il calcolo dei rappresentanti delle orbit&glie

m

kn q
H " € Ry
h=1

conk; =1,0< k, <K, eu; € R;Sh rappresentanti di orbite.

(si veda corollario 3.1%
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PASSO 4 Calcolo della distribuzione dei pesi del codice duale.
Consideriamo, uno alla volta, i rappresentanti calcolaltiFASSO 3.4.

1. Calcoliamo i primin termini dic(1/z) grazie alla relazione (3.4). Ot-
teniamo una parola del codice duale di cui calcoliamo il pdgwoce-
dimento iniziato per il calcolo degli elementi €il/x) lo indichiamo
con LF SR, (daLinear Feedback Shift Regis)eg I'i-esimo stato lo
indichiamo conLF' SR (i).

2. Aquesto puntd.F'S R, sitrova al suov—1-esimo stato. Faccio partire
in parallelo un secondo procedimeni§ F'R, che calcola anch’esso i
coefficienti della succession€l /x).

3. Le successive parole del codice duale si ottenghiftandoconsecu-
tivamente glin elementi della successione. Quindi se

W = (Ci7 ) Cz’+n71)

e I'i-esima parola estratta @éal /x), quella successiva sara

A = (Citty s Cign)

4. i coefficienti delli-esima parola differiscono dalla+ 1)-esima nella
perdita dic; = LFSR»(i) a favore dic; ., = LF.SR(i +n). Quindi il
calcolo del peso dellg + 1)-esima parola si divide in tre casi:

(@) SeLF SR, (i+n) # 0e LFSRy(i) = 0: wt(c*Y) = wt(cW)—1;
(b) seLFSR,(i+n) = 0 LFSRy(i) # 0: wt(c™V) = wt(cW)+1;
(c) altrimentiwt(c+Y) = wt(c").

(si veda sezione 3)2
OUTPUT: Distribuzione del codice duale.

PASSO 5: Verifica della condizione sufficiente affincliésia un codice proprio.
Questo passo lo verifichiamo calcolandB;i. Se questi numeri verificano
la relazione del teorema 1.51 allora il codice e proprio.

(siveda teorema 1.51
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OUTPUT: codice proprio 0 meno.

PASSO 6: Calcolo diP,.(¢) basato sulla distribuzione dei pesi del codice duale.
(si veda sottosezione 1.3.3

OUTPUT: P, (e).

PASSO 7: Applicazione del Teorema di MacWilliams 1.36 per il calcalella
distribuzione del codice CRC a partire da quella del codicdel
Per il calcolo della distribuzione del codice sfruttiamoolipomi di Kra-
wtchouk e la relazione per ricorrenza dimostrata per cattol (si veda
sottosezione 1.3)1

OUTPUT: distribuzione del codice &-,.
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Appendice A

Implementazione dell’Algoritmo

A.1 LaLibreria NTL

NTL fornisce un’implementazione di alta qualita di aldoni allo stato
dell’arte per:

e aritmetica per interi di lunghezza arbitraria ed aritmeeiic virgola mobile
a precisione arbitraria;

e aritmetica per polinomi a coefficienti negli interi ed in gaininiti, per
esempio: aritmetica di base, fattorizzazione di polinaest per lirridu-
cibilita, calcolo di polinomi minimi, tracce, norme;

e riduzione a base direticoli, inclusa un’implementaziongchnorr-Euchner
molto stabile e veloce, riduzione a blocchi di Korkin-Za@lv;

e algebra lineare di base su interi, campi finiti @ numeri aolagmobile di
precisione arbitraria.

L'aritmetica polinomiale NTL permette di ottenere sia ¢aizzazioni poli-
nomiali sia I'ordine di curve ellittiche in modo piu velogmssibile tra quelli
disponibili.

Il codice per la riduzione a base di reticoli & inoltre unordaliori disponibili
in termini di velocita e stabilita ed e stato usato penfigere” alcuni criptosistemi.
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APPENDICE A. IMPLEMENTAZIONE DELL'ALGORITMO

NTL fornisce un’interfaccia coerente e pulita per una largaeta di classi di
oggetti matematiciE particolarmente indicato per lo sviluppo di nuovi algit
per la teoria dei numeri.

NTL & scritto e mantenuto principalmente da Victor Shoup.

La versione utilizzata nella seguente implementazioae&d.2 del 21 maggio
2004.

A.2 Implementazione dell’Algoritmo

#include <iostream>

#include <cstring>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <NTL/ GF2XFactoring . b
#include <NTL/vec_.GF2.h>
#include <NTL/vector .h>
#include <NTL/RR.h>

using namespacestd;

int n;

ZZ order.change;
GF2X pol_gen;
GF2X unity;
GF2X identity ;
double dif_.com;

[T POWER 111111

ZZ power(int n, int k)
{
ZZ power = taZZ(1);
ZZ s = to.ZZ(n);
ZZ r = to_-ZZ(k);
while (r!=0)
{
if (1sOdd(r))
power %= s;
r>>=1,
S*=S;
}

return power;

}

[T POWER GF2X /111111111
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GF2X powerGF2X (GF2X pol ,int n)

{
GF2X power = unity;
if ('n)
return power;
else if (n==1)

{
}

else

{

return pol;

do
{
if (n%2)
{
power %= pol;
n=(n-1)/2;
}
elsen /= 2;
pol %= pol;
}
while(n!=1);
power x= pol;
return power;

}
}

[l LeM AN zz (111

ZZ Lcm_ZZ(ZZx numeri)

{

ZZ lcm = numeri[O0];
for (; !(lsZero(xnumeri)); numeri++)

lcm = (lem % (xnumeri))/GCD(lcm ,é numeri));
return lcm;

}

[T 11111 QSORT FUNCTION /71111111

int compare (onst void % a, const void * b)

{

return ( x(intx)a — x(intx)b );
}
[1 11111171 POL CONVERSION [////1/1111]
void inputConversion {nt n, char pol[])

{

int |;
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| = strlen(pol);
int k = 0;

//CICLO FOR PER ELIMINARE GLI SPAZI
for (int i = 0; i < |; i++)
{
if (pol[i] !'= 32)
pol[i—k] = pol[il;
else
{
pol[i—k] = pol[i+1];
K++;
}
}

| —= k;
pol[1+1] = '\0’;

//CREAZIONE DI UN VETTORE DI INTERI CON GLI ESPONENTI DI x

int potenze[500];

int g = 0;
for (int i = 0; pol[i] !'= "\0" ; i++)
{
if (pol[i] == 'x’ & pol[i+1l] == '"")
{
int j = i+2, k = 0;
while (pol[j] !'= '+ & pol[j] I= "~
{
K++;
j+;
}
j=i+2;
int z = 0;

char in_int[3];
for (int t = k=1 ; t>=0; t—)
{
in_int[z] = pol[j];
Z++;
j++;
}
in_int[z] = "\0";
potenze[g] = atoi(inint);
g++;
}
else if (pol[i] == 'x’ & pol[i+1] I=
{
potenze[g] = 1;
g++;

}

81

— 8& pol[j] !=

)

1 \0)



APPENDICE A. IMPLEMENTAZIONE DELL'ALGORITMO

else if (pol[i]=="1" && pol[i+1]=="+" || pol[i+1l]=="—"
|| pol[i+1]=="\0")
{
if (i==0)
{
potenze[g] = O;
g++;
}
else if (pol[i—1]=="+" || pol[i—-1]=="-")
{
potenze[g] = O;
g++;
}
}
else if (pol[i]!="0" && pol[i]l="1" && pol[i]!="2" & pol[i]!="3"
& pol[i]!l="4" & pol[i]!'="5" & pol[i]!'='6" & pol[i]!="7
& pol[i]!l='8" & pol[i]!="'9" && pol[i]'="+" && pol[i]!="
& pol[i]l="\0" & pol[i]!=""" && pol[i] != 'x’)

exit (EXIT_FAILURE);
}

potenze[g] = \0’;

/1 ORDINIAMO IL VETTORE
gsort (potenze, g,sizeof(int), compare);

/1 PASSAGGIO A GF2X
int p = 0;
vec.GF2 pol.out (INIT_SIZE ,n+1);

for (int i = 0; i<n+1; i++)
{
if (i == potenze[p])
{
pol_out[i] = 1;
p++;
}

else pol_out[i] = O;

}

conv (polgen, polout);

return ;
}
[1 11711111 FACTORIZATION IN GF2X [/1/11111]
vec_pair.GF2X_long factorizationGF2X (GF2X f)

{

vec_pair_.GF2X_long factors;
CanZass(factors, f);
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return factors;

}

[ 11T FACTORIAL (1111111

RR factorial (int n)

{

RR factor= taRR (1);
if (n==0 || n==1)

return factor;
else

{
for (int i=1; i<=n; i++)
factor x= i;
return factor;

}

[1 11111171 WEIGHT DISTRIBUTION [//111111]
class weightDistribution

{

public :

ZZ xweight_dist;
ZZ xweight.dist.ZZ;

void computedistribution (GF2X polden, GF2X polnum, int n, int [|);

void McWilliams (int n, int, ZZx dual.weight);
int testProper(nt length, int dmin, GF2X polgen, ZZ dual-weight);
¥

void weightDistribution :: computedistribution (GF2X polden, GF2X polnum,
int n, int 1)
{

if (weight.dist)
delete[] weight_dist;

weight.dist = new ZZ[|+1];

for (int i = 0; i < I+1; i++)
weight.dist[i] = to_-ZZ(0);

GF2X pol_shift ,pol_shift_2;

pol_shift = pol-num;
int w= 0;

for (int i = 0; il= I|; i++)

{
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if (deg(polshift) == n-1)
w += 1;
MulByXMod( pol_shift , pol_shift , pol_-den);

}

pol_shift.2 = pol.num;

do
{
int degl=deg(polshift);
int deg2=deg(polshift.2);

if (degl == n18&& deg2 == n-1 || degl != n-18&& deg2 != n-1)
weight.dist [w]++;
else
{
if (degl == n-1 & deg2 != n-1)
{

WH++;
weight.dist[w]++;
}
else
{
W——;
weight.dist [w]++;
}
}

MulByXMod( pol_shift , pol_shift ,pol_den);
MulByXMod( pol_shift_.2 , pol_shift_2 , pol_.den);

}

while (pol_shift.2 != pol-num);

}

void weightDistribution :: McWilliams (int n, int |, ZZx dual-weight)

{
if (weight.dist.Z2Z)
delete[] weight_dist.ZZ;

weight.dist-ZZ = new ZZ[|+1];

for (int i = 0; i < I+1; i++)
weight.dist.ZZ[i] = to_ZZ(0);

for (int i=0; i <= 1; i++)
{

ZZ kraw, krawO, krawl;

kraw0 = taZZ(1);
krawl |—2x%i ;
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for (int k = 0; k<= 1; k++)
{
if ('k)
kraw = krawO;
else if (k==1)
kraw = krawl;
else
{
kraw = ((1—2«i) x krawl — (1—-k+2) x kraw0)/k;
kraw0 = krawl;
krawl = kraw;

}

weight.dist-ZZ[k] += dual_-weight[i]+*kraw;

}

for (int i=0; i<=l; i++)
weight.dist-ZZ[i] /= power.ZZ(2,n);

}

int weightDistribution ::testProperigt length, int dmin, GF2X polgen,
ZZx dual-weight)
{

int t=2;
RR temp = taRR(0), pue=taRR (0);
for (int v=1; v<=500; v++)
{
RR epsilon = taRR(v)*.001;
pue=taRR (1);
for (int i=1; i<length+1; i++)

{
pue += taRR(dualweight[i])*power(l-2«xepsilon ,i);
}
pue /= power(taRR(2),n);
pue —= power(l-epsilon ,length);

if (pue < temp)

{
t = 3;
break;

}

else
temp = pue;

int k
int s

length—deg (polLgen);
length-dmin—1;
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RR tempor = taRR(0), temporl = toRR(0), tempor2;

for (int i=1; i<=s; i++)

tempor+=factorial (lengthi)«to_.RR(dualLweight[i])/ factorial (s-i);
tempor x= factorial (s);
tempor /= factorial (length);

for (int j=s+1; j<length+1; j++)
{
for (int i=1; i<=sj; i++)
temporl += factorial (lengthi)*to_RR(dualLweight[i])
/factorial (j—i);
temporl x= factorial (s);
temporl /= factorial(length);

tempor2 =temportpower2RR (j—1-k);
if (tempor< tempor2)

{
t=2;
break;

}

else
tempor=temporl,;
}
}
return t;

weightDistribution wd;

[ 11111171 TRUE IF A POL IS PRIMITIVE /111111111

int ifPrimitive (GF2X polinomio , GF2X modulo, ZZ n,intx lista)

{

for (; xlista; lista++)

{

order.change = n /xlista;
if (PowerMod(polinomio ,orderchange ,modulo) == unity)
break;

}

return !xlista;

[ 11111171 FACTORIZATION IN N //1111111]

void factorInt(ZZ n, intx lista)

{
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int i=0;

it (1(n%2))

{
n /=2;
lista[i++]=2;

while (!1(n%?2))
n /= 2;
}

for (int m= 3; mm<=n; m += 2)

{
if (1(n%m))

{
n /=m;
lista[i++]=m;

while (!(n%m))
n /= m;

}

if (n!=1)
lista[i++]=to_int(n);

lista[i]=0;

}

[1 11111111 FIND ORDER OF A POL IRR [//111111]

ZZ findOrder (GF2X pol ,ZZ njntx lista)

{

ZZ order = n;
for (int i=0; lista[i];, i++)

{
while (PowerXMod(order , pol) == unity)
{
if (!(order%listali]))
{
order /= listali];
}
else break;
}
if (!'(PowerXMod(order ,pol) == unity))
order x= listal[i];
}
return order;

}
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[1 11111171 FIND ORDER OF A GENERIC POL [////1111/]]

ZZ findOrder (vecpair.GF2X_long factors)

{

int

lista_fatt[20];
ZZ ordine_irr[factors.length ()+1], order=taZZ(1);

ordine_irr[factors.length ()]=taZZ (0);

for

{

}

(int i=0; i<factors.length ();

if (deg(factors[i].a)==1)
ordine.irr[i]=to_ZZ(1);
else
{
0

}

rdine_irr[i] = power2_.ZZ(deg(factors[i].a)yr1;

for (int k=0 ; k<20 ; k++)

lista_fatt [k]=0;

i++)

factorint(ordineirr[i],lista_fatt);

for (int j=0; lista_-fatt[j];

{

while (PowerXMod(ordineirr[i], factors[i].a)

{

j++)

if (!(ordine_irr[il%lista_fatt[j]))

{

ordine_irr[i] /= lista_fatt[j];

}

else break;

}

if (!'(PowerXMod(ordineirr[i],factors[i].a)

ordine_irr[i] == lista_fatt[j];

ZZ max=to.ZZ (1);
cont=0;

int

for

{

(int i=0; i<factors.length ()

if

{

}

(factors[i].b>max)

i++)

1

for (int k=cont+1; power2zZZ(k) < factors|[i].b;

cont=Kk;
max=power2ZZ (cont+1);
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orderk=Lcm_ZZ(ordine_irr)smax;

return order;

}

[1 11111171 FIND ORDER MOD ///111111]

ZZ findOrderMod (GF2X pol ,ZZ njntx* lista , GF2X mod)

{

ZZ order = n;
for (int i=0; lista[i]; i++)

{
while (PowerMod (pol , order ,mod) == unity)
{
if (!(order%wlistali]))
{
order /= listali];
}
else break;
}
if (!(PowerMod(pol,order ,mod) == unity))
order x= lista[i];
}
return order;

}

/111 FIND A PRIMITIVE ELEMENT OF A FINITE FIELD ////]

GF2X findPrimitive (GF2X polgen ,int n, ZZ m,intx* lista)
{

vec.GF2 polprim (INIT_SIZE ,n+1);

pol_prim[n]=0;

GF2X pol_primitive;
ZZ a = powerZZ(2,n)—2;

do
{
ZZ b = a;
for (int ¢ = n-1; ¢ >=0 ; c——)
{
if (b < powerzz(2,c))
pol_prim[c] = 1;
else
{
pol_prim[c]=0;
b —= powerzZz(2,c);
}
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}
pol_primitive = to.GF2X(pol-prim);
a——;

}

while ('ifPrimitive (pol_primitive ,pol.gen ,m, lista));

return (pol_primitive);

}

[T 111111 RANDOM GR2X [ 111111111

GF2X randomGF2X{nt n)

{

vec.GF2 vecpol (INIT_SIZE ,n+1);

srand ( time(NULL) );

for (int i=0; i<n+1; i++)
vec_pol[i] = rand()%?2;

GF2X pol = taGF2X(vec.pol);
return pol;

/1 111111/ CALCOLO DISTRIBUZIONE CODICE DUALE ////1/1111]
int computeDualDist(GF2X palgen, int length, ZzZ dual.weight.dist,
double dif_com)
{
vec_pair.GF2X_long factors = factorizationGF2X (pol-gen);
time_t startcom ,endcom;

ZZ n_provyv,
for (int i=0; i<factors.length (); i++)
{
n_provv += deg(factors[i].aj)factors[i].b;
}
n = to_int(n_provv);

if (length > powerZzz(2,n)—1)

{
cout << "Length.to.large ,.write_a.number.less.or.equal.to.” <<
powerZZ(2,n)-1<< ".” << endl;
return EXIT_FAILURE;
}
cout << "The_polynomial.factorizaton.is:.” << pol_gen << ".=."

<< factors << endl;
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cout << "The.polynomial.order.is:.” << findOrder (factors)<< endl;

ZZ weight.dist_prod[length +1];
for (int i=0; i < length+1; i++)
weight.dist_prod[i]=to-ZZ (0);

ZZ dim= to.ZZ (0);
for (int ¢=0; c< factors.length(); c++)

{

int lista_pow_irr[20];
factorint (powerZZ(2,deg(factors[c].a)}1,lista_pow_irr);

ZZ order;
order = findOrder (factors[c].a,powetZ(2,deg(factors[c].a))}1,
lista_pow._irr);

ZZ prod2=tazzZ(0);
for (int t=2; t <= factors[c].b; t++)

{
ZZ prod = to.ZZ(1);
int test4=1;
for (int k=0; k< ((t — t%2)/2); k++)
{
for (int s=1; ; s++)
{
if (powerzZz(2,s)>= (t/(1+2xk)))
{
if (testd)
{
prod x= power(powerZZ(2,s),deg(factors[c].a)1);
test4——;
}
else prod x= power(powerZZ(2,s),deg(factors[c].a));
break;
}
}
}
prod x= (power.ZzZ(2,deg(factors[c].a))1)/order;
prod2 = prod;
}

prod2 += (powerZZ(2,deg(factors[c].a)}1)/order+1;

if (prod2> dim)
dim = prod2;
}

GF2X matricegen[factors.length ()][ taint(dim)+1];
ZZ ordine.gen[factors.length ()][taint (dim)+1];
GF2X pol.inv[factors.length ()];
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for

for

(int i=0; i<factors.length (); i++)

GF2X pol.da.inv = (pol_gen/powerGF2X(factors[i].a, factors[i].b))
%(powerGF2X (factors[i].a, factors[i].b));

pol_inv[i]=InvMod(pol_-da.-inv ,powerGF2X (factors[i].a, factors[i].b));

(int ¢=0; c< factors.length(); c++)

cout << "—" << endl << "The.polynomial.” << factors[c].a<< ".is";
int s=0;

int lista_pow_irr[20];

int degc = deg(factors[c].a);

factorint (powerZZ(2,degc)-1,lista_pow_irr);

ZZ order;

order = findOrder (factors[c].a,powetZ(2,degc)1,lista_pow_irr);

GF2X pol_shift;

if (ifPrimitive(identity ,factors[c].a,poweZZ(2,degc),listapow_irr))
{
111111 CASO POTENZA DI IRRIDUCIBILE PRIMITIVO
cout << "._primitive.” << endl;

matricegen[c][s] = powerGF2X(factors[c].a,factors[c]-hl);
ordine_gen[c][s] = powetZZ(2,degc)-1;
S++;

1111111 CASO POTENZA DI IRRIDUCIBILE NON PRIMITIVO
cout << "n’t _primitive_.and_has.order:..” << order <<".” << endl;

pol_shift = findPrimitive (factors[c].a,degc,
powerzZZ(2,deg(factors[c].a)}1,lista_pow_irr);

cout << "A.primitive_.elementis.” << pol_shift << endl;

GF2X pol_.shift.2 = pol_shift;

for (int i = 1; i = order <= powerZZ(2,degc)-1; i++)

{

matricegen[c][s]= pol.shift_2
xpowerGF2X (factors[c].a, factors[c].bl);
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ordine.gen[c][s]= order;
S++;

pol_shift_.2 = MulMod(pol_shift.2 , pol_shift ,factors[c].a);

}
}
for (int t=2; t <= factors[c].b ; t++)
{

int lista_fatt[20];

factorint (powerZZ(2,degcx(t —1))«x(power.ZZ(2,degc)1),
lista_fatt);

/1111l CALCOLO DI 2°(LOG2 t)

ZZ potenza = taZZ(1);

for (int m=1; ; m++)
{
if (powerZz(2,m) >=t)
! potenza x= powerzZzZ(2,m);
break;
}

}

11l CALCOLO DEL GENERATORE _a@

srand (time (NULL));
GF2X ap;
ZZ order.a_p;
if (degc==1 & factors[c].al=identity)
a_p = identity;
else
{
for (57)
{
a_-p = randomGF2X(txdegc—1);
if (!(1sOne(ap)) & !(IsZero(a_-p®factors[0].a)) &
I(lsZero(ap)))
{
order.a_p = findOrderMod (ap,
powerZzZ (2 ,degcx(t —1))x(power.ZzZ(2,degc)-1),
lista_fatt ,powerGF2X(factors[c].a,t));
if (IsZero(ordera_.p % (powerZZ(2,degc)-1)))
{
order.a_p /= (powerZZ(2,degc)-1);
if (!(lsOne(ordera_p)))
{

a_.p = PowerMod(ap,order.a_p ,
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powerGF2X (factors[c].a,t));
if (!(1sOne(ap)) & !(IsZero(a-p)))
break;

}

GF2X lista_gen[degex((t — t%2) / 2)];
for (int k = 0; k< ((t — t%2) / 2); k++)

{
for (int j = 0; j < degc; j++)
{
lista_gen [k«degc+j] = unity +(powerGF2X(identity , j9
powerGF2X (factors[c].a,1+&k));
}
}

/111111l RICERCA DEL GENERATORE DA ELIMINARE
int cancel=0;

int comb[degc];
for (int i=0; i<degc; i++)
comb[i] = O;

for (;;)
{
for (int i=degc—1; i>=0; i—)
{
int sum = O;
for (int j=0; j<i; j++)
sum += combl[j];

if (sum == ix(2—-1))
{
comb[i]++;
comb[i]%=2;
}
}

GF2X prod = unity;
for (int i=0; i<degc; i++)
prod = PowerMod(listagen|[i],comb[i],
powerGF2X (factors[c].a,2));
prod %= powerGF2X(factors[c].a,2);

if (prod == PowerXMod(order ,powerGF2X(factors[c].a,2)))

{
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while (!(comb[cancel]))
cancel++;
break;

}
int test = 1;

for (int i=0 ; i<degc;i++)
if (comb[i]!l=1)
test = 0;

if (test)
break;
}

for (int i=cancel; ikdegcx((t — t%2) / 2)—1; i++)
lista_gen[i] = lista_gen[i+1];

for (int i=0; i<degc*((t — t%2) / 2)—1; i++)
cout << lista_gen[i] << endl;

GF2X prod = unity;
for (int i_-p=0; i_.p <((powerZzz(2,degc)-1)/order); iLp++)
{
int comb[degex((t — t%2) / 2)—1], mod[degcx((t — t%2) / 2)];
for (int i=0; i<degcx((t — t%2) / 2)—1; i++)

{
comb[i] = O;
}
for (int i=0; i<degcs((t — t%2) / 2); i++)
{
int k = ((i—i%degc)/degc);
for (int s=1; ; s++)
{
if (powerzZzZ(2,s) >= (t/(1+2xk)))
{
mod[i] = to_int(powerzZZ(2,s));
break;
}
}

}

for (int i=cancel; idegcx((t — t%2) / 2)—1; i++)
mod[i] = mod[i+1];

int test2 =1;
for (33)

{
prod = powerGF2X(ap,i-p);
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if (test2)
test2——;
else
{
for (int i=degcx((t — t%2) / 2)—2; i>=0; i—)
{
int sum = 0,maxsum = O;
for (int j=0; j<i; j++)
{
sum += combl[j];
maxsum += mod[j}1;

}

if (sum == maxsum)
{
comb[i]++;
comb[i]%=mod][i];

}
}

for (int i=0; i<degc*((t — t%2) / 2)—1;i++)
prod x= powerGF2X(listagen([i],comb[i]);
prod %= powerGF2X(factors[c].a,t);

matricegen[c][s] = prodspowerGF2X(factors|[c].a,
factors[c].b-t);

ordine.gen[c][s] = orderxpotenza;

S++;

int test = 1;

for (int i=0 ; i<degcx((t — t%2) / 2)—1;i++)
if (comb[i]!'=(mod[i]—1))

test = 0;
if (test)
break;
}
}
}
ordine.gen([c][s]=1;

}

cout << endl;
for (int i=0; i<factors.length (); i++)
{
for (int j=0; j<to_int(dim); j++)
cout << matricegen[i][j] << endl;
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cout << endl;

}

int quanti,gen[factors.length ()], comb[factors.length ()];
for (int ¢=0; c< factors.length(); c++)

int m= 1;

while (!(IsZero(ordinegen[c][m])))
m++;

quanti_.gen[c]=m;

comb[c]=0;

int test2 =1;
for (3;)

if (test2)
test2——;
else

{
for (int s=factors.length(}>1; s>=0; s—)
{
int sum = 0,maxsum = O;
for (int r=0; r<s; r++)
{

sum += comb[r];
maxsum += quantigen|[r]—1;

}

if (sum == maxsum)

{
comb[s]++;
comb[s]%=quantigen[s];

}

for (int f=0;, f<factors.length (); f++)

{

cout << matricegen[f][comb[f]] << " _—_";

}

cout << endl;

ZZ d_i[factors.length ()+1];

for (int i=0; i < factors.length (); i++)
d_i[i] = ordine_gen[i][comb[i]];

d_i[factors.length ()] = taZZ (0);

int K_i[factors.length ()];
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K_i[0]=2;

for (int i=1; i < factors.length (); i++)
{
ZZ lista_lcm[factors.length ()];
for (int j=0; j < i; j++)
lista_lem[j]=d_i[j];

ZZ lcm = LemZZ(lista_lcm);
K_i[i]=to _int (GCD(d-i[i],lecm));

}
int combin[factors.length ()];
combin[0]=1;

for (int i=1; i<factors.length (); i++)
combin[i] = 0;

int testb=1;
for (;7)
{
if (testh)
testbh——;
else

{
for (int i=factors.length()}-1; i>0; i—)
{
int sum = 0,maxsum = O;
for (int j=1; j<i; j++)
{

sum += combin[j];
maxsum += Ki[j] —1;

}

if (sum == maxsum)
{
combin[i]++;
combin[i]%=K_i[i];

}
}

GF2X generatore = tdGGF2X (0);
for (int i=0; i<factors.length(); i++)
{
GF2X prodotto = taGF2X (1);
for (int g=0; g<factors.length(); g++)
{
if (g!'=i)
prodotto x= powerGF2X(factors[g].a, factors[g].b);
}

generatore += ((matricgen[i][comb[i]]x*
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powerGF2X (identity ,combin[i]))%
powerGF2X (factors[i].a, factors[i].b}
pol_inv[i]*prodotto;
}
generatore%=palgen;
cout << generatore<< endl;

time(&start.com);

wd.computedistribution (polLgen, generatore, n, length);
time(&end.com);

dif_.com += difftime (endcom, startcom);

for (int j = 0; j < length+1; j++)

{

weight.dist_prod[j] += wd.weightdist[j];
cout << weight.dist_prod[j] << ".";

}

cout << endl << endl;
int test = 1,
for (int i=0 ; i<factors.length ();i++)
if (combin[i]!=(K.i[i] —-1))
test = 0;

if (test)
break ;

}
int test = 1;
for (int s=0 ; s<factors.length (); s++)
if (comb[s]!=(quantigen[s]—1))
test = 0O;

if (test)
break ;

}

cout << endl;

ZZ card.cod= tazzZ(0);

for (int i = 0; i <= length; i++)
{
card.cod += weightdist_prod[i];
}
cout << "Verifica:..” << powerZZ(2,n) << ".=." << card_.cod << endl;
for (int i = 0; i < length+1; i++)

dual-weight.dist[i] = weight.dist_prod[i];
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return O;

}

[ETEETEEE MAIN LEEEETETT

int main ()

{

int deg,length;

// Generazione del polinomio unita’
unity = to_.GF2X(1);

// generazione del polinomio x
vec.GF2 ics (INIT_SIZE, 2);
ics[0] 0;

ics[1] 1;

identity =

to.GF2X(ics);
bool test;

cout << endl << "You.have.2_different_.way_to_write_the_generator
ceoopolynomial iu” << endl << "..type._O__to.write_the_polynomial.in
ceoothe_extended.formula.(e.g..x"3+x+1)” << endl << " ._type__1__to
cecowriteotheopolynomialoin_theoNTL.formula.(e.g..[1.1.0_1]o:=01+x+Xx73). "
<< endl << "Type.now:.";
cin >> test;

if (test)
{
cout << endl << "Write.the.generatorpolynomial :.”;
cin >> pol_gen;

else
{ .
int m;
cout << "Write_.the_degree.of_the_generatorpolynomial :.";
cin >> m;
cout << endl;

char pol[12xm];

cout << "Write_the_generatorpolynomial :.";
while (!getchar ());

cin.getline (pol , 12m);

inputConversion (m, pol);

cout << pol_gen << endl;

100



APPENDICE A. IMPLEMENTAZIONE DELL'ALGORITMO

cout << endl << "Write.the_.lenght_.of_the.code :.";
cin >> length;

RR epsilon;

cout << endl << "Write.the.parameterof_.error_.probability_.of_the
HHHHHHH symmetriccbinary.channel .”;

cin >> epsilon;

cout << endl;

time_t start ,end;

time_t startmac ,endmac;
double dif ,dif_mac;

time (&start);

if (IsZero(polLgen%identity))

{
cout << "You.have.to.write_.a.polynomial.not.divisible_by.x!" << endl;
return EXIT_FAILURE;

}

ZZ dual_weight_dist[length +1];
computeDualDist(polgen ,length ,dualweight.dist ,dif.com);

cout << endl << "DISTRIBUTION .OF_THE_DUAL _.CODE:."” << endl;
for (int i=0; i<length+1; i++)

cout << dual-weight.dist[i] << ".";
cout << endl;

time(&startmac);
wd. McWilliams (n, length , dualweight_dist);
time(&end-mac);

cout << endl;
int dmin_codice;
test=true;
cout << endl << "DISTRIBUTION .OF_.THE_.CODE:." << endl;
for (int i=0; i<length+1; i++)
{
cout << wd.weightdist-ZZ[i] << ".";
if (i >0 &% test)
{
if (wd.weightdist_ZZ[i] !'= 0)
{
dmin_codice = i;
test=false;

}
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}
}
ZZ card.cod = tazZZ(0);
for (int i = 0; i <= length; i++)
card_.cod += wd.weightdist-ZZ[i];
cout << endl << "Verifica:..”" << powerzZzZ(2,length-n)
<< ".=." << card.cod << endl;

RR puedu=to.RR(1);

for (int i=1; i<length+1; i++)

{
pue.du += to.RR(dualweight.dist[i])*power(l-2«xepsilon ,i);
}
pue.du /= power(taRR(2),n);
pue.du —= power(l-epsilon ,length);

cout << endl << "Pue:.” << pue.du << endl;
int proper=wd.testProper(length,dmicodice,polgen,dualweight.dist);

if (proper == 1)

cout << endl << "The.code.is_.PROPER."<< endl;
else if (proper == 2)

cout << endl << "The.code.is _PROBABLY_.PROPER."<< endl;
else

cout << endl << "The.code_is _.NOT_PROPER."<< endl;

time (&end);

dif = difftime (end, start);

dif_-mac = difftime (endmac, startmac);

cout << "Time.spent.” << dif << endl;

cout << "Time.spent.MacWilliams:."” << dif_mac << endl;

cout << "Time.spent.computedistribution:.” << dif_.com << endl;

return (EXIT_.SUCCESS);
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