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Introduzione

In questa tesi studiamo la stabilità lineare del fronte d’onda di combustione
per un modello analitico di esplosione di una Supernova di tipo Ia.

Le Supernovae rappresentano degli oggetti estremamente interessanti dal
punto di vista astrofisico, perchè, oltre ad essere dei naturali laboratori di
idrodinamica, vengono utilizzate come candele standard per misurare gran-
di distanze, e, di conseguenza, per porre limiti sui parametri cosmologici.
Esse altres̀ı giocano un ruolo fondamentale nella nucleosintesi degli elementi
pesanti. È quindi molto importante una precisa comprensione della fisi-
ca dell’esplosione della Supernova. Tale comprensione è, però, ancora lun-
gi dall’essere completa e, in particolare, risulta necessario indagare meglio
il ruolo che le instabilità idrodinamiche hanno nel delineare la struttura
dell’esplosione.

Generalmente si ritiene che una Supernova di tipo Ia sia generata dall’esplo-
sione di una nana bianca (cioè una stella ad altissima densità costituita essen-
zialmente da carbonio, ossigeno ed elettroni degeneri) che accresce massa da
una compagna. L’energia acquisita in seguito all’accrescimento è maggiore
delle perdite (dovute principalmente all’emissione di neutrini) e la stella au-
menta quindi la sua temperatura centrale fino all’innesco della fusione del
carbonio, che avviene in un regime esplosivo. Poichè inizialmente il traspor-
to del calore è dovuto a fenomeni diffusivi, si sviluppa un fronte d’onda di
combustione che si propaga a velocità subsonica in un regime di deflagrazione.
Negli stadi avanzati dell’esplosione, quando la densità è scesa in seguito al-
l’espansione della struttura stellare, subentra un regime di detonazione, nel
quale il riscaldamento della materia è legato alla propagazione di un’onda
d’urto.

Queste fasi esplosive sono un fenomeno estremamente complesso, determi-
nato dall’interazione di differenti meccanismi fisici (reazioni termonucleari,
perdite di neutrini e raggi gamma, propagazione di onde d’urto e instabilità
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idrodinamiche). Pertanto spesso si ricorre a una loro modellizzazione tramite
l’impiego di simulazioni numeriche. Un approccio di questo genere presenta
però il rischio potenziale che i risultati della simulazione siano fortemente
condizionati da effetti numerici, specialmente per il fatto che l’intervallo di-
namico delle scale fisiche in gioco (da 10−5 a 107 m) non è attualmente
risolubile nella sua completezza.

In questa tesi discutiamo quindi un naturale complemento per le sim-
ulazioni numeriche, ovvero un modello analitico per seguire le fasi linea-
ri dell’esplosione di una Supernova. In particolare, identifichiamo, tramite
un’analisi basata sui tempi scala e su una stima delle grandezze fisiche in gio-
co, i principali parametri del problema (come il numero di Mach del fronte
di combustione e lo spessore caratteristico della zona di combustione) e stu-
diamo la stabilità lineare del fronte d’onda tramite uno sviluppo in modi
normali.

Dai risultati che abbiamo ottenuto studiando la relazione di dispersione,
prevediamo un tempo caratteristico per lo sviluppo dell’instabilità del fronte
d’onda approssimativamente proporzionale alla lunghezza d’onda della per-
turbazione. Questo implica l’esistenza di significative instabilità a scale più
piccole della risoluzione numerica delle attuali simulazioni che descrivono
l’esplosione globale della Supernova. Queste instabilità, di difficile trat-
tazione nelle analisi su grande scala, possono avere importanti conseguen-
ze nell’evoluzione del fronte d’onda che si ripercuotono sulle proprietà dei
prodotti finali della nucleosintesi esplosiva (in particolare abbondanza e ve-
locità di espansione).

Nel primo capitolo della tesi presentiamo un quadro generale sulla fisica
delle Supernovae e discutiamo le motivazioni per lo studio intrapreso.

Poichè, in prima approssimazione, le stelle possono essere considerate com-
poste da gas omogeneo e fortemente collisionale, nel secondo capitolo deri-
viamo schematicamente, tramite un approccio basato sulla meccanica stati-
stica, i principali risultati di fluido-dinamica in assenza di campo magnetico
per fluidi ideali irrotazionali.

Nel terzo capitolo proseguiamo quindi nell’esposizione degli strumenti fisici
necessari per trattare il nostro modello analitico di esplosione di una Superno-
va. In particolare ci concentriamo sulla discussione dei possibili meccanismi
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di combustione, deflagrazione e detonazione, evidenziandone le analogie e le
differenze.

Questi risultati vengono infine applicati nel quarto capitolo allo studio
delle fasi esplosive dell’evoluzione stellare. Per ottenere un modello analiti-
camente risolubile schematizziamo in una dimensione il fronte di combustione
dell’esplosione come una discontinuità seguita da una zona di reazione in cui
avvengono le reazioni nucleari. In regime di deflagrazione assumiamo inoltre
che lo spessore di questa zona di reazione sia nullo. Prima e dopo la zona di
combustione il fluido è considerato ad una sola componente. Dopo aver ot-
tenuto una soluzione stazionaria per questo modello, procediamo allo studio
della stabilità lineare del fronte d’onda tramite uno sviluppo in modi normali
che conduce ad una relazione di dispersione dalla quale possiamo ottenere i
tempi caratteristici per lo sviluppo di instabilità del fronte d’onda. Notiamo
in particolare che l’ampiezza caratteristica di una piccola perturbazione del
fronte cresce tanto più velocemente quanto minore è la sua lunghezza d’onda.

Concludiamo quindi discutendo le conseguenze dei risultati ottenuti rispet-
to alle proprietà a grande scala dell’esplosione.



Capitolo 1

Le Supernovae

1.1 Importanza delle Supernovae

“Why study Supernovae? First, one’s attention is captured by anything
new and unusual, and a point of light in the sky is a novelty to draw curios-
ity. Further study shows that these events are usually at immense distances
and hence of gigantic power and one’s imagination is fired with the awesome
spectacle of stellar catastrophe.”

Con le precedenti parole J. Craig Wheeler [78] introduce l’affascinante argo-
mento delle Supernovae, giustificando perchè l’umanità è da sempre attratta
da questo fenomeno (vedi figura 1.1). Con il termine Supernovae si intende il
momento dell’esplosione di una stella che dura pochi secondi ed è uno dei più
potenti eventi esplosivi prodotti in Natura. Infatti, è in grado di emettere
un’energia pari a circa 1051 ÷ 1053 ergs, ovvero più energia di quanta il Sole
ne liberi durante tutto il corso della sua vita (miliardi di anni).

La maggior parte dell’energia prodotta durante questa esplosione si trasfor-
ma in energia cinetica e termica della materia in espansione, essenzialmente
un plasma di nuclei ed elettroni; a questi va aggiunto un significativo flusso
di fotoni e neutrini. Quando la somma dell’energia cinetica e dell’energia ter-
mica diventa maggiore dell’energia potenziale gravitazionale, la materia della
stella non è più legata e continuerà ad espandersi nello spazio interstellare.

È quindi naturale associare ad un evento di Supernova la “morte” di una
stella, sebbene, in realtà, l’evoluzione della stella che ha originato l’esplo-
sione prosegua sotto altre forme. Infatti, il nucleo della stella progenitrice
può diventare, a seguito dell’esplosione, una stella di neutroni o un buco
nero (a seconda della massa iniziale). Inoltre, durante l’esplosione, viene
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Figura 1.1: La Supernova di tipo II SN1999el (freccia di sinistra) fu scoperta
il 21 ottobre 1999 da L. Cao e collaboratori presso l’osservatorio astronomico
di Beijing (IAUCirc. No 7288), immagine a sinistra. Il 26 gennaio 2000,
presso l’osservatorio di Teramo e Campo Imperatore, durante le osservazioni
di monitoraggio di questa Supernova, G. Valentini e i suoi collaboratori han-
no scoperto una Supernova di tipo Ia (freccia di destra), la SN2000E (IAU-
Circ. No 7351), immagine centrale. L’ultima immagine sulla destra è dell’8
giugno 2000. Le immagini (tratte dal sito web dell’Osservatorio di Campo
Imperatore; www.te.astro.it) sono state effettuate nella banda H con un tempo
di esposizione totale di 300 secondi.

rilasciata nello spazio interstellare una grande quantità di materia ad una
velocità cos̀ı elevata che si creano delle onde d’urto. Queste onde d’urto sono
in grado di perturbare il gas interstellare, inizialmente in quiete, tramite
onde di compressione e rarefazione e, quindi, possono indurre la formazione
di nuove stelle. Inoltre, la materia espulsa dà origine ad una nube gassosa
(vedi figura 1.2), attorno alla stella di neutroni, detta Residuo di Supernova
(abbreviato con SNR, dall’inglese Supernova Remnant).

Non tutte le stelle, però, riescono a dare origine ad una Supernova. Infatti,
la teoria dell’evoluzione stellare (per la quale rimandiamo alla letteratura spe-
cialistica, tra gli altri [15] e, più recente, [4]) associa questi fenomeni a stelle
con massa originaria superiore a circa 10 masse solari (1 M¯ = 1.99 · 1033 g)
oppure a sistemi di due o più stelle. Nel primo caso il meccanismo che
conduce all’esplosione è il collasso gravitazionale del nucleo della stella (co-
stituito essenzialmente da nichel e ferro). Nel secondo caso, la situazione è
completamente differente (vedi sezione 1.4), e l’esplosione è dovuta ad una
catena di reazioni nucleari che hanno luogo nel nucleo di una stella di materia
degenere. La Supernova creatasi in questo caso viene detta termonucleare.
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Figura 1.2: Immagine (tratta dall’ESO Press Release 17/99; www.eso.org)
della Crab Nebula nella costellazione del Toro. Si pensa che questa nebulosa
sia il Residuo di una Supernova di tipo Ia [68] esplosa nel 1054, riportata
negli annali delle osservazioni cinesi. Questa immagine è stata ottenuta il 10
novembre 1999 con lo strumento FORS2, installato all’interno del telescopio
ESO. È composta dalla sovrapposizione di tre immagini prese con tre diversi
filtri ottici (B, R e S II). Il colore blu dell’immagine corrisponde alla ra-
diazione di sincrotrone degli elettroni; mentre i “filamenti rosso/arancione”
sono le strutture che hanno origine dalle instabilità del fronte di combustione
che studieremo in questa tesi.
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Lo studio delle Supernovae riveste una notevole importanza per vari fat-
tori. Innanzitutto, le Supernovae contribuiscono in maniera determinante
alla produzione di elementi chimici pesanti (cioè quelli con numero atomico
superiore a 56). Infatti, il ferro è l’elemento più stabile in Natura, ovvero
quello con la maggior energia di legame per nucleone. Quindi è impossibile
riuscire a produrre elementi più pesanti del ferro (56Fe) con reazioni di fu-
sione nucleare esotermiche (come quelle che avvengono comunemente nelle
stelle). Nella fase di Supernova, invece, l’energia liberata è cos̀ı alta da creare
anche nuclei con numero atomico maggiore di 56. Tale processo viene definito
nucleosintesi esplosiva.

Le reazioni nucleari che avvengono durante l’esplosione forniscono l’energia
per l’espansione, ma non sono direttamente responsabili della produzione dei
fotoni che osserviamo. La fonte energetica per la luminosità proviene dal lento
decadimento radioattivo del nichel (56Ni, la cui vita media è di circa 15 giorni)
in cobalto (56Co, la cui vita media è di qualche mese) e, successivamente, in
ferro (56Fe). La luminosità raggiunge infatti il suo massimo circa 15 giorni
dopo l’esplosione e poi diminuisce finchè tutto il cobalto è decaduto.

La luminosità delle Supernovae (in media MV ≈ MB = −19.5 per le SN
Ia1 [64]) è cos̀ı elevata che esse possono essere osservate anche a grandi di-
stanze. Di conseguenza, possono essere usate come indicatori per distanze
per le quali gli altri mezzi utilizzati sono inservibili. Affinchè ciò sia possibile
è, però, necessario che le supernovae presentino caratteristiche molto simili
tra di loro. Le osservazioni mostrano che è possibile raggruppare le Super-
novae in due classi principali (come vedremo nella prossima sezione) e che,
in effetti, è possibile utilizzare alcune Supernovae come “candele standard”.
Questa applicazione riveste un’importanza particolare per la determinazione
dei parametri cosmologici, tra cui la costante di Hubble. Per una discus-
sione approfondita si rimanda agli articoli della collaborazione The Supernova
Cosmology Project (vedi [62] e referenze incluse).

Un ulteriore motivo dell’importanza delle Supernovae (di tipo II) è che esse
producono, al momento dell’esplosione, un flusso di neutrini particolarmente
intenso. La rivelazione di questi neutrini fornisce non solo utili informazioni
sulle condizioni fisiche del luogo dell’esplosione, bens̀ı anche sulla fisica stessa
del neutrino.

1La magnitudine assoluta MV (nel visuale) o MB (nel blu) è indipendente dalla distanza
ed è una misura della luminosità della stella (vedi appendice A).
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I modelli standard dell’esplosione di Supernovae prevedono, inoltre, che
esse siano sorgenti di onde gravitazionali di intensità tale da poter essere
rivelate con gli strumenti di nuova generazione attualmente in costruzione se
l’evento esplosivo avviene in galassie vicine. Ulteriori informazioni si possono
ricavare dalla rivelazione dei raggi cosmici che sono prodotti o accelerati nei
pressi delle Supernovae oppure dalla rivelazione di fotoni X o γ che vengono
emessi dagli elementi radioattivi prodotti durante l’esplosione. Infine, è da
notare che le Supernovae non hanno mostrato alcuna indicazione di emissione
infrarossa o radio, almeno finchè gli elementi non si ricombinano in molecole
nella nube di materiale espulso (ovvero circa un anno dopo l’esplosione).

Infine, le Supernovae, essendo esplosioni ad altissima energia, rappresen-
tano un laboratorio naturale di idrodinamica, che ci permette lo studio di
condizioni fisiche irrealizzabili sulla Terra. Purtroppo, però, (1) non è pos-
sibile controllare tali eventi come si farebbe in un laboratorio, (2) i dati che
riceviamo sono limitati a proiezioni lungo la linea di vista e quindi dobbia-
mo affidarci ad assunzioni riguardo alla simmetria del problema, (3) non
si può prevedere nè il luogo, nè l’istante in cui esse avvengono e questo ci
impedisce di acquisire le “condizioni iniziali” dell’evento. Tutto questo com-
plica notevolmente lo studio del fenomeno, che si avvale anche dell’uso di
simulazioni numeriche.

1.2 Classificazione delle Supernovae

La classificazione delle Supernovae si basa su dati osservativi fotometrici
(dai quali si ricava la cosidetta curva di luce) e spettroscopici. La curva
di luce di una Supernova è un grafico dell’andamento temporale della sua
luminosità in una banda fissata, misurata in termini di magnitudine (vedi
appendice A). Generalmente vengono utilizzate la banda visuale V e la
banda blu B del sistema di Morgan e Johnson2. I dati spettroscopici, invece,
consentono di identificare gli elementi chimici presenti nel materiale espulso
e, tramite l’effetto Doppler, forniscono anche la velocità, lungo la linea di
vista, con cui questo materiale viene espulso.

Il criterio principale per la classificazione delle Supernovae è l’osservazione
dei loro spettri nei giorni prossimi a quello di massima luminosità. Se sono
presenti le righe dell’idrogeno, la Supernova viene detta di tipo II (SN II); nel

2Il filtro nella banda V , larga 90 nm, è centrato sulla lunghezza d’onda di 550 nm,
mentre il filtro B ha una larghezza di banda pari a 100 nm ed è centrato sulla lunghezza
d’onda di 440 nm.



1.2 Classificazione delle Supernovae 13

SN di Tipo II

Idrogeno

Classificazione delle Supernovae in base agli spettri

osservati nei giorni di massima luminosità

SN Ia

No Sì

Sì No

SN di Tipo I

Elio

Silicio

Sì No

SN Ib
SN Ic

Figura 1.3: Classificazione delle Supernovae in base ai dati spettroscopici
misurati nei giorni di massima luminosità.

caso contrario, la Supernova è detta di tipo I (SN I). Le SN I si suddividono
ulteriormente in SN Ia se presentano la riga del Si II (a 6355 Å) e SN Ib o
SN Ic se questa riga non appare (vedi figura 1.3).

Dall’analisi delle curve di luce le Supernovae di tipo I risultano molto omo-
genee (vedi figura 1.4) e, proprio grazie a questa proprietà, vengono usate
come indicatori di distanza (vedi appendice A). Esse, infatti, mostrano un
massimo piuttosto stretto della magnitudine apparente con valori che sem-
brano differire solo per una costante e questo suggerisce che i valori della
magnitudine assoluta siano invece gli stessi (vedi appendice A). Inoltre le
curve di luce presentano in alcune bande (B, U) un andamento post-massimo
di tipo lineare (decrescente) a due pendenze (vedi i due grafici in alto della
figura 1.4). Inoltre i tempi caratteristici di questo decadimento sono molto
simili per differenti Supernovae (vedi sezione 1.3). Tenendo presente che la
magnitudine costituisce un’espressione logaritmica del flusso energetico (cioè
della luminosità), tale tipo di decadimento è, in realtà, di tipo esponenziale
a due indici. Le Supernovae di tipo II, invece, nonostante possano essere
suddivise in sottoclassi in base all’andamento post-massimo delle curve di
luce, sono, però, considerate molto eterogenee ed è, quindi, piuttosto difficile
definire dei criteri univoci per classificarle. Si può, comunque, dire che le SN
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Figura 1.4: Confronto tra curve di luce osservate e teoriche per alcune SN Ia
in differenti bande (dall’alto a sinistra in senso orario: B, U, V, bolometrica).
In particolare si può notare il tipico decadimento a due pendenze delle curve
di luce. La figura è tratta da [38].
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II mostrano in genere, nel visuale, un massimo esteso della durata di circa 80
giorni e questo significa che l’esplosione dura più a lungo nelle Supernovae di
tipo II rispetto a quanto dura in quelle di tipo I. Inoltre, le SN II rilasciano
una minore quantità di energia, ma emettono più materia (avente, natural-
mente, una minore velocità di espansione) e questo può voler dire esse sono
il frutto dell’esplosione di stelle più massiccie (vedi anche [4]).

La varietà nella classificazione delle Supernovae rispecchia differenti tipi di
progenitori. Oltre ai dati spettroscopici e a quelli fotometrici, un’ulteriore
indicazione su quali potrebbero essere questi progenitori viene fornita dal sito
in cui vengono osservate. Infatti le Supernovae di tipo Ia sono osservate sia in
galassie ellittiche che in galassie a spirale (presenti in tutto il disco), mentre
le Supernovae di tipo Ib/c e di tipo II si trovano solo in galassie a spirale
e tendono a concentrarsi nelle regioni dove è attiva la formazione stellare.
Tenendo presente che nelle galassie ellittiche non c’è formazione stellare in
corso, possiamo dedurre che le Supernovae di tipo II e di tipo Ib/c discendono
da stelle a rapida evoluzione (ovvero stelle con massa originaria di almeno 10
M¯) che esplodono a seguito del collasso gravitazionale del nucleo, mentre i
progenitori delle Supernovae di tipo Ia hanno tempi evolutivi di amplissimo
spettro, da pochi milioni a diversi miliardi di anni e questo indica che possono
essere Supernovae termonucleari (vedi sezione 1.4).

L’idea che stelle massicce ad evoluzione rapida fossero alla base delle Su-
pernovae di tipo II ha trovato brillante conferma a seguito dell’esplosione
nota come SN 1987A [83]. L’identificazione dei progenitori delle Supernovae
di tipo I, d’altra parte, non ha ancora raggiunto una soluzione universalmente
accettata. Questo significa che per le SN di tipo II abbiamo a disposizione
molte più informazioni e, in particolare, abbiamo un criterio per prevedere il
luogo dell’evento esplosivo: basta individuare le regioni di formazione stellare
dove si trovano le stelle più massicce.

1.3 Vincoli osservativi per i modelli delle Su-

pernovae di tipo Ia

Come abbiamo già accennato nella sezione 1.2, le proprietà spettrali, le
magnitudini assolute e la forma delle curve di luce delle Supernovae Ia sono
straordinariamente molto simili. Inoltre, mentre in generale l’energia totale
emessa da una Supernova può variare tra 1051 e 1053 erg, i dati osservativi
hanno fornito per le Supernovae di tipo Ia valori di tale energia compresi sem-
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pre in un più stretto intervallo: 1÷1.5 ·1051 erg [79]. Siccome le osservazioni
rappresentano dei forti vincoli per i modelli, in questa sezione esamineremo
più in dettaglio questi dati.

I tipici spettri ottici [36] delle Supernovae Ia al massimo della loro lumi-
nosità contengono le righe del Si, Ca, Mg, S e O sia neutri che ionizzati una
volta. Questo fatto indica che gli strati più esterni della nube di materia
espulsa sono composti soprattutto da elementi di massa intermedia (aventi,
cioè, numero atomico inferiore a 56). Le righe corrispondenti a diversi ele-
menti hanno anche differenti velocità di espansione (dai 5000 km/s ai 20000
km/s [36]), il che suggerisce che i prodotti dell’esplosione abbiano una strut-
tura stratificata. Passate circa due settimane dal massimo, grazie al fatto
che con l’espansione della struttura stellare diminuisce anche l’opacità della
stessa, diventano rilevabili anche gli elementi presenti nelle regioni più in-
terne della nube che si è formata. Infatti, a questo stadio gli spettri non sono
più dominati dalle righe dei nuclei di massa intermedia, bens̀ı dalle righe per-
messe del Fe II3. Nella fase nebulare corrispondente alla coda della curva di
luce (cioè circa un mese dopo il massimo) cominciano a dominare gli spettri
le righe di emissione proibite del Fe II, Fe III e Co III. Dall’analisi dell’inten-
sità relativa delle righe del Co III e del Fe III si può notare una progressiva
diminuzione dell’abbondanza del cobalto, il che dimostra che la coda delle
curve di luce è generata dal decadimento radioattivo del 56Co in 56Fe.

Fotometricamente [68], le Sn Ia raggiungono la luminosità massima MV ≈
MB ∼ −19.5 in un periodo di circa 15 giorni, ma questo è difficile da stabilire
con precisione perchè non è facile individuare la locazione del progenitore
delle SN Ia prima dell’esplosione stessa. Dopo il massimo si verifica un pri-
mo rapido declino di circa tre magnitudini in un periodo di circa un mese. In
seguito la coda della curva di luce mostra un decadimento lineare più lento
di circa una magnitudine al mese che dura qualche centinaio di giorni, finchè
la stella esplosa non è più visibile. L’andamento delle curve di luce dopo il
massimo è, per le SN Ia, sorprendentemente simile (vedi figura 1.4). È bene
sottolineare che le curve di luce mostrano la magnitudine apparente della
stella in una specifica banda in funzione del tempo, ma non danno modo di
conoscere la correzione bolometrica, nè la dipendenza dal tempo di questa
correzione. Solamente nel caso in cui essa sia una costante, allora si può dire
che la curva di luce mostri la vera dipendenza della luminosità della Super-
nova. Un argomento in favore dell’ipotesi che la correzione bolometrica sia

3Con la numerazione dopo il simbolo chimico si intende che l’elemento è neutro (I),
ionizzato una volta (II) e cos̀ı via.
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una costante è che, a partire da circa il secondo mese dopo il massimo, lo
spettro ottico delle Supernovae non mostra cambiamenti apprezzabili. Par-
ticolarmente importante è anche il fatto che i due elementi più abbondanti
nell’Universo, ovvero l’idrogeno e l’elio, siano quasi del tutto assenti negli
spettri delle SN Ia. Questo significa che tali elementi non sono presenti in
quantità apprezzabili.

Nonostante tutte queste similitudini, con il miglioramento delle tecniche
di osservazione, i dati più recenti ottenuti dalle Supernovae di tipo Ia hanno
messo in luce anche alcune piccole differenze spettroscopiche e fotometriche,
quali variazioni nell’intensità delle righe, nelle velocità di espansione degli
elementi espulsi, nel colore, nella magnitudine assoluta al massimo o nella
forma delle curve di luce [13]. Queste differenze nelle proprietà delle SN Ia
appaiono, però, strettamente correlate, infatti, se si ordinano le SN Ia rispetto
alla potenza dell’esplosione si nota che gli eventi più deboli sono anche quelli
meno luminosi, con un decadimento della curva di luce più rapido e velocità
di espansione inferiori rispetto agli eventi più energetici.

Un’altra evidenza osservativa [13] è che le proprietà delle Supernovae Ia
sembrano correlate con le caratteristiche della popolazione stellare delle ga-
lassie in cui questi eventi si verificano. Infatti, le Supernovae Ia rivelate in
galassie early-type4 mostrano, in media, velocità di espansione più basse, un
più rapido decadimento della curva di luce e hanno una luminosità di circa
0.2 ÷ 0.3 magnitudini inferiore rispetto alle Supernovae Ia di galassie late-
type. Inoltre, la frequenza osservata delle Supernovae Ia nelle galassie late-
type è circa doppia, a parità di luminosità, rispetto a quella osservata nelle
early-type. Infine, le Supernovae Ia delle regioni più esterne delle galassie a
spirale appaiono molto simili a quelle delle galassie ellittiche (e sono meno
luminose), mentre le Supernovae Ia delle regioni più interne delle galassie a
spirale mostrano una più ampia varietà della potenza dell’esplosione.

Riassumendo, un buon modello per l’esplosione delle Supernovae deve
possedere le seguenti caratteristiche minime:

1. L’energia totale emessa a seguito dell’esplosione deve essere di circa
1÷ 1.5 · 1051 erg [79].

4La classificazione delle galassie a spirale in early-type e late-type si riferisce allo schema
di Hubble per la classificazione delle galassie e questa terminologia non è correlata con l’età
della galassia stesssa. Per ulteriori approfondimenti si può vedere l’introduzione di [8].
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2. La composizione e la velocità della materia espulsa devono essere in
accordo con gli spettri e le curve di luce osservate. In generale, l’esplo-
sione deve produrre abbastanza 56Ni per giustificare le curve di luce
e deve creare, negli strati più superficiali, una notevole quantità di
elementi di massa intermedia con un’alta velocità (5000÷20000 km/s
[36]).

3. Il meccanismo esplosivo deve essere robusto rispetto a piccole variazioni
dei parametri, questo perchè, empiricamente, le Supernovae Ia sono
eventi tra loro omogenei.

4. Sebbene il modello di base deve fornire risultati omogenei, deve anche
possedere almeno un parametro libero, per poter spiegare la dipendenza
dalla potenza dell’esplosione delle piccole differenze osservate tra i vari
eventi.

5. Questo o questi parametri liberi devono dipendere dalle proprietà dei
progenitori delle Supernovae per spiegare le differenze osservate nelle
caratteristiche delle esplosioni in termini delle diverse proprietà della
popolazione stellare delle galassie ospiti.

Infine, sottolineiamo che avere buoni argomenti in favore di un partico-
lare scenario esplosivo non significa automaticamente che tale scenario sia
quello corretto. Inoltre, è necessario comprendere tutti i dettagli della fisica
dell’esplosione prima di poter optare per un modello. Per esempio il fatto
stesso che l’aumento dei dati a nostra disposizione indichi che esista una cer-
ta diversità tra le Supernovae Ia, sembra contraddire l’ipotesi di una singola
classe di progenitori o di un singolo meccanismo esplosivo.

1.4 Formazione delle Supernovae di tipo Ia

I vincoli osservativi riassunti nella precedente sezione suggeriscono che il
modello più plausibile per le Supernovae di tipo Ia sia quello in cui esse
risultano il frutto dell’esplosione termonucleare di un sistema binario costi-
tuito da una nana bianca di carbonio ed ossigeno come stella primaria e da
una compagna a più lenta evoluzione come stella secondaria. Le differenze
osservate possono essere cos̀ı attribuite alla natura e al percorso evolutivo
della nana bianca prima dell’esplosione e/o alla fisica delle combustioni ter-
monucleari durante l’esplosione stessa. Comunque, non è da escludere la
possibilità che qualche Supernova Ia abbia un’origine diversa, per esempio
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sia il risultato del collasso di una nana bianca di O-Ne-Mg (o di He) causato
sempre dall’accrescimento di massa.

Le nane bianche, stelle molto dense e compatte, composte da nuclei di
carbonio ed ossigeno e da elettroni degeneri, sono il prodotto evolutivo finale
di stelle la cui massa iniziale è inferiore a circa 8 M¯. La loro massa è, però,
molto inferiore a questo limite, in quanto (1) durante alcune fasi evolutive,
una stella è soggetta a significative perdite di massa; (2) esiste un limite
teorico alla massa di una stella costituita da elettroni degeneri, detto limite
di Chandrasekhar che in questo caso è pari a 1.4 M¯ [18], valore oltre il quale
la struttura stellare diventa instabile. Infatti, il nucleo di una nana bianca
si trova in equilibrio idrostatico perchè la gravità è bilanciata dalla pressione
degli elettroni degeneri, ovvero elettroni che occupano tutti i possibili stati
quantistici al di sotto del livello di Fermi [49], e tale pressione non dipende
dalla temperatura.

Una nana bianca isolata è, quindi, stabile ed inerte, perchè la sua tempe-
ratura non è più sufficiente per sostenere delle reazioni nucleari. Essa con-
tinua ad irradiare la propria energia, raffreddandosi progressivamente. Le
osservazioni, però, mostrano che molte nane bianche non sono isolate, bens̀ı
appartengono a gruppi di due o più stelle che orbitano attorno ad un comune
centro di massa. Se la distanza tra la nana bianca e la compagna non è
troppo elevata, può succedere che la stella secondaria, durante una fase di
espansione, ceda parte della propria massa alla nana bianca.

1.4.1 Innesco delle reazioni termonucleari

Ad ogni incremento di massa, anche piccolo, corrisponde una sostanziale
contrazione della stella e la materia al centro di essa viene compressa. Questa
contrazione gravitazionale rilascia energia che favorisce l’aumento di tempe-
ratura, ma tale aumento è anche ostacolato dalle perdite di neutrini (vedi
anche sezione 4.1). Infatti, man mano che la stella accresce massa, la sua
densità centrale aumenta e, con l’aumentare della densità, aumenta anche
l’emissione di neutrini per decadimento del plasma. Contemporaneamente,
però, la schermatura degli elettroni diventa più efficiente nell’abbassare la
barriera Coulombiana degli ioni di carbonio presenti nel nucleo e questo fa-
vorisce l’innesco della fusione nucleare del carbonio (vedi anche sezione 3.2).
La produzione di energia nucleare aumenta sempre più e, quando diventa
maggiore delle perdite per emissione di neutrini, si può dire che l’esplosione
sta iniziando.
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In una stella ordinaria (con materia non degenere) l’energia prodotta dalle
reazioni nucleari dà luogo ad un’espansione termica, che fa diminuire la tem-
peratura finchè non viene nuovamente ristabilito l’equilibrio tra la forza di
gravità e la forza dovuta alla pressione idrostatica. A questo punto le reazioni
cessano. In una nana bianca, invece, l’iniziale aumento di temperatura non
varia la pressione degli elettroni degeneri e, quindi, non porta ad una espan-
sione. Le reazioni termonucleari, cos̀ı, non subiscono rallentamenti, ma anzi
vengono sempre più incrementate dall’aumento di temperatura provocato
dalla produzione di energia.

Inizialmente le reazioni nucleari procedono lentamente in un regime convet-
tivo stabile ed è, quindi, possibile utilizzare la teoria della mixing-lenght [15]
per confrontare i tempi scala della convezione con quelli della combustione.
Ne segue che, nel successivo migliaio di anni [36], il nucleo è soggetto ad un
riscaldamento convettivo con tempi scala τconv sempre più piccoli. Simultane-
amente anche i tempi scala delle combustioni termonucleari τR diminuiscono,
ma più velocemente, grazie all’incessante aumento della temperatura del nu-
cleo. Durante questa fase l’evoluzione della temperatura nel nucleo è affetta
anche da alcuni processi convettivi detti URCA [59], ovvero una convezione
guidata dal continuo alternarsi di processi di cattura elettronica e di decadi-
menti β, che conduce all’emissione di neutrini ed anti-neutrini. Nonostante
questa perdita di energia i neutrini URCA non riescono ad abbassare la tem-
peratura globale del nucleo ed il loro unico effetto è quello di ridurre i moti
convettivi [72].

Quando la fusione del carbonio procede cos̀ı velocemente che le perdite
di energia diventano trascurabili, la temperatura T aumenta di circa 108

K per ogni 105 erg/g liberati [82]. A circa 7 · 108 K, τconv e τR diventano
confrontabili, il che significa che la materia brucia alla stessa velocità con
cui circola [58]. Per studiare correttamente questa situazione, la teoria della
mixing-lenght si è dimostrata inadeguata e, quindi, va sostituita con una de-
scrizione che consenta un’evoluzione non-adiabatica delle “bolle convettive”
(cioè che permetta un aumento di entropia, durante la salita delle bolle).
È possibile, quindi che, in questa fase, bolle di materiale già combusto (più
caldo e quindi meno denso) si allontanino dal centro della stella. Le bolle che
si muovono più rapidamente hanno una velocità di circa 100 km/s e riescono
a percorrere alcune centinaia di chilometri (circa 300 km) prima che la tem-
peratura abbia raggiunto circa 2 · 109 K [32]. La distanza percorsa dipende
dalle dimensioni iniziali della bolla e dall’iniziale differenza di temperatura
tra la bolla e l’ambiente circostante. A circa 2 · 109 K, τR diventa molto mi-
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nore di τconv, cos̀ı che si può dire che il carbonio bruci in loco. Tutto questo
suggerisce che l’innesco delle reazioni nucleari possa avvenire in diversi punti
(disconnessi) lontani dal centro, entro un raggio di circa 300 km.

L’energia prodotta attraverso le reazioni nucleari fa aumentare la tempe-
ratura della stella, ma soltanto quando la temperatura è divenuta sufficiente-
mente alta da eliminare la degenerazione della materia la stella comincia ad
espandersi. A questo stadio, però, l’espansione non è in grado di spegnere le
reazioni nucleari, le quali, quindi, continuano a bruciare materia attraverso
una catena di reazioni termonucleari che inizia con la fusione dei nuclei di
carbonio e ossigeno e termina con la creazione di nuclei di nichel e ferro.
L’esplosione che ha, cos̀ı, origine dura solo pochi secondi, ma riesce ad ri-
lasciare un’energia pari a ' 1051 ergs, sotto forma di energia cinetica della
materia espulsa, dei fotoni e dei neutrini.

1.5 Modelli per le Supernovae di tipo Ia

Sviluppare un modello per l’esplosione delle Supernovae, come abbiamo
visto, significa studiare la distruzione termonucleare di una nana bianca. Il
problema può essere affrontato da un punto di vista idrodinamico. Infatti, la
materia di cui è composta una nana bianca può essere descritta come un pla-
sma completamente ionizzato, con vari gradi di degenerazione elettronica, che
si può approssimare con un fluido. Ne segue che le equazioni che governano
il problema (vedi capitolo 2), oltre all’equazione di stato, sono le equazioni
idrodinamiche che esprimono la conservazione della massa, dell’impulso e
dell’energia.

Purtroppo, però, come abbiamo visto nella precedente sezione, l’evoluzione
di una nana bianca dopo il raggiungimento della massa critica è ancora da
chiarire perchè esistono molte incertezze sulle condizioni iniziali (ad esempio
sul profilo di temperatura all’inizio delle fusioni nucleari), nonchè sulla fisica
delle combustioni termonucleari in ambiente degenere, oltre al fatto che non
è ancora chiaro dove avviene l’innesco delle reazioni termonucleari. Infatti,
a seguito di un’esplosione di Supernova si può creare una stella di neutroni,
ma questo è impossibile se l’esplosione ha inizio al centro della stella, perchè
tutta la materia verrebbe espulsa. Sembra, dunque, plausibile che l’innesco
delle reazioni avvenga lontano dalle zone centrali non solo perchè, in questo
modo, si lascia la possibilità di un’implosione di queste regioni, ma anche
perchè, rispetto alla situazione di innesco nel centro, si ha più materia che
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può bruciare a basse densità e, cos̀ı, si può produrre una maggiore quan-
tità di elementi di massa intermedia. Nonostante questo, la maggior parte
dei modelli realizzati fino ad ora sono stati sviluppati, spesso per comodità
computazionale, innescando le reazioni al centro della stella.

Una volta avvenuto l’innesco, siccome la velocità delle reazioni nuclea-
ri dipende fortemente dalla temperatura, le combustioni nucleari durante
l’esplosione procedono quasi istantaneamente rispetto al moto del gas stellare.
Esse, quindi, avvengono principalmente in uno strato estremamente sottile
(dell’ordine di 10−5÷10−3 cm [12]) della struttura stellare, chiamato fiamma
termonucleare, che si può propagare verso l’esterno ([49], [22]) in un regime
subsonico (deflagrazione) o supersonico (detonazione). Come sarà illustrato
più dettagliatamente nel capitolo 3, nel regime subsonico la propagazione
della fiamma è dovuta a processi di conduzione termica, mentre nel regime
supersonico è un’onda d’urto che comprime inizialmente la materia, causan-
done la combustione. Siccome, per definizione, un’onda di deflagrazione si
propaga a velocità subsonica, contemporaneamente delle onde sonore si pos-
sono propagare anche nel gas dei reagenti, accelerando, dunque, le regioni
più esterne della stella ed espandendole prima che esse vengano bruciate.
Questo distingue nettamente una deflagrazione da una detonazione, perchè,
in quest’ultimo caso il gas dei reagenti non può pre-espandersi.

Come vedremo nel capitolo 4, entrambi i modi di combustione sono idro-
dinamicamente instabili rispetto a perturbazioni spaziali (anche se le cause
e i tempi caratteristici delle instabilità sono nettamente diversi) il che si ri-
flette in un aumento della superficie della fiamma termonucleare e, quindi,
in un incremento delle reazioni nucleari. Di conseguenza, nello sviluppo dei
modelli di Supernovae termonucleari, la scelta del regime della combustione è
di fondamentale importanza perchè essa si ripercuote sia sulla composizione
chimica finale della materia, sia sulla quantità di energia rilasciata durante
l’esplosione. Nonostante i successi dei recenti modelli numerici per le Super-
novae Ia ([30], [31]), non è ancora chiaro quale sia il meccanismo più adeguato:
deflagrazione, detonazione, oppure una transizione dall’uno all’altro regime.
Questo è dovuto principalmente al fatto che l’intero intervallo delle scale di
lunghezza rilevanti per questo problema non possono essere risolte con una
singola simulazione, poichè dovrebbe coprire più di 12 ordini di grandez-
za: dal raggio di una nana bianca (109 cm [46]) allo spessore della fiamma
termonucleare (10−5 ÷ 10−3 cm [12]). Ne segue che in ogni simulazione nu-
merica di una Supernova termonucleare, la griglia usata è troppo grossolana
per determinare in modo autoconsistente lo specifico regime idrodinamico di
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combustione, che deve quindi essere imposto a priori come input. Di con-
seguenza, per evitare il più possibile assunzioni artificiali sulla dinamica della
fiamma e per poter comprendere meglio quale sia il regime di combustione
più adeguato, è decisivo studiare dettagliatamente le proprietà locali sia delle
deflagrazioni che delle detonazioni.

Per questo motivo, nei prossimi paragrafi, discuteremo fenomenologica-
mente le proprietà dei modelli di Supernova che si basano su differenti mo-
di di combustione, mentre nei capitoli 3 e 4 affronteremo un’analisi più
quantitativa.

1.5.1 Modello con detonazione

I primi modelli di Supernova (di tipo I e di tipo II) furono sviluppati
ipotizzando che l’esplosione avvenisse solo attraverso un meccanismo di de-
tonazione. Essi, però, vennero molto presto abbandonati perchè fornivano
risultati in contraddizione con le osservazioni. Nonostante questo, è utile
analizzarne le caratteristiche sia per motivi “storici” che, soprattutto, per
comprendere meglio le ragioni di questo iniziale fallimento.

La prima simulazione idrodinamica di una Supernova di tipo Ia si deve
ad Arnett [2], che, alla fine degli anni ’60, ha considerato una nana bianca
costituita da un nucleo di carbonio e ossigeno, in ambiente elettronicamente
degenere, circondato da un sottile strato di elio. Man mano che la stella
accresce massa (da una compagna) l’elio viene bruciato e la massa del nu-
cleo aumenta. Naturalmente, all’aumentare della massa del nucleo, aumenta
anche la densità media, mentre, come abbiamo già detto, l’aumento della
temperatura viene, in parte, ostacolato dalle perdite di neutrini. Un ulterio-
re effetto dell’emissione di neutrini è quello di rendere la materia sempre più
degenere. Ne segue che la materia del nucleo di una nana bianca può essere
ben rappresentata da una configurazione completamente degenere.

Quando viene raggiunta una temperatura di circa 6.6 · 108 K [36] si in-
nescano le reazioni nucleari di fusione del carbonio. Il calore prodotto dalle
reazioni fa aumentare la temperatura, ma non la pressione, finchè la materia
resta completamente degenere. Comunque, man mano che la temperatura
aumenta, la degenerazione viene parzialmente eliminata, cos̀ı che la pressione
possa aumentare. Se questo aumento di pressione, dovuto alla combustione
termonucleare, è sufficientemente alto (deve aumentare di un fattore circa
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100, vedi sezione 4.4), si origina un’onda di detonazione che si muove su-
personicamente e quindi non permette al gas di espandersi prima di venire
bruciato.

Un’onda di detonazione piana e stazionaria può essere schematizzata, se-
condo il modello di Zeldovich-Neumann-Doering ([26], vedi anche sezione
3.4), come un’onda d’urto che comprime la materia senza cambiarne la com-
posizione, seguita da una regione dove avvengono le reazioni nucleari. Uti-
lizzando questa schematizzazione, la propagazione della detonazione risulta
indipendente dall’effettiva cinetica delle reazioni, la quale influenza solo la
struttura interna della zona di reazione e, in particolare, la distribuzione
spaziale delle concentrazioni. Infatti, la velocità della detonazione dipende
solo dalla quantità totale di energia rilasciata ed è quindi più facile da valu-
tare rispetto alla velocità di una deflagrazione (vedi capitolo 3). Una buona
stima per la velocità della detonazione è quella detta di Chapman-Jouguet
([26], [48], vedi anche sezione 3.1), corrispondente alla velocità del suono
relativa al gas dei prodotti (che è dell’ordine di 109 cm/s [2], [31]).

I risultati della simulazione di Arnett, eseguita considerando la reazione
di fusione del carbonio (12C +12C→24Mg che rilascia un’energia per unità di
massa pari a 5.7 · 1017 erg/g [2]) e assumendo che la detonazione si propaghi
alla velocità di Chapman-Jouguet, hanno mostrato che:

(1) È possibile che si sviluppi un’onda di detonazione anche in ambiente
degenere, sebbene sia necessario raggiungere una temperatura molto
alta (dell’ordine di 1010 K) nelle zone centrali della stella.

(2) L’energia totale emessa è in accordo con i dati osservativi, cioè vale
circa 1.5 · 1051 erg.

(3) A causa dell’aumento dei processi di cattura elettronica con l’aumento
della densità ρ (vedi anche [4]), nelle zone più interne (con ρ > 109

g/cm3) il tempo caratteristico per la cattura elettronica da parte dei
nuclei di 56Ni è minore del tempo di espansione del nucleo e, quindi,
nelle regioni centrali si ha abbondanza di elementi del gruppo del ferro.
Invece, nelle zone più esterne, dove l’espansione procede più rapida-
mente della cattura elettronica i nuclei di 56Ni decadono prima in 56Co
e poi in 56Fe riproducendo bene le curve di luce osservate.

Di conseguenza, sebbene questo modello abbia avuto successo nel descri-
vere un’esplosione, che ben riproduce le curve di luce, d’altra parte ha come
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risultato una eccessiva produzione di elementi del gruppo del ferro rispetto
alle abbondanze osservate [27] nei resti di Supernova, che mostrano una quan-
tità significativa anche di elementi di massa intermedia. Per questo motivo, il
modello di Arnett è stato successivamente ripreso e rielaborato nel corso degli
anni (per esempio [40], [43], [41], [67] e [29]), grazie ad una sempre maggiore
comprensione delle caratteristiche della detonazione e delle reazioni nuclea-
ri. Ad esempio, più recentemente, Khokhlov [43] ha analizzato la struttura
interna dell’onda di detonazione (unidimensionale, piana e stazionaria) che
si sviluppa in un nucleo di carbonio e ossigeno, elettronicamente degenere,
mostrando che:

(1) La transizione dalla composizione chimica iniziale a quella finale avviene
in tre fasi: (i) combustione del carbonio; (ii) combustione dell’os-
sigeno,in uno stato di quasi-equilibrio statistico (NSQE), con conse-
guente formazione di nuclei di elementi di massa intermedia; (iii) com-
bustione del silicio con conseguente produzione di nuclei del gruppo
del ferro, in uno stato di completo equilibrio nucleare statistico (NSE),
definito come lo stato in cui ogni reazione procede allo stesso ritmo
della sua inversa.

(2) I tempi caratteristici delle tre fasi sono tali che τi ¿ τii ¿ τiii.

(3) Mentre le prime due fasi della detonazione sono sempre esotermiche, la
terza fase è esotermica solo per densità inferiori a 107 g/cm3. Si può di-
mostrare che, per densità più alte si verifica un particolare meccanismo
di detonazione che viene detto patologico ([43], [67]).

Dal punto (2) segue che la sintesi di elementi di massa intermedia è possi-
bile solo se, in una qualche regione della nana bianca in esplosione, il tempo
necessario per instaurare un regime di NSE è sufficientemente grande, cioè
l’abbondanza di tali elementi dipende da quanto dura la fase (ii) di combus-
tione dell’ossigeno in NSQE. Purtroppo, con un meccanismo di sola detona-
zione il tempo τii è troppo piccolo (dell’ordine di 10−10 s [43]) per produrre
le abbondanze osservate di elementi di massa intermedia.

Alla luce di questi risultati, Gamezo et al. [29] hanno provato a studiare il
problema dell’esplosione delle Supernovae, cercando di capire se una detona-
zione bidimensionale con struttura cellulare [26] potesse influire sulla com-
posizione finale. La struttura cellulare di una detonazione si origina a causa
dell’instabilità del fronte. In una detonazione con struttura cellulare (vedi
figura 1.5), l’onda d’urto principale consiste in un’alternarsi di onde d’urto
forti e deboli che si incontrano in un cosidetto punto triplo. Le traiettorie di
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Figura 1.5: Schema della struttura cellulare di un’onda di detonazione. Il
fronte di detonazione si muove verso l’alto (t1 < t2 < t3). La figura è tratta
da [75].

questi punti tripli definiscono i contorni delle “cellule”, che si propagano nel
tempo formando una figura quasi-stazionaria, caratterizzata dal fatto che la
dimensione media delle cellule rimane costante.

In questo caso la lunghezza caratteristica della zona di reazione è uguale
alla lunghezza di una cellula, che è in genere maggiore della corrispondente
lunghezza della zona di reazione tipica delle detonazioni unidimensionali pi-
ane e stazionarie [51]. Le dimensioni della cellula sono determinate dalla
cinetica delle reazioni nucleari. Quindi, è chiaro che esse variano a secon-
da della fase della combustione che si considera in quanto, come abbiamo
visto, i tempi caratteristici delle tre fasi sono nettamente diversi. L’analisi
di Gamezo et al. ha mostrato che la lunghezza caratteristica della zona di
reazione aumenta di un fattore circa 1.3 nel caso di detonazione con struttura
cellulare. Conseguentemente aumenta anche il tempo τii, ma questo aumen-
to risulta comunque insufficiente per permettere una significativa formazione
di elementi di massa intermedia. Di conseguenza anche un meccanismo di
detonazione cellulare non riesce a spiegare le abbondanze osservate nei resti
di Supernovae.
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1.5.2 Modello con deflagrazione

Se la pressione generata dal calore prodotto dalla combustione termonu-
cleare non è troppo elevata, il gradiente di temperatura all’interfaccia tra
i reagenti e i prodotti della reazione diminuisce finchè non viene raggiunto
un equilibrio tra la produzione di energia e la diffusione del calore (dovu-
ta principalmente alle collisioni tra elettroni e ioni). Il risultante fronte di
combustione si può, quindi, considerare un’onda di deflagrazione a pressione
quasi costante (vedi sezione 3.3). Esso consiste di una zona di diffusione, che
riscalda i reagenti fino alla temperatura critica di fusione del carbonio (pari a
6.6·108 K [36]), seguita da una regione di reazione, dove avvengono le combu-
stioni nucleari e si genera l’energia. Nella sezione 3.3 vedremo che è possibile
trovare un’unica velocità laminare della fiamma (Sl), la quale dipende dai
dettagli dell’interazione tra la combustione e la diffusione all’interno della
fiamma.

Nello studio delle deflagrazioni a scale ben più grandi dello spessore della
fiamma, la struttura interna della stessa può essere trascurata e la fiamma
può essere vista come una discontinuità di densità che si propaga isobarica-
mente con velocità normale alla superficie pari a Sl. Questa approssimazione
di “fiamma sottile” ha permesso di eseguire un’analisi lineare della stabilità
del fronte rispetto a perturbazioni spaziali, la quale ha mostrato che l’onda di
deflagrazione non si propaga a partire dal centro della stella come un fronte
perfettamente sferico, come fu inizialmente proposto in vari modelli ([58],
[82], [44]), ma, al contrario, il fronte viene fortemente deformato. Questo
risultato (vedi sezione 4.2.1), trovato per la prima volta da Darrieus (nel
1938) e poi riproposto da Landau (nel 1944), mostra che la fiamma è instabile
a tutte le lunghezze d’onda, da cui il nome instabilità di Landau-Darrieus.

Altre importanti instabilità idrodinamiche cui il fronte può essere soggetto
sono anche, ad esempio, l’instabilità di Rayleigh-Taylor e quella di Kelvin-
Helmholtz (vedi anche [24], [17] e sezione 4.2.2). Piccole perturbazioni della
superficie del fronte, soggette all’instabilità di Rayleigh-Taylor, crescono fino
a formare delle bolle (a forma di “funghi”) che viaggiano verso l’esterno della
stella, mentre il fluido più denso va in direzione opposta, dando cos̀ı origine
ad un flusso con velocità differenziale. Quest’ultimo è, quindi, soggetto all’in-
stabilità di Kelvin-Helmholtz che conduce, tramite la formazione di vortici,
ad una struttura più complessa e turbolenta. Infine, la turbolenza aumenta
la superficie della fiamma e, quindi, favorisce le combustioni nucleari e la
produzione di energia, portando ad un notevole aumento della velocità lo-
cale della fiamma. Questo aumento di velocità della fiamma è fondamentale
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perchè se essa procedesse sempre con la velocità laminare (dell’ordine di 104

cm/s, vedi sezione 4.2) la materia stellare non riuscirebbe a guadagnare una
velocità superiore alla velocità di fuga (dell’ordine di 109 cm/s, vedi sezione
4.1).

Di conseguenza, per dare una descrizione adeguata del problema, un mo-
dello di esplosione basato solo sul regime di deflagrazione, dovrebbe fornire
anche le risposte alle seguenti domande:

(1) Come varia la velocità della fiamma a seguito dello sviluppo della
turbolenza?

(2) L’energia rilasciata a seguito della propagazione della sola deflagrazione
è maggiore dell’energia gravitazionale della nana bianca?

(3) La composizione finale dei prodotti e la loro velocità è in accordo con
le osservazioni?

I primi modelli (per esempio [58], [39]) di esplosione di Supernovae attraver-
so una deflagrazione sono stati sviluppati in una dimensione e, sebbene gli
autori abbiano usato differenti modellizzazioni della turbolenza, tutti questi
studi sono in accordo nell’affermare che se la velocità della fiamma raggiunge
un valore di circa il 30% della velocità del suono, gli spettri e le curve di
luce delle Supernovae Ia vengono ben riprodotti. Questi modelli, però, es-
sendo unidimensionali, sono inadeguati per descrivere con successo l’esplo-
sione perchè trascurano l’aspetto multidimensionale delle instabilità e della
turbolenza. Per questo le simulazioni più recenti (per esempio [46], [56], [63],
[30]) sono state sviluppate in tre dimensioni. Purtroppo, sebbene le abbon-
danze degli elementi prodotti rispecchiano le osservazioni, l’energia totale
emessa (0.6 ÷ 1 · 1051 erg [31]) è invece inferiore a quella osservata. Inoltre,
questi modelli mostrano la presenza di materiale non combusto e elementi di
massa intermedia ad ogni distanza dal centro. Invece, le analisi degli spettri
delle Supernovae Ia rivelano la presenza di carbonio e ossigeno solo ad alte
velocità (2÷ 3 · 104 km/s [47], [53]), cioè solo negli strati più esterni della ne-
bulosa restante dopo l’esplosione. Per quanto riguarda gli elementi di massa
intermedia, le osservazioni hanno mostrato delle velocità che pur essendo più
basse di quelle del C e O, sono comunque abbastanza elevate (circa 104 km/s
per il Si [27]) da escludere la presenza di questi elementi vicino al centro della
nana bianca.

Riassumendo, il modello di Supernova con sola deflagrazione prevede solo
una combustione parziale della nana bianca perchè negli strati più esterni
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rimane troppo carbonio ed ossigeno incombusto e, sebbene la produzione
di elementi di massa intermedia sia in accordo con i dati osservativi, la de-
flagrazione produce un’eccessiva quantità di elementi del gruppo del ferro,
perchè la materia bruciata rimane cos̀ı a lungo ad alte temperature e densità
da incorrere più facilmente in processi di neutronizzazione. Inoltre il mo-
dello a sola deflagrazione emette meno energia di quella osservata e produce
elementi di massa intermedia che hanno una velocità di espansione minore
rispetto a quella che si ottiene con una detonazione e tali velocità sono con-
tenute solo in un piccolo intervallo di valori (10000÷14000 km/s [58]), mentre
le osservazioni rivelano che le velocità tipiche della materia espulsa variano
da 5000 km/s a 20000 km/s [36].

In conclusione un modello di sola deflagrazione per l’esplosione di Super-
novae di tipo Ia risulta incompleto. La soluzione più naturale a questo pro-
blema, per rendere i modelli più consistenti con le osservazioni, è quella di as-
sumere che la turbolenza permetta una transizione dal regime di deflagrazione
a quello di detonazione.

1.5.3 Modello a detonazione ritardata

Abbiamo visto nei precedenti paragrafi che un modello di sola deflagrazione
porta ad avere delle velocità di espansione troppo ridotte, mentre un model-
lo a sola detonazione non è in grado di produrre una sufficiente quantità di
elementi di massa intermedia. Quest’ultima affermazione, però, non signifi-
ca che in regime di detonazione sia del tutto impossibile produrre elementi
quali Si, S, Ca... Infatti, come abbiamo riportato nel paragrafo 1.5.1, la
quantità prodotta di elementi di massa intermedia dipende da quanto tempo
impiega la materia a raggiungere uno stato di equilibrio nucleare statistico.
Questo tempo di rilassamento dipende dalla temperatura, la quale, a sua
volta, dipende dalla quantità di energia prodotta durante le fasi precedenti
di combustione del carbonio e dell’ossigeno, che, in ultimo, dipende dalla
densità. Il tempo di rilassamento (τii) è dell’ordine di 10−10 s per densità
di circa 2 · 109 g/cm3 e dell’ordine di 10−4 s [43] per densità di circa 3 · 107

g/cm3. Quindi è chiaro che nel caso di detonazione a basse densità ci si può
aspettare una significativa produzione di elementi di massa intermedia.

In esperimenti terrestri di combustione è stato osservato [80] che spesso
le deflagrazioni che incorrono in un regime turbolento possono subire una
transizione spontanea verso un regime di detonazione. A partire da questo
risultato, è stato suggerito [44] che una tale transizione potesse accadere an-



30 CAPITOLO 1. LE SUPERNOVAE

che durante l’esplosione di una nana bianca. Infatti, in questo modo, sarebbe
possibile espandere la stella attraverso una fase iniziale di combustione lenta
(deflagrazione), fino a raggiungere una densità inferiore a 3 · 107 g/cm3 e
poi potrebbe originarsi un’onda di detonazione in grado di bruciare tutta la
materia stellare, riproducendo le abbondanze osservate degli elementi. Di
conseguenza, un modello a detonazione ritardata non è in contraddizione nè
con il modello di detonazione, nè con quello di deflagrazione, anzi cerca di
combinare le migliori caratteristiche dei due regimi di combustione. Il pun-
to cruciale per verificare la validità del modello a detonazione ritardata è,
appunto, quello di vedere se esso è in grado di fornire un buon criterio per
stabilire quando avviene la transizione al regime di detonazione.

Alla base di questo criterio per la transizione risiede il fatto che una de-
tonazione si può sviluppare in una certa regione se le dimensioni di tale
regione sono abbastanza grandi che la maggior parte dell’energia prodotta
dalle reazioni non viene persa per diffusione. In questo modo, infatti, l’au-
mento di pressione dovuto all’energia rilasciata dà origine ad un’onda d’urto
all’interno della regione considerata, che precede la detonazione (vedi sezione
3.4). In assenza di questa condizione, l’energia prodotta dalle reazioni viene
facilmente dispersa da onde sonore e la detonazione non si può sviluppare.
La turbolenza può contribuire alla transizione perchè ingrandisce la zona di
reazione.

Attualmente, però, questo meccanismo di transizione non è ancora chiaro
perchè è necessario valutare in tre dimensioni tutti gli effetti dell’interazione
della turbolenza con la combustione. In ogni caso, in letteratura (vedi per
esempio [6], [11], [31]) sembra esserci accordo sui risultati ottenuti inizial-
mente da Khokhlov [44]. Egli, infatti, ha effettuato le prime simulazioni di
Supernovae Ia con un mecanismo a detonazione ritardata utilizzando la den-
sità di transizione ρtr come parametro libero, concludendo che se ρtr ∼ 3 ·107

g/cm3 allora:

1. l’energia rilasciata durante l’esplosione è di circa 1÷1.5 ·1051 erg, come
nel caso di un modello a sola detonazione, e quindi in accordo con le
osservazioni;

2. la composizione chimica finale, che differisce profondamente sia da quel-
la ottenuta con i modelli a sola deflagrazione che da quelli a sola deto-
nazione, riproduce le abbondanze osservate e anche la distribuzione di
velocità degli elementi prodotti è in accordo con i dati osservativi;
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3. non viene lasciato carbonio incombusto perchè lo strato più esterno
della nana bianca produce, in questo caso, solo elementi di massa
intermedia.

Da quanto detto in precedenza, sembra che il modello a detonazione ritar-
data sia il più adeguato per spiegare le esplosioni di Supernovae di tipo Ia,
non solo perchè i risultati appaiono in buon accordo con le osservazioni, ma
anche perchè la densità di transizione ρtr può rappresentare il parametro che
spieghi le differenze osservate nell’intensità dell’esplosione. Purtroppo, però,
la robustezza del modello a detonazione ritardata non è ancora stata prova-
ta, perchè esso dipende dalle instabilità che occorrono durante il regime di
deflagrazione e che conducono ad un regime turbolento. Inoltre è necessario
anche considerare le instabilità che si possono verificare durante la fase di de-
tonazione perchè anch’esse concorrono a determinare la composizione chimica
finale del gas espulso. Per questo, in questa tesi, assumendo per l’esplosione
un modello a detonazione ritardata, analizzeremo più in dettaglio la stabilità
del fronte di combustione.



Capitolo 2

Equazioni del moto per i fluidi

In questo capitolo deriviamo schematicamente, tramite un approccio basato
sulla meccanica statistica, i principali risultati di fluido-dinamica in assenza
di campo magnetico per fluidi ideali (ovvero omogenei e continui) e irro-
tazionali. La nostra trattazione ripercorre i lavori di Courant e Friedrichs
[22] e Landau e Lifshitz [48, 49]. I risultati qui derivati verranno nel se-
guito applicati allo studio delle fasi esplosive dell’evoluzione stellare. Infatti
in prima approssimazione, le stelle possono essere considerate composte da
gas omogeneo e fortemente collisionale, cioè da particelle identiche il cui
cammino libero medio è molto minore del raggio stellare. Apparentemente
la nostra schematizzazione potrebbe sembrare non valida in quelle regioni in
cui, durante un’esplosione di Supernova, la materia stellare subisce processi
di combustione nucleare in quanto qui coesistono almeno due specie nucleari
differenti. In realtà, però, questa zona di combustione ha delle dimensioni
trascurabili rispetto alle scale in esame (essenzialmente il raggio di una nana
bianca). Pertanto modellizzeremo separatamente la zona dei reagenti e dei
prodotti come un fluido ad una componente, mentre la zona di reazione sarà
considerata una superficie di discontinuità. Le reazioni nucleari saranno in-
serite nel modello tramite opportune condizioni al contorno per raccordare le
soluzioni nelle due zone.

2.1 Termodinamica di un fluido ed equazione

di stato

In questa sezione ricorderemo brevemente i fondamentali concetti di ter-
modinamica e meccanica statistica che verranno applicati nel seguito allo
studio dei fluidi. Lo scopo di questa sezione non è una derivazione esausti-
va, per la quale si rimanda alla letteratura specialistica (tra gli altri [49]),
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bens̀ı quello di stabilire una notazione convenzionale e fornire le basi per la
discussione successiva.

Prima di trattare i fluidi tramite il formalismo termodinamico è impor-
tante assicurarsi che si possano definire delle grandezze macroscopiche, come
la temperatura, l’entropia e la pressione. È proprio per questo che i fluidi
vengono qui considerati mezzi continui, intendendo con ciò che ogni piccolo el-
emento di volume del fluido (cioè un volume molto inferiore a quello del corpo
in esame, ma molto superiore alle distanze tra le molecole) è sempre sufficien-
temente grande da contenere un numero di particelle dell’ordine del numero
di Avogadro. Dato che le grandezze termodinamiche hanno significato so-
lamente per sistemi in equilibrio termodinamico, noi ci occuperemo solo di
fluidi che abbiano già raggiunto tale stato, ovvero fluidi altamente collisionali.
L’effetto degli urti è, infatti, quello di condurre il sistema all’equilibrio.

Per descrivere completamente un fluido in moto è necessario conoscere la
distribuzione della velocità media delle particelle che compongono il fluido
v = v(x, y, z; t) e lo stato termodinamico del fluido stesso. Quest’ultimo è
noto se si conosce la pressione P del fluido, la sua densità ρ e la sua tempe-
ratura T ; quindi lo stato di un fluido in moto è completamente determinato
se si conoscono sei quantità in tutto, le tre componenti della velocità v e
le tre grandezze termodinamiche. Serviranno, di conseguenza, altrettante
equazioni; una prima equazione è l’equazione di stato del fluido che ci for-
nisce una relazione tra P , ρ e T , le altre equazioni, invece, si ricavano a
partire dalla cosidetta funzione di distribuzione (vedi sezione 2.2).

La materia presente all’interno di una nana bianca (precursore delle Su-
pernovae di tipo Ia, come abbiamo visto nel precedente capitolo) è costituita
da ioni di carbonio e ossigeno che si possono considerare un gas perfetto e da
elettroni degeneri (che possiamo considerare relativistici). Ricordiamo quindi
l’equazione di stato per un gas perfetto:

P =
ρ

µ
RT, (2.1)

dove µ, espresso in g/mol, è il peso molecolare medio (cioè il peso in grammi
di una mole di materia) e R = CP − CV = 8.31 · 107 erg K−1 mol−1 è la
costante universale dei gas. CP e CV sono le capacità termiche molari (cioè
espresse in erg K−1 mol−1) rispettivamente a pressione e a volume costante.
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Se un gas perfetto subisce una trasformazione adiabatica, in cui cambia lo
stato termodinamico del gas stesso, ma non avvengono scambi di calore con
l’esterno, allora si ha anche che:

P = Kργ, (2.2)

dove K è una costante moltiplicativa e γ = CP /CV > 1. Per un gas di ioni,
come quello di nostro interesse si ha γ = 5/3, mentre per un gas di elettroni
degeneri e ultrarelativistici si ha γ = 4/3. In quest’ultimo caso, però, γ non
è più un rapporto tra capacità termiche. Con l’introduzione del coefficiente
γ, l’equazione (2.1) può essere riscritta nella seguente forma:

P =
γ − 1

γ
CP

ρ

µ
T. (2.3)

Ricordiamo che il valore delle capacità termiche molari dipende esclusi-
vamente dai gradi di libertà della materia. Nel seguito (vedi sezione 3.2)
tratteremo le reazioni nucleari che trasformano un gas perfetto di ioni di
carbonio (tre gradi di libertà) in un gas perfetto di ioni di magnesio (avente
ancora tre gradi di libertà). Quindi, a differenza delle combustioni chimiche
terrestri, potremo considerare costanti sia le capacità termiche che il coef-
ficiente γ. Sarà, però importante tener conto della variazione di µ che si
verifica seguito delle reazioni, perchè la specie nucleare non è più la stessa.

Infine ricordiamo brevemente la definizione di alcune grandezze termodi-
namiche che torneranno molto utili nel seguito. L’energia interna di un gas
è definita da:

ε ≡ ε0 + CV T = ε0 +
µ

γ − 1

P

ρ
, (2.4)

dove ε0 è una costante determinata dal valore dell’energia interna alla tempe-
ratura dello zero assoluto. Notiamo che, con questa definizione ε è misurata
in erg/mol, ma è spesso più conveniente usare un’energia interna per unità
di massa (in erg/g):

E ≡ ε

µ
=

ε0

µ
+

CV T

µ
= E0 +

1

γ − 1

P

ρ
. (2.5)

Analogamente l’entalpia (misurata in erg/mol) è definita da:

h ≡ h0 + CP T = h0 +
γ µ

γ − 1

P

ρ
, (2.6)
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dove h0 è l’entalpia allo zero assoluto. Noi, nel seguito, faremo uso dell’en-
talpia per unità di massa (in erg/g) che è data da:

H ≡ h

µ
=

h0

µ
+

CP T

µ
= H0 +

γ

γ − 1

P

ρ
= E +

P

ρ
. (2.7)

2.2 Funzione di distribuzione

La funzione di distribuzione di un fluido è una funzione che fornisce la
probabilità di ogni singola particella di avere una determinata posizione x
e velocità U ad ogni tempo e che tiene conto del fatto che il moto delle
particelle che costituiscono il fluido può essere governato da forze dovute sia
alla presenza di un campo esterno sia dall’interazione tra la materia stessa.
Per introdurre la funzione di distribuzione f assumiamo che (x,U ) sia un
punto nello spazio delle fasi di una singola particella (si tratta, dunque, di
uno spazio a sei dimensioni), allora, se dN è il numero di particelle che al
tempo t si trovano nell’elemento di volume dx, con velocità compresa tra U
e U + dU , la funzione di distribuzione è data da:

dN = f(x,U ; t)dxdU . (2.8)

Di conseguenza, integrando, si ha subito che la funzione di distribuzione è
caratterizzata dalla seguente proprietà:

N =

∫
f(x,U ; t)dxdU , (2.9)

dove l’integrale viene eseguito in un volume dello spazio delle fasi di singola
particella e N è il numero totale delle particelle contenute in questo volume
al tempo t. Dalla definizione stessa si vede che f è una probabilità, quindi
deve essere una funzione integrabile, normalizzabile e non negativa.

La funzione di distribuzione, dunque, ci fornisce molte informazioni sullo
stato del fluido, ma, per poter seguire anche nel tempo il comportamen-
to del fluido, è necessario avere a disposizione un’equazione che descriva
l’evoluzione temporale della funzione di distribuzione. In tutta generalità, l’e-
quazione per l’evoluzione temporale della funzione di distribuzione si ottiene
semplicemente a partire dalla derivata totale rispetto al tempo:

∂f

∂t
+ Uj

∂f

∂xj

+ U̇j
∂f

∂Uj

=

(
df

dt

)

c

, (2.10)

con la convenzione di somma sugli indici ripetuti. L’equazione (2.10) viene
detta equazione di Boltzmann e contiene il termine collisionale (df/dt)c, il
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quale serve per tener conto degli effetti dovuti agli urti tra le particelle e
rende quest’equazione non-lineare.

Nel caso di sistemi in equilibrio, e quindi nel nostro caso, il termine colli-
sionale si annulla, semplificando notevolmente la nostra equazione. Questo
non significa affatto che non vi siano più collisioni (perchè è proprio grazie ad
esse che si raggiunge l’equilibrio), ma semplicemente, se si considera un par-
ticolare volumetto dello spazio delle fasi di un sistema in equilibrio, l’effetto
degli urti sarà solo quello di ridistribuire le particelle mantenendo invariato il
numero totale di particelle contenute nel volumetto (ovvero tante ne escono
quante ne entrano).

In questo caso particolare, l’equazione di Boltzmann (2.10) diventa:

∂f

∂t
+ Uj

∂f

∂xj

+ U̇j
∂f

∂Uj

= 0, (2.11)

che viene detta equazione di Vlasov. Notiamo che, siccome le stelle sono
costituite da gas fortemente collisionale [18], nella nostra analisi non è troppo
restrittivo ridurci sempre all’equazione di Vlasov.

2.3 Metodo dei momenti

Avendo ottenuto una funzione di distribuzione e un’equazione che ne de-
scrive la sua evoluzione (l’equazione di Vlasov) dobbiamo cercare di estrarne
delle informazioni sulle grandezze che caratterizzano il fluido in esame. Il
metodo dei momenti è appunto un’utile tecnica matematica che ci permet-
terà di raggiungere questo scopo.
Prima di descrivere in dettaglio questo metodo, ricordiamo la definizione
di momenti di ordine n (M(n)) di una assegnata funzione di distribuzione
F (x,U ; t):

• nello spazio delle velocità

M(n)
U (x; t) =

∫ +∞

−∞
UnF (x, U ; t)dU ; (2.12)

• nello spazio delle posizioni

M(n)
x (U ; t) =

∫ +∞

−∞
xnF (x,U ; t)dx, (2.13)

dove, nello scrivere M(n)
i , indichiamo con (n) l’ordine considerato e con i lo

spazio in cui si opera.
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Ritornando alla funzione di distribuzione f , si vede subito, dalla definizione
(2.9), che il momento di ordine zero nello spazio delle velocità è proprio la
densità numerica delle particelle:

n(x; t) =

∫ +∞

−∞
f(x,U ; t)dU . (2.14)

Il numero totale di particelle N presenti al tempo t si ricava integrando
l’equazione (2.14) sullo spazio delle posizioni:

N =

∫ +∞

−∞
n(x; t)dx. (2.15)

In generale, però risulta molto più comodo utilizzare la densità di massa
ρ. Anche questa grandezza può essere vista come un momento di ordine
zero della funzione di distribuzione, a meno di una costante moltiplicativa
che è proprio la massa di una singola particella m (ricordiamo che abbiamo
supposto che le particelle fossero tutte identiche, quindi con ugual massa):

ρ(x; t) = m

∫ +∞

−∞
f(x,U ; t)dU . (2.16)

Infine definiamo media di una generica quantità A(x,U ; t) pesata tramite
la funzione di distribuzione f , la seguente grandezza1:

A(x; t) ≡
∫

mA(x,U ; t)f(x, U ; t)dU∫
mf(x,U ; t)dU

=
1

ρ(x; t)

∫
mA(x,U ; t)f(x, U ; t)dU .

(2.17)

Quest’ultima definizione è utile perchè il punto di partenza del metodo
dei momenti è proprio quello di derivare delle equazioni differenziali che de-
scrivano l’evoluzione di A. Queste equazioni si ottengono facilmente dal-
l’identità ∫

mA

(
∂f

∂t
+ Uj

∂f

∂xj

+ U̇j
∂f

∂Uj

)
dU = 0 (2.18)

che è un’immediata conseguenza dell’equazione di Vlasov.
Analizziamone termine per termine, ricordando che le medie vanno effettuate
da −∞ a +∞:

1D’ora in avanti, se gli estremi degli integrali non verranno specificati, si intenderà che
vengono eseguiti da −∞ a +∞.
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• Per il primo addendo si ottiene:
∫

mA
∂f

∂t
dU =

∫
m

(
∂fA

∂t
− f

∂A

∂t

)
dU =

∂ρA

∂t
− ρ

∂A

∂t
, (2.19)

in quanto, in questo caso, le operazioni di derivazione e di integrazione
commutano perchè U è indipendente da t.

• Il secondo addendo diventa:
∫

mAUj
∂f

∂xj

dU =

∫
m

(
∂fAUj

∂xj

− f
∂AUj

∂xj

)
dU =

∂ρAUj

∂xj

− ρ
∂AUj

∂xj

,

(2.20)
dove, nuovamente, le operazioni di derivazione e di integrazione com-
mutano perchè U è indipendente da x.

• Infine per l’ultimo addendo si ha:
∫

mAU̇j
∂f

∂Uj

dU = U̇j

∫
m

(
∂fA

∂Uj

− f
∂A

∂Uj

)
dU = −ρU̇j

∂A

∂Uj

(2.21)

che si trova ricordando che velocità e accelerazioni sono variabili in-
dipendenti e che f è una funzione integrabile e normalizzabile per cui
f → 0 per |U | → ∞ (cioè particelle con velocità infinita non sono
permesse).

Riunendo tutti i termini nell’equazione (2.18) si ottiene la seguente fonda-
mentale identità:

∂ρA

∂t
+

∂ρAUj

∂xj

= ρU̇j
∂A

∂Uj

+ ρ
∂A

∂t
+ ρ

∂AUj

∂xj

. (2.22)

2.4 Le equazioni dei fluidi

Grazie al metodo dei momenti, è, dunque, molto semplice ricavare le
restanti cinque equazioni che ci servono per caratterizzare completamente un
fluido. Infatti, basta applicare la definizione stessa di momento all’equazione
(2.18):

• Calcolando il momento di ordine zero (A = 1) e tenendo presente che
∂Uj/∂xj = 0 si ottiene:

∂ρ

∂t
+

∂ρUj

∂xj

= 0, (2.23)

detta equazione di continuità.
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• Calcolando il primo momento (A = Ui) e tenendo presente che ∂UiUj/∂xj

= 0 e ∂Ui/∂t = 0 si ottiene l’equazione del moto:

∂ρUi

∂t
+

∂ρUiUj

∂xj

= Fi, (2.24)

dove con Fi si intende la densità di forza totale agente sul fluido, cioè
Fi =

∫
mU̇jδijfdU = ρU̇i; in generale la forza totale è dovuta alla

presenza di eventuali campi esterni e all’interazione tra le particelle.

• Infine, calcolando il secondo momento (A = UiUi = U2) e tenendo

presente che ∂U2
i Uj/∂xj = 0 e ∂U2

i /∂t = 0 si ottiene:

∂ρUiUi

∂t
+

∂ρUiUiUj

∂xj

= ρU̇j
∂UiUi

∂Uj

= 2ρU̇jUiδij. (2.25)

2.4.1 Pressione

Per comprendere meglio il significato delle equazioni appena ricavate, è
conveniente riscrivere la velocità U di una particella in termini di due ad-
dendi:

U = v + u ⇒ Ui = vi + ui, (2.26)

dove

v ≡ U =
1

ρ

∫
mUfdU (2.27)

è la velocità ordinata, propria del moto d’insieme di tutto il fluido; mentre

u ≡ U − v (2.28)

è la velocità della singola particella nel sistema di riferimento in cui il fluido
è fermo (noto come sistema Lagrangiano). La velocità u viene detta casuale
perchè gode della proprietà di avere media nulla (u = 0) e questa è una
proprietà macroscopica, nel senso che vale indipendentemente dalla funzione
di distribuzione f .
Con queste definizioni, la media di ogni componente della velocità risulta:

Ui = vi + ui = vi, (2.29)

ed analogamente,

UiUj = (vi + ui)(vj + uj) = vivj + uiuj. (2.30)

Il tensore ρUiUj = ρvivj + ρuiuj viene spesso chiamato tensore degli sforzi di
Reynolds (o stress tensor) e contiene sia il termine dovuto al moto macro-
scopico che quello dovuto al moto microscopico.
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In particolare, si definisce tensore della pressione Pij il momento trasporta-
to dal moto microscopico, ovvero:

Pij = ρuiuj. (2.31)

Inoltre, è conveniente separare la traccia del tensore della pressione per evi-
denziare meglio che il momento trasportato da una particella a causa del suo
moto microscopico consiste di una parte isotropa Pδij e una parte anisotropa
πij:

Pij = Pδij − πij. (2.32)

Con πij indichiamo il tensore degli sforzi viscosi, simmetrico e a traccia nulla,
proporzionale alla viscosità del fluido, mentre P è la pressione scalare (o,
semplicemente, pressione), definita da:

P =
1

3
· ρu2. (2.33)

Nel seguito ci occuperemo solamente di fluidi non viscosi, per cui porremo
πij = 0.

Ricordiamo che la media fin qui applicata è definita nell’equazione (2.17)
attraverso una funzione di distribuzione che descrive il flusso nel suo com-
plesso e quindi i risultati ottenuti sono formalmente corretti. Nel caso in
cui il flusso sia in parte turbolento possiamo pensare che la funzione di di-
stribuzione sia costituita di due parti f = f0 + ft, dove f0 è la funzione di
distribuzione di un fluido laminare (è una Maxwelliana nelle velocità), men-
tre ft ≡ f − f0 descrive la parte di moto turbolento. In questo caso si può
riscrivere la velocità come:

U = v + u = v + δv + δu, (2.34)

dove δv e δu sono tali che < δv >0= 0 e < δu >t= 0, avendo indicato con
< A >0 la media pesata con la funzione f0 e con < A >t la media pesata
con la funzione ft. Analogamente a quanto fatto in precedenza si ha ancora
che Ui =<< Ui >0>t= vi e quindi l’equazione di continuità (2.23) per un
flusso laminare e per un flusso turbolento rimane la stessa. Invece, quando
calcoliamo il secondo momento abbiamo:

UiUj =<< UiUj >0>t= vivj+ < δviδvj >0 + < δuiδuj >t . (2.35)

Da questo termine si capisce che la pressione di un flusso turbolento è mag-
giore di quella di un flusso laminare. Nel seguito, comunque, medieremo
sempre solo rispetto alla funzione di distribuzione completa f del fluido e
sottointenderemo che essa descriva anche la parte turbolenta.



2.4 Le equazioni dei fluidi 41

2.4.2 Equazione di continuità

Con le precedenti osservazioni è chiaro che l’equazione di continuità (2.23)
può essere riscritta più semplicemente in termini della sola velocità relativa
al moto ordinato, ovvero:

∂ρ

∂t
+

∂ρvj

∂xj

= 0. (2.36)

Ora è facile dimostrare che l’equazione di continuità è una diretta con-
seguenza della conservazione locale della massa. Infatti, consideriamo un
volume V0 fisso nello spazio e sia S la superficie che lo delimita e v la ve-
locità del fluido, allora la massa del fluido racchiusa in V0 è

∫
V0

ρdx. Invece,
la massa che passa nell’unità di tempo attraverso un elemento unitario della
superficie S è ρv ·ndS, dove n è un vettore unitario, avente direzione lungo
la normale all’elemento di superficie dS e verso uscente dalla superficie stessa
(ρv · dS > 0, se la massa fuoriesce da V0).

Quindi la massa totale del fluido uscente dall’intero volume V0 nell’unità di
tempo è: ∫

S

ρv · ndS = − ∂

∂t

∫

V0

ρdx, (2.37)

dove nell’ultimo membro compare il segno meno perchè stiamo considerando
il flusso di massa uscente.
Per il teorema della divergenza, l’integrale di superficie diventa:

∫

S

ρv · ndS =

∫

V0

∇ · (ρv)dx, (2.38)

cos̀ı, dall’equazione (2.37) si ottiene:

∫

V0

[
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv)

]
dx = 0. (2.39)

Infine, siccome quest’ultima equazione deve valere per un qualunque volume
V0, si riottiene proprio l’equazione di continuità:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0. (2.40)

In particolare se la densità è costante, ovvero se il fluido è incomprimibile,
l’equazione di continuità si riduce a:

∇ · v = 0. (2.41)
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Quando il fluido è incomprimibile, la fluido-dinamica risulta notevolmente
semplificata, quindi vogliamo specificare sotto quali condizioni quest’assun-
zione è ragionevole. Quando un gas è compresso in una regione limitata
(locale), l’eccesso di pressione creato genera delle onde sonore (vedi sezione
2.5) che agiscono sulla materia in modo tale da ricondurla ad un distribuzione
uniforme. Di conseguenza, solo oggetti che si muovono a velocità paragonabili
o superiori a quella del suono sono in grado di produrre delle compressioni
apprezzabili. Invece, quando un oggetto si muove più lentamente della velo-
cità del suono, il gas può dissipare la compressione ad una velocità maggiore
di quella dell’oggetto stesso. Un gas può, quindi, essere visto come un fluido
incomprimibile fintanto che tutti i moti interni hanno velocità molto inferiori
a quella del suono, cos̀ı che le piccole variazioni di pressione indotte da questi
moti interni possono essere considerate trascurabili.

2.4.3 Equazione del moto

L’equazione del moto (2.24) può essere interpretata più facilmente se si
utilizzano i risultati (2.30), (2.31), (2.33) e si considera2 πij = 0, infatti essa
diventa:

∂ρvi

∂t
+

∂ρvivj

∂xj

+
∂ρuiuj

∂xj

=
∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj

(ρvivj + Pδij) = Fi (2.42)

oppure

ρ
∂vi

∂t
+ vi

∂ρ

∂t
+ vi

∂ρvj

∂xj

+ ρvj
∂vi

∂xj

+
∂P

∂xi

= Fi. (2.43)

Infine, grazie all’equazione di continuità (2.36), l’equazione del moto, detta
anche equazione di Eulero, assume la seguente semplice forma:

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj

= −1

ρ

∂P

∂xi

+
Fi

ρ
. (2.44)

Ricordiamo che Fi è la densità della forza totale agente sul fluido. Pos-
siamo riscrivere questa grandezza evidenziando che la forza totale può es-
sere sia conservativa (e quindi esprimibile tramite un potenziale Φ), sia non
conservativa:

Fi = −ρ∂Φ/∂xi + ρai (2.45)

dove il vettore a indica appunto l’accelerazione dovuta a forze non conserva-
tive.

2Questo significa trascurare gli effetti della viscosità, assunzione che verrà giustificata
nella sezione 4.2 per il caso delle Supernovae.
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Quest’equazione è legata alla conservazione dell’impulso. Infatti, conside-
riamo un volume V0 fisso nello spazio e supponiamo che non vi siano campi
esterni, allora la forza totale agente su questo volume è − ∫

S
PndS, dove il

segno meno è dovuto alla convenzione di considerare positiva la forza eserci-
tata dal fluido e negativa quella agente sul fluido stesso.
Utilizzando, nuovamente, il teorema della divergenza, si ottiene:

−
∫

S

PndS = −
∫

V0

∇Pdx, (2.46)

dalla quale si osserva che su un generico elemento unitario di volume del
fluido agisce una forza pari a −∇P . Quindi possiamo scrivere:

ρ
dv

dt
= ρ

[
∂v

∂t
+ (v ·∇)v

]
= −∇P. (2.47)

Se ora ammettiamo la presenza di campi esterni, ritroviamo l’equazione del
moto nella sua forma usuale:

∂v

∂t
+ (v ·∇)v = −1

ρ
∇P −∇Φ + a. (2.48)

Per quanto riguarda le strutture stellari, esse sono sistemi autogravitanti,
ovvero le particelle che compongono la materia stellare creano esse stesse il
campo gravitazionale cui sono sottoposte. Il potenziale per l’autogravità si
ottiene risolvendo l’equazione di Poisson autoconsistente:

∇2Φ = 4πGρ, (2.49)

dove G = 6.67 · 10−8 dyne cm2 g−2 è la costante gravitazionale Newtoniana.

Ricordiamo, infine, che alle equazioni del moto bisogna sempre aggiungere
le condizioni al contorno, che devono essere soddisfatte sulle superfici che
confinano il fluido. Per un fluido ideale, la condizione al contorno è sem-
plicemente che il fluido non possa penetrare una superficie solida, ovvero la
componente della velocità del fluido normale alla superficie deve essere pari
alla velocità della superficie stessa. Nel caso, invece, in cui vi siano due fluidi
immiscibili a contatto, la condizione diventa che la pressione e le compo-
nenti della velocità normale alla superficie di separazione siano le stesse per
entrambi i fluidi ed uguali all’eventuale velocità della superficie stessa (in
sezione 2.6 sono riportati maggiori dettagli).
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2.4.4 Equazione dell’energia

Seguendo lo stesso ragionamento dei paragrafi precedenti, possiamo riscri-
vere l’equazione (2.25) nel seguente modo:

∂

∂t

[ρ

2

(
v2 + u2

)]
+

∂

∂xj

[ρ

2
(vi + ui)2(vj + uj)

]
= −ρvj

∂Φ

∂xj

+ ρvjaj. (2.50)

Esplicitando la media presente nel secondo termine, si ha:

(vi + ui)2(vj + uj) = v2vj + 2viuiuj + vju2 + uju2. (2.51)

A questo punto risulta necessaria la definizione a livello microscopico sia
dell’energia interna per unità di massa:

E =
1

2
u2 (2.52)

che del flusso di calore per conduzione termica (nella direzione j):

Kj =
1

2
ρuju2, (2.53)

cos̀ı, ricordando anche la definizione di pressione (2.31), si ottiene l’equazione
della conservazione dell’energia totale:

∂

∂t

[
ρ

(
v2

2
+ E

)]
+

∂

∂xj

[
ρvj

(
v2

2
+

P

ρ
+ E

)]
= ρvjaj − ρvj

∂Φ

∂xj

− ∂Kj

∂xj

.

(2.54)

Un’altra forma dell’equazione per l’energia si può ottenere sostituendo nella
(2.54) l’equazione di continuità (2.36) e l’equazione del moto (2.44):

∂E

∂t
+ vj

∂E

∂xj

− P

ρ2

(
∂ρ

∂t
+ vj

∂ρ

∂xj

)
= −1

ρ

∂Kj

∂xj

. (2.55)

La conduzione termica è un fenomeno dovuto all’eventuale variazione di
temperatura attraverso il fluido (può avvenire anche in un fluido in quiete),
per la quale le molecole trasferiscono calore da punti in cui la temperatura è
maggiore a punti in cui è minore. Nel caso di piccoli gradienti di temperatura,
si può espandere questo flusso di calore in serie di potenze del gradiente della
temperatura, mantenendo solo il primo termine di tale espansione. Il termine
di ordine zero è evidentemente nullo, in quanto il flusso di calore deve essere
nullo quando ∇T = 0. Cos̀ı si ha:

K = −κ∇T, (2.56)

con κ che rappresenta il coefficiente di conducibilità termica ed è, in generale,
una funzione della temperatura e della pressione.
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Infine, in molti problemi di astrofisica (come il caso dell’esplosione delle
Supernovae), l’equazione della conservazione dell’energia deve tener conto
anche del rilascio energetico dovuto alle reazioni nucleari e delle eventuali
perdite di energia. Quindi, la forma più completa per l’equazione dell’energia
è:

∂E

∂t
+ v ·∇E − P

ρ2

(
∂ρ

∂t
+ v ·∇ρ

)
= −1

ρ
∇ ·K + q̇ − Λ, (2.57)

dove q̇ = q̇(T, P, ρ) è l’energia generata per unità di massa e di tempo e
Λ = Λ(T, P, ρ) indica tutte le possibili perdite di energia per unità di mas-
sa e di tempo. In particolare, nelle Supernovae, le perdite di energia sono
dovute essenzialmente a processi radiativi e all’emissione di neutrini (che
comunque sono significative solo nelle prime fasi dell’esplosione), mentre
processi dissipativi, come la viscosità, risultano trascurabili (vedi sezioni 4.1
e 4.2).

2.5 La velocità del suono

In questa sezione introdurremo il concetto di onda sonora e le conseguen-
ze che la propagazione di onde sonore può avere in un fluido (per maggiori
dettagli rimandiamo alla letteratura specialistica, in particolare [48]). Con-
sideriamo un fluido comprimibile (per esempio un gas) in quiete e in assenza
di forze esterne , con pressione P e densità ρ uniformi e costanti. Si definisce
onda sonora l’oscillazione del fluido provocata da una piccola perturbazione
in un qualsiasi punto del fluido stesso. L’effetto di un’onda sonora è quello
di creare alternativamente una leggera compressione e rarefazione del gas.

Dato che, per definizione, l’ampiezza della perturbazione è piccola, possia-
mo supporre che siano piccole anche le variazioni di pressione δP e di densità
δρ e di velocità δv indotte dal passaggio dell’onda sonora, cioè δP ¿ P e
δρ ¿ ρ (il fatto che δv sia piccolo verrà giustificato a posteriori). Dato che,
come ogni altro moto in un fluido ideale anche la propagazione di un’onda
sonora è adiabatica, possiamo legare la variazione della pressione δP alla
variazione della densità δρ tramite la seguente relazione:

δP =

(
∂P

∂ρ

)

S

δρ, (2.58)

dove il suffisso S indica che la derivata va eseguita a entropia costante. Inol-
tre, scrivendo P = P + δP e ρ = ρ + δρ, l’equazione di continuità (2.40) e
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l’equazione del moto (2.48), trascurando i termini del secondo ordine nelle
quantità perturbate, diventano rispettivamente:

∂(δρ)

∂t
+ ρ∇(δv) = 0. (2.59)

∂(δv)

∂t
+

1

ρ
∇(δP ) = 0. (2.60)

Infine, sostituendo l’equazione (2.58) nella (2.59) si ottiene:

∂(δP )

∂t
+ ρ

(
∂P

∂ρ

)

S

∇(δv) = 0. (2.61)

Le equazioni (2.60) e (2.61) caratterizzano completamente un’onda sonora.
Infatti, introducendo un potenziale per la velocità tale che δv = ∇φ, dalla
(2.60) si ha:

δP = −ρ
∂φ

∂t
(2.62)

che sostituita nella (2.61) fornisce:

∂2φ

∂t2
−

(
∂P

∂ρ

)

S

∇2φ = 0. (2.63)

L’equazione (2.63) è un’equazione di D’Alambert, che, come noto, descrive
un’onda che si propaga con velocità pari a:

cs ≡
√(

∂P

∂ρ

)

S

, (2.64)

che viene detta appunto velocità del suono. Sottolineiamo che questa velocità
è da intendersi rispetto ad un sistema di riferimento solidale con il gas; inoltre
dalla sua definizione si vede che dipende dalle grandezze termodinamiche che
caratterizzano il gas, quindi in generale la velocità del suono sarà diversa da
punto a punto del gas. Nel seguito, quando parleremo di velocità del suono
intenderemo sempre riferirci a condizioni locali.

La velocità del suono cs non va confusa con la velocità δv che acquistano
le particelle di fluido al passaggio dell’onda sonora. Infatti, consideriamo
quella che viene definita un’onda sonora piana, cioè tale che il potenziale
della velocità φ dipende da una sola coordinata (per esempio z), allora la
soluzione dell’equazione (2.63) è della forma:

φ = f1(z − cst) + f2(z + cst), (2.65)
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dove f1 e f2 sono funzioni arbitrarie dei loro argomenti. Ne segue che δvz =
∂φ/∂z = df1/dz +df2/dz e, dall’equazione (2.62), δP = csρ(df1/dz +df2/dz),
quindi:

δvz =
δP

csρ
(2.66)

oppure, con l’equazione (2.58), vz = cs · δρ/ρ. Da quest’ultima affermazione
si nota che vz ¿ cs perchè per definizione di onda sonora δρ ¿ ρ e questo
giustifica a posteriori l’approssimazione fatta per ricavare le equazioni (2.59)
e (2.60).

L’equazione (2.64) fornisce la velocità del suono in termini della com-
primibilità adiabatica del fluido (∂P/∂ρ)S. Ricordando che (∂P/∂ρ)S =
γ(∂P/∂ρ)T (vedi [49]), si può definire la velocità del suono anche in termini
della comprimibilità isoterma:

cs =

√
γ

(
∂P

∂ρ

)

T

. (2.67)

Da quest’ultima espressione, ricordando anche l’equazione di stato (2.1) è
immediato calcolare la velocità del suono per un gas perfetto:

cs =

√
γ

µ
RT =

√
γ

P

ρ
. (2.68)

Infine definiamo una quantità adimensionale, detta numero di Mach che
esprime il rapporto tra la velocità del fluido e quella del suono:

M ≡ |v|
cs

. (2.69)

Fin’ora abbiamo considerato un fluido inizialmente in quiete. Quando un
fluido è inizialmente in moto con una velocità v, si dice che esso è subsoni-
co se |v| < cs (o M < 1) e supersonico se |v| > cs (o M > 1). Vedremo
ora che questa distinzione è fondamentale. Infatti, abbiamo detto che se
un gas viene leggermente perturbato in un suo punto A allora l’effetto della
perturbazione si propaga attraverso il gas con la velocità del suono relati-
vamente al gas stesso. Se prendiamo un sistema di riferimento fisso esterno
al fluido (che indichiamo con Srif ), per trovare la velocità di propagazione
della perturbazione dobbiamo considerare (i) che la perturbazione si muove
nella direzione del gas stesso con la velocità del gas v rispetto al sistema
fissato e (ii) che la perturbazione si muove rispetto al gas in ogni direzione
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(individuata dal versore n) con la velocità del suono. Quindi, la velocità di
propagazione dell’onda sonora rispetto a Srif è data da vrif = v + csn. È
chiaro, dunque, che questa velocità non è univoca, ma dipende dalla direzione
considerata. Per illustrare meglio questa affermazione consideriamo un flus-
so uniforme e rappresentiamo (vedi figura 2.1) il vettore v (con origine nel
punto A e fine nel punto B) e tracciamo la circonferenza di raggio cs e centro
B. Tutti i possibili valori della velocità vrif sono quindi dati dai moduli di
tutti i vettori che congiungono il punto A con i punti della circonferenza. Si
nota subito che se la velocità del flusso è subsonica (figura 2.1(a)), il vettore
vrif può essere orientato in qualsiasi direzione dello spazio. Questo significa
che gli effetti di una perturbazione in un punto di un flusso subsonico rag-
giungono tutti i punti del fluido. Invece, se il flusso è supersonico (figura
2.1(b)) la direzione di vrif può giacere solo in una ben determinata regione
dello spazio delimitata da una superficie, detta superficie di Mach, che per
un flusso uniforme è un cono di vertice A e apertura 2ϕ, con sin ϕ = cs/|v|.
Ne segue che se un flusso supersonico viene perturbato in un suo punto, gli
effetti della perturbazione non influenzano tutto il fluido e questo sarà di
particolare importanza nello studio delle detonazioni (sezione 3.4).

vrif (ϕ max  )

vrif
vrif

v

cn

A B

cn

BA vϕ

(b)(a)

Figura 2.1: Metodo per valutare, rispetto ad un sistema fissato, la velocità di
propagazione v + csn di una perturbazione creatasi nel punto O di un flusso
uniforme subsonico (a) e supersonico (b).

2.6 Superfici di discontinuità

Nelle precedenti sezioni abbiamo considerato solo flussi in cui tutte le quan-
tità termodinamiche variavano in modo continuo. Nel seguito (affrontando
lo studio delle combustioni in un gas), però, dovremo analizzare anche flussi
in cui queste quantità presentano superfici di discontinuità. In generale, per
flussi non stazionari, queste superfici di discontinuità non rimangono fisse nel
tempo.
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Le particelle del fluido, durante il loro moto, possono attraversare tali su-
perfici, ma devono essere soddisfatte delle opportune condizioni al contorno.
Lo scopo di questa sezione è proprio quello di determinare queste condizioni,
partendo dalle equazioni del moto che abbiamo ricavato nelle sezioni prece-
denti. Vedremo che, per flussi stazionari, ci sono tre quantità che si con-
servano indipendentemente l’una dall’altra: il flusso della massa, il flusso
dell’impulso, il flusso dell’energia.

Per formulare queste condizioni, consideriamo un flusso stazionario e uti-
lizziamo un sistema di coordinate fisso rispetto a un elemento della superficie
di discontinuità (che indichiamo con Σ), con l’asse z diretto come la normale
alla superficie (vedi figura 2.2). È chiaro che, per ritornare ad un sistema di
coordinate fisso nello spazio, basta sostituire, nelle formule seguenti, a v (ve-
locità del fluido rispetto alla superficie) la differenza tra la velocità del fluido
rispetto al sistema fisso vS e la velocità vΣ della superficie stessa (sempre
rispetto al sistema fisso):

v = vS − vΣ. (2.70)

’(t  >t)Σ 

Σ (t)

vΣ

2, P2, T2ρ

, P , Tρ1 1 1

x

y

z

Figura 2.2: Rappresentazione schematica di una generica superficie di dis-
continuità Σ con un sistema di riferimento solidale con essa avente l’asse z
localmente normale.
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Dall’equazione (2.36), è immediatamente chiaro che il flusso della massa
deve essere continuo attraverso la superficie Σ, ovvero la massa del fluido che
penetra da un lato della superficie di discontinuità verso l’altro deve essere
uguale alla massa che penetra nella direzione opposta. Quindi si deve avere:

ρ1v1z = ρ2v2z, (2.71)

dove i pedici 1 e 2 indicano i due lati della superficie. Per riscrivere in forma
più compatta le condizioni, introduciamo la seguente notazione:

[ρvz]Σ ≡ ρ2v2z − ρ1v1z = 0. (2.72)

Inoltre, l’equazione (2.42), in assenza di forze esterne, esprime il fatto che
anche il flusso dell’impulso deve essere continuo, ovvero le forze esercitate
dal fluido su ogni lato della superficie di discontinuità devono essere uguali.
Il flusso dell’impulso per unità di superficie (nella i-esima componente) è
Pni + ρvivjnj, con n vettore normale alla superficie (dunque lungo z). Di
conseguenza la continuità della componente z del flusso dell’impulso, porta
a:

[P + ρv2
z ]Σ = 0, (2.73)

mentre la continuità lungo x e y fornisce:

[ρvxvz]Σ = 0 e [ρvyvz] = 0. (2.74)

Infine, dall’equazione (2.54) si vede che, in assenza di forze esterne, di
produzione e di perdite di energia e trascurando la conduzione termica,
anche il flusso dell’energia deve essere continuo attraverso la superficie di
discontinuità, cioè: [

ρvz

(
1

2
v2 +

P

ρ
+ E

)]

Σ

= 0, (2.75)

che, per la condizione (2.72), si riduce a:

[
1

2
v2 +

P

ρ
+ E

]

Σ

= 0 oppure

[
1

2
v2 + H

]

Σ

= 0, (2.76)

dove si è fatto uso della definizione di entalpia. Le equazioni (2.72), (2.76),
(2.73) e (2.74) sono dette condizioni di Rankine-Hugoniot e formano un
sistema completo di condizioni al bordo per la superficie di discontinuità
Σ.
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Da questo sistema di equazioni si può vedere immediatamente che è pos-
sibile realizzare due tipi di discontinuità:

• Discontinuità tangenziale
In questo primo caso si ha una superficie di discontinuità, attraverso
la quale non fluisce massa, cioè ρ1v1z = ρ2v2z = 0. Poichè ρ1 e ρ2 non
sono nulle, allora segue che v1z = v2z = 0. In questo modo le condizioni
(2.76) e (2.74) sono soddisfatte e la condizione (2.73) implica P1 = P2.

• Onda d’urto o shock
In questo secondo caso, il flusso della massa attraverso la superficie
di discontinuità non è nullo, quindi v1z e v2z non sono nulli. Di con-
seguenza, le condizioni (2.72) e (2.74) danno [vx]Σ = 0 e [vy]Σ = 0, cioè
la velocità tangenziale è continua alla superficie di discontinuità. La
velocità normale, la pressione, la densità e le altre grandezze termodi-
namiche, invece, sono discontinue. Queste discontinuità sono correlate
dalle condizioni (2.37), (2.76) e (2.73).

In generale, se descriviamo la superficie di discontinuità tramite una fun-
zione F (x, t) = 0 allora le condizioni di Rankine-Hugoniot assumono la
seguente forma: [

ρ

(
n̂ · v +

1

N

∂F

∂t

)]

Σ

= 0 (2.77)

[n̂× v]Σ = 0 (2.78)

[
P + ρ

(
n̂ · v +

1

N

∂F

∂t

)2
]

Σ

= 0 (2.79)

[
E +

P

ρ
+

1

2

(
n̂ · v +

1

N

∂F

∂t

)2
]

Σ

= 0 (2.80)

dove n̂ = ∇F/|∇F | è il versore unitario normale alla superficie di dis-
continuità e N = |∇F |. Inoltre, per risolvere il problema della dinamica
dei fluidi in presenza di una discontinuità, è necessario aggiungere alle leg-
gi di conservazione un’equazione che descriva l’evoluzione della superficie di
discontinuità e che in particolare determini l’andamento della velocità del-
la superficie stessa (o analogamente la velocità di uno dei fluidi rispetto a
tale superficie=). In generale, se la superficie di discontinuità ha uno spes-
sore, esso influenzerebbe questa velocità, ma nel modello di discontinuità con
spessore trascurabile, la velocità può essere considerata una costante e quindi
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deve essere assegnata come parametro esterno al problema. In questo caso
l’equazione di evoluzione è semplicemente:

n̂ · v1 +
1

N

∂F

∂t
= U disc, (2.81)

dove U disc è la velocità di propagazione della discontinuità stessa.

Infine, notiamo che quando la discontinuità è accompagnata da fenomeni
di produzione o perdita di energia (come nel caso dei fronti di combustione),
non è più possibile considerare nullo lo spessore della discontinuità stessa.
In questo caso, sempre in assenza di forze esterne, è chiaro che il membro di
destra dell’equazione (2.75) è diverso da zero, infatti si ha:

[
ρvz

(
1

2
v2 +

P

ρ
+ E

)]

Σ

=

∫

lΣ

ρ(q̇ − Λ)dz −
∫

lΣ

Kzdz, (2.82)

dove lΣ indica lo spessore della discontinuità. L’analisi dettagliata di questi
tipi di discontinuità verrà esposta nella sezione 3.1.

2.7 Onde d’urto

In questa sezione descriveremo brevemente le proprietà che caratterizzano
le onde d’urto, rimandando a [48] per maggiori dettagli. In particolare trat-
teremo solo il caso di onde d’urto perpendicolari alla direzione del moto
globale del fluido (shock normale); la generalizzazione per shock obliqui è,
comunque, immediata.

vshock v2v1

(ρ 1 , P 1 , T 1 )
Gas 1

(ρ 2 , P 2 , T 2 )
Gas 2

z

Figura 2.3: Rappresentazione schematica di uno shock.
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Abbiamo visto nella sezione precedente che, in questo tipo di discontinuità,
la componente tangenziale della velocità del gas è continua, quindi, senza
perdita di generalità, nel seguito la supporremo nulla e considereremo un
sistema di coordinate solidale con la superficie di discontinuità. Inoltre, con
riferimento alla figura 2.3, chiameremo gas 1 e gas 2 i fluidi separati dall’onda
d’urto che si propaga da 2 a 1. Dette v1 e v2 le velocità rispetto allo shock
lungo z rispettivamente dei gas 1 e 2 (che, per comodità, prendiamo positive),
le condizioni di Rankine-Hugoniot diventano:

ρ1v1 = ρ2v2 ≡ j, (2.83)

P1 + ρ1v
2
1 = P2 + ρ2v

2
2, (2.84)

H1 +
1

2
v2

1 = H2 +
1

2
v2

2, (2.85)

dove j (> 0) è la densità del flusso di massa. Come le altre grandezze
termodinamiche, anche l’entropia è discontinua in corrispondenza di un’onda
d’urto. Dalla legge dell’aumento di entropia, segue che l’entropia di un gas
può solo aumentare se il gas viene messo in moto, ovvero deve verificarsi
S2 > S1. Questo significa, in particolare, che il passaggio di un’onda d’urto
è un processo irreversibile.

Le sole relazioni di Rankine-Hugoniot ci permettono di caratterizzare le
onde d’urto, nel senso che ci permettono di determinare come viene modi-
ficato lo stato termodinamico del gas a seguito del passaggio dello shock.
Infatti, le condizioni (2.83) e (2.84) ci forniscono la seguente relazione tra la
differenza di pressione e di densità che si verifica con l’onda d’urto:

j2 =
P2 − P1

ρ2 − ρ1

ρ1ρ2 = (P2 − P1)

(
1

ρ1

− 1

ρ2

)−1

= costante. (2.86)

Questa equazione suggerisce che, siccome j2 > 0, allora sono possibili solo
due situazioni o P2 > P1 e ρ2 > ρ1 o P2 < P1 e ρ2 < ρ1. In realtà, però,
solamente il primo caso può avvenire perchè nel secondo caso si avrebbe una
diminuzione di entropia (vedi [48]). L’equazione (2.86) descrive nel piano
P2− (1/ρ2) (vedi figura 2.4) una retta detta linea di Rayleigh-Michelson con
pendenza pari a −j2 = −v2

1ρ
2
1, che rappresenta quindi tutti i possibili stati

finali del gas dopo il passaggio dell’onda d’urto.
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P2

(1/ρ2 2); P

(1/ρ1 1); P

1/ρ2

Curva adiabatica di Hugoniot

Linea di Rayleigh−Michelson

θ

Figura 2.4: Curva adiabatica di Hugoniot. Per definizione le onde d’urto
che corrispondono ai punti vicino a (1/ρ1, P1) si dicono deboli mentre quelle
rappresentate dai punti lontani da (1/ρ1, P1) si dicono forti. L’inclinazione
θ della linea di Rayleigh-Michelson è tale che tan θ = −j2.

Inoltre, sostituendo l’equazione (2.86) nella condizone (2.85) si ottiene:

H2 −H1 +
1

2
(P1 − P2)

(
1

ρ1

+
1

ρ2

)
= 0, (2.87)

dalla quale, ricordando l’equazione (2.7) per la definizione di entalpia si ha:

γ

γ − 1

(
P2

ρ2

− P1

ρ1

)
+

1

2
(P1 − P2)

(
1

ρ1

+
1

ρ2

)
= 0, (2.88)

dove si è posto H01 = H02 supponendo che il peso molecolare del gas non
cambi a seguito del passaggio dell’onda d’urto. Con l’equazione (2.88), as-
segnati i valori dello stato termodinamico iniziale del gas ρ1 e P1, si ricava
la relazione P2 = P2(1/ρ2), detta curva adiabatica dell’onda d’urto o curva
adiabatica di Hugoniot (rappresentata in figura 2.4). Di conseguenza anche
ogni punto della curva adiabatica di Huguniot è un possibile stato termodina-
mico finale del gas. Quindi, a seguito di uno shock, un gas passa dallo stato
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termodinamico (1/ρ1, P1) allo stato termodinamico (1/ρ2, P2) individuato
dall’intersezione della curva adiabatica di Hugoniot con la linea di Rayleigh-
Michelson. Ne segue che per un ben determinato stato termodinamico del
gas 1, lo stato termodinamico del gas 2 è definito da un unico parametro.
Per esempio, se è nota la pressione P2 dello stato finale, dalla curva adiaba-
tica di Hugoniot si può ricavare ρ2, dalle condizioni di Rankine-Hugoniot si
ricavano anche j, v1 e v2 e dall’equazione di stato si trova T2. Bisogna, in-
fine, sottolineare che l’evoluzione dello stato termodinamico del gas durante
in passaggio dell’onda d’urto non segue nè la linea, nè la curva di Hugoniot,
ma una curva molto più complessa (vedi per esempio [80]).

Consideriamo, ora, onde d’urto deboli, cioè quelle di intensità minima. In
questo caso anche le discontinuità nelle varie grandezze termodinamiche sono
molto piccole. In particolare, in prima approssimazione l’entropia può essere
considerata costante (vedi [48]). Ne segue che, in questa stessa approssi-
mazione, l’equazione (2.86) si può riscrivere come

j2 = −
(

∂P

∂(1/ρ)

)

S

= ρ2

(
∂P

∂ρ

)

S

, (2.89)

dove la derivata è, quindi, da intendersi ad entropia costante. Anche le
velocità v1 e v2, in questo caso, si possono considerare uguali, cioè:

v1 ' v2 = v =
j

ρ
=

√(
∂P

∂ρ

)

S

= cs. (2.90)

Questo risultato è particolarmente interessante perchè significa che la velocità
minima con cui si può propagare un’onda d’urto è proprio la velocità del
suono.

Infine, tornando a considerare le onde d’urto di qualsiasi intensità, dal
grafico della curva adiabatica di Hugoniot si può notare che, siccome la lin-
ea di Rayleigh-Michelson ha un’inclinazione sempre maggiore (in modulo)
di quella della tangente all’adiabatica nel punto (1/ρ1, P1) e l’inclinazione
della tangente è esattamente la derivata ∂P/∂(1/ρ)|ρ=ρ1 , allora si ha j2 >
ρ2(∂P/∂ρ|ρ=ρ1). Da questa diseguaglianza si ottiene:

v2
1 =

j2

ρ2
>

(
∂P

∂ρ

)

S

∣∣∣
ρ=ρ1

= c2
s1, (2.91)

dove c2
s1 è la velocità del suono corrispondente al punto (1/ρ1, P1), ovvero

la velocità di propagazione dell’onda d’urto rispetto al gas dei reagenti è
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sempre supersonica (v1 > cs1). Al contrario, per il gas dei prodotti la velocità
dello shock è sempre subsonica (v2 < cs2), in quanto l’inclinazione della
linea di Rayleigh-Michelson è sempre minore (in modulo) dell’inclinazione
della tangente all’adiabatica nel punto (1/ρ2, P2). Infine, ricordando che
v1ρ1 = v2ρ2 = j e ρ2 > ρ1, si ha anche v1 > v2.

Riassumendo, abbiamo fin’ora dimostrato che, per un’onda d’urto di qual-
siasi intensità valgono le seguenti relazioni:

S2 > S1, P2 > P1, ρ2 > ρ1,

v1 > cs1, v2 < cs2 e v1 > v2

quindi, quando un gas viene investito da un’onda d’urto, viene compresso,
con conseguente aumento sia della pressione che della densità. Per quanto
riguarda la temperatura, si può dimostrare (tramite l’equazione (2.95)) che,
per un gas perfetto, anch’essa aumenta a seguito del passaggio dello shock,
cioè si ha T2 > T1. Inoltre, dato che l’onda d’urto si muove ad una velo-
cità supersonica nel gas che la precede, allora la presenza dello shock non
ha alcun effetto sullo stato termodinamico del gas di fronte ad essa, che,
dunque, rimane invariato finchè non viene direttamente investito dall’onda
(vedi sezione 2.5).

Infine, concludiamo questa sezione mostrando come varia lo stato termo-
dinamico di un gas perfetto politropico quando in esso si propaga un’onda
d’urto. Secondo quanto mostrato in precedenza, lo stato termodinamico del
gas dopo il passaggio dall’onda d’urto è completamente determinato se si
conosce lo stato termodinamico iniziale e un altro parametro. Prendendo
come parametro il numero di Mach (definito in sezione 2.5) del gas 1 (M1),
le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.83), (2.84) e (2.85), implicano che:

M2
2 =

v2
2

c2
s2

=
2 + (γ − 1)M2

1

2γM2
1 + 1− γ

, (2.92)

ρ2

ρ1

=
v1

v2

=
(γ + 1)M2

1

2 + (γ − 1)M2
1

, (2.93)

P2

P1

=
2γM2

1 + 1− γ

γ + 1
, (2.94)

T2

T1

=
[2 + (γ − 1)M2

1 ][2γM2
1 + 1− γ]

(γ + 1)2M2
1

, (2.95)

c2
s2 =

c2
s1

(γ + 1)2M2
1

[2 + (γ − 1)M2
1 ][2γM2

1 + 1− γ]. (2.96)
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Queste relazioni, però, sono valide solo se con il passaggio dell’onda d’urto
non viene modificato nè il valore dell’indice γ (cioè i gradi di libertà del gas
restano invariati), nè quello del peso molecolare medio (cioè la composizione
chimica del gas non viene alterata). Le proprietà delle onde d’urto riportate
in questa sezione ci saranno utili per descrivere il fronte di un’onda di detona-
zione (sezione 3.4). Nel modello che adotteremo lo shock si potrà considerare
inerte dal punto di vista chimico e quindi l’uso delle equazioni (2.92)÷(2.96)
sarà corretto.



Capitolo 3

Teoria delle combustioni

In questo capitolo proseguiamo nell’esposizione degli strumenti fisici che ci
serviranno nel seguito per trattare il nostro modello analitico di esplosione di
una Supernova. In particolare ci concentriamo sulla trattazione dei possibili
meccanismi di combustione, deflagrazione e detonazione, evidenziandone le
analogie e le differenze. Il formalismo della combustione è stato inizialmente
sviluppato [85] per studiare reazioni chimiche, ma è applicabile anche alle
reazioni nucleari, di cui qui ricordiamo i loro fondamenti. Dato che questi
meccanismi combustivi influenzano lo stato idrodinamico del fluido in cui
avvengono, sarà necessario studiarne la stabilità. Qui descriviamo quindi il
metodo dello sviluppo lineare in modi normali che applicheremo nel prossimo
capitolo.

3.1 Dinamica delle combustioni

In questa sezione descriveremo cosa succede quando in un gas vengono
innescate delle reazioni. In particolare, nelle Supernovae, le reazioni che
si verificano sono fusioni nucleari, altamente esotermiche. Come tutte le
combustioni, anche quelle nucleari non sono solo un fenomeno chimico, ma
anche un fenomeno dinamico, la cui natura viene determinata risolvendo
contemporaneamente le equazioni che descrivono sia la cinetica delle reazioni
che la dinamica del gas.

In generale la velocità di una reazione nucleare (detta reaction rate) au-
menta (esponenzialmente) con la temperatura (vedi sezione 3.2). Quindi,
quando la temperatura è sufficientemente alta, le reazioni procedono molto
rapidamente. Nelle stelle, le combustioni nucleari avvengono in un regime
idrodinamicamente stabile perchè i processi di diffusione del calore (come
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la convezione o l’irraggiamento) sono molto efficienti, nel senso che il tem-
po scala nucleare è più grande di quello del trasporto del calore. Inoltre,
il gas stellare può essere considerato un gas perfetto, quindi, ogni aumen-
to della temperatura provoca un’espansione della struttura, con conseguente
raffreddamento. In questo modo la temperatura centrale della stella rimane
pressochè costante (o meglio aumenta molto lentamente nel tempo), impe-
dendo l’originarsi di un’esplosione. La situazione è ben diversa in una nana
bianca che accresce massa da una compagna. Infatti in questo caso la materia
è degenere e, ad ogni aumento di temperatura, non corrisponde un aumento
di pressione, cos̀ı l’aumento della temperatura indotto dall’accrescimento non
viene ostacolato più dall’espansione della struttura stellare. Come vedremo
nella sezione 4.1, in una nana bianca che accresce massa si può raggiungere
una situazione in cui i tempi di diffusione del calore diventano molto più
grandi dei tempi di reazione nucleare e quindi ha inizio il processo esplosivo.

Se supponiamo che le reazioni nucleari avvengano istantaneamente1, allora
possiamo pensare al processo di combustione come una discontinuità, analo-
ga, per esempio, ad un’onda d’urto, in quanto nel primo caso il gas incorre in
un’immediata transizione di composizione, mentre nel secondo caso si ha un
passaggio istantaneo da una gas incompresso ad uno compresso. In effetti,
la trattazione dei processi di combustione è molto simile a quella delle onde
d’urto. Pertanto nell’analisi qui proposta possiamo sfruttare i risultati noti
in letteratura (e.g., vedi [48], [80] e [22]). Non bisogna, però, dimenticare
che esistono anche importanti differenze, infatti, a differenza del caso degli
shock, nei processi di combustione:

- la composizione del gas cambia e questo significa che è diversa anche
l’energia interna dei due gas (o analogamente l’entalpia);

- viene liberata dell’energia a seguito delle reazioni, la quale viene trasfor-
mata in parte in energia cinetica e in parte in energia interna del
gas.

Una discontinuità dovuta ad una combustione deve essere comunque do-
minata dalle leggi di conservazione della massa, dell’energia e dell’impulso,
ovvero devono essere soddisfatte le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.83)÷(2.85).
In particolare, resta ancora valida l’equazione (2.86) per la densità del flusso
di massa, dove ora il suffisso 1 si riferisce al gas dei reagenti e il suffisso 2 al
gas dei prodotti. Nel caso delle combustioni, la grandezza j = ρ1v1 = ρ2v2

1Questa ipotesi è ragionevole se lo spessore della zona di combustione è molto più
piccolo delle dimensioni tipiche del problema.
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rappresenta semplicemente la quantità di massa di gas che reagisce per unità
di tempo e di superficie. L’equazione (2.86) implica anche che sono possi-
bili due differenti processi di combustione: uno in cui sia la pressione che
la densità aumentano (detto detonazione) e uno in cui sia la pressione che
la densità diminuiscono (detto deflagrazione)2. Da queste definizioni segue
subito un’altra significativa differenza tra detonazioni e deflagrazioni che
deriva dall’equazione (2.84) della conservazione dell’impulso:

P2 − P1

v2 − v1

= −j = −ρ1v1. (3.1)

Infatti, se poniamo v1 > 0, allora per una detonazione (in cui la pressione au-
menta) v1 > v2, mentre per una deflagrazione (in cui la pressione diminuisce)
v1 < v2. In altre parole, un fronte di detonazione vede il gas dei prodotti
avvicinarsi, mentre un fronte di deflagrazione lo vede allontanarsi.

Un’altra conseguenza delle sole condizioni di Rankine-Hugoniot è l’equazione
(2.87) che ora diventa

γ

γ − 1

(
P2

ρ2

− P1

ρ1

)
+

1

2
(P1 − P2)

(
1

ρ1

+
1

ρ2

)
= q, (3.2)

dove q ≡ H01−H02 è il calore (per unità di massa) rilasciato dalle reazioni. La
curva (vedi figura 3.1) che rappresenta P2 in funzione di 1/ρ2 data da questa
equazione è chiamata curva adiabatica della combustione e, a differenza di
quella dell’onda d’urto, non passa per il punto (1/ρ1, P1). Questo si deve al
fatto che, nel caso di una combustione a differenza del caso degli shock, c’è
una produzione di energia. Oppure, equivalentemente, si può notare che le
costanti H01 e H02 (che, come abbiamo visto nella sezione 2.1 dipendono dal
peso molecolare medio) non sono più uguali, perchè la specie chimica del gas
cambia.

Un’altra caratteristica della curva adiabatica di combustione è che essa
giace sempre al di sopra della curva adiabatica dello shock, perchè durante la
combustione si raggiunge una temperatura più elevata rispetto a quella data
da un’onda d’urto e quindi anche la pressione è maggiore, a parità di volume
specifico. Inoltre, parte della curva (tra i punti A e B) è stata omessa perchè
non ha alcun significato fisico; in questo tratto di curva, caratterizzato da

2Ricordiamo che nel caso delle onde d’urto la pressione e la densità potevano solo
aumentare perchè in caso contrario l’entropia diminuirebbe.
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Deflagrazioni deboli

Deflagrazioni forti

Figura 3.1: Rappresentazione della curva adiabatica di combusione (linea
continua) e della curva adiabatica dello shock (linea a tratti), per le stesse
condizioni iniziali (1/ρ1, P1). I punti O e O

′
corrispondono rispettivamente

alla detonazione e alla deflagrazione di Chapman-Jouguet.

P2 > P1 e ρ2 < ρ1, si ha che j assume valori immaginari, vedi equazione
(2.86). Quindi la curva adiabatica di combustione consiste di due rami sepa-
rati, in accordo con il fatto che le condizioni di Rankine-Hugoniot prevedono
l’esistenza di due processi distinti. Dunque, i punti che giacciono sul ramo
superiore della curva adiabatica di combustione corrispondono agli stati fi-
nali delle detonazioni e quelli che giacciono sul ramo inferiore sono gli stati
finali delle deflagrazioni.

L’equazione (2.86) è valida anche nel caso delle combustioni, allora grafi-
camente il valore di j2 è ancora legato alla pendenza della linea di Rayleigh-
Michelson che congiunge i punti (1/ρ1, P1) e (1/ρ2, P2). Quindi, lo stato finale
di un gas sottoposto a combustione è ancora individuato dall’intersezione del-
la linea di Rayleigh-Michelson (equazione (2.86)) con la curva di combustione
(equazione (3.2)). Per esempio, consideriamo le seguenti combustioni:

• combustione in cui la densità rimane costante. Dal grafico si vede che
questo processo (corrispondente al punto A) implica un aumento di
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pressione; si tratta dunque di una detonazione a densità costante. Dal-
la relazione (2.86) si ha che, in questo caso, la velocità v1 del fronte
rispetto al gas dei reagenti è infinita. Questo significa che una deto-
nazione a densità costante deve essere vista come un caso limite di
detonazione.

• combustione in cui la pressione rimane costante. Dal grafico si vede che
questo processo (corrispondente al punto B) implica una dimuinuizione
della densità; si tratta dunque di una deflagrazione a pressione costante.
Dalla relazione (2.86) si ha che, in questo caso, la velocità v1 del fronte
rispetto al gas dei reagenti è nulla e quindi che una deflagrazione a pres-
sione costante deve essere vista come un caso limite di deflagrazione.

Consideriamo ora il ramo delle detonazioni sulla curva adiabatica delle
combustioni per un gas nello stato iniziale (1/ρ1, P1). Affinchè la linea di
Rayleigh-Michelson intersechi il ramo delle detonazioni, la pendenza di tale
retta (in modulo) deve essere maggiore della pendenza della retta tangente
alla curva. Ne segue che il punto O, determinato dall’intersezione della curva
adiabatica con la retta tangente, divide il ramo delle detonazioni in due parti:
le detonazioni corrispondenti ai punti che giacciono nella parte superiore di
questo ramo si dicono detonazioni forti, mentre quelle corrispondenti ai punti
che giacciono nella parte inferiore di questo ramo si dicono detonazioni deboli.
Infine, le detonazioni corrispondenti al punto O vengono dette detonazioni
di Chapman-Jouguet.

Analogamente, se si considera il ramo delle deflagrazioni sulla curva adia-
batica delle combustioni, affinchè linea di Rayleigh-Michelson intersechi il
ramo delle deflagrazioni, la pendenza di tale retta (in modulo) deve essere
minore della pendenza della retta tangente alla curva. Ne segue che il punto
O
′
, analogo al punto O, divide il ramo delle deflagrazioni in due parti: nella

parte superiore di questo ramo si hanno le deflagrazioni deboli, mentre nella
parte inferiore, le deflagrazioni forti. Infine, le deflagrazioni corrispondenti
al punto O

′
vengono dette deflagrazioni di Chapman-Jouguet.

Come nel caso delle onde d’urto (vedi sezione 2.7), dal grafico della curva
adiabatica di combustione è possibile ricavare la relazione tra la velocità di
propagazione del fronte e la velocità del suono. Con riferimento alla figura
3.2, per ricavare la relazione esistente tra la velocità v1 di propagazione del
fronte rispetto al gas dei reagenti e la velocità del suono cs1, basta confrontare
la pendenza della linea di Rayleigh-Michelson per ogni stato finale del gas
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Figura 3.2: Rappresentazione della curva adiabatica di combustione per la
condizione iniziale (1/ρ1, P1). I punti O e O

′
corrispondono rispettivamente

alla detonazione e alla deflagrazione di Chapman-Jouguet. Il grafico (a)
mostra come ricavare le relazioni tra v1 e cs1, mentre il grafico (b) quelle
tra v2 e cs2.

(1/ρ2, P2) [rette b] con la pendenza della retta tangente alla curva adiabatica
dello shock [retta a], per la quale vale v1 = cs1. Analogamente, per ricavare
la relazione esistente tra la velocità v2 di propagazione del fronte rispetto al
gas dei prodotti e la velocità del suono cs2, basta confrontare la pendenza
linea di Rayleigh-Michelson [rette b] con la pendenza della retta tangente alla
curva nel punto (1/ρ2, P2) [rette c], per le quali vale v2 = cs2. Ne segue che:

per i punti sopra a O (detonazioni forti) v1 > cs1, v2 < cs2;
per i punti tra O e A (detonazioni deboli) v1 > cs1, v2 > cs2;
per i punti tra B e O (deflagrazioni deboli) v1 < cs1, v2 < cs2;
per i punti sotto O (deflagrazioni forti) v1 < cs1, v2 > cs2.

Questi risultati, però, elencano semplicemente i vari tipi di combustione
matematicamente compatibili con le leggi di conservazione di Rankine-Hu-
goniot, il che non significa che essi siano effettivamente possibili in Natura.
Infatti, nella realtà le deflagrazioni forti non si possono verificare perchè sono
altamente instabili [48] e le detonazioni deboli avvengono molto raramente
[22].
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Dalla definizione dei punti O e O
′
si ha che per le combustioni di Chapman-

Jouguet vale:

∂P2

∂(1/ρ2)

∣∣∣
CJ

= −ρ2
2

∂P2

∂ρ2

∣∣∣
CJ

= (P2 − P1)

(
1

ρ2

− 1

ρ1

)−1

. (3.3)

Differenziando anche l’equazione (3.2) della curva adiabatica di combustione
e ricordando che dH = TdS + (1/ρ)dP (vedi [49]) si ottiene:

T2dS2 +
1

ρ2

dP2 =
1

2

[(
1

ρ2

+
1

ρ1

)
dP2 − P2 − P1

ρ2
2

dρ2

]
. (3.4)

Sostituendo l’equazione (3.3) nella (3.4) si trova che

dS2|CJ = 0, (3.5)

cioè nei processi di combustione di Chapman-Jouguet, se lo stato termodina-
mico del gas dei reagenti è fissato, l’entropia del gas dei prodotti non cambia.
Inoltre, per queste combustioni si ha anche:

v2
2 =

j2

ρ2
2

=
P2 − P1

ρ2
2

(
1

ρ1

− 1

ρ2

)−1

=
∂P2

∂ρ2

∣∣∣
S2

= c2
s2, (3.6)

da cui v2 = cs2, ovvero, in questi casi la velocità del fronte di combustione
rispetto al gas dei prodotti è pari proprio alla velocità del suono.

Un’altra importante caratteristica dei processi di combustione di Chapman-
Jouguet deriva dalla relazione:

v2
1 =

j2

ρ2
1

=
P2 − P1

ρ2
1

(
1

ρ1

− 1

ρ2

)−1

. (3.7)

Differenziando questa equazione lungo la curva adiabatica di combustione,
mantenendo P1 e ρ1 fissati e ricordando che, in questo caso, vale l’equazione
(3.3), si ottiene:

dv2
1|CJ =

(
1

ρ1

− 1

ρ2

)−1
1

ρ2
1

[
∂P2

∂ρ2

+
P2 − P1

ρ2
2

(
1

ρ1

− 1

ρ2

)−1
] ∣∣∣

CJ
dρ2 = 0.

(3.8)
ovvero, per i processi di combustione di Chapman-Jouguet, la velocità del
fronte di combustione rispetto al gas dei reagenti rimane costante.
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Riassumendo, i processi di Chapman-Jouguet sono gli unici processi di
combustione tali per cui l’entropia S2 e la velocità v1 sono stazionarie. Infine,
dal grafico 3.1, si deduce immediatamente che per le detonazioni la veloci-
tà minima del fronte è proprio quella che corrisponde ad una detonazione
di Chapman-Jouguet, viceversa, le deflagrazioni di Chapman-Jouguet sono
quelle che si propagano più velocemente. Le velocità di Chapman-Jouguet
sono facilmente ricavate imponendo che la linea di Rayleigh-Michelson (equa-
zione (2.86)) e la curva di combustione (equazione (3.2)) si intersechino in
un solo punto. Si ha quindi:

v2
CJ = c2

s1 +
(
γ2 − 1

)
q ±

√
(γ2 − 1) q [(γ2 − 1) q + 2 c2

s1], (3.9)

dove, naturalmente, la soluzione con il segno “più” corrisponde alla velocità
di Chapman-Jouguet per la detonazione, mentre quella con il segno “meno”
corrisponde alla velocità di Chapman-Jouguet per la defragrazione.

Fino ad ora abbiamo sviluppato la teoria della dinamica delle combustioni
supponendo che il fronte d’onda avesse uno spessore piccolo rispetto alle di-
mensioni caratteristiche del problema e cos̀ı abbiamo trascurato i fenomeni
fisici che avvengono all’interno di questo sottile strato. Anche se, in molte
applicazioni, questa assunzione è giustificata, nelle sezioni 3.3 e 3.4 ci occu-
peremo della descrizione più dettagliata di ciò che avviene all’interno della
zona di transizione (detta onda di deflagrazione o onda di detonazione a
seconda di quale regime viene sostenuto dalle combustioni) che separa la re-
gione di gas contenente i prodotti della combustione (dove si può considerare
che non avvengano più reazioni) dalla regione di gas incombusto.

3.2 Cinetica delle reazioni

Lo scopo di questa sezione è descrivere la cinetica delle reazioni nucleari che
danno origine alle Supernovae di tipo Ia. Come abbiamo più volte ripetuto
le Supernovae Ia sono il frutto dell’esplosione di nane bianche di carbonio ed
ossigeno. È chiaro, dunque, che le reazioni nucleari si innescano quando la
temperatura è sufficientemente alta da permettere la fusione del carbonio o
dell’ossigeno.

Per le condizioni ambientali presenti al centro della nana bianca (materia
elettronicamente degenere e densità pari a ∼ 3 · 109 g/cm3), la temperatura
di fusione del carbonio e dell’ossigeno sono rispettivamente di 6.6 · 108 K e di
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4 · 109 K [4]. Quindi, le prime reazioni che avvengono sono quelle di fusione
del carbonio, ovvero:

12C + 12C → 12Mg + γ. (3.10)

Inoltre, come abbiamo già accennato nella sezione 1.5.1, si possono distingue-
re tre fasi per le reazioni termonucleari che avvengono durante l’esplosione:
(1) la combustione del 12C, con conseguente produzione di 24Mg; (2) la fu-
sione dell’16O che produce soprattutto 28Si ed elementi di massa intermedia
e, infine, (3) la combustione del silicio dalla quale si ottengono gli elementi
del gruppo del ferro. L’intera catena di reazioni nucleari che avviene durante
l’esplosione è costituita da migliaia di reazioni, alle quali concorrono centi-
naia di specie nucleari, ma la maggior parte dell’energia (' 50÷ 70%) viene
rilasciata proprio durante la fase della combustione del carbonio [44]. Per
questo motivo, in questa tesi, che ha lo scopo di fornire l’ordine di grandez-
za dei tempi scala legati ai più importanti fenomeni fisici che avvengono
durante l’esplosione di una nana bianca, considereremo solo la reazione nu-
cleare descritta dalla (3.10) e supporremo che la nana bianca sia inizialmente
composta solo da carbonio.

I parametri che determinano l’accoppiamento della cinetica delle reazioni
con la dinamica dei gas sono l’incremento dell’energia e la variazione del-
l’abbondanza di nuclei del carbonio presenti nel gas. Per valutare questi
parametri consideriamo due specie nucleari, 0 e 1, con rispettive densità nu-
meriche n0 e n1 (in cm−3). La probabilità per unità di volume e di tempo
che due nuclei interagiscano è pari a:

P01 =
n0n1

1 + δ01

< σv >01 cm−3 s−1 (3.11)

dove δ01 è il simbolo di Kronecker e < σv >01 è il prodotto della sezione d’urto
per la velocità mediato tramite la distribuzione di Maxwell-Boltzmann per
le velocità. L’andamento di < σv >01 (che va valutato tenendo presente il
potenziale Coulombiano dei nuclei di carbonio) è funzione della temperatura
e si può dimostrare (vedi per esempio [4]) che segue una legge del tipo:

< σv >01 (T ) = AT b exp(−EA · T d), (3.12)

dove EA viene detta energia di attivazione della reazione.

Applicando l’equazione (3.11) alla reazione (3.10) si ottiene:

dnC

dt
≡ ∂nC

∂t
+ v ·∇nC = −n2

C < σv >C , (3.13)
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dove il segno “−” sta ad indicare che il carbonio viene consumato. In gene-
rale, però, si preferiscono quantità adimensionali, cos̀ı, al posto della densità
numerica del carbonio nC , si usa la sua cosidetta abbondanza frazionaria in
massa (YC), ovvero il rapporto tra la densità dei nuclei di carbonio e la den-
sità totale (YC = ρC/ρ). Dato che nC = NAρYC/µC , dove NA = 6.02 · 1023

è il numero di Avogadro e µC = 12 è il peso molecolare del carbonio. Con
questa definizione, l’equazione (3.13) diventa:

dYC

dt
= −Y 2

C

ρ

µC

NA < σv >C , (3.14)

e la quantità NA < σv >C viene detta rate della reazione (in cm3 mol−1 s−1).
In realtà, la forma più completa per l’equazione che descrive la variazione
nel tempo di YC deve tener conto anche della diffusione della materia. In
generale, quindi, si ha:

dYC

dt
+ ∇ · (YCDC) = −Y 2

C

ρ

µC

NA < σv >C , (3.15)

dove DC è la velocità di diffusione dei nuclei di carbonio, ma, come vedremo
nella sezione 4.2, tale diffusività è del tutto trascurabile.

Per stimare il valore di NA < σv >C abbiamo eseguito un fit attraverso la
legge (3.12) dei dati di Caughlan e Fowler [16], i quali hanno fornito il rate
della reazione per un intervallo di temperature che va da 1.1 ·108 K a 1010 K.
Dalla nostra analisi segue che, per le basse temperature (T < 109 K), vedi
figura 3.3, l’andamento del rate della reazione è ben descritto dalla seguente
espressione, con T9 ≡ T/109:

NA < σv >C= 4.27 · 1026 · T−2.5
9 exp(−85.3 · T−1/3

9 ), (3.16)

da cui EA = 85.3 · 109 K= 7.35 MeV. Invece, per le alte temperature (T >
0.5 · 109 K), vedi figura 3.4, il miglior fit è dato da:

NA < σv >C= 4.27 · 1026 · T−5.5
9 exp(−87.2 · T−0.41

9 ). (3.17)

Purtroppo, però, Caughlan e Fowler hanno ricavato i loro dati con un plasma
di soli nuclei di carbonio, invece, il plasma presente all’interno di una nana
bianca è costituito anche da elettroni. Alle elevate temperature e densità
tipiche delle regioni centrali delle nane bianche trascurare l’azione degli elet-
troni che circondano i nuclei di carbonio, può condurre a significativi errori
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Figura 3.3: Andamento di NA < σv >C in funzione della temperatura (T9 =
T/109) per temperature comprese tra 0.11 ·109 K e 109 K. Dati tratti da [16].

nella valutazione del rate della reazione. Infatti, l’effetto degli elettroni è
quello di favorire l’interazione dei nuclei perchè, grazie alla loro carica nega-
tiva, contribuiscono ad abbassare la barriera Coulombiana dei nuclei stessi.
Notiamo che ogni nucleo di carbonio è ionizzato sei volte perchè il potenziale
di sesta ionizzazione per il carbonio vale 7.8 · 10−10 erg = 5.65 · 106 K [81],
che è sempre inferiore alla temperatura centrale della nana bianca. Per tener
conto di questo fenomeno che dipende dalla densità e dalla temperatura del
plasma, si deve moltiplicare il rate della reazione per il cosidetto fattore di
schermatura Se, che è un numero adimensionale. Per determinare l’anda-
mento del fattore di schermatura abbiamo adottato l’espressione analitica di
Alastuey e Jancovici [1]:

Se = exp
[
3.76 · 106Γ + 100Γ1/4 − 0.5 ln Γ− 9.9− 9.1 · 109Γ3T2/3

]
, (3.18)

dove Γ ≡ ρ1/3/T (in g1/3 cm−1 K−1). Questa espressione è valida per un
gas elettronicamente degenere a densità comprese tra 107 e 109 g/cm3. Di
conseguenza l’equazione (3.14)

dYC

dt
= −Y 2

C

ρ

µC

Se NA < σv >C . (3.19)
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Figura 3.4: Andamento di NA < σv >C in funzione della temperatura (T9 =
T/109) per temperature comprese tra 0.5 · 109 K e 1010 K. Dati tratti da [16].

La reazione nucleare (3.10) è altamente esotermica, infatti per ogni reazione
viene prodotta un’energia Q = 13.9 MeV= 2.2 ·10−5 erg [16]; oppure, equiva-
lentemente, l’energia generata per grammo di materia è q = QNA/(2 · µC) =
5.7·1017 erg/g. Ne segue che, l’energia rilascita per unità di massa e di tempo
è:

q̇ =
dq

dt
= −q

dYC

dt
= q

Y 2
C

µC

ρSe NA < σv >C , (3.20)

dove, per l’ultima uguaglianza si è fatto uso dell’equazione (3.19). Alla luce
di questi risultati è possibile stimare il tempo caratteristico per le reazioni
nucleari:

τR =
q

q̇
=

µC

Y 2
C ρSe NA < σv >C

. (3.21)

Come vedremo nelle seguenti sezioni la stima di questo tempo scala nuclere
è fondamentale per analizzare la struttura del fronte di combustione, sia esso
una deflagrazione o una detonazione.
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3.3 Deflagrazione

In questa e nella prossima sezione analizzeremo più in dettaglio la struttura
delle deflagrazioni e delle detonazioni perchè alla base della distintinzione
tra questi due meccanismi di combustione non vi è solo la teoria matemati-
ca descritta in precedenza (sezione 3.1), ma anche il meccanismo fisico del
trasporto di calore. Infatti, come già accennato nella sezione 1.5, se il calore
viene trasmesso al gas circostante per effetto della conduzione termica, allora
si ha una deflagrazione; se, invece, l’aumento della temperatura è dovuto alla
propagazione di uno shock (vedi sezione 2.7) si ha una detonazione.

Come abbiamo visto nella sezione 3.1, nel caso di un’onda di deflagrazione,
il fronte di combustione si muove con una velocità subsonica. Questo im-
plica che i processi di diffusione del calore e della materia (la cui velocità
non può superare quella del suono) non si possono trascurare, anzi, sono
proprio questi processi che determinano la velocità di propagazione della de-
flagrazione stessa. Per valutare il contributo dovuto a questi fenomeni si
introduce una quantità adimensionale detta numero di Lewis (Le), defini-
ta come il rapporto tra la diffusione del calore e la diffusione della materia
reagente:

Le ≡ κ

ρCP D
, (3.22)

dove κ e D sono rispettivamente i coefficienti di diffusione termica e di diffu-
sione della materia. Se il numero di Lewis assume valori superiori a 1 allora
nel fluido si insatura prima l’equilibrio termico e solo in seguito avviene il
mescolamento della materia dovuto alla diffusione. Viceversa per Le < 1 la
materia si mescola prima di aver raggiunto l’equilibrio termico.

Le equazioni che descrivono un fluido in presenza di un’onda di defla-
grazione sono ancora le equazioni (2.40), (2.48), (2.57), l’equazione di stato
(2.3) e l’equazione per la cinetica delle reazioni (3.19); ma se si considera
anche lo spessore della deflagrazione, queste equazioni vanno completate con
dei termini che tengano conto dei processi diffusivi (per maggiori dettagli si
rimanda a [80]). Quindi, trascurando la viscosità (approssimazione che sarà
giustificata nella sezione 4.2 per il caso delle Supernovae), il set completo di
equazioni diventa:

P =
ρ

µ
RT, (3.23)

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (3.24)
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∂v

∂t
+ (v ·∇)v = −1

ρ
∇P + g, (3.25)

∂E

∂t
+v ·∇E− P

ρ2

(
∂ρ

∂t
+ v ·∇ρ

)
=

1

ρ
∇ ·

(
κ∇T +

κq

Le · CP

∇YC

)
+v ·g+ q̇,

(3.26)
∂YC

∂t
+ v ·∇YC − κ

Le · ρCP

∇2YC = −Y 2
C

ρ

µC

Se NA < σv >C , (3.27)

dove il vettore g è l’accelerazione di gravità della nana bianca, che na-
turalmente è funzione della posizione e ha direzione opposta a quella di
propagazione del fronte. Come vedremo nella sezione 4.2.2 questo con-
tribuisce a rendere instabile il fronte di combustione.

Talvolta è possibile semplificare le precedenti equazioni (3.23)÷(3.27) a
seconda delle relazioni tra i tempi scala delle reazioni, dei processi di dif-
fusione e della propagazione del fronte. Per illustrare meglio le possibili
approssimazioni (seguendo la trattazione di Law e Sung [50]) consideriamo
una fiamma unidimensionale, adiabatica, piana e stazionaria che si propaga
con velocità Sl nella direzione dell’asse z (da +∞ a −∞), vedi figura 3.5.
Indichiamo la regione di gas incombusto e la regione contenente i prodotti
della reazione rispettivamente con il pedice u (dall’inglese “unburned”) e con
il pedice b (dall’inglese “burned”). Consideriamo inoltre il caso in cui avven-
ga una singola reazione irreversibile che lasci costante l’indice politropico γ
e, senza perdità di generalità, supponiamo che vu = −Sl. Un’onda di defla-
grazione, nella sua completezza (vedi figura 3.5(a)), può essere vista come
una zona di reazione di spessore lreaz preceduta da una zona di diffusione di
dimensioni ldiff . La zona di diffusione è definita come la regione di gas in cui
il rate della reazione è ancora troppo basso, cos̀ı che è possibile considerare
che qui non avvengano reazioni. In questa zona dominano, invece, i processi
di diffusione della materia e del calore che permettono appunto di aumentare
il rate della reazione, per questa ragione; spesso la zona di diffusione è anche
chiamata zona di induzione. All’interno della zona di reazione il rate della
reazione è invece massimo ed è qui che sono localizzate le reazioni. Da queste
definizioni ne segue che lo spessore della zona di reazione è dato dal prodotto
del tempo caratteristico per la velocità di propagazione della fiamma, cioè
lreaz = τR ·Sl. Analogamente lo spessore della zona di diffusione dipende dal
tempo caratteristico dei processi di diffusione e quindi dal numero di Lewis.
Infatti, se Le = 1 allora i tempi scala del trasporto del calore e della materia
sono simili e si potrà definire un’unico spessore ldiff per questa zona, in ge-
nerale, però, per Le 6= 1 è necessario distinguere una zona di diffusione della
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Figura 3.5: In figura è riportata la schematizzazione della struttura di un’onda
di deflagrazione unidimensionale, adiabatica, piana e stazionaria per un gas
in cui Le = 1, nella sua forma più completa (a) e nell’approssimazioni in
cui lreaz ¿ ldiff (b) e ldiff ¿ L (c).

materia (con spessore lM) e una zona di diffusione del calore (con spessore
lT ), tali che Le = l2T /l2M . In questo caso ldiff è pari al massimo tra lM e lT . In
questa schematizzazione di una deflagrazione si ha che le quantità termod-
inamiche (per esempio la temperatura T ) e la concentrazione della materia
(per esempio dei reagenti YC) variano in modo continuo (e con derivata con-

tinua) a partire dai valori iniziali (Y
(u)
C e Tu) fino a quelli finali (Y

(b)
C = 0 e



3.3 Deflagrazione 73

Tb).

Quando le reazioni sono caratterizzate da elevate energie di attivazione
allora si verifica la condizione lreaz ¿ ldiff . In questo caso è quindi possibile
approssimare la zona di reazione con una superficie di discontinuità (vedi
figura 3.5(b)), lungo la quale dovranno essere soddisfatte le condizioni di
Rankine-Hugoniot per la conservazione del flusso della massa, dell’impulso e
dell’energia (considerando anche il rilascio di energia dovuto alla reazione).
In questa approssimazione le quantità termodinamiche e la concentrazione
della materia variano in modo continuo, ma con derivata discontinua. Infine
quando anche lo spessore della zona di diffusione è trascurabile rispetto alle
dimensioni caratteristiche del problema L (vedi figura 3.5(c)) è possibile con-
siderare l’onda di deflagrazione come un’unica superficie di discontinuità che
separa il gas dei reagenti dal gas dei prodotti. Lo stato termodinamico dei
due gas è determinato dalle condizioni di Rankine-Hugoniot (come abbiamo
visto nella sezione 3.1) e quindi non è più necessario risolvere esplicitamente
l’equazione (3.27) per la cinetica delle reazioni.

Nel caso delle Supernovae l’energia di attivazione della fusione del carbo-
nio (EA = 85.3 · 109 K, vedi sezione 3.2) è molto maggiore della temperatura
caratteristica del gas quando la produzione di energia nucleare diventa signi-
ficativa (6.6 · 108 K [36]). Per questo motivo, per lo studio delle deflagrazioni
durante l’esplosione di una nana bianca tratteremo la zona di reazione come
una discontinuità. Inoltre, trascureremo anche i termini contenenti il numero
di Lewis perchè, come vedremo nella sezione 4.2, per le Supernovae si ha che
Le À 1. Questo significa che il trasporto del calore è molto efficiente rispetto
alla diffusione della materia. In particolare, per un’onda di deflagrazione sta-
zionaria si ha che il tempo caratteristico dei processi di combustione (τR) è
simile a quello cartteristico per la diffusione del calore (τD). Da questo si può
ricavare lo spessore della deflagrazione ld infatti il tempo di reazione è dato
da τR = q/q̇ (vedi sezione 3.2), mentre quello di diffusione è τD = l2dCP ρu/κ,
da cui:

ld ∼
√

q

q̇
· κ

CP ρu

. (3.28)

Dall’equazione (3.28) è anche possibile stimare la velocità laminare Sl della
fiamma, infatti:

|Sl| = |vu| = ld
τR

∼
√

q̇

q
· κ

CP ρu

. (3.29)
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Per confrontare la velocità della fiamma con quella del suono esprimiamo la
diffusività termica κ/(CP ρu) attraverso la velocità del suono cu (che è la ve-
locità termica dei nuclei) e il tempo libero medio τcoll, cioè κ/CP ρu ≈ c2

uτcoll.
In questo modo si ottiene Mu = vu/cu ∝

√
τcoll/τR < 1, perchè, a causa del-

l’elevata energia di attivazione, soltanto una piccola frazione dei nuclei che
collidono riescono anche a reagire. Questo significa che, come avevamo rica-
vato anche nella sezione 3.1, la velocità di propagazione della deflagrazione è
sempre subsonica. In particolare, quando Mu ¿ 1 il problema si può sempli-
ficare ulteriormente. Infatti, in questo caso la tipica variazione di pressione
indotta dal passaggio della deflagrazione è dell’ordine di ∆P ∝ ρuv

2
u, cos̀ı che

∆P/Pu ∝ ρuv
2
u/Pu ∝ M2

u ¿ 1 e, quindi, possiamo considerare la pressione
circa costante. Con questa approssimazione detta anche approssimazione
quasi-isobarica il gas può essere considerato come incomprimibile e quindi
possiamo dire che le densità dei gas dei reagenti e dei prodotti sono unifor-
mi e costanti e valgono rispettivamente ρu e ρb. Come abbiamo visto nella
sezione 3.1, a seguito del passaggio di un’onda di deflagrazione la densità
del gas diminuisce, quindi, dato che in questa approssimazione ρu e ρb sono
costanti, è utile definire il coefficiente di espansione (Θ) come il rapporto tra
la densità prima e dopo la zona di combustione:

Θ ≡ ρu

ρb

. (3.30)

Per stimare il valore di questo parametro, notiamo che nell’approssimazione
quasi-isobarica l’equazione (3.2) si riduce semplicemente a:

γ

γ − 1
Pu

(
1

ρb

− 1

ρu

)
= q, (3.31)

da cui

Θ = 1 +
γ − 1

γ

q

Pu

ρu = 1 + (γ − 1)
q

c2
su

. (3.32)

Nel caso delle Supernovae di tipo Ia esiste una fase dell’esplosione per la
quale questo parametro vale circa 1 (come vedremo meglio nella sezione 4.2)
e quindi, nell’analisi di questa fase sarà possibile utilizzare l’approssimazione
quasi-isobarica.

3.4 Detonazione

Nella sezione 3.1 abbiamo esaminato il fenomeno della detonazione vista
come una discontinuità priva di spessore. In questa sezione, invece, esaminer-
emo meglio la struttura interna di una tipica onda di detonazione. Natural-
mente il processo di combustione di una detonazione è lo stesso di quello di
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una deflagrazione, ma è differente il meccanismo con cui vengono innescate
le reazioni stesse. La descrizione di un fronte d’onda di detonazione piano
e stazionario è stata effettuata indipendentemente da Zeldovich (1940), von
Neumann (1942) e Doering (1943). Il loro modello (comunemente indicato
con ZND), sebbene formalmente semplice, è tutt’oggi ancora molto usato
in applicazioni pratiche (soprattutto ingegneristiche) in quanto è in stretto
accordo con i risultati sperimentali di combustioni chimiche terrestri [26].

In questa tesi useremo il modello di ZND per descrivere una detonazione
compatibile con l’esplosione di una Supernova e in particolare ne studieremo
la stabilità (vedi sezione 4.4). Ricordiamo che questo modello, per quanto af-
fidabile, è solo un’approssimazione del fenomeno, infatti si basa sulle seguenti
assunzioni:

• il flusso è unidimensionale;

• tutte le grandezze termodinamiche sono sempre in equilibrio termodi-
namico locale;

• i processi di trasporto del calore (come la diffusione, la viscosità, la
conduzione, la radiazione) sono trascurabili;

• avviene un’unica reazione irreversibile con un tempo di reazione finito.

Secondo questo modello una detonazione è costituita da due discontinuità
(vedi figura 3.6), ovvero da una zona di reazione preceduta da un’onda d’ur-
to. La regione 1 di fronte all’onda, contenente il gas dei reagenti, è in quiete
e qui non avvengono reazioni. Inoltre, come abbiamo visto in precedenza
le detonazioni si muovono supersonicamente, quindi lo stato termodinamico
del gas 1 (descritto da P1, ρ1 e T1) rimane invariato finchè esso non viene
investito dall’onda d’urto. A causa dell’onda d’urto il gas subisce compres-
sione e riscaldamento e passa allo stato termodinamico descritto da P2, ρ2

e T2. Inoltre, se consideriamo un sistema di riferimento solidale con l’onda
d’urto, lo stato 2 di transizione è completamente determinato dalle equazioni
(2.92)÷(2.96). La compressione ed il riscaldamento del gas favoriscono le
reazioni nucleari, sia perchè aumenta il rate della reazione, sia perchè gli in-
contri tra gli ioni diventano più probabili. A differenza delle deflagrazioni,
nelle detonazioni l’aumento di temperatura si deve ad uno shock e quindi si
può considerare istantaneo e da questo segue che la combustione tramite de-
tonazione avviene più velocemente. Infine, il gas nello stato 3 è nuovamente
inerte e contiene solo i prodotti della reazione. Nello strato di transizione il
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Figura 3.6: Struttura di un’onda di detonazione unidimensionale, adiabatica,
piana e stazionaria secondo il modello di Zeldovich, von Neumann e Doering
(ZND). Le velocità v1, v2 e v3 sono intese rispetto ad un sistema di riferi-
mento solidale con la detonazione stessa, mentre vsh = vd è la velocità della
detonazione rispetto ad un sistema di riferimento esterno fissato.

gas cambia composizione chimica e acquista energia perchè le reazioni sono
esotermiche. Nel modello di ZND il meccanismo di reazione viene schematiz-
zato con una variazione continua della composizione chimica all’interno della
zona di reazione, ma con un rilascio istantaneo di energia solo al termine
della zona di reazione, lungo una discontinuità detta fiamma.

Nella zona di transizione (regione 2) il gas è costituito da due specie
chimiche diverse e quindi, in linea di principio, le equazioni della fluido-
dinamica ricavate nel capitolo 2 non sono adeguate per la descrizione di
questo stato. In realtà, l’unica equazione che in cui compare esplicitamente la
composizione del gas è l’equazione di stato (2.1), attraverso il peso molecolare
medio. Quindi, nella regione 2, dato che in prima approssimazione, possiamo
considerare uniformi sia la pressione che la densità (per la conservazione della
massa durante le reazioni), dobbiamo porre particolare attenzione solo nella
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stima della temperatura. Per questo motivo, nel seguito, noi non tratteremo
tutta la regione di transizione, ma faremo riferimento soltanto ai piccoli strati
al bordo di tale regione (indicati con “Zona A” e “Zona B” in figura 3.6),
dove possiamo assumere che la composizione del gas sia omogenea (carbonio
per la zona A e magnesio per la zona B).

Notiamo che per la soluzione stazionaria il flusso della massa attraverso
l’onda d’urto deve essere uguale a quello che attraversa la fiamma e quindi
anche la velocità della fiamma coincide con quella dello shock. Infatti se
indichiamo con vsh e vd le velocità (dirette lungo l’asse z) rispettivamente
dell’onda d’urto e della fiamma rispetto ad un sistema di riferimento fisso si
ha per il flusso di massa:

j = ρ1(v1 − vsh) = ρ2(v2 − vsh) (3.33)

e simultaneamente
j = ρ2(v2 − vd) = ρ3(v3 − vd). (3.34)

Di conseguenza, affinchè sia soddisfatta l’uguaglianza di queste due espres-
sioni deve valere vsh = vd ≡ vd. Questo significa che, nella situazione sta-
zionaria, il sistema di riferimento solidale con la fiamma è lo stesso di quello
solidale con lo shock e che lo spessore della detonazione ldet, definito da

ldet = τR · vd, (3.35)

rimane costante nel tempo.

La variazione dello stato termodinamico del gas investito da una deto-
nazione descritta secondo il modello di ZND è facilmente visualizzabile nel
piano P − (1/ρ). Infatti, dato che esiste un’unica velocità di propagazione
per l’onda d’urto e per la fiamma, l’equazione (2.86) resta valida sia per il
gas 2 che per il gas 3. Ne segue che, con riferimento alla figura 3.7 un gas
che si trova inizialmente nello stato (1/ρ1, P1), quando viene investito da
uno shock passa istantaneamente allo stato (1/ρ2, P2) individuato dall’inter-
sezione della curva adiabatica di Hugoniot con la linea di Rayleigh-Michelson
ed infine, al termine delle reazioni, si trova nello stato (1/ρ3, P3) individu-
ato dall’intersezione della curva adiabatica di combustione con la linea di
Rayleigh-Michelson. Dal grafico, inoltre, è immediato notare che non tutte
le onde d’urto riescono a dare origine ad una detonazione perchè è necessario
che la linea di Rayleigh-Michelson intersechi almeno in un punto anche la
curva adiabatica di combustione.
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Figura 3.7: Evoluzione dello stato termodinamico di un gas che viene
investito da un’onda di detonazione secondo il modello di ZND.

Nel modello di ZND la fiamma, che è la discontinuità che porta il gas
dallo stato 2 allo stato 3 viene considerata come un’onda di deflagrazione.
Quest’onda di deflagrazione si può descrivere come una discontinuità in quan-
to ora stiamo trascurando i processi di diffusione e stiamo invece considerando
flussi di massa maggiori, quindi in questo caso non è più possibile trattare
questa deflagrazione nell’approssimazione quasi-isobarica. Per trovare lo sta-
to termodinamico del gas nella regione 3 si parte sempre dal fatto che lun-
go lungo la deflagrazione devono essere soddisfatte le relazioni di Rankine-
Hugoniot (2.77)÷(2.79) per la conservazione del flusso della massa e dell’im-
pulso, ma ora l’equazione per la conservazione del flusso dell’energia contiene
un termine di sorgente dovuto alla produzione di energia nucleare e quindi si
ha:

[
ρ vz

{
1

2

(
n̂ · v +

1

N

∂F

∂t

)2

+
P

ρ
+ E

}]

Σ

=

∫

lΣ

ρ2 q̇ dz. (3.36)
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Usando dz = vz2 dt e considerando un rilasco immediato di energia si ottiene

∫

lΣ

ρ2 q̇ dz =

∫

lΣ

ρ2 vz2
dq

dt
dt = ρ2 vz2 q. (3.37)

Infine, l’equazione per la conservazione dell’energia per questa deflagrazione,
considerata come discontinuità, piana e stazionaria, si ottiene sostituendo
l’equazione (3.37) nella (3.36), tenendo presente la (2.77) e ricordando la
definizione di energia interna per unità di massa:

1

2
(v2

3 − v2
2) +

γ

γ − 1

(
P3

ρ3

− P2

ρ2

)
= q. (3.38)

Di conseguenza, il set di equazioni al bordo (2.77)÷(2.79) unito all’e-
quazione (3.38), permette di determinare lo stato termodinamico del gas
dopo il passaggio di un’onda di detonazione piana:

v3 =
γ (P2 + ρ2v2

2)−
√

(ρ2v2
2 − γP2)

2 + 2q (γ2 − 1) v2
2ρ2

2

(γ + 1) v2ρ2

P3 =
(P2 + ρ2v2

2) +
√

(ρ2v2
2 − γP2)

2 − 2q (γ2 − 1) v2
2ρ2

2

(γ + 1)
(3.39)

ρ3 =
γ ρ2 (P2 + ρ2v2

2) +
√

ρ2
2
[
(ρ2v2

2 − γP2)
2 − 2q (γ2 − 1) v2

2ρ2
2
]

ρ2 (2q + v2
2) (γ − 1) + 2γP2

.

La soluzione qui riportata è quella che fornisce un numero di Mach inferiore
ad 1 perchè, come abbiamo visto nella sezione 3.1 la velocità del gas dei
prodotti rispetto al fronte d’onda di deflagrazione è subsonica.

La struttura di una detonazione come descritta in questa sezione ci sarà
molto utile per analizzare la fase dell’esplosione di una Supernova di tipo
Ia secondo il modello di detonazione ritardata in cui si sviluppa un’onda di
detonazione (vedi sezione 4.4).



Capitolo 4

Modello di base per le
Supernovae di tipo Ia

Le fasi esplosive di una Supernova sono un fenomeno estremamente com-
plesso, determinato dall’interazione di differenti meccanismi fisici (reazioni
termonucleari, perdite di neutrini e raggi gamma, fenomeni turbolenti e con-
vettivi, propagazione di onde d’urto). Pertanto spesso si ricorre a una loro
modellizzazione tramite l’impiego di simulazioni numeriche. Un approccio di
questo genere presenta però il rischio potenziale che i risultati della simulazio-
ne siano fortemente condizionati da effetti numerici, specialmente per il fatto
che il range dinamico delle scale fisiche in gioco (dal micron a 107 m) non
è attualmente risolubile nella sua completezza. In questo capitolo discutiamo
quindi un modello analitico per seguire le fasi lineari dell’esplosione di una
supernova con per cercare di identificare, tramite un’analisi basata sui tempi
scala e su una stima delle grandezze fisiche in gioco, i principali parametri
del problema. In particolare studiamo la stabilità lineare del fronte d’onda
tramite uno sviluppo in modi normali di una perturbazione unidimensionale.
I risultati che abbiamo ottenuto evidenziano l’esistenza di significative insta-
bilità a scale più piccole della risoluzione numerica delle attuali simulazioni
che descrivono l’esplosione globale della Supernova. Queste instabilità, di
difficile trattazione nelle analisi su grande scala, possono avere importanti
conseguenze nell’evoluzione del fronte d’onda.

4.1 Fase di pre-supernova

Come abbiamo già visto nel primo capitolo, le caratteristiche osservative
delle Supernovae di tipo Ia vengono ben riprodotte da un modello che prevede
che esse siano il risultato dell’esplosione di una nana bianca di carbonio ed
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ossigeno che accresce massa da una stella compagna. Quando negli strati
superficiali della nana bianca viene accumulata una sufficiente quantità di
materia ricca di idrogeno, in questi strati si innesca la fusione dell’idrogeno.
La combustione dell’idrogeno può avvenire sia in una configurazione termo-
dinamicamente stabile che attraverso dei flashes [15]. In generale, se l’ac-
crescimento della massa è molto rapido (cioè per Ṁ > 3 · 10−9M¯ yr−1 [57])
la fusione dell’idrogeno è stabile, cos̀ı che si può assumere che tutta la mate-
ria ricevuta venga trasformata in elio, con conseguente rilascio di energia di
legame nucleare. Invece, il risultato di un più lento accrescimento di materia
è un intenso flash che espelle gran parte della materia ricevuta e ne trasforma
solo poca in elio, quindi il rilascio di energia è minore rispetto al caso prece-
dente. È anche possibile, sebbene più di rado, che la materia ricevuta dalla
nana bianca sia direttamente elio e in questo caso essa viene trasformata in
carbonio negli strati superficiali della stella.

Affinchè una nana bianca possa esplodere, è necessario che, durante questa
fase di accrescimento di massa, la temperatura centrale della stella diventi
sufficientemente alta da originare un’onda di deflagrazione. Per questo moti-
vo questa fase è anche detta di induzione. Per determinare il tempo richiesto
per dare inizio ad una deflagrazione nel nucleo di una nana bianca dobbiamo
considerare i processi fisici che determinano l’andamento della temperatura
centrale della struttura. Al fine di rendere la discussione più quantitativa con-
sideriamo una tipica nana bianca [57] di massa iniziale pari M

(0)
WD = 1.28M¯,

con una temperatura centrale iniziale di T
(0)
c = 2.6 · 107 K e una densità

centrale iniziale di ρ
(0)
c = 3.9 · 108 g/cm3, che accresce massa ad un ritmo di

Ṁ = 3 · 10−8 M¯/yr.

Ricordiamo, innanzitutto, che il profilo di temperatura all’interno di una
stella è tale che nelle zone centrali la temperatura è massima. Questo si-
gnifica che anche se il calore prodotto dalle reazioni nucleari che avvengono
negli strati superficiali della nana bianca, viene diffuso per conduzione verso
le zone più interne della stella, esso non contribuisce all’aumento della tem-
peratura centrale (essendo quest’ultima già superiore). Nonostante questo,
la materia che si accumula sulla superficie della nana bianca ne aumenta
la massa, causando la compressione della materia all’interno. Questa com-
pressione rilascia energia gravitazionale Lg, contribuendo cos̀ı all’aumento
della temperatura e della densità centrale della stella. Secondo il modello di
Nomoto [57] il rilascio di energia per unità di tempo dovuto all’accrescimento



82
CAPITOLO 4. MODELLO DI BASE PER LE SUPERNOVAE

DI TIPO IA

di massa dipende dalla temperatura nel seguente modo:

Lg =

(
T

3 · 107 K

)[
3 · 10−2 L¯

(
dM/dt

7 · 10−10 M¯yr−1

)
+ 4 · 10−2 L¯

(
M

M¯

)]
,

(4.1)
dove L¯ = 3.9 · 1033 erg/s è la luminosità del Sole. Man mano che la tempe-
ratura centrale aumenta, anche le reazioni di fusione del carbonio diventano
sempre più probabili (vedi sezione 3.2) e anch’esse contribuiscono all’aumen-
to della temperatura centrale. Il rate delle reazioni dipende fortemente dalla
temperatura quindi è lecito considerare che le reazioni nucleari avvengano
solo in una piccola regione sferica centrale (avente raggio r di circa 30 cm
[11]). In questo caso l’energia per unità di tempo prodotta dalla fusione del
carbonio è data da:

Lnuc =
4πr3

3
ρ q̇ =

4πr3

3
ρ2 q

Y 2
C

µC

Se NA < σv >C erg/s. (4.2)

Contemporaneamente all’aumento di temperatura aumentano anche le per-
dite di energia per emissione di fotoni Lγ e di neutrini Lν . Le perdite per
fotoni avvengono solo negli strati superficiali della stella dove l’opacità per i
fotoni diminuisce, ma nelle regioni centrali il cammino libero medio dei fotoni
è molto basso e quindi i fotoni non rappresentano una perdita di energia, ma
solo una ridistribuzione. Per quanto riguarda i neutrini, essi vengono prodot-
ti nelle zone calde della nana bianca (cioè in una regione di circa 100 km di
raggio [11]) ed hanno una sezione d’urto con la materia stellare dell’ordine
di 10−44 cm2 [66], quindi riescono a sottrarre energia alla struttura. Esistono
tre meccanismi di emissione di neutrini: (i) produzione di coppie neutrino-
antineutrino (e+ + e− → νe,µ,τ + νe,µ,τ ); (ii) produzione di “foto-neutrini”
(e± + γ → e± + νe,µ,τ + νe,µ,τ ); (iii) produzione di neutrini da oscillazioni
del plasma (plasmone → νe,µ,τ + νe,µ,τ ). Tutti questi meccanismi dipendono
dalla temperatura e per le condizioni delle regioni centrali della nana bianca
il meccanismo dominante di emissione di neutrini è quello dovuto alle oscil-
lazioni del plasma [7]. Considerando solo questo meccanismo, l’energia persa
per unità di tempo per l’emissione di neutrini dipende dalla temperatura nel
seguente modo [54]:

Lν =
2.4 · 10−44 · T 12

5 · 105 · T 3 + 1.5 · 108 · T 2 + 6 · 1017 · T + 1.5 · 1026
erg/s. (4.3)

L’andamento dell’energia prodotta e dell’energia persa per unità di tempo
in funzione della temperatura della stella è riportato in figura 4.1. Si nota
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Figura 4.1: Andamento dell’energia prodotta Lg e Lnuc e dell’energia persa Lν

per unità di tempo in funzione della temperatura centrale della nana bianca.
Il punto corrispondente all’innesco della fusione del carbonio si ha per T ∗

c '
5.7 · 108 K.

che inizialmente la produzione di energia nucleare è del tutto trascurabile
e quindi l’evoluzione iniziale della temperatura Tc è determinata essenzial-
mente dall’accrescimento di massa e dalle perdite di neutrini. Dal momento
che il riscaldamento per compressione supera il raffreddamento per emissione
di neutrini, la temperatura centrale aumenta. Questo effetto, d’altra parte
incrementa il rate della reazione di fusione del carbonio. Quando la pro-
duzione di energia nucleare eguaglia la perdita dovuta ai neutrini, l’aumento
di temperatura subisce una brusca accelerazione e si dice che la reazione di
fusione del carbonio è stata innescata. Dal grafico di figura 4.1 si osserva che
l’innesco del carbonio si ha per T ∗

c ' 5.7 ·108 K. Notiamo che questo valore è
leggermente inferiore a quello che si trova generalmente in letteratura (6.6·108

K [36]), ma questo si deve al fatto che in questa tesi stiamo considerando,
per comodità, una composizione chimica iniziale di solo carbonio.
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Quando il contributo al riscaldamento delle regioni centrali dovuto alle
reazioni nucleari comincia a diventare significativo, nel nucleo si sviluppa
anche il fenomeno della convezione. In questo ambiente, la convezione è in
grado di trasportare materia verso l’esterno per qualche centinaia di km [11].
Quindi, per stimare l’intervallo ∆taccr in cui la nana bianca deve accrescere
massa per innescare la fusione del carbonio dobbiamo calcolare l’energia ∆E
necessaria per portare ad una temperatura di T ∗

c tutta la zona convettiva (di
raggio R di circa 100 km). Per il principio di equipartizione, l’energia interna
della materia è proporzionale alla temperatura, ovvero E = 3NAkBTNmol/2
dove Nmol è il numero di moli di materia e kB = 1.38 · 10−16 erg/K è la
costante di Boltzmann; quindi, nel nostro caso:

∆E =
3

2
∆TNAkB

4πR3ρ

3µC

= 5.7 · 1046 erg. (4.4)

Da cui, considerando che il maggior contributo all’incremento di temperatura
deriva dalla compressione per accrescimento, si ha:

∆taccr ∼ ∆E

Lg

∼ 1013 s = 4 · 105 anni. (4.5)

All’innesco della fusione del carbonio, la massa della nana bianca ha rag-
giunto un valore prossimo al limite di Chandrasekhar, ovvero MWD ' 1.4M¯
' 2.79 · 1033 g e la densità centrale è di circa 3 · 109 g/cm3 [58]. In questa
situazione la nana bianca ha un raggio pari a RWD ' 2 · 108 cm [31] e quindi
la sua energia gravitazionale risulta:

Egrav = −3

5
·G · M2

WD

RWD

= −1.56 · 1051 erg. (4.6)

In queste condizioni la velocità di fuga di una particella è

vf =
√

2GMWD/RWD = 1.4 · 109 cm/s, (4.7)

ma, durante l’esplosione il raggio della stella aumenta, cos̀ı che la velocità di
fuga diminuisce.

A queste densità, come abbiamo già discusso, gli elettroni sono un gas
degenere ultrarelativistico mentre gli ioni possono essere ancora considerati
un gas perfetto. Quindi, la materia stellare può essere descritta come un
plasma a due componenti. Occorre sottolineare che questo plasma è un
sistema molto collisionale, cos̀ı che possiamo assumere che elettroni e ioni
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abbiano la stessa temperatura. Per quanto riguarda la pressione, invece,
essa è determinata esclusivamente dagli elettroni e vale (vedi anche [49]):

P =
(3π2)1/3

4
~c

(
ρZ

mC

)4/3

= 4.9 · 1014ρ4/3 ⇒ P = 2.1 · 1027 erg/cm3,

(4.8)
dove c = 3 · 1010 cm/s è la velocità della luce, ~ = 1.05 · 10−27 erg s è la
costante di Planck e Ze = 6e e mC = 1.99 · 10−23 g sono rispettivamente la
carica e la massa degli ioni di carbonio. Ne segue che, in queste condizioni,
la velocità del suono rispetto al gas dei reagenti vale:

c2
u =

(
dP

dρ

)
= 6.6 · 1014ρ1/3 ⇒ cu = 9.7 · 108 cm/s. (4.9)

4.2 Fase di deflagrazione laminare

Come abbiamo visto nella precedente sezione l’innesco delle reazioni di
fusione del carbonio avviene quando la densità e la temperatura centrali
hanno raggiunto rispettivamente i valori 3 · 109 g/cm3 e 5.7 · 108 K. In queste
condizioni, il tempo scala delle reazioni nucleari, che si può ottenere dall’e-
quazione (3.21), è τR = 5.5 · 104 s e quindi è ancora molto maggiore di quello
caratteristico della convezione τconv, che vale circa 100 s [84]. Ne segue che
ora il principale meccanismo di trasporto del calore è la convezione e non
la conduzione, ovvero non si è ancora originata un’onda di deflagrazione.
Quando il gas raggiunge una temperatura di circa 109 K, il tempo scala delle
reazioni nucleari è diventato dell’ordine di 10−7 s, ovvero τR ¿ τconv, quindi
possiamo considerare che la combustione del carbonio avvenga istantanea-
mente. È solo a questo punto che la superficie lungo la quale avvengono le
reazioni si può definire un’onda di deflagrazione. Per stimarne lo spessore e la
velocità laminare attraverso le equazioni (3.28) e (3.29) è necessario stimare
anche la capacità termica e la conducibilità termica della materia stellare
nelle condizioni sudette.

La materia stellare è costituita da elettroni (pedice ’e’), da ioni di carbonio
(pedice ’C’) e da radiazione (pedice ’γ’). Quindi, per la stima della capacità
termica dobbiamo tenere presente i diversi contributi di questi componenti,
cioè:

CP =
ρC(CP )C + ρe(CP )e

ρtot

+ (CP )γ (4.10)

dove la densità del carbonio è circa la densità totale del gas (ρC ≈ ρtot) e,
ricordando che il carbonio è ionizzato sei volte, la densità degli elettroni è
ρe = 6meρC/mC con la massa dell’elettrone che vale me = 9.11 · 10−28 g.
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Gli ioni di carbonio possono essere considerati come un gas perfetto e
quindi la loro capacità termica non dipende dalla temperatura (vedi anche
[49]). Per un gas monoatomico essa vale CP = 5R/2 = 5NAkB/2 erg K−1

mol−1, quindi:

(CP )C =
5

2
· 8.3 · 107

µC

= 1.7 · 107 erg

g ·K . (4.11)

Gli elettroni, invece, possono essere descritti come un gas relativistico e
completamente degenere, quindi (vedi [49]):

(CP )e =
(3π2)2/3k2

B

3mec~

(
µC

6NAρ

)1/3

T = 5.5 · 1010 erg

g ·K . (4.12)

Infine, assumendo che la radiazione sia descrivibile con una distribuzione di
corpo nero si ha che (vedi anche [49]):

(CP )γ ≈ 4aT 3

ρ
= 8 · 104 erg

g ·K , (4.13)

dove a = 7.56 · 10−15 erg cm−3 K−4 è la costante di corpo nero. Da questi
risultati si nota che, nelle condizioni caratteristiche di questa fase dell’esplo-
sione, il contributo della radiazione alla capacità termica è trascurabile e
possiamo, quindi, assumere che la capacità termica della materia stellare sia

CP =
6me

mC

(CP )e + (CP )C = 3.2 · 107 erg

g ·K . (4.14)

Per quanto riguarda la conducibilità termica, nelle nane bianche, il tra-
sporto di calore è dovuto essenzialmente a processi radiativi e di conduzione
elettronica. Infatti, possiamo trascurare il contributo degli ioni, in quanto la
loro velocità è minore della velocità dei fotoni e degli elettroni (che è pari alla
velocità della luce). Tenendo conto che alla conduzione elettronica contribui-
scono i processi di scattering tra elettroni e ioni e tra elettroni ed elettroni e
che l’effetto Compton è il principale meccanismo di trasporto di calore dovuto
ai fotoni, Yakovlev e Urpin [11] hanno dimostrato che la conducibilità totale
è data da:

κ = 0.81
~c2k2

B

e4ZΛei

(
ρZ

mC

)1/3

T
erg

s · cm ·K , (4.15)

dove Λei ≈ 1 è il logaritmo di Coulomb, mentre la carica elementare vale
e = 4.8 · 10−10 esu (1 esu2 = erg cm). Dall’equazione (4.15) segue che, nel
nostro caso, κ = 8.8 · 1018 erg s−1 cm−1 K−1. Ricordando le equazioni (3.28)
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e (3.29) è ora possibile stimare lo spessore dell’onda di deflagrazione e la sua
velocità laminare rispetto al gas dei reagenti, infatti ld = 8.4 · 10−3 cm e
vu = 1.1 · 104 cm/s, da cui segue che il numero di Mach è Mu = vu/cu = 1.1 ·
10−5. Possiamo quindi investigare la dinamica della deflagrazione utilizzando
l’approssimazione quasi-isobarica (perchè Mu ¿ 1) e considerando il fronte
d’onda della deflagrazione come una discontinuità in quanto il suo spessore
ld è molto inferiore al raggio della nana bianca RWD.

Per poter applicare le equazioni della sezione 3.3 è anche importante con-
frontare la diffusione del calore con quella della materia. Il coefficiente di
diffusione del carbonio DC per i plasmi stellari è stato studiato da Paquette
et al. [60] i quali hanno trovato che, in prima approssimazione, DC ∝ T−1/2

e quindi, nel nostro caso è dell’ordine di 10−5 cm2/s. Ne segue che il numero
di Lewis per la deflagrazione che avviene all’interno della nana bianca vale
circa Le ≈ 107, di conseguenza si può trascurare il fenomeno della diffusione
della materia rispetto a quello della diffusione del calore. Infine, per poter
utilizzare le equazioni della sezione 3.3 dobbiamo verificare che gli effetti del-
la viscosità siano anch’essi trascurabili. A questo fine si può introdurre il
numero di Prandtl definito come il rapporto tra il coefficiente di viscosità η
e il trasporto del calore, ovvero:

Pr ≡ CP η

κ
. (4.16)

Utilizzando per η la stima di 107 g cm−1 s−1 [74], si ha che Pr ≈ 10−5, quindi,
è legittimo trascurare anche il fenomeno della viscosità.

Riassumendo, abbiamo visto che quando la temperatura della stella rag-
giunge circa 2 · 109 K, si sviluppa un’onda di deflagrazione di spessore tra-
scurabile che si propaga verso l’esterno della stella con una velocità estrema-
mente subsonica. Il parametro di espansione che caratterizza la deflagrazione
vale Θ = 1.4, che si ricava dall’equazione (3.32), dove si può porre YC ≈ 1,
trascurando il consumo di carbonio avvenuto nella fase di induzione. Più
accurate analisi numeriche del problema forniscono valori del coefficiente Θ
compresi tra 1.2 e 1.7 (vedi per esempio [74], [11]), quindi la nostra stima
di Θ ottenuta attraverso una trattazione analitica è in accordo con i risul-
tati che si trovano in letteratura. Per esaminare la stabilità di questa onda
di deflagrazione, la considereremo localmente piana e assumeremo l’asse z
come direzione di propagazione. Nella prossima sezione studieremo la fiam-
ma in assenza di accelerazione di gravità e ricaveremo l’insorgere dell’insta-
bilità di Landau-Darrieus, successivamente ripristinando la gravità otterremo
l’insorgere dell’instabilità di Rayleigh-Taylor.
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4.2.1 Instabilità di Landau-Darrieus

L’istabilità di Landau-Darrieus si verifica in tutte le deflagrazioni che
avvengono in un gas perchè è legata solo al coefficiente di espansione Θ.
Siccome, in questa trattazione, il fronte d’onda è visto come una discontinui-
tà, la sua velocità è una costante assegnata dall’esterno, che indichiamo con
vu = Sl. Inoltre, nell’approssimazione quasi-isobarica, la pressione rimane
costante, cioè Pu = Pb e i fluidi possono essere considerati incomprimibili,
quindi le densità del gas dei reagenti e del gas dei prodotti sono fissate e
valgono rispettivamente ρu e ρb = ρu/Θ. Infine, dalla condizione di Rankine-
Hugoniot per la conservazione del flusso della massa (2.72) si ricava per la
velocità del gas dei prodotti rispetto al fronte d’onda vb = ΘSl.

Per applicare il metodo descritto nell’appendice B per lo studio della sta-
bilità di questo fronte d’onda sovrapponiamo alla soluzione imperturbata pia-
na e stazionaria una perturbazione, nella direzione perpendicolare a quella
di propagazione, della forma:

F̃ (x, t) = F̃ exp(σt + ikx), (4.17)

dove k = 2π/λ è il numero d’onda della perturbazione (che ha lunghezza d’on-
da λ) e σ è il tasso di crescita della perturbazione. Lo scopo di quest’analisi
è proprio quello di ricavare la relazione di dispersione legata all’instabilità,
ovvero σ = σ(k). Notiamo subito che, sulla base di considerazioni dimen-
sionali, ci aspettiamo che il tasso di crescita sia della forma σ = Slkf(Θ),
dove f(Θ) è un fattore numerico che dipende solo dal coefficiente di espan-
sione. Come sottolineato nell’appendice B, il flusso sarà instabile se esistono
delle condizioni tali per cui la parte reale del tasso di crescita risulta po-
sitiva (ovvero Re σ > 0). In generale, la forma della perturbazione (4.17)
dovrebbe essere presa in tre dimensioni (B.1), ma per la linearizzazione del
problema non c’è differenza tra la configurazione bidimensionale (che stiamo
considerando) e quella tridimensionale.

Siccome, nell’approssimazione quasi-isobarica, i fluidi possono essere con-
siderati incomprimibili, le grandezze idrodinamiche che vengono perturbate
possono essere solo la pressione e la velocità, che scriviamo quindi come:

v(x, z, t) = vz + v
′
(x, z, t) con v

′
= (v

′
x, 0, v

′
z)

P (x, z, t) = Pu + P
′
(x, z, t) (4.18)
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Dato che il problema è lineare, le perturbazioni di tutte le quantità idrodi-
namiche sono proporzionali alla perturbazione del fronte, cioè:

P
′
(x, z, t) = P̃ (z)eσt+ikx

v
′
x(x, z, t) = ṽx(z)eσt+ikx (4.19)

v
′
z(x, z, t) = ṽz(z)eσt+ikx

Sostituendo le equazioni (4.18) nelle equazioni (3.24) e (3.25) e tenendo
conto dei soli termini lineari si ottengono le equazioni del moto per le quantità
perturbate:

∂v
′
x

∂x
+

∂v
′
z

∂z
= 0,

∂v
′
x

∂t
+ vz

∂v
′
x

∂z
= −1

ρ

∂P
′

∂x
,

∂v
′
z

∂t
+ vz

∂v
′
z

∂z
= −1

ρ

∂P
′

∂z
.

Infine, utilizzando le espressioni (4.19) si ottiene un sistema di equazioni alle
derivate ordinarie a coefficienti costanti:

dṽz

dz
+ ikṽx = 0, (4.20)

ρσṽx + ρvz
dṽx

dz
= −ikP̃ , (4.21)

ρσṽz + ρvz
dṽz

dz
= −dP̃

dz
, (4.22)

da risolvere indipendentemente sia nel gas dei reagenti (dove ρ = ρu e
vz = Sl) che nel gas dei prodotti (dove ρ = ρu/Θ e vz = ΘSl), ricor-
dando che le perturbazioni si annullano lontano dal fronte d’onda (cioè per
z = ±∞). Le soluzioni che si ottengono vanno poi raccordate lungo il fronte
della deflagrazione (dove z = 0) attraverso le condizioni di Rankine-Hugoniot
(2.77)÷(2.79), che linearizzate diventano:

[
ρṽz + σρF̃

]
Σ

= 0,

[
ṽx − ikvzF̃

]
Σ

= 0,
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[
P̃ + 2ρvz(ṽz + σF̃ )

]
Σ

= 0,

ovvero
ρu

Θ
(ṽzb + σF̃ )− ρu(ṽzu + σF̃ ) = 0, (4.23)

ṽxb − ikΘSlF̃ − ṽxu + ikSlF̃ = 0, (4.24)

P̃b + 2ρuSl(ṽzb − ṽzu)− P̃u = 0. (4.25)

Come abbiamo visto nella sezione 2.6, a queste equazioni va aggiunta la
condizione (2.81) sulla velocità del gas dei reagenti, che, in questo caso, è
semplicemente:

ṽzu = −σF̃ . (4.26)

La soluzione del sistema (4.20)÷(4.22) per il gas dei reagenti (z < 0) si
trova derivando l’equazione (4.22) rispetto a z:

ρuσ
dṽzu

dz
+ ρuSl

d2ṽzu

dz2
+

d2P̃u

dz2
= 0 (4.27)

e sostituendo in quest’ultima espressione le equazioni (4.20) e (4.21). In
questo modo si ricava un’equazione differenziale armonica:

d2P̃u

dz2
= k2P̃u, (4.28)

che ha per soluzione

P̃u = Bue
kz con Bu = costante. (4.29)

La soluzione proporzionale a exp(−kz) va esclusa perchè per z = −∞ la
perturbazione si deve annullare.

Ora consideriamo l’equazione (4.22) che con l’espressione (4.29) diventa:

ρuσṽzu + ρuSl
dṽzu

dz
= −kBue

kz. (4.30)

La soluzione dell’equazione omogenea associata alla (4.30) è:

ṽzu(z) = Cue
−(σz)/Sl con Cu = costante (4.31)
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ma noi siamo interessati a possibili soluzioni con Re σ > 0 (cioè soluzioni
instabili) e, in questo caso (z < 0), la soluzione (4.31) diverge all’infinito e
dunque è da scartare. Quindi, la più generale soluzione dell’equazione (4.30)
è:

ṽzu(z) = Aue
kz, (4.32)

dove Au è una costante tale che:

ρuAu(σ + kSl) = −kBu. (4.33)

Analogamente, dall’equazione (4.21) si ricava:

ṽxu(z) = Due
kz, (4.34)

dove Du è una costante tale che:

Du = −iAu. (4.35)

Procedendo nello stesso modo, la soluzione del sistema (4.20)÷(4.22) per
il gas dei prodotti (z > 0) è

P̃b = Bbe
−kz con Bb = costante, (4.36)

che sostituita nell’equazione (4.22) dà:

ρu

Θ
σṽzb + ρuSl

dṽzb

dz
= kBbe

−kz. (4.37)

Ora, la soluzione dell’equazione omogenea associata alla (4.37) è accettabile
e quindi la più generale soluzione è data da:

ṽzb(z) = Cbe
−(σz)/(ΘSl) + Abe

−kz. (4.38)

Analogamente, per la componente tangenziale della velocità perturbata si
ha:

ṽxb(z) = Gbe
−(σz)/(ΘSl) + Dbe

−kz (4.39)

e le costanti di integrazione devono soddisfare a:

ρbAb

( σ

Θ
+ kSl

)
= −kBb

Db = −iAb (4.40)

kΘSlGb = −iσCb.



92
CAPITOLO 4. MODELLO DI BASE PER LE SUPERNOVAE

DI TIPO IA

Infine, note le soluzioni per z < 0 e z > 0, possiamo riscrivere le condizioni
(4.23)÷(4.25) e (4.26) come:

ρu

Θ
(Cb + Ab + σF̃ )− ρu(Au + σF̃ ) = 0, (4.41)

Gb + Db − ikΘSlF̃ −Du + ikSlF̃ = 0, (4.42)

Bb + 2ρuSl(Cb + Ab − Au)−Bu = 0, (4.43)

Au = −σF̃ . (4.44)

Le equazioni (4.33), (4.35), (4.40), (4.41)÷(4.44) formano un sistema linea-
re omogeneo, che risolto fornisce la seguente relazione di dispersione per
l’instabilità di Landau-Darrieus:

σ2 +
2Θ

Θ + 1
kSlσ − Θ− 1

Θ + 1
ΘS2

l k
2 = 0, (4.45)

da cui si ricava il tasso di crescita:

σLD = kSl
Θ

Θ + 1

(√
Θ + 1− 1

Θ
− 1

)
. (4.46)

Dall’equazione (4.46) si vede che il tasso di crescita è reale e positivo per
tutti i valori del coefficiente di espansione, in quanto Θ > 1 per tutte le
deflagrazioni. Inoltre σ aumenta all’aumentare di Θ, cioè maggiore è la dif-
ferenza tra la densità dei reagenti e la densità dei prodotti e prima si sviluppa
l’instabilità di Landau-Darrieus. Le formule (4.45) e (4.46) che abbiamo ot-
tenuto in una configurazione unidimensionale diventantano tridimensionali
semplicemente sostituendo a k il modulo del vettore d’onda |k| in tre dimen-
sioni. Si può, dunque, concludere che piccole perturbazioni del fronte d’onda
di una deflagrazione crescono esponenzialmente nel tempo dando origine al-
l’instabilità di Landau-Darrieus, che ha l’effetto di curvare il fronte d’onda
stesso.

Come si può notare dall’espressione (4.46), l’analisi di questa instabilità
mostra che l’ampiezza di ogni modo di perturbazione aumenta indipenden-
temente dal suo numero d’onda, tanto più è minore la lunghezza d’onda
della perturbazione tanto più velocemente essa aumenta. Per questo moti-
vo dall’equazione (4.46) non si può determinare una lunghezza caratteristica
dell’instabilità. L’unico vincolo sulla scala di lunghezza può essere trovato
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indirettamente dalle assunzioni del modello. Infatti, la soluzione (4.46) è sta-
ta ottenuta nell’ipotesi di un fronte d’onda di spessore trascurabile, quindi
essa vale solo per perturbazioni aventi una lunghezza d’onda maggiore dello
spessore della fiamma (λ À ld o kld ¿ 2π). Nel nostro caso, quindi, vale per
k ¿ 7.5 · 102 cm−1.

4.2.2 Instabilità di Rayleigh-Taylor

Durante l’esplosione di una Supernova, l’onda di deflagrazione si propaga
verso l’esterno della stella, cioè in direzione opposta a quella dell’accelera-
zione di gravità. In questo caso l’instabilità di Landau-Darrieus può venire
amplificata dall’instabilità di Rayleigh-Taylor. Quest’ultima si sviluppa solo
quando è presente un’accelerazione e la superficie di discontinuità separa
due fluidi di densità diversa tali che il gradiente di densità è opposto a tale
accelerazione. Nel nostro caso, l’accelerazione è dovuta alla gravità e, come
abbiamo già visto, il gas dei prodotti è più leggero di quello dei reagenti.
Per stimare il valore dell’accelerazione possiamo di nuovo assumere che la
deflagrazione si sviluppi al bordo di una sfera di raggio di circa 30 cm [11],
alla cui superficie l’accelerazione vale g ≈ 104 cm/s2.

L’analisi dell’istabilità di Rayleigh-Taylor è simile a quella sviluppata per
l’instabilità di Landau-Darrieus. Infatti, bisogna nuovamente risolvere le
equazioni della fluido-dinamica linearizzate rispetto alle quantità perturbate,
cioè le equazioni (4.20)÷(4.22), con le condizioni al contorno (4.23), (4.24)
e (4.26). L’unica differenza risiede nell’equazione linearizzata per la conser-
vazione della componente normale del flusso dell’impulso, che in presenza
della gravità diventa:

[
P̃ + 2ρvz(ṽz + σF̃ )− ρgF̃

]
Σ

= 0,

ovvero

P̃b − P̃u + 2ρuSl(ṽzb − ṽzu) +
Θ− 1

Θ
ρugF̃ = 0. (4.47)

Dal momento che, in presenza della gravità le equazioni linearizzate della
fluido-dinamica sono ancora le (4.20)÷(4.22), allora anche le soluzioni per il
gas dei reagenti e dei prodotti sono ancora valide. Di conseguenza il sistema
lineare omogeneo da risolvere è ora costituito dalle equazioni (4.33), (4.35),
(4.40), (4.41), (4.42), (4.44) e (4.47) che forniscono la seguente relazione di
dispersione:

σ2 +
2Θ

Θ + 1
kSlσ − Θ− 1

Θ + 1
ΘS2

l k
2 − Θ− 1

Θ + 1
gk = 0, (4.48)
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da cui si ricava il tasso di crescita per l’instabilità di Rayleigh-Taylor:

σDL+RT =

√
Θ− 1

Θ + 1
gk +

Θ2 + Θ− 1

(Θ + 1)2
ΘS2

l k
2 − Θ

Θ + 1
kSl. (4.49)

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 10000

 100000

 1e+06

 1e-08  1e-06  1e-04  0.01  1  100

si
gm

a 
(1

/s
)

k (1/cm)

  theta = 1.2
  theta = 1.4
  theta = 1.7

Figura 4.2: Andamento del tasso di crescita σLD+RT dell’instabilità di
Rayleigh-Taylor in funzione della lunghezza d’onda della perturbazione e del
coefficiente di espansione Θ.

In figura 4.2 è riportato l’andamento del tasso di crescita dell’instabilità di
Rayleigh-Taylor per alcuni valori caratteristici del coefficiente di espansione
(Θ) per le deflagrazioni in una nana bianca. Si può notare che, come nel caso
dell’instabilità di Landau-Darrieus tutti i modi di perturbazione vengono am-
plificati e, di nuovo, tanto minore è la lunghezza d’onda della perturbazione,
tanto maggiore risulta l’amplificazione. Anche in questo caso la lunghezza
caratteristica dell’instabilità può essere ricavata solo dai limiti imposti dal
modello e quindi la relazione (4.49) può essere considerata valida solo per
k < 102 cm−1.
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In assenza di accelerazione gravitazionale, la relazione di dispersione (4.49)
si riduce a quella della sola instabilità di Landau-Darrieus. Nel caso opposto
di elevate accelerazioni (S2

l k/g ¿ 1) o per perturbazioni di lunghezza d’onda
sufficientemente grande il tasso di crescita (4.49) diventa pari a:

σRT =

√
Θ− 1

Θ + 1
gk (4.50)

che è il classico risultato per l’instabilità di Rayleigh-Taylor (vedi anche [17]).
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Figura 4.3: Confronto tra il tasso di crescita σDL+RT dovuto all’instabilità
di Landau-Darrieus in presenza di campo gravitazionale, equazione (4.49)
e i tassi di crescita della sola instabilità di Rayleigh-Taylor σRT , equazione
(4.50) e della sola instabilità di Landau-Darrieus σLD, equazione (4.46).

Nel grafico di figura 4.3 sono riportati gli andamenti del tasso di crescita
dell’istabilità di Landau-Darrieus (σLD), dell’instabilità di Rayleigh-Taylor
(σRT ) e dell’instabilità dovuta all’effetto congiunto di entrambe (σLD+RT ).
Notiamo che il tasso di crescita dell’instabilità di Landau-Darrieus in presen-
za di campo gravitazionale (σLD+RT ) è diverso dalla semplice somma dei tassi
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di crescita dell’instabilità di Landau-Darrieus e dell’instabilità di Rayleigh-
Taylor. Inoltre, si può vedere che per lunghezze d’onda piccole (λ < 104 cm)
l’instabilità di Landau-Darrieus è dominante, mentre per lunghezze d’onda
più grandi domina l’instabilità di Rayleigh-Taylor. In letteratura esistono
molte simulazioni numeriche del problema, in cui gli autori tengono conto
soltanto dell’instabilità di Rayleigh-Taylor, perchè la griglia numerica non
consente di esaminare lunghezze d’onda piccole a meno di non aumentare
molto i tempi di calcolo. Trascurare i modi di perturbazione a piccole
lunghezze d’onda significa, però, sottostimare di circa due ordini di grandez-
za l’amplificazione delle perturbazioni. Questo si riflette in un’erronea stima
dei tempi scala con cui si sviluppano le instabilità. Infatti, se confrontiamo
i tempi scala con cui si sviluppano una perturbazione avente λ ∼ 10−2 cm e
una con λ ∼ 104 cm si ottiene

τLD+RT (λ = 10−2) ≈ 10−5 s ¿ τRT (λ = 104) ≈ 1 s. (4.51)

Questa differenza, a sua volta, si ripercuote sulla composizione chimica finale
dei prodotti dell’esplosione.

4.3 Fase di combustione turbolenta

Nella precedente sezione abbiamo messo in luce il fatto che in breve tempo
un’onda di deflagrazione diventa instabile. Questo significa che l’ampiezza,
inizialmente infinitesima, di una perturbazione del flusso comincia a crescere
esponenzialmente nel tempo e quindi, quando la perturbazione diventa del-
l’ordine della quantità imperturbata, la teoria lineare diventa incapace di de-
scriverne l’ulteriore evoluzione. Inoltre, sebbene l’evoluzione dello stato di un
fluido sia governato da equazioni deterministiche (le equazioni della fluido-
dinamica), può succedere che esistano punti di biforcazione del sistema di
equazioni differenziali da risolvere. Quando il fluido viene a trovarsi in uno
stato prossimo a tali punti diventa quindi praticamente impossibile deter-
minare la direzione dell’evoluzione futura. In questo caso, la velocità del flui-
do sembra variare casualmente nel tempo e nello spazio ed esso viene definito
turbolento. Poichè non è possibile sviluppare una teoria deterministica della
turbolenza, si ricorre ad una descrizione statistica.

La teoria statistica proposta da Kolmogorov (1941) ha messo in luce il
fatto che la turbolenza è un fenomeno dissipativo che trasferisce energia dalle
grandi alle piccole scale. Di conseguenza, in un flusso turbolento la diffusione
del calore è maggiore di quella di un flusso laminare, e questo riduce quindi i
tempi scala del mescolamento (o mixing) della materia. In particolare, data
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la natura intrinsecamente dissipativa del fenomeno, uno stato stazionario
turbolento non può esistere per un sistema isolato. Una situazione quasi
stazionaria si può invece verificare nel caso in cui il sistema riceva un continuo
apporto di energia alle grandi scale che bilanci gli effetti della dissipazione
turbolenta.

Nel caso dell’esplosione di una Supernova, il fronte d’onda di deflagrazione,
a seguito dello sviluppo delle instabilità, può entrare in un regime turbolento.
In questo caso l’increspamento indotto nel fronte d’onda aumenta la superficie
effettiva della fiamma e quindi le dimensioni della zona di reazione. Questo
induce una maggiore produzione di energia nucleare con una conseguente
accelerazione del fronte d’onda. Ovviamente in queste fasi turbolente non si
può più considerare la zona di reazione come una discontinuità in un modello
unidimensionale, come quello sviluppato in questa tesi. Ricordiamo però
che il pregio dell’analisi lineare della stabilità è proprio quello di fornire le
condizioni e i tempi scala per l’instaurarsi del regime turbolento.

La comprensione di questa fase dell’esplosione è molto importante perchè
proprio la turbolenza è ritenuta responsabile della transizione dal regime di
deflagrazione a quello di detonazione, che, come abbiamo visto nella sezione
1.5.3, sembra spiegare meglio i dati osservativi. In letteratura (ad esempio ve-
di [6], [11], [44], [73]) sono stati proposti differenti modelli teorici per trattare
questa complessa fase evolutiva. Allo stato attuale non sembra purtroppo che
sia ancora emerso un modello universalmente accettato. Comunque un co-
mune denominatore di questi modelli teorici è la predizione che l’espansione
della struttura stellare indotta dall’onda di deflagrazione riesca a aumentare
la densità fino ad un valore di circa 3 · 107 g/cm3 (per esempio su un tempo
scala di circa 4 secondi [6]). In queste condizioni (vedi anche sezione 1.5.3)
si può sviluppare un’onda di detonazione perchè l’intensità dell’onda d’urto
è sufficientemente elevata da permettere alla detonazione di auto-sostenersi
(vedi sezione 3.4).

4.4 Fase di detonazione

In questa sezione ci occuperemo dello studio della fase dell’esplosione di
una Supernova Ia in cui si sviluppa un’onda di detonazione. Come abbiamo
già visto in precedenza i dati osservativi vengono ben riprodotti se un’onda di
detonazione si origina quando il gas stellare ha raggiunto una densità inferio-
re a 3 ·107 g/cm3. Per la nostra trattazione supporremo che la degenerazione
elettronica sia stata completamente eliminata durante la fase precedente e
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che il fronte di detonazione originatosi sia inizialmente laminare. Inoltre,
assumeremo che durante la fase di deflagrazione sia stato consumato circa
il 10% del carbonio iniziale (vedi anche [11]) e che la temperatura del gas
sia quella dell’innesco delle reazioni di fusione del carbonio (circa 2 · 109

K). Naturalmente è più probabile che la detonazione che si sviluppi abbia
una velocità prossima alla minima possibile, ovvero la velocità di Chapman-
Jouguet, che in questo caso vale vCJ = 1.35 ·109 cm/s (vedi equazione (3.8)).
Di conseguenza assumeremo come velocità dell’onda di detonazione stazio-
naria una velocità di poco superiore a quella di Chapman-Jouguet, ovvero
vdet = 1.4 · 109 cm/s.

In queste condizioni, il tempo caratteristico per le reazioni nucleari è pari
a τR = 2.5 · 10−13 s e quindi lo spessore dell’onda di detonazione, dato dall’e-
quazione 3.35, è di ldet = 3.5 · 10−4 cm. Nella seguente tabella sono riportati
i valori (rispetto ad un sistema di riferimento solidale con la detonazione)
delle quantità termodinamiche dello stato stazionario (vedi sezione 3.4), del
quale nel seguito studieremo la stabilità.

Gas 1 Gas 2 Gas 3

v (cm/s) 1.4 · 109 3.6 · 108 7.4 · 108

ρ (g/cm3) 3 · 107 1.2 · 108 5.7 · 107

5.5 · 1010 (zona A)
T (K) 2 · 109 7.3 · 1010 (in media) 1.4 · 1011

1011 (zona B)
P (erg/cm3) 4.2 · 1023 4.4 · 1025 2.8 · 1025

cs (cm/s) 1.5 · 108 7.9 · 108 9 · 108

M 9.2 0.46 0.82

Per analizzare la stabilità di un’onda di detonazione utilizziamo ancora il
metodo della linearizzazione e dello sviluppo in modi normali (vedi appendice
B). A differenza del caso dell’onda di deflagrazione, questa volta il gas non
può più essere considerato incomprimibile, quindi si ha:

v(x, z, t) = v + v
′
(x, z, t) con v

′
= (v

′
x, 0, v

′
z),

P (x, z, t) = P + P
′
(x, z, t), (4.52)

ρ(x, z, t) = ρ + ρ
′
(x, z, t),

dove le quantità accentate indicano la variazione delle quantità a causa del-
la perturbazione. Consideriamo un sistema di riferimento solidale con lo
shock avente l’asse z nella stessa direzione della velocità dello shock, ma
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verso opposto e con origine alla discontinuità stessa. Proseguendo nell’appli-
cazione del metodo, con la notazione usuale, sovrapponiamo all’onda d’urto
una perturbazione F della forma:

F (x, t) = F̃ eσt+ikx, (4.53)

cos̀ı che, per la linearità del problema si può riscrivere:

ρ
′
(x, z, t) = ρ̃(z)eσt+ikx

P
′
(x, z, t) = P̃ (z)eσt+ikx

v
′
x(x, z, t) = ṽx(z)eσt+ikx (4.54)

v
′
z(x, z, t) = ṽz(z)eσt+ikx.

Sostituendo le espressioni (4.52) e (4.54) nelle equazioni della fluido-dina-
mica e tenendo conto dei soli termini lineari si ottiene un sistema di equazioni
alle derivate ordinarie da risolvere rispetto alle quantità perturbate:

σρ̃ + vz
dρ̃

dz
+ ρ

(
ikṽx +

dṽz

dz

)
= 0, (4.55)

ρσṽx + ρvz
dṽx

dz
= −ikP̃ , (4.56)

ρσṽz + ρvz
dṽz

dz
= −dP̃

dz
, (4.57)

1

c2
s

(
σP̃ + vz

dP̃

dz

)
= σρ̃ + vz

dρ̃

dz
. (4.58)

Anche in questo caso, per risolvere analiticamente il problema, consideriamo
costanti i coefficienti di questa equazione, il che significa che consideriamo
costanti i valori assunti dalle quantità termodinamiche nella configurazione
stazionaria. Questa approssimazione è corretta se il tempo scala con cui va-
riano queste quantità è maggiore di quello che ci vuole per lo sviluppo dell’in-
stabilità. Di conseguenza, la validità dell’approssimazione verrà giusificata
solo a posteriori.

Nel sistema di riferimento scelto il gas di fronte allo shock (gas 1) cor-
risponte alla regione di spazio avente z < 0. La soluzione del sistema
(4.55)÷(4.58) per z < 0 si trova sostituendo l’equazione (4.58) nella (4.55),
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derivando poi rispetto a z l’equazione (4.57) e sostituendovi sia il risul-
tato precedente che l’equazione (4.56). Si ottiene, quindi, un’equazione
differenziale del secondo ordine per P̃1:

(1−M2
1 )

d2P̃1

dz2
− 2σ

M1

cs1

dP̃1

dz
−

(
σ2

c2
s1

+ k2

)
P̃1 = 0, (4.59)

dove M1 = v1/cs1 > 1, per definizione di shock. La soluzione di questa
equazione è della forma

P̃1(z) = A1e
αz con A1 = costante (4.60)

dove α ∈ C è la radice del polinomio associato all’equazione (4.59):

α = − k√
M2

1 − 1

[
M1 σ

cs1 k
√

M2
1 − 1

±
√

σ2

c2
s1 k2 (M2

1 − 1)
− 1

]
. (4.61)

Le soluzioni che ci interessano sono solo quelle con Re α > 0 perchè la per-
turbazione deve essere nulla lontano dal fronte dell’onda d’urto (cioè per
z = −∞). Per vedere se esistono soluzioni di questo tipo abbiamo riportato
in figura 4.4 il grafico di Reα in funzione di Re σ e Im σ.
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Figura 4.4: Andamento di Reα in funzione di Reσ e Im σ dato dall’e-
quazione (4.61) per k = 1. A sinistra l’espressione con il segno positivo e a
destra con il segno negativo.

Da questi andamenti si nota che Re α assume valori positivi solo se Im σ >
1020, ma una tale frequenza dei modi di perturbazione, seppure teoricamente
possibile, non è fisicamente giustificabile. Concludiamo, quindi, che con il
nostro metodo d’analisi, un’onda d’urto risulta stabile.
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Questo non significa necessariamente che anche la detonazione sia stabile,
infatti, bisogna vedere cosa succede se si perturba la fiamma alla fine della
zona di reazione. In questo caso, a differenza del caso della deflagrazione,
stiamo assumendo che il fronte di combustione abbia uno spessore finito.
Quindi la lunghezza d’onda massima che può avere una perturbazione non
è più stimabile a priori, in quando l’unico vincolo che possiamo porre è che
l’instabilità cresca su tempi scala più lunghi del tempo di reazione, altri-
menti il modello di ZND non è più applicabile. Il procedimento è analo-
go a quello descritto in precedenza, ma, per comodità, spostiamo l’origine
del sistema di riferimento in corrispondenza della fiamma1. In particolare,
sviluppiamo ancora la perturbazione in modi normali della forma data dal-
l’equazione (4.53), cos̀ı ritroviamo le equazioni (4.55)÷(4.58) per l’evoluzione
delle quantità perturbate.

4.4.1 Soluzione per z < 0

In questa regione, il gas è costituito da due specie nucleari (carbonio e
magnesio), ma le equazioni della fluido-dinamica valgono ancora: l’unico
cambiamento va effettuato nell’equazione di stato, perchè solo quest’ulti-
ma equazione dipende dal peso molecolare medio. Di conseguenza bisognerà
porre particolare attenzione nella stima della temperatura, la quale non com-
pare esplicitamente nel sistema di equazioni (4.55)÷(4.58), la cui soluzione
per il gas 2 si trova in maniera analoga a quella del gas 1, quindi si ha:

(1−M2
2 )

d2P̃2

dz2
− 2σ

M2

cs2

dP̃2

dz
−

(
σ2

c2
s2

+ k2

)
P̃2 = 0, (4.62)

dove, ora, M2 = v2/cs2 < 1. Nuovamente, scriviamo la soluzione di questa
equazione nella forma:

P̃2(z) = A2e
βz con A2 = costante (4.63)

dove β ∈ C è la radice del polinomio associato all’equazione (4.62):

β =
k√

1−M2
2

[
M2 σ

cs2 k
√

1−M2
2

±
√

1 +
σ2

c2
s2 k2 (1−M2

2 )

]
. (4.64)

Di nuovo, siamo interessati solo le soluzioni con Reβ > 0, perchè vogliamo
che la perturbazione si annulli lontano dalla zona di reazione, cioè per z =
−∞. In questo caso, questa condizione significa che stiamo considerando

1Ricordiamo che ciò è possibile senza cambiare il sistema di riferimento stesso perchè
l’onda d’urto e la fiamma si muovono con la stessa velocità.
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perturbazioni la cui ampiezza sia piccola rispetto allo spessore della zona di
transizione. Per ottenere soluzioni con Reβ > 0 dobbiamo considerare solo
le radici con il segno positivo.

Ora consideriamo l’equazione (4.57), che diventa:

ρ2σṽz2 + ρ2v2
dṽz2

dz
= −A2βeβz. (4.65)

Come nel caso dell’instabilità di un’onda di deflagrazione (vedi sezione 4.2.1),
possiamo scartare la soluzione dell’equazione omogenea associata alla (4.65)
perchè siamo interessati a trovare se esistono soluzioni instabili (Reσ > 0).
Quindi, la più generale soluzione dell’equazione (4.65) è:

ṽz2(z) = B2e
βz, (4.66)

dove B2 è una costante tale che:

(σ + v2β)ρ2B2 = −βA2. (4.67)

Analogamente, dalle equazioni (4.56) e (4.58) si ricavano:

ṽx2(z) = C2e
βz, (4.68)

ρ̃2(z) = D2e
βz, (4.69)

dove C2 e D2 sono costanti tali che:

(σ + v2β)ρ2C2 = −ikA2, (4.70)

e

D2 =
1

c2
s2

A2. (4.71)

4.4.2 Soluzione per z > 0

Nella regione z > 0 il gas è completamente elaborato nuclearmente, ovvero
le reazioni possono essere considerate terminate e il gas, costituito solo da
magnesio, può essere considerato omogeneo. La soluzione del sistema (4.55)÷
(4.58) è data ora da:

(1−M2
3 )

d2P̃3

dz2
− 2σ

M3

cs3

dP̃3

dz
−

(
σ2

c2
s3

+ k2

)
P̃3 = 0, (4.72)

dove M3 = v3/cs3 < 1. La soluzione di questa equazione è ancora della
forma:
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P̃3(z) = A3e
ηz con A3 = costante (4.73)

dove η ∈ C è la radice del polinomio associato all’equazione (4.72):

η =
k√

1−M2
3

[
M3 σ

cs3 k
√

1−M2
3

±
√

1 +
σ2

c2
s3 k2 (1−M2

3 )

]
. (4.74)

Tenendo presente che la perturbazione deve essere nulla lontano dal fronte
dell’onda d’urto (cioè per z = +∞), le soluzioni che ci interessano sono
solo quelle con Re η < 0, che si hanno considerando solo il segno negativo
nell’espressione di η.

L’equazione (4.57) diventa:

ρ3σṽz3 + ρ3v3
dṽz3

dz
= −A3ηeηz. (4.75)

La soluzione di questa equazione è:

ṽz3(z) = B3e
ηz + G3e

−(σz)/v3 , (4.76)

dove B3 e G3 sono costanti. La condizione su B3 deriva dall’equazione (4.75):

(σ + v3η)ρ3B3 = −ηA3. (4.77)

Analogamente, dalle equazioni (4.56) e (4.58) si ricavano:

ṽx3(z) = C3e
ηz + H3e

−(σz)/v3 , (4.78)

ρ̃3(z) = D3e
ηz + L3e

−(σz)/v3 , (4.79)

con C3 e D3 costanti tali che:

(σ + v3η)ρ3C3 = −i k A3 (4.80)

e

D3 =
1

c2
s3

A3. (4.81)

Infine, dall’equazione (4.55) si ricava anche la condizione per le costanti H3

e G3:

H3 =
σ

i k v3

G3. (4.82)
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4.4.3 Condizioni al bordo

Note le soluzioni delle equazioni della fluido-dinamica per le quantità per-
turbate nei gas 2 e 3, è necessario raccordare i valori di tutte le grandezze in
gioco alla superficie di discontinuità, cioè per z = 0. Queste condizioni sono
le condizioni di Rankine-Hugoniot, che linearizzate diventano:

ρ2 (ṽz2 + σF̃ ) + v2ρ̃2 = ρ3 (ṽz3 + σF̃ ) + v3ρ̃3, (4.83)

ṽx2 − i k v2F̃ = ṽx3 − i k v3F̃ , (4.84)

P̃2 + 2 ρ2 v2(ṽz2 + σF̃ ) + v2
2 ρ̃2 = P̃3 + 2 ρ3 v3(ṽz3 + σF̃ ) + v2

3 ρ̃3, (4.85)

γ

γ − 1

(
P̃3

ρ3

− P 3

ρ2
3

ρ̃3 − P̃2

ρ2

+
P 2

ρ2
2

ρ̃2

)
= v2(ṽz2 + σF̃ )− v3(ṽz3 + σF̃ ). (4.86)

Sostituendo in queste equazioni le soluzioni ottenute in precedenza per le
quantità perturbate, si ottiene:

ρ2B2 + v2D2 = ρ3(B3 + G3) + v3(D3 + L3) + σF̃ (ρ3 − ρ2), (4.87)

C2 − C3 −H3 = i k F̃ (v2 − v3), (4.88)

A2 − A3 + v2
2D2 − v2

3(D3 + L3) = 2ρ3 v3(B3 + G3)− 2ρ2 v2B2, (4.89)

γ

γ − 1

[
A2

ρ2

− A3

ρ3

− P2

ρ2
2

D2 +
P3

ρ2
3

(D3 + L3)

]
= v3(B3+G3)−v2B2+σF̃ (v3−v2).

(4.90)

Infine, come abbiamo ricordato nella sezione 2.6, le leggi di conservazione
vanno completate con l’equazione (2.81) che determina la velocità del gas di
fronte alla superficie di discontinuità rispetto alla discontinuità stessa. Aven-
do assunto che lo spessore della fiamma sia trascurabile possiamo considerare
che la sua velocità sia una costante, assegnata dall’esterno. Quindi, come per
l’analisi della deflagrazione (vedi equazione 4.26), la linearizzazione di questa
condizione conduce a ṽz2 = −σF̃ , da cui:

B2 = −σF̃ . (4.91)



4.4 Fase di detonazione 105

Le condizioni (4.67), (4.70), (4.71), (4.77), (4.80)÷(4.82) e (4.87)÷(4.91)
che devono essere soddisfatte dalle costanti di integrazone delle soluzioni
formano un sistema omogeneo lineare, la cui soluzione conduce alla seguente
relazione di dispersione in forma implicita:

c2
s2 ρ2 σ (v2 β + σ)

v3 η + σ
·

[
N

D
− N

′

D′

]
= 0, (4.92)

dove

N = σ2 − k2 v2
3

D = σ2ρ2v2(v2 − v3)(v2β + σ) +

+ c2
s2[σ

2(ρ3v3β − ρ2v2β + ρ2σ)− k2 ρ3 v2
3 (v2β − v3β + σ)]

N
′

= ρ2 σ
[
γ P 3(σ − v3 η) + ρ3 v2

3(v3 η + γ σ)
]
+

− ρ2 k2
[
ρ3 v4

3(γ − 1) + 2γ P 3 v2
3

]

D
′

= γ σ2(P 3 ρ2
2 v2

2 − P 2 ρ2
3 v2

3)(v2 β + σ) + c2
s2 ρ2 +

− k2 ρ3 v2
3

[
ρ3 v2

3(γ − 1) + 2γ P 3

]
(v2 β − v3 β + σ) +

+ σ2{P 3 ρ2 γ(σ − v2 β) + ρ2
3 v2

3 [v3 β(γ − 1) + γ(v2 β + σ)]}.

In questa relazione compaiono le variabili β e η che dipendono anch’esse da
σ e k, come descritto dalle equazioni (4.64) e (4.74).

Dall’espressione (4.92) è immediato vedere che sono possibili soluzioni del
problema sia σ = 0, corrispondente ad un flusso stazionario, sia σ = −v2 β.
Per questa seconda soluzione Reσ risulta negativa perchè sia la velocità
v2 che Reβ sono positivi. Di conseguenza a questo stadio non è ancora
possibile determinare se la detonazione è stabile o meno. Per semplificare la
relazione di dispersione possiamo semplificare le espressioni di β e η. Infatti,
se supponiamo (ipotesi che verrà giustificata a posteriori) che:

|σ|2 ¿ c2
s2 k2 e |σ|2 ¿ c2

s3 k2, cioè |σ|2 ¿ 4.9 · 1017 · k2 s−2 (4.93)

allora β e η diventano lineari in k:

β =
1√

1−M2
2

· k (4.94)

η = − 1√
1−M2

3

· k. (4.95)
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In questo modo trovare le radici della relazione di dispersione (4.92) si riduce
a trovare le radici di un polinomio di settimo grado. Abbiamo già discusso
due di queste soluzioni, le altre sono state graficate sia in scala lineare che in
scala logaritmica nelle figure 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, dalle quali si può notare che
il tasso di crescita σ è sempre reale ed esistono due soluzioni aventi σ > 0 (la
rimanente soluzione è risultata anch’essa nulla). Inoltre, notiamo che esiste
una soluzione (σ4) per la quale il tasso di crescita soddisfa l’assunzione (4.93)
e quindi si può concludere che un’onda di detonazione è instabile a tutte le
lunghezze d’onda.
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Figura 4.5: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
del vettore d’onda k in scala lineare (a sinistra) e in scala logaritmica (a
destra) per una soluzione (σ1) della relazione di dispersione (4.92). La
soluzione è stabile perchè σ è sempre negativo.
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Figura 4.6: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
del vettore d’onda k in scala lineare (a sinistra) e in scala logaritmica (a
destra) per una soluzione (σ2) della relazione di dispersione (4.92). La
soluzione è stabile perchè σ è sempre negativo.
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Figura 4.7: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
del vettore d’onda k in scala lineare (a sinistra) e in scala logaritmica (a
destra) per una soluzione (σ4) della relazione di dispersione (4.92). La
soluzione è instabile perchè σ è sempre positivo. La linea tratteggiata riporta
il limite imposto dall’approssimazione su β e η.
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Figura 4.8: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
del vettore d’onda k in scala lineare (a sinistra) e in scala logaritmica (a
destra) per una soluzione (σ5) della relazione di dispersione (4.92). La
soluzione è instabile perchè σ è sempre positivo. La linea tratteggiata riporta
il limite imposto dall’approssimazione su β e η.

Dai grafici si nota che il vettore d’onda massimo che può avere una per-
turbazione è dell’ordine di circa 104 cm−1, infatti per k < 104 cm−1, il tasso
di crescita è dell’ordine di 1012 s−1, ovvero inferiore al tempo scala nucleare
τR. Questo significa che perturbazioni di piccola lunghezza d’onda (10−4 cm)
rendono instabile il flusso su un tempo scala dell’ordine di 10−12 s che è molto
inferiore al tempo caratteristico dell’intera esplosione (dell’ordine di qualche
secondo [31]). A seguito di questa instabilità il fronte d’onda non può più
essere considerato laminare. Nel caso di una detonazione l’instabilità con-
duce allo sviluppo di una struttura cellulare. Il modello di ZND utilizzato
fin qui per la descrizione dell’onda di detonazione non è adatto per seguire
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l’evoluzione del flusso in questo regime. Il nostro modello ci ha però permes-
so di concludere che un buon modello di Supernova Ia non può basarsi sulla
propagazione laminare del fronte.
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Figura 4.9: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
del calore per unità di massa rilasciato dalle reazioni nucleari per k = 100.
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Figura 4.10: Andamento del tasso di crescita della perturbazione in funzione
dell’indice politropico γ del gas per k = 100.

Infine, ricordiamo che nel nostro modello abbiamo considerato una nana
bianca costituita da solo carbonio, in realtà, però, possono essere presenti
anche altre specie nucleari (in particolare l’ossigeno). In questo caso, quin-
di, quando la temperatura è sufficientemente alta da innescare le reazioni di
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fusione di questi elementi (circa 4 ·109 K [4] per l’ossigeno), il rilascio di ener-
gia nucleare è maggiore. Per questo motivo abbiamo riportato in figura 4.9
l’andamento del tasso di crescita (per un valore rappresentativo del vettore
d’onda, k = 100) al variare del calore q (per unità di massa) rilasciato dalla
reazione. Si può notare che, all’aumentare del calore, il tasso di crescita viene
leggermente amplificato. Nel nostro modello abbiamo anche assunto che allo
sviluppo dell’onda di detonazione il gas potesse essere considerato perfetto.
Questo presuppone che durante la fase di deflagrazione venga eliminata la
degenerazione degli elettroni. Se, invece, la degenerazione viene solo parzial-
mente eliminata allora l’indice politropico del gas assume un valore compreso
tra 4/3 e 5/3. Dal grafico di figura 4.10 sulla variazione del tasso di crescita
in funzione di γ (per k = 100) si può notare che il tempo scala con cui si
sviluppa una detonazione cellulare rimane all’incirca costante al variare di γ.
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Conclusioni e futuri sviluppi

In questa tesi abbiamo delineato un possibile modello per l’esplosione di
una Supernova di tipo Ia, ponendo particolare attenzione nello studio delle
instabilità che si possono sviluppare durante la propagazione del fronte di
combustione.

Nello scenario che consideriamo, ritenuto standard in letteratura, le Su-
pernovae di tipo Ia hanno origine dall’esplosione termonucleare di una nana
bianca in un sistema binario. L’evoluzione della struttura stellare durante la
fase esplosiva può essere descritta nel seguente modo (vedi figura 5.1).

(1) Fase di pre-Supernova. La nana bianca accresce massa dalla stel-
la compagna. Durante questa fase la temperatura centrale della nana
bianca aumenta principalmente grazie alla contrazione gravitazionale
dovuta all’accrescimento di massa, e secondariamente grazie alla pro-
duzione di energia nucleare attraverso la fusione del carbonio in magne-
sio. Questo aumento di temperatura è ostacolato (ma non soppresso)
dalle perdite di energia per emissione di neutrini, che sono maggiori del-
la produzione di energia per fusione, ma minori dell’aumento di ener-
gia per accrescimento. Per una nana bianca di massa iniziale pari a
M

(0)
WD = 1.28M¯, che accresce massa ad un ritmo di Ṁ = 3 · 10−8

M¯/yr questa fase dura circa 4 · 105 anni, ovvero fino a quando l’emis-
sione di neutrini diventa trascurabile rispetto alla produzione di energia
nucleare (che, ricordiamo, è più sensibile all’aumento di temperatura
centrale rispetto alle perdite per neutrini).

(2) Combustione in regime di deflagrazione laminare. Al termine
della fase di pre-supernova si innesca l’esplosione. Quando il tempo
scala della produzione di energia nucleare diventa minore del tempo
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scala della convezione, le reazioni nucleari procedono sulla superficie di
un fronte d’onda di deflagrazione, che inizialmente può essere conside-
rato laminare. L’analisi della stabilità di questo fronte di combustione
ha messo in luce il fatto che dopo circa 10−5 s le perturbazioni di piccola
lunghezza d’onda (10−2 cm) cominciano a destabilizzare il fronte.

(3) Combustione in regime turbolento. L’instabilità del fronte di com-
bustione rende il gas stellare turbolento. Attualmente non è ancora del
tutto chiaro come procedano le combustioni in questa fase, ma è cer-
to che le dimensioni della zona di reazione aumentano e la materia
combusta viene mescolata con quella incombusta. A seconda del mo-
dello che si assume per descrivere la turbolenza può succedere che la
convezione sia un fenomeno rilevante [11] e quindi si formino diverse
regioni di reazione che si allontanano dalla zone centrali (figura 5.1
(3a)). In altri modelli, invece, il fronte d’onda continua a propagarsi
verso l’esterno con un’accelerazione che consente di trascurare gli effetti
della convezione [73] (figura 5.1 (3b)).

(4) Combustione in regime di detonazione laminare. Durante la
fase di combustione turbolenta, comunque essa avvenga, la struttura
stellare continua ad espandersi finchè la densità non raggiunge un va-
lore di circa 3 · 107 g/cm3. A questo punto, per essere consistenti con
i dati osservativi [44] i modelli attuali assumono che si sviluppi un’on-
da di detonazione. Anche in questo caso non è ancora chiaro come
avvenga una tale transizione, ma è possibile che l’eliminazione della
degenerazione elettronica dia origine all’onda d’urto. Sia che si svilup-
pi al centro della struttura stellare o ad un raggio diverso da zero, la
detonazione può inizialmente essere considerata laminare. In analogia
con il caso della deflagrazione, dall’analisi della stabilità di quest’onda
in questa tesi abbiamo ricavato che l’approssimazione di propagazione
laminare è lecita solo per un tempo di circa 10−12 s.

(5) Combustione in regime di detonazione cellulare. Dopo questo
tempo il fronte diventa instabile e continua a propagarsi con una strut-
tura cellulare fino a bruciare tutta la materia stellare. Per descrivere
questa fase dell’esplosione il modello di Zeldovich-Neumann-Doering,
che abbiamo adottato per ricavare il tempo scala del regime laminare,
non è più adeguato, perchè il fenomeno diventa almeno bi-dimensionale.

L’intera esplosione, dalla formazione dell’onda di deflagrazione a quando la
detonazione raggiunge il raggio della nana bianca RWD, dura un tempo del-
l’ordine di 2-6 s, variabile a seconda del modello che si adotta per giustificare
la transizione da un regime all’altro (circa 2 s per [31], circa 6 s per [6]).
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In questa tesi abbiamo in particolare considerato il regime di detonazione
laminare per calcolare il tempo scala caratteristico per lo sviluppo dell’insta-
bilità. Per fare questo abbiamo adottato un modello analitico che si poggia
sulle seguenti assunzioni:

1. il fronte d’onda è unidimensionale;

2. il carbonio è l’unica specie nucleare presente inizialmente;

3. avviene una sola reazione che trasforma carbonio in magnesio;

4. si trascurano i termini non lineari nelle equazioni del moto per le
quantità perturbate;

5. i coefficienti delle suddette equazioni vengono considerati costanti, cioè
si assume che il flusso stazionario sia omogeneo.

Tutte queste ipotesi sono ragionevoli finchè ci limitiamo allo studio delle pic-
cole perturbazioni del sistema. Infatti in questo caso per definizione i termini
non lineari sono trascurati e per un problema lineare lo studio della stabilità
può essere facilmente esteso da una a più dimensioni. Inoltre anche se du-
rante l’esplosione avviene in realtà un complesso network di reazioni nucleari,
la trasformazione del carbonio in magnesio è la prima ad innescarsi1 e quindi
la più importante ai fini della stabilità dell’onda di combustione. D’altra
parte l’effetto del network di reazioni è quello di modificare il tasso di ri-
lascio di energia nucleare, e a posteriori le nostre conclusioni sull’esistenza
di instabilità a piccole scale sono robuste rispetto alla variazione dell’ener-
gia rilasciata. Un effetto più significativo potrebbe essere giocato dalle di-
somogeneità della struttura stellare, ma, a posteriori, anche questo effetto
rimane trascurabile visti i tempi scala estremamente piccoli per il passaggio
ad un regime di detonazione cellulare. L’aspetto tridimensionale del proble-
ma diventa d’altra parte fondamentale quando si vogliono studiare le fasi di
propagazione non laminare del fronte di combustione.

I risultati che abbiamo ottenuto sullo sviluppo dell’instabilità sono parti-
colarmente interessanti poichè le simulazioni numeriche che seguono l’intera
esplosione di Supernovae di tipo Ia non risolvono le scale di cui ci siamo
occupati, mentre simulazioni ad alta risoluzione su piccola scala sono state
effettuate per combustioni in condizioni realizzabili sulla Terra, che quindi
presentano condizioni iniziali molto differenti. In particolare esse hanno un
numero di Lewis pari a circa 1 (mentre in una Supernova è dell’ordine di

1grazie alla minore barriera Coulombiana, vedi sezione 3.2.
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107), un numero di Mach più piccolo, un minore rilascio energetico e una mi-
nore energia di attivazione. É interessante che comunque anche in questi casi
sia stato osservato che il fronte diventa instabile se l’energia di attivazione è
abbastanza elevata [52].

Il semplice modello adottato in questa tesi per descrivere il fronte di com-
bustione, sebbene non descriva tutte le fasi dell’esplosione, ci ha permesso
di dimostrare che le piccole scale sono determinanti per lo sviluppo delle
instabilità e in particolare di calcolarne il tempo scala caratteristico. Il fat-
to che questo tempo sia molto piccolo evidenzia come il regime turbolento
o cellulare che si sviluppa come conseguenza dell’instabilità sia dominante
nel determinare la composizione e la distribuzione di velocità della materia
espulsa durante l’esplosione.

La nostra analisi può inoltre essere usata come guida per costruire modelli
più realistici dell’esplosione, che dovranno in particolare concentrarsi su una
trattazione delle instabilità a piccola scala e quindi sul ruolo giocato dalla
turbolenza. In attesa quindi che l’aumento della capacità di calcolo permetta
di eseguire simulazioni numeriche che coprano tutto il range di scale coinvolte
nell’esplosione, gli effetti a piccole scale potranno essere considerati sotto
forma di opportune ricette semi-analitiche.
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Figura 5.1: Rappresentazione schematica delle fasi di esplosione di una Su-
pernova di tipo Ia. Le regioni colorate indicano i prodotti delle reazioni
nucleari.



Appendice A

Supernovae di tipo Ia come
indicatori di distanza

Alla base di molti metodi comunemente usati per misurare distanze astro-
nomiche risiede il fatto che la maggior parte degli oggetti astrofisici (come
stelle o galassie) sono luminose, cioè emettono una certa quantità di energia
al secondo (fotoni in una certa banda), parte della quale può essere rivelata
da Terra. Dato, infatti, che le onde eletromagnetiche prodotte sono sferiche
e che dalla Terra la sorgente sottintende solo una frazione dell’angolo solido
totale, noi non riveliamo l’emissione totale L∗ bens̀ı un flusso per unità di
superficie L detto luminosità apparente (misurato quindi in erg s−1 cm−2):

L ≡ L∗

4πd2
, (A.1)

dove d è la distanza tra la Terra e la sorgente. La luminosità apparente L
viene, in genere, misurata secondo la cosidetta scala delle magnitudini :

mbol ≡ −2.5 Log L + cost = −2.5 Log L∗ + 5 Log d + cost, (A.2)

dove il logaritmo è in base 10 e la costante è definita attraverso una o più
stelle standard di opportuna assunta magnitudine. La magnitudine definita
dall’equazione A.2 è detta magnitudine bolometrica apparente e corrisponde
alla misura del flusso che dovrebbe ricevere un rivelatore ugualmente sensi-
bile a tutte le lunghezze d’onda. Notiamo che tale magnitudine dipende sia
dalla luminosità intrinseca della sorgente che dalla distanza, inoltre è chiaro
che minore è la luminosità, maggiore risulta la magnitudine. La magnitudine
bolometrica è, dunque, una misura del flusso totale di energia elettromagne-
tica inviato dalla sorgente alla Terra. Naturalmente se fosse nota la distanza
d della sorgente dalla Terra e si potesse misurare la magnitudine bolometri-
ca apparente, sarebbe immediato ricavare la luminosità intrinseca L∗ della
sorgente tramite la formula A.2.
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Ogni strumento, però, è in grado di raccogliere i fotoni solo in una determi-
nata banda, cos̀ı, per ogni banda (per esempio, le bande U, B, V del sistema
di Morgan e Johnson), si definiscono le magnitudini mU , mB, mV secondo la
relazione:

mi = −2.5 Log Li + cost, (A.3)

dove Li è l’energia raccolta nella banda i. Ne segue che tra la magnitudine
bolometrica e la magnitudine in una banda esiste una significativa differenza.
Dato che, nella pratica, la magnitudine nel visuale, mV , viene spesso assunta
come rappresentativa della luminosità apparente della sorgente, si usa porre:

mV = mbol −BC, (A.4)

dove BC è detta correzione bolometrica, la quale risulta essere funzione della
temperatura effettiva (per ulteriori approfondimenti vedi per esempio [15]).

Una misura della luminosità intrinseca della stella indipendente dalla di-
stanza è data dalla magnitudine bolometrica assoluta, definita come la ma-
gnitudine bolometrica che la sorgente avrebbe se fosse ad una distanza di 10
pc dalla Terra:

Mbol ≡ −2.5 Log

(
L∗

L¯

)
+ cost, (A.5)

dove L¯ è la luminosità intrinseca del Sole e la costante (pari a 4.72) è la
magnitudine bolometrica assoluta del Sole. In analogia all’equazione (A.5),
è possibile definire anche la magnitudine assoluta in una banda specifica,
MU , MB e MV . È chiaro, però, che la conoscenza della magnitudine assoluta
presuppone la conoscenza anche della distanza della sorgente dalla Terra.

Di conseguenza, dall’equazione (A.1) si deduce che, se fosse possibile co-
noscere a priori la luminosità intrinseca (o equivalentemente la magnitudine
assoluta) di una sorgente, grazie a qualche sua caratteristica fisica, sarebbe
immediato ricavarne la distanza, solamente rivelando la luminosità apparen-
te. Nel caso delle Supernovae di tipo Ia, possiamo supporre che la luminosità
intrinseca al massimo L∗max sia una caratteristica universale per ragioni sia
fisiche che osservative.

• Dalle osservazioni, come abbiamo già sottolineato nelle precedenti se-
zioni, si nota che le Supernovae Ia presentano delle curve di luce con
forme molto simili tra loro.

• Fisicamente, la luminosità al massimo dipende dalla quantità di ra-
diazione prodotta dal decadimento dei nuclei di 56Ni e, quindi, dipende
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dalla massa di 56Ni prodotta nell’esplosione MNi. Se è vero che le tipiche
Supernovae Ia sono il frutto dell’esplosione di stelle di massa simile al-
lora anche il valore di MNi dovrebbe essere circa lo stesso e, quindi,
la luminosità risulta univocamente determinata. (Secondo Branch [13]
MNi dovrebbe essere circa 0.6 M¯).

Nella pratica, si preferisce calibrare la luminosità assoluta in modo empiri-
co e non con un modello teorico, perchè esso può essere affetto da incertezze
sui meccanismi fisici coinvolti. Il valore più volte citato di MV ≈ MB = −19.5
per la luminosità assoluta delle Supernovae di tipo Ia è stato, quindi, ottenu-
to [64] misurando la luminosità apparente di un campione di Supernovae a
distanza nota, misurata tramite altri metodi, ad esempio per mezzo delle
Cefeidi1.

Infine, sottolineiamo che l’applicazione del metodo dipende da alcune as-
sunzioni critiche, che non è detto siano sempre valide. In particolare: (1) L∗

è universale; (2) tutti i fotoni ricevuti lungo la linea di vista della Supernova
sono da essa emessi; (3) non c’è assorbimento; (4) l’esplosione della Super-
nova è a simmetria sferica. Ovviamente, se una o più di queste ipotesi sono
violate, l’affidabilità del metodo diminuisce e l’errore sulla distanza aumen-
ta. Tipicamente l’incertezza sulla distanza associata alle assunzioni sopra
menzionate è dell’ordine del 10÷ 15% [13].

1In questo caso la luminosità assoluta è nota perchè è legata al periodo di pulsazione.
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Fondamenti dell’analisi della
stabilità di un flusso

Nel capitolo 2 abbiamo derivato le equazioni che governano il moto dei
fluidi. In linea di principio, ad ogni problema con assegnate condizioni al
contorno, può essere associata un’esatta soluzione delle equazioni della fluido-
dinamica. L’esistenza della soluzione, però, non fornisce alcuna informazione
sulla sua stabilità, ovvero sulla possibilità che tale configurazione possa per-
manere invariata nel tempo. In questa appendice, pertanto, indicheremo
come si affronta lo studio della stabilità di una data soluzione rispetto ad
una piccola perturbazione.

Un flusso si dice asintoticamente stabile (o solo stabile) se piccole pertur-
bazioni, che possono verificarsi occasionalmente, diminuiscono con il tem-
po. Se, invece, piccole perturbazioni nel flusso tendono ad aumentare con il
tempo, allora il flusso è detto assolutamente instabile. Infine, se le piccole
perturbazioni non diminuiscono, nè aumentano con il tempo, ma manten-
gono circa la stessa intensità si dice che il flusso è neutralmente stabile. Se la
configurazione è stabile, allora esiste la possibilità che le perturbazioni diano
origine a delle oscillazioni o onde.

In questa sezione descriveremo un approccio generale allo studio della sta-
bilità di un flusso, che chiameremo flusso di base. Dato che una configurazione
di non equilibrio è chiaramente instabile, l’analisi della stabilità è condotta
su flussi di base che rappresentano una soluzione d’equilibrio delle equazioni
della fluido-dinamica. Questo fa s̀ı, in particolare, che siano noti i valori di
tutte le variabili caratteristiche del fluido in ogni punto x e ad ogni istante
t. In generale, la soluzione in esame può essere non stazionaria, ma, per
semplicità, restringeremo il nostro studio ai soli flussi di base stazionari.
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Assegnato il flusso di base, ciò che vogliamo investigare è la risposta di tale
flusso ad una piccola perturbazione. Tutte le possibili piccole perturbazioni
possono, però, essere eccitate (più o meno intensamente) da qualche irrego-
larità o vibrazione presente nel flusso di base. Di conseguenza, il flusso di
base persisterà solo se esso è stabile rispetto a tutte le piccole perturbazioni.

L’analisi matematica della stabilità di un flusso si basa sulla tecnica della
linearizzazione e sullo sviluppo in modi normali [25]. La tecnica della lin-
earizzazione delle equazioni perturbative consiste nel trascurare i termini non
lineari delle quantità perturbate. Se le perturbazioni sono effettivamente pic-
cole questo metodo di procedere è giustificato, perchè i termini lineari sono,
in questo caso, dominanti. Se la perturbazione dà luogo ad una instabilità,
le piccole perturbazioni cresceranno, entro un tempo scala caratteristico, fi-
no al punto tale che questa approssimazione cesserà di fornire una corretta
descrizione fisica. In questo caso sarà necessario abbandonare l’ipotesi di
linerarità e trovare esplicitamente una soluzione per il sistema non lineare di
equazioni differenziali.

Il vantaggio della linearizzazione è che il principio di sovrapposizione,
valido solo per equazioni lineari (e, quindi, non valido, in generale, per le
equazioni fluido-dinamiche, che sono non lineari), diventa applicabile anche
per le quantità perturbate. Inoltre, il principio di sovrapposizione ci permette
di sviluppare ogni arbitraria perturbazione nelle sue componenti di Fourier,
ovvero in modi normali. Infine, l’evoluzione di ogni modo normale può essere
studiata singolarmente, perchè la linearità del problema implica che i diversi
modi non interagiscono tra loro. Per poter applicare con successo questo
metodo bisogna descrivere l’evoluzione della perturbazione attraverso un set
completo di modi normali. Se chiamiamo F la perturbazione applicata al
flusso di base allora possiamo sviluppare F nella seguente forma:

F (x, t) ∝ eσt+ikx, (B.1)

dove k è il vettore d’onda della perturbazione. Le frequenze σ delle pertur-
bazioni sono da determinare risolvendo le equazioni che governano il proble-
ma, con le approppriate condizioni al bordo.

Abbiamo, cos̀ı, ottenuto un modo per riconoscere se il flusso di base è sta-
bile oppure no. Infatti, scrivendo σ ≡ σr+iσi possiamo dire che se σr > 0 per
un modo, allora la corrispondente perturbazione cresce esponenzialmente con
il tempo, quindi il flusso si trova in una situazione assolutamente instabile.
Se, invece, σr = 0 il modo è detto neutralmente stabile e, in questo caso, un
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ulteriore piccolo cambiamento dei parametri che caratterizzano il flusso può
condurre il sistema ad un regime instabile. Infine, se σr < 0, la perturbazione
decresce esponenzialmente con il tempo e il flusso è in una situazione stabile.
Si conclude, quindi, che se σr > 0 per almeno un modo allora il flusso è
instabile; al contrario, il flusso è stabile solo se σr 6 0 per ogni modo del set
completo scelto come base per lo sviluppo in serie di Fourier.

La situazione di confine tra stabilità ed instabilità, ovvero σr = 0, è anche
detta stato marginale. Ci possono essere due tipi di stati marginali a seconda
che σi = 0 o σi 6= 0. Se, per uno stato marginale, σi = 0 allora, eviden-
temente, anche σ = 0, quindi non c’è dipendenza temporale della soluzione
perturbata, cioè il flusso perturbato è ancora stazionario. D’altra parte, se
σi 6= 0 per uno stato marginale, allora l’instabilità genera un’oscillazione di
ampiezza crescente. Un tale modo di instabilità è frequentemente chiama-
to over-stabilità, perchè le forze di richiamo sono cos̀ı forti che il sistema
oltrepassa la sua configurazione di equilibrio (fenomeno che, in inglese, viene
detto over-shooting).

Notiamo, infine, che la teoria lineare fin qui applicata, ci permette solo di
capire come si sviluppa una perturbazione che all’inizio è infinitesima. Natu-
ralmente questa teoria non è più adeguata se l’ampiezza della perturbazione
è troppo grande. Inoltre, questo metodo ci consente solo di determinare la
stabilità di un flusso e l’eventuale tempo caratteristico con cui si sviluppa
l’instabilità, ma non ci fornisce alcuna informazione su come evolve la strut-
tura del flusso stesso o su quale sia l’ampiezza dell’eventuale instabilità. Le
instabilità, inoltre, conducono il flusso ad un regime turbolento, nel quale
le perturbazioni hanno raggiunto un’intensità tale che la non-linearità del
fenomeno diventa significativa e la teoria lineare risulta, quindi, inadeguata
per descrivere questa fase.
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