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Introduzione

Scopo di questa tesi e studiare il problema di Cauchy per sistemi iperbolici a
coefficienti analitici nelle variabili spaziali, ma non regolari nel tempo.
Prima di entrare nel vivo nell’argomento, presentiamo nel primo capitolo una
breve rassegna dei principali risultati noti per sistemi con coefficienti analitici
in tutte le variabili.
II problema dell’esistenza locale di una soluzione ¢ risolto positivamente da quel-
lo che ¢ forse il risultato pit noto di tutta la teoria delle equazioni alle derivate
parziali, il teorema di Cauchy-Kovalevsky.
Il problema dell’esistenza di una soluzione globale é pit complesso. In gene-
rale, Ianaliticita dei coeflicienti non & sufficiente a garantire I'esistenza di una
soluzione globale. In questo caso, infatti, & necessario supporre che il sistema
sia iperbolico. In questa tesi ci preoccupiamo di mostrare come le ipotesi di
iperbolicita siano sufficienti per dimostrare ’esistenza di soluzioni globali.
Il primo risultato globale presentato € quello classico di Mizohata, valido per i
sistemi strettamente iperbolici. C’¢ da dire che per i sistemi strettamente iper-
bolici, I’esistenza di una soluzione globale & garantita anche se i coefficienti sono
solo C'*°. 1l lavoro di Mizohata consiste quindi nel dimostrare la regolarita della
soluzione in questo caso, e per fare questo si utilizzano delle stime a priori.
Se abbandoniamo 'ipotesi di stretta iperbolicita per quella di iperbolicita debo-
le, il problema di Cauchy per un sistema a coefficienti C*° non ¢ piu ben posto
in C'*°; diventa percio ancora piu interessante studiare il problema dell’esistenza
di una soluzione globale quando i coefficienti sono analitici. Il teorema di Bony
e Schapira da risposta positiva a questo problema.

Del teorema di Cauchy-Kovalevsky, oltre alla dimostrazione classica, che
utilizza le serie maggioranti, presentiamo una dimostrazione, che possiamo far
risalire a Nagumo e Ovciannikov, in cui per ottenere 1’esistenza di una soluzione
si richiede che i coefficienti siano analitici in  ma non in .

Ci chiediamo allora se anche nei teoremi di esistenza globale per i sistemi iper-
bolici possiamo indebolire le ipotesi di regolarita nel tempo dei coefficienti. I
metodi presentati nel primo capitolo non si applicano a coefficienti molto irre-
golari. La dimostrazione del teorema di Mizohata utilizza stime a priori per
le soluzioni del sistema, per dimostrare le quali & necessario che i coefficienti
siano almeno lipschitziani nel tempo. Ancora piu esigente la dimostrazione del
teorema di Bony e Schapira: € essenziale supporre che i coefficienti si possano
estendere a funzioni olomorfe in tutte le variabili, per poi applicare al polinomio



caratteristico un risultato della teoria delle funzioni olomorfe di piu variabili
complesse.

E’ allora necessario cambiare radicalmente il metodo della dimostrazione. Nei
capitoli successivi della tesi viene illustrata una tecnica che richiede pochissima
regolarita in ¢, ma funziona solo nel caso di iperbolicita stretta. Questa tecni-
ca é una estensione di quella introdotta da Colombini e Spagnolo in [6] per le
equazioni strettamente iperboliche simmetriche del secondo ordine.

Per l'esattezza, richiederemo che i coefficienti dei sistemi siano in L?([0,T7],.A)
con p variabile in [1, c0] a seconda del caso studiato.

Nel secondo capitolo presentiamo alcuni importanti risultati sui funzionali
olomorfi e analitici reali, che ci serviranno successivamente. Dopo aver definito
gli spazi dei funzionali olomorfi, ne analizziamo brevemente alcune delle ca-
ratteristiche pitu importanti, mettendo in luce le analogie e le differenze con gli
spazi di distribuzioni a supporto compatto. Definiamo la trasformata di Fourier-
Laplace per i funzionali olomorfi, e mostriamo la relazione tra la trasformata di
un funzionale e il suo supporto, che sara essenziale nel seguito.

Nel capitolo seguente, infatti, studiamo il problema nell’ambito dei funzionali
analitici reali, anziché delle funzioni analitiche.

Anche se la tecnica della dimostrazione € analoga, in questo capitolo trattiamo
separatamente due classi di sistemi del primo ordine. La prima e quella dei
sistemi che chiameremo simmetrici, cioe della forma

Ao(z,)0U =Y Ap(w,1)0,U + B(a, 1)U,
h=1
U(z,0) = (),

con Ay matrice hermitiana definita positiva, e le A hermitiane.
La seconda ¢é quella dei sistemi ”uniformemente iperbolici”, cioe della forma

U = Ap(,4)05,U + B(x, 1)U,
h=1
U(z,0) = ®(x),

in cui si suppone che la matrice ) -, A&, abbia tutti gli autovalori reali e distinti,
anzi uniformemente distanziati per ogni £ € R™, |£] = 1.

In entrambi i casi dimostreremo che se il dato iniziale &€ un funzionale ana-
litico reale a supporto in K sottoinsieme compatto di 2 aperto di R”, e K é
"sufficientemente lontano” dal bordo di Q (rispetto ai coefficienti del sistema e
a T), allora esiste un’unica soluzione in H%1([0,T], A’(2)).

Diamo qui una descrizione molto breve della tecnica utilizzata.

Per prima cosa, si studia il sistema supponendo che il dato iniziale sia un fun-
zionale olomorfo (si considera il complessificato di R™ e si estendono olomor-
ficamente i coefficienti a un intorno complesso di 2) portato da una palla di
raggio sufficientemente piccolo con centro in un punto di R™. Utilizzando la
trasformata di Fourier e I’analiticita dei coefficienti ci riconduciamo a studiare



un problema del tipo

DV (¢, 1) = iAg()CV(C, ) + Y Ax(DIF(CV(C, 1)),
|k|>0
(1)

V(¢,0) =V,

in cui compare un operatore differenziale di ordine infinito. L’ipotesi di iper-
bolicita ci permette di ottenere una stima sulla soluzione di questo problema, e
da questa otteniamo, attraverso il teorema di Paley-Wiener, una stima per la
crescita del supporto della soluzione quando il dato iniziale é portato da un sot-
toinsieme di C™ che ”si allontana poco” da R"™; grazie a questo possiamo infine
dimostrare che se il dato iniziale ¢ portato da un sottoinsieme di R", allora lo
stesso vale anche per la soluzione (chiaramente il supporto sara in generale un
insieme piu grande).

Per l'efficacia di questo metodo sono essenziali le proprieta dei funzionali olomor-
fi esposte precedentemente, in particolare risulta cruciale che si possa scomporre
un funzionale olomorfo nella somma di funzionali con supporto piu piccolo.

Nel quarto capitolo dimostriamo i risultati principali della tesi, ovvero i ri-
sultati di esistenza globale per i sistemi iperbolici del primo ordine. Attraverso
un procedimento di dualitd, questi risultati seguono da quelli del capitolo pre-
cedente. E’ importante notare che la tecnica utilizzata nel capitolo precedente
non solo permette di dimostrare 1’esistenza di una soluzione nella classe dei fun-
zionali analitici, ma permette di dimostrare che, data una famiglia di problemi
di Cauchy, con opportune ipotesi di limitatezza sui coefficienti, sul termine noto
e sul dato iniziale, allora le soluzioni sono limitate. Questo risultato & essenziale
per dimostrare i teoremi di questo capitolo.

Nell'ultimo capitolo mostriamo infine quali risultati sulle equazioni scalari
si possono dedurre da quelli sui sistemi del primo ordine dimostrati preceden-
temente. Facciamo notare che la tecnica di ricondurre le equazioni scalari di
ordine superiore al primo a sistemi del primo ordine e in generale molto pro-
duttiva. In questo caso, pero, non siamo riusciti a estendere alle equazioni tutti
i risultati dimostrati sui sistemi. L’ostacolo principale ¢ dato dal fatto che i
teoremi dimostrati per i sistemi non si estendono al caso pseudodifferenziale.



Capitolo 1

Sistemi del primo ordine a
coeflicientl analitici

In questo capitolo mostreremo i principali risultati noti per il problema di
Cauchy per sistemi lineari del primo ordine

U = Ap(z,1)05,U + B(x,)U + F(x,1),
h=1
U(z,0) = &(z),

(1.1)

nell’ipotesi che i coefficienti, il termine noto e il dato iniziale siano funzioni
analitiche reali.

Analizzeremo prima il problema dell’esistenza locale di una soluzione, e poi
quello dell’esistenza globale. In entrambi i casi, dopo aver dimostrato i risultati
classici che richiedono 'analiticita in tutte le variabili, mostreremo come possono
essere indebolite le ipotesi sulla regolarita nel tempo.

Il primo risultato che presentiamo ¢ il teorema di Cauchy-Kovalevsky che
afferma ’esistenza (e 'unicitd) locale di una soluzione analitica per il problema
(1.1). Di questo teorema presentiamo la dimostrazione classica che utilizza delle
serie maggioranti per i coefficienti del sistema, e alcune prime osservazioni sul
dominio di esistenza della soluzione che permettono di dimostrare il teorema
di unicitd di Holmgren. Successivamente, attraverso il teorema di Ovciannikov,
dimostriamo alcune versioni del teorema di Cauchy-Kovalevsky che richiedono
coefficienti meno regolari in t.

Passiamo poi ad analizzare il problema dell’esistenza globale. Il teorema di
Mizohata assicura ’esistenza globale per i sistemi simmetrici e per quelli stret-
tamente iperbolici. La dimostrazione presentata in questo capitolo utilizza il
teorema di Friedrichs. Nei prossimi capitoli verra data una dimostrazione indi-
pendente.

Il teorema di Bony-Schapira riguarda il caso dei sistemi debolmente iperbolici,
e per la dimostrazione si utilizzano risultati di analisi complessa.

Nell’'ultima sezione del capitolo, consideriamo brevemente, senza dimostrazioni,



i risultati noti per operatori analitici nelle variabili spaziali, ma meno regolari
nel tempo.

1.1 1l teorema di Cauchy-Kovalevsky

Il teorema di Cauchy-Kovalevsky afferma 1’esistenza e 'unicitd locale della
soluzione del problema (1.1). Indichiamo con L l'operatore differenziale

LU = 0,U =Y Ap(2,t)0,,U — B(a, t)U. (1.2)
h=1
Possiamo enunciare questo teorema nella seguente forma:
Teorema 1.1 (di Cauchy-Kovalevsky). Sia L un operatore differenziale del
primo ordine della forma (1.2) definito in un intorno V dell’origine in R+ ~
R” x R;. Supponiamo che i coefficienti di L siano analitici in V.
Se F(x,t) é in (AV)N, e ®(z) in (A(Vo))N, Vo =V N {t=0} CR",
allora esiste W intorno dell’origine in R tale che il problema di Cauchy

{ LIU] = F(,1)
U(z,0) = o(x),

ha un’unica soluzione analitica in W.

(1.3)

Dimostrazione. Se U é una soluzione di (1.3) in un intorno dell’origine, e con-
sideriamo lo sviluppo in serie di potenze U(x,t) = Y-, ; U*/x"t/, notiamo che
i coefficienti U sono univocamente determinati da (1.3), e sono funzioni dei
coefficienti delle espansioni di L, F' ¢ ®. Se consideriamo il problema (1.3) nel-
I’ambito delle serie formali, abbiamo quindi che esiste un’unica soluzione. Per
dimostrare il teorema, ci basta far vedere che questa serie converge in un intor-
no dell’origine, e d4 quindi luogo ad una soluzione analitica (unica nello spazio
delle serie formali e quindi in quello delle funzioni analitiche).
Notiamo che possiamo supporre & = 0, infatti se U soddisfa

allora U = U + ® soddisfa la (1.3).
Pertanto se U ¢ una soluzione analitica di (1.3), abbiamo U (z,t) = Z Uzt

|v]4+5>0
Analogamente le ipotesi sui coefficienti ci permettono di scrivere

Ah(x,t):ZAz’k:E“tk, h=1,...,n,
a,k

B(x,t) = Z Bekgotk F(z,t) = Z Fokgath,
ak a,k



Sostituendo abbiamo quindi I’equazione

St = 30T ST A e i
v,J

h ok v,j
+§ § Bu’kUV’an+ytk+j + E F“’kxatk.
a,k v,j ak

Abbiamo quindi che, per ogni v, j con j > 0, U*J é un polinomio a coefficienti
positivi nelle AZ’k, Bek Fk e nei U con k < j. Allora, per induzione, ogni
U¥J é un polinomio a coefficienti positivi nelle AZ’k, Bak pook,

Date f = Y, f*2%, g = >, g% due serie formali (in particolare due
funzioni analitiche nell’intorno dell’origine) diremo che f domina g se

lg* < f* Ve (1.4)

Scriveremo allora f >> g. Nel caso in cui f,g siano vettori, o matrici, con
f >> g intenderemo che la (1.4) vale per ciascun componente di f, g.
Per le considerazioni precedenti, abbiamo che, se V' é la soluzione di

OV =Y Cpdy,V+ DV +G,
h=1
V(z,0) =0,

(1.5)

con

Cy>>A,, D>>B, G>>F, (1.6)

allora V >> U.

Cerchiamo allora di trovare Cj,, D,G che soddisfano la (1.6) e tali che la
soluzione V' converga in un intorno dell’origine.

Ricordiamo che se f = >  f*z® ha raggio di convergenza maggiore di 7,
esiste C' tale che |f*| < Cr~1¢l per ogni o. Consideriamo la funzione

. C
9= 1= (x1 4+ +zp) /7’

abbiamo allora

oy (mtetm) oy L o] g _ oy Jol e
9= - r B rk £ a )T rlalal™

Siano allora r tale che Ay, B, I’ abbiano raggio di convergenza maggiore di
r, e My, My tali che |A)7rVIH3| < My, |BWIirlVIHI| < My, |F¥irlI+i| < M,



per ogni h,v,j. Indichiamo con A; e A, rispettivamente il vettore in RV e la
matrice N X N con tutte le componenti uguali a 1. Abbiamo allora

M,y
1—(x1+-+a,+10)/r

per v’ < ry/n+ 1, e quindi

/AQ >> Ay

M
! Ay >> Ay
1—(x1+ -+ xn+pt)/7
per p > 1, r’<%\/n+1,e
M-
2 Ay >> B,
1— (x4 +x,+pt)/r
M.
2 Ay >> F.

1—(z1 44z, +pt)/r

Per dimostrare il teorema, facciamo allora vedere che esiste una soluzione
analitica in un intorno dell’origine per il sistema (1.5) con

M,

Cy = Ay,
"T C4 o an+pt)
M.

D= 2 A,
1—(z1 44z, +pt)/r
M.

G. 2

= Aj.

1—(x14 - +xn+pt)/r !
Cerchiamo una soluzione del tipo V(z,t) = W(x1 + -+ 4+ x, + pt). Ponendo
s =1+ -+ x, + pt si tratta di risolvere ’equazione ordinaria

,r/

W/(S) = ;((1 — S)I — Ml’nAgp_l)_lMg(AQW(S) + A1)7

che, se p é tale che 1 — MinNp~! > 0, ha una soluzione (analitica) per
|s| < 1—MinNp~!. Abbiamo quindi per il sistema (1.5) una soluzione analitica
in un intorno dell’origine della forma

{(x,0) : > |wnl +plt] < 1— MnNp~'}
h
per p abbastanza grande.

Notiamo che il teorema pué essere riformulato nella seguente forma:

Teorema 1.2 (di Cauchy-Kovalevsky). Sia L un operatore differenziale del
primo ordine della forma (1.2) definito in Q x [=T,T]. Supponiamo che i coef-
ficienti di L siano analitici in Q x [T, T].



Se F(x,t) é un in A(Q x [T, T)Y e ®(x) in A(Q)Y
allora esiste W intorno di ©Q x {0} in R? x Ry tale che il problema di Cauchy

{ LU =F
U(z,0) = ®(z),

ha un’unica soluzione analitica in W.

In particolare, se il termine noto é analitico in R**!, e il dato iniziale é
analitico in R™, esiste una soluzione in un intorno di RY.

Il teorema di Cauchy-Kovalevsky ci garantisce quindi che esiste una soluzione
analitica del problema (1.3) con un dominio di esistenza molto piccolo, che
dipende dal raggio di analiticitda dei coefficienti, del termine noto e del dato
iniziale, e dal modulo dei soli coefficienti. In particolare, se F' e ® sono analitici
interi, il dominio di esistenza dipende solo da L.

Il teorema dice inoltre che esiste una sola soluzione analitica, ma non esclude
lesistenza di altre soluzioni meno regolari. Il risultato di unicitd pué essere perd
facilmente migliorato, infatti il teorema di Holmgren afferma che non esistono
altre soluzioni C!.

Teorema 1.3 (di Holmgren). Siano D, = {(z,t) : |z|> + |[t| < €}, L un
operatore differenziale del primo ordine a coefficienti analitici in D..

Esiste eg > 0 tale che, per ogni e con 0 < & < gq, se U(x,t) é una funzione
CY(D.) tale che

S

=0 D,

L
{ U=0 inD.N{t <0}, (1.7)

allora U =0 in D,.

Dimostrazione. Possiamo supporre che U sia nulla in {t < |z|?}. Infatti il
cambio di variabili 2} = x;, t' = t+a3+ - -+22 trasforma {t < 0} in {¢’ < |2/|*},
e il problema trasformato soddisfa le stesse ipotesi del problema di partenza.
Consideriamo 'operatore aggiunto *L:

'LIUT = (1)U + Y (~1)0n(AnU) + BU.
h

L’operatore ‘L soddisfa le ipotesi del teorema di Cauchy-Kovalevsky. Pertanto,
grazie alle considerazioni fatte al termine della dimostrazione, abbiamo che esiste
ho > 0 tale che per ogni h € [0, hg] il problema

tL[V] =0
{ V(z.h) = P(x), (1.8)

ha una soluzione analitica in Gj, = {|z|?> < t < h} per ogni polinomio P(z).
Dalla (1.7) e dalla (1.8) segue

/ (U- 'LIV] -V - L[U])dzdt = 0,
Gh



ma integrando per parti in ¢ abbiamo

n n

/ (U- tL[V]—V-L[U])dmdt:—/U(m,h)~V(x,h)dx=—/U(&h)-P(m)dm
Gh

e cioé

/ U(z,h)- P(x)de =0

per ogni polinomio P(x), e quindi U(z, k) é nulla per ogni h < hyg.

1.2 1l teorema di Ovciannikov

In questa sezione dimostreremo un’altra versione del teorema di Cauchy-
Kovalevsky, che risulta essere in un certo senso piu generale, e che fornisce
informazioni piu esplicite sul dominio di definizione della soluzione. Le tecniche
adoperate permettono inoltre di ottenere risultati di unicitd piu generali del
teorema di Holmgren.

In questa versione, estendiamo il problema ad un aperto di C", estendendo
olomorficamente i coefficienti, e cerchiamo soluzioni olomorfe (localmente) al
problema con dato iniziale e termine noto olomorfo. Questa tecnica ricorrerd in
altre dimostrazioni che vedremo pit avanti.

Consideriamo allora un operatore differenziale del primo ordine

L.[U] = 8,U — i An(2,1)0.,U — B(z,)U (1.9)
h=1

a coeflicienti olomorfi nella variabile z € D dominio di C". Vogliamo studiare il
problema di Cauchy

{ L.[U] = F (1.10)

U(z,0) = @(2),

in D x [0,T].
Dimostreremo il seguente teoremas:

Teorema 1.4. Sia L, un operatore differenziale del primo ordine della forma
(1.9) definito in D x [0,T], con D = {z € C" : |z| < o, |y| < B}. Supponiamo
che i coefficienti di L, F siano in L*([0,T], (D)), e ® in (D), e che esista
A(t) € LY(0,T) tale che

D An(z )] + Bz 1) + [F(2,6)] < AD).
h

Se
T
e/ A < min(a, 8),
0

10



esiste D1 C D tale che il problema (1.10) ha un’unica soluzione U in
HYL([0,T], 7/(Dy).
In particolare, U € HY1([0,t], (D)),

t t
Dt:{ZE(C”:|a:|<a—/A,y|<ﬁ—/A}
0 0

per ogni t € [0,T].

Per dimostrare il teorema 1.4, ridurremo il problema (1.10) ad un problema
di Cauchy ”astratto”, per cui vale il seguente teorema:

Teorema 1.5 (di Ovciannikov). Sia {(Xs, | - ||s}o<s<s una famiglia di spazi
di Banach tale che
X, C Xy, Vs<s

lzl|s <llz]ls Vs<s, z€ X,

Definiamo X = U; X con la topologia limite induttivo.
Consideriamo il problema di Cauchy

Uu'(t) = F(t,U(t))
{ U©) =U" € Xo, (1.11)

con F :[0,T] x X — X che soddisfa le sequenti ipotesi:
o F ¢ fortemente misurabile rispetto a t
e JA(t) € LY(0,T) tale che per s’ > s

A(t)

s’ —s

| F(t, z2) — F(t,z1)ll, <

2o — x|,

o [I7(t,0)llp € L'(0,T).

Allora, se fOTA < 3/e, esiste un’unica soluzione U in HY1([0,T],X); in
particolare, U € H1([0,t], X;)per ogni s > ef(;5 A.
Inoltre, U é C1([0,T],X) se F é continua.

Dimostrazione del teorema 1.5. Questo teorema si dimostra con un ragiona-
mento di punto fisso, come il teorema di Cauchy-Lipschitz per I'esistenza della
soluzione per equazioni differenziali ordinarie in R.

Il problema (1.11) é equivalente all’equazione integrale

t
Uty =ut Jr/ F(r,U(T))dr,
0
definiamo allora

U(t) = U

Up(t) = Z/[(O)+/Otf(7',un_1(7'))d7'.
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Dimostriamo che per ogni n e per ogni s € [0,3] vale la

||un<t>—un_1<t>||ss(effA)nnu@nw( L2 ) / |77 0)ldr-

(1.12)
Per n =1 abbiamo

(1)~ Uo(t)], < / | F (U ©) dr

t
< / IFU) - Fr )l dr + [ 170, dr
0
< f u® F(7,0)]|,d
< 1o + || (7,0)[|pdT
per ogni s.
Per n > 1, definendo s; = if per i =0,...,n (quindi s, = s, sg = 0), abbiamo

Un(t) — U1 (1), < / | F (b U1 (8)) — Fltr,Un—(t2)) |t

IN

A(tl)HUn 1(t1) = Un—2(t1)ll,, ,dta

§—8n-1Jo !

t
n
-2 / A U1 () — Un-2(t0)]l,, s
0

(") [ [ At -

FUo(tn )|y dty ... dbn—y

(2)" e[Sy [ a2 +

+ F (s 0) o] dt - dt

(Z)n][)j\(tl).../Ot"Az(tn_l)UOt" (t DU o,

T
+ / 1 F 0)|0dtn} i db s
0

t
AN"
(£2) o, +

IN

IN

IN

<
+<fi A)"_ s M ET
. (effA)n||L{(0)|O+< oA ) / 17, 0) g,
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dove abbiamo utilizzato la formula di Stirling e la relazione

/OtA(t1).../Otn2A(tn—1)/0tnlA(tn)dtl...dtn _ U;A(S)ds]n/"!’

che si dimostra per induzione.

Dalla (1.12) segue che, per ogni t, Uy, (t) converge in X per ogni s > efg A
a una U(t) che soddisfa la (1.11) in ¢. Dalla (1.12) segue inoltre che le U,
convergono uniformemente a U su [0,T], e quindi U ¢é continua. Dalla (1.11)
abbiamo infine che & € H'!, C! se F é continua.

Per I'unicité, se U e V sono due soluzioni di (1.11), si dimostra come la (1.12)
che

e [TA\"
) - viol, < (<22 s jutn vl

per ogni n, e quindi ||U(¢) — V(t)||s = 0. O

Dimostrazione del teorema 1.4. Vogliamo ricondurre il sistema (1.10) a un pro-
blema del tipo (1.11). Definiamo allora gli spazi Xs. Poniamo 6 = min(«, 3),
allora per ogni s € [0,d) definiamo

D, ={zeC":|z|<a-—syl < 8—s}

X, =H(Ds)NC*(Dy), ||F|s= SulP |F(2)].
zel's

La famiglia {X;}s; soddisfa allora le ipotesi del teorema 1.5. Definiamo la
funzione F: se t € [0,T], g = g(2) € X,

Flt,g) = 09— 3 An(z)0.,9 — B(z.1)g — F(2,1).
h=1

Dimostriamo che F : [0,7] x X — X e che soddisfa le ipotesi del teorema 1.5.
Dalla formula di Cauchy segue che, se D1 CC Ds sono due aperti in C™*, e
d(Dy, D) > d, la derivazione in un direzione 0., definisce un operatore lineare
continuo da #(D;) in 5 (D3), di norma < 1/d.

Infatti se z é in Dy, dalla formula di Cauchy

1
‘3z]f(z)| < gl Supl d|f(zlv"'7Zj—1’wjvzj+1""vzn)|v
zj—wj|<

e quindi

1
sup 0.,71 <  sup |,
z€D, z€Dy

Abbiamo allora che, per ogni ¢, F(t,-) é un operatore lineare limitato da X in

A(%)

- , abbiamo cioé
s'—s

X! per ogni s’ > s, di norma <

Al

s’ —s

[F(t, 29) = F(t, 1)l <

ng - ‘r1||5a
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per ogni z1,z2 € X,. Le altre condizioni richieste dal teorema 1.5 seguono
immediatamente dal fatto che i coefficienti sono misurabili, e maggiorati da
Ae Ll

Inoltre F é continua se Ay, B, F' sono continui in ¢.

Il teorema 1.5 ci garantisce allora ’esistenza di una soluzione U del problema
(1.10) tale che U é olomorfa in {z € C" : |z| < a—efot Ayl < B—e [y A}, cioé
la tesi del teorema 1.4. O

Dal teorema 1.4 segue la seguente versione del teorema di Cauchy-Kovalevsky:

Teorema 1.6. Sia L un operatore differenziale del primo ordine della forma
(1.2) definito in Q x [=T,T). Supponiamo Ay, B, F € L*([0,T], A(Q)) e ®(x) €
AQ)),

allora esiste W intorno di Q in R x R, tale che il problema (1.8) ha un’unica
soluzione in H'([0,T], A(W)), analitica in x.

Dimostrazione. Per ogni K CC Q' CC Q, esiste p > 0 tale che i coeflicienti, il
dato iniziale e il termine noto si estendono olomorficamente per z € Q, |y| < p.
Il teorema 1.4 fornisce una soluzione olomorfa in z € K, |y| < §, [t| < € per
€ > 0, che ristretta a R™ d4 una soluzione analitica per € K, |t| < €. In questo
modo (grazie all’'unicitd della soluzione di (1.10)) si definisce una soluzione in
un intorno opportuno di 2. O

Dal punto di vista dell’esistenza, il teorema 1.6 é pit generale del teorema
1.2: le ipotesi richieste per garantire I’esistenza di una soluzione sono molto pid
deboli. Notiamo inoltre, che modificando leggermente la dimostrazione, possia-
mo riottenere esattamente il teorema 1.2. Possiamo dimostrare una versione
”olomorfa” del teorema 1.5, cioé per t variabile complessa in {t € C : |t| < T'},
e ottenere che, se F é continua, la soluzione é C! in ¢, cioé olomorfa. Abbiamo
allora una soluzione olomorfa in tutte le variabili per il problema (1.10), e quindi
la sua restrizione é analitica anche nella variabile ¢.

Questa dimostrazione del teorema di Cauchy-Kovalevsky non é quindi meno

potente della precedente; in pit, ha il vantaggio di esibire chiaramente il dominio
di esistenza della soluzione.
Abbiamo infatti che, se i coefficienti, il termine noto e il dato iniziale si estendono
a funzioni olomorfe in {z € C" : z € Q, |y| < p}, maggiorate da A(t) € L!, la
soluzione é analitica in x in {(z,t) : d(z,Q°) > efot A} per ogni ¢ tale che
e fot A < p. Se in particolare i coefficienti, il termine noto e il dato iniziale sono
continui in ¢, abbiamo una soluzione in

. ey P P
{(x,t).d(amQ ) > 2]\4,|t\ < ZM}

per una costante M che dipende dall’operatore.
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Notiamo inoltre che dal teorema 1.5 segue un analogo del teorema 1.4 per i
funzionali olomorfi, che utilizzeremo pit avanti:

Teorema 1.7. Sia L, un operatore differenziale del primo ordine della forma
(1.9) definito in D x [0,T], con D ={z € C": |z| < o, |y| < B}, o, B € (0, ).
Supponiamo che i coefficienti di L, siano olomorfi in z e misurabili in t, e che
esista A(t) € L'(0,T) tale che

D 1An(z ) + Bz )] < A). (1.13)
h

Se ® € #'(K), F € L'([0,T],#'(K)), K CC D, e d(K,D*) > efOTA, esiste
K, C D tale che il problema (1.10) ha un’unica soluzione

U e HYY[0,T), ' (Ky)).

In particolare, U € HY'([0,t], 7#(K)), Ky = {z € C" : d(2,K) < efot A} per
ogni t € [0,T].

La dimostrazione é identica a quella del teorema 1.4, si definiscono gli spazi
X, come
Xy =H"({z€C":d(z,K) < s}),

e utilizzando la formula di Cauchy per i funzionali olomorfi si dimostra che sono
soddisfatte le ipotesi del teorema 1.5.

Notiamo che in particolare il teorema precedente vale per D = C™. Abbiamo
cioé:
Sia L, é un operatore differenziale del primo ordine della forma (1.9) definito
in C™ x [0,T], a coefficienti olomorfi in z e misurabili in t, e che soddisfa la
(1.18) in C" x [0,7T].
Se ® € s, F € LY[0,T), 5"), il problema (1.10) ha un’unica soluzione U in
HYL(0,T), 7).
Se ® € A, F € LY([0,T), ), il problema (1.10) ha un’unica soluzione U in
HYL([0,T], 52).

1.3 1l teorema di Mizohata

Il teorema di Cauchy-Kovalevsky é un risultato locale: fornisce una soluzione
al problema di Cauchy in un intorno che dipende dal termine noto e dal dato
iniziale, oltre che dall’operatore considerato. Da qui in avanti ci occuperemo
invece di risultati globali, vedremo cioé sotto quali ipotesi il problema di Cauchy
con dato iniziale e termine noto analitici ha una soluzione analitica, definita in
un dominio che dipende solo dall’operatore. L’ipotesi chiave per ottenere questo
risultato é che l'operatore sia iperbolico (anche solo debolmente). Il primo
risultato che presentiamo ¢ il teorema di Mizohata, che richiede I'iperbolicita
stretta.
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Definiamo cosa vuol dire per un sistema essere strettamente o uniformemente
iperbolico:

Definizione. Un operatore differenziale del primo ordine della forma (1.2) si
dice

e strettamente iperbolico se gli autovalori della matrice ), Ap(x,t)&, sono
reali e distinti per ogni £ € R"

e debolmente iperbolico se gli autovalori della matrice ), Ap(x,t)€, sono
reali per ogni & € R™ (ma non necessariamente distinti)

e uniformemente iperbolico se € strettamente iperbolico e, indicati con
M(2,t,6), ..., A\n(x, t,€) gli autovalori della matrice ), Ap(x,t)én, con
£ eR”, siha

12f|)\i(x,t7§) —j(z,t,)|>6>0, Vo, t |{=1
i

Teorema 1.8 (di Mizohata). Sia L un operatore differenziale del primo ordi-
ne della forma (1.2) definito in Q x [0,T]. Supponiamo che L sia strettamente
iperbolico e che i coefficienti di L siano analitici in un intorno di £ x [0,T].
Supponiamo
sup |)\j($,t,§)| <A
€1=1,(x,t).4
Allora il problema

{ Lu]=F (1.14)

U(z,0) = o(x),

con F' e ® analitici, ha un’unica soluzione analitica nel cono
Op = {(x,t) Ld(z, Q%) > A, te [O,T]}.

La dimostrazione del teorema di Mizohata utilizza principalmente due stru-
menti: l'esistenza di una soluzione globale per il problema di Cauchy con coeffi-
cienti, termine noto e dato iniziale analitici interi (una delle versioni del teorema
di Cauchy-Kovalevsky del paragrafo precedente), e la validitd di stime a priori
per le (eventuali) soluzioni di problemi iperbolici.

Il teorema di Mizohata é valido anche nel caso in cui 'operatore L sia sim-
metrico (e non necessariamente iperbolico), per un certo A che dipende dai
coefficienti di L. Vediamo allora prima la dimostrazione di questo caso, pid
semplice di quello iperbolico.

1.3.1 Sistemi simmetrici

Enunciamo il teorema di Mizohata nel caso dei sistemi simmetrici.
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Teorema 1.9 (di Mizohata). Sia L un operatore differenziale del primo or-
dine della forma (1.2) definito in Q x [0,T]. Supponiamo che i coefficienti di L
siano analitici in un intorno di Q x [0,T], e le matrici Ay, siano hermitiane.
Esiste allora A > 0 tale che il problema

{ L[U] = F,

Ulz,0) = d(x), (1.15)

ha un’unica soluzione analitica nel cono
Cp = {(J;,t) Cd(z,0%) > M, te [o,T]}

per ogni F' ® analitici.

Vediamo prima come si ricavano le stime a priori necessarie per dimostrare
questo teorema.

Supponiamo per semplicitd n = 1 (il caso generale é assolutamente analogo).
Sia U una soluzione in C*(2 x [0,7]) del problema

U = A(z,t)0,U + B(x,t)U + F(z,t)
(1.16)
U(z,0) = ®(x),

con A € C', hermitiana.

Sia R(t) un tronco di cono in 2 x [0,¢] con asse di simmetria parallelo all’asse
t, base nel piano {t = 0}, e indichiamo con D(7) la sua sezione al tempo 7.
Dalla (1.16) abbiamo,

1
= o|UPdzdt = / (0uU, U)dxdt =
R(t)

2 Jra

/ (AU, U)dadt + / (BU,U)dwdt + / (F,U)dadt
R(t) R(t) R(t)

1 1
L o,Au,U)dzdt — L / (AU, U) +

2 R(t) R(t)

+/ (BU,U)dxdt+/ (F,U)dzxdt.
R(t) R(t)

Indichiamo con I'(t) la superficie laterale di R(t), e con v = (v, 1) la sua
normale esterna. Abbiamo allora:

/ |U|2—/ |U|2+/ |U|2vt—/ (AU, U, =
D) D(0) (t) ()

- [ womse [ wuoe[ (wo).
R(t) R(t) R(t)

Fissata la base D(0) del cono, possiamo scegliere la pendenza in modo che sia

/ U, —/ (AU,U)v, > 0.
I(t) ()
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Infatti, se C' = supp(o)xo,r]|A(2,t)| e Clvz| < vt, abbiamo
(AU, U)v,| > |U|%.

Fissata cos{ la pendenza di R(t) abbiamo allora

/ \U|2§/ |U\2+M/ |U|2+/ FP,
D(t) D(0) R(t) R(t)

con M =supp ) (|A] +2|B|) + 1, e dal lemma di Gronwall infine

/ |U|2dngeMt(/ |<I>|2da:+/ |F|2da:d7), (1.17)
D(t) D(0) R(t)

con la costante K che dipende dai coefficienti dell’operatore.
Se i coefficienti sono limitati su R™ x [0, T, si ottiene

/ \U|?dx < KeMt(/ |®|*dx —|—/ |F|2dxd7'>. (1.18)
R x{t} R R™x[0,T]

L’ultima stima si dimostra in maniera piu facile nel caso in cui si supponga U
a supporto compatto. Abbiamo infatti:

U2 = D 2(An0nU,U)p2 + 2Re(BU,U) 2 + Re(F,U) >
h
Z 20pApU,U) 2 + 2Re(BU,U) 2 + 2Re(F,U) >
h
WU+ 2(F@O U (@), (1.19)

IN

dai cui segue, grazie al lemma di Gronwall, una stima analoga alla (1.18).

Facciamo una osservazione importante sulla (1.17). Dalla (1.17) segue in
particolare che se @, F' sono nulle rispettivamente in D(0), R(t), allora U é nulla
in R(t). Siamo cioé in grado di individuare il dominio di dipendenza della
soluzione: il valore della soluzione in un punto (z,t) dipende dal valore di ® e F'
solo in un cono con vertice in (z,t) e base in {t = 0}, la cui pendenza dipende
dai coefficienti; possiamo cioé modificare a piacimento il termine noto e il dato
iniziale fuori da questo cono, e la soluzione non cambia in (z,t). In maniera
equivalente, il valore di ® e F' influenza la soluzione solo all’interno di un cono
nel futuro.

Supponendo tutte le funzioni C'°°, derivando l’equazione e integrando su
R(t) come fatto precedentemente, si ottengono analoghe stime per le derivate di
una eventuale soluzione C*° del problema (1.16). In particolare, se i coefficienti
sono a supporto compatto in R(t), per ogni « esiste K tale che

/ |6aU2dx§K[ > / |a%|2dx+/ |aﬂF2d:ch}
b 18I<la] Y PO R(T)

con K che dipende da T, o e dai coefficienti.
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Le stime a priori sull’energia permettono di dimostrare il seguente risultato:

Teorema 1.10 (di Friedrichs). Sia L un operatore differenziale del primo
ordine della forma (1.2) definito in 2 x [0, T]. Supponiamo che i coefficienti di
L siano in C>(Q x [0,T)), e che A, = A} per ogni h.

Esiste allora A > 0 tale che il problema

{um—g

Uiz (1.20)

®(2),
ha un’unica soluzione C'*° nel cono

Cr = {(z,t) : d(z,Q°) > M, t€][0,T]}
per ogni (F,®) in C*°.

Il teorema 1.10 si dimostra approssimando il termine noto e il dato inizia-
le con funzioni olomorfe, e considerando il relativo problema di Cauchy. Dal
teorema 1.4 sappiamo che questi problemi hanno una soluzione locale olomorfa.
Si utilizzano allora le stime dell’energia ( e il lemma di Sobolev) per mostra-
re che dalla famiglia di soluzioni cosi ottenute si pué estrarre una successione
convergente in C'*° ad una soluzione del problema (1.20).

Siamo ora pronti per dimostrare il teorema 1.9.

Dimostrazione del teorema 1.9. Supponiamo per semplicitd F' = 0. Vogliamo
dimostrare che la soluzione U(z,t) del problema
{ LIUI=0

(1.21)

U(z,0) = o(x),

(che esiste ed é C'™ grazie al teorema 1.12) é analitica in ogni punto del cono
Cr.
Fissiamo allora (zo,%) in Cr. Indichiamo con C(,, +,) il cono "di pendenza \”
con vertice in (wg,t), e fissiamo un intorno D di C(;,+,) in Cr della forma
{(z,t) : d(z,z9) <7 —X+9, te€[0,7/\}. Se modifichiamo i coeflicienti e
il dato iniziale in modo che restino invariati in D, abbiamo che la soluzione U
non viene modificata in un intorno di (zg,tp). Utilizzeremo questo fatto per
definire una famiglia di funzioni Vy,..., Vi, ..., Vi, . ,... che coincidono con
le derivate di U in D, e che soddisfano una stima di analiticité.

Scegliamo una funzione a(z,t), C* e a supporto compatto in Cr, e che vale
identicamente 1 in un intorno di D.
Definiamo V{j come la soluzione di

{ w0
Vo(z,0) = a(z,0)®(z).

Allora Vg é una funzione C*° e coincide con U in un intorno di D. Derivando
l'equazione L[U] = 0 rispetto a z; otteniamo

LIo:U] = > (0iAn)0nU — (0;B)U = 0. (1.22)
h
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Definiamo pertanto le V; attraverso il sistema

L[‘/Z] - Za(‘r7t>(a®Ah>Vh = Oé(.’If,t)(alB)‘/o i= 1a sy Ty
n (1.23)
Vi(z,0) = a(z,0)0;P(x).

Questo sistema ha un’unica soluzione C'*° in Cr, e chiaramente le V; coincidono
con le derivate prime di U nell’intorno di D in cui o = 1.
Derivando due volte abbiamo invece:

L[0;0;U] = (9, An)0i0nU =Y (0;A1)0;00U = > (0,0, Ap)OnU —
h h h

definiamo allora le V;; come le soluzioni di

Za (0; A1) Vi Za (0iAn)Vi
—a- (Z(aaAh) — @B, — (9;B)Vi) (1.24)

h
Vij(2,0) = a(z,0)0,0;®(x) i,j=1,...,n.

Analogamente, supponendo definite le V;,
come le soluzioni del sistema

,,,,, im_1, S1 definiscono le V;,

.....

; 1;7” 1 ..... Tpyenns imh
(Zz(aipaith)Vil ,,,,, Tt T Y (Biy 05 A Vit
h  p,q h
+ Z(azpB)Vzl?pvmh +.o 4+ (0 - 0:,, B)Vo
- ;
‘/ihn-»im (I, O) = Oé(l‘, O)ah e 8177,@(1:)
(1.25)
Abbiamo quindi che per ogni m, il vettore (Vi,, i, )is.....i,. ¢ soluzione di un
problema
L'[(Viy,.ooip )iryesim] = F,
{ (Vig i (@,0))iy i = (a(@,0)05, i @(2)) i s (1.26)

con L' operatore differenziale del primo ordine simmetrico.
Definiamo allora la funzione

)= Y Vi, (1.27)

T1yee05tm

con || - la norma L? in R™.
Dall’ipotesi di analiticita del dato iniziale segue che

[P0
Ua(0)= Y ||a<x,o>ah-~aim<1>||SA’”[;ZZ

11,7 ylm
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per opportune costanti. Utilizzando le stime per ’energia ricavate precedente-
mente (in questo caso é sufficiente utilizzare la (1.19)) dimostriamo per induzione
che

m!
U (t) < e(“/+mn’¥1)t(con)m(1 +t)mp7mA’ (1.28)
per opportune costanti (y é la stessa della (1.19)).
Ricordiamo che se A é una matrice in L* e U un vettore L? , |[MU| <
o||M||so||U]|2 con o che dipende solo da N, n. L’ipotesi di analiticitd dei coeffi-
cienti ci permette inoltre di scrivere

—1)!
0By, ... 0i, Anlloo < MK,
PP
p!
|0s, ... 0, Blloo < —pK.
p

Poniamo v; = 0K, possiamo chiaramente supporre che sia v; > 1.

Per m = 0 la (1.28) segue immediatamente dalla (1.19).

Prima di dimostrare il passo induttivo, vediamo cosa succede per m = 1,2. Le
Vi soddisfano il sitema (1.23), e quindi, ponendo F; = >, a(0; Ap)Vi+a(0; B)Vy

abbiamo, grazie alla (1.19),

A

Vil < Vil + IF @)
YViO I+ Y [adAnlloo Vi (@) + ollad; Blloo | Vo (1)
h

IN

IN

VIV + 7 S IVl + %HVO@H.
h

Sommando su ¢ abbiamo
n
YL < (4 m)un(0) + o (t),

e grazie al lemma di Gronwall abbiamo la (1.28) per m = 1.
Allo stesso modo, per m = 2,

AV (DI < Vi @Dl +%(Z||th(t) + ||Vih(t)> +
h
~ 2!
+ ;(ZVh(t)||+||Vj(t)IIVi(t)II)+71pQVo(t)l,
h
e sommando su 1, j,

VA(0) < (v 20m)a(®) + 2 ) (6) + vlj—irﬂwo(w.
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Per il caso generale abbiamo

OullViroin DI < AMViriecin DI+ D WV 5o Ol +

h,p
71
b Wi i+
h,p,q
2!
+ N Z ”Vu?p?q@zmh(t)HJr
p h,p,q,r

(m—1)!
+ +71WZHV}LH +
h
1 m)!
+ = WV O+ Vo)
P4 p
che da, sommando,

inlt) < 20 @)+ 3 (7 )t () ) B0

Utilizzando il lemma di Gronwall e I'ipotesi induttiva, abbiamo allora

m™m)!

Y (t) < —A [1 +m(m+1) E g ((1 + t)m—p+1 _ 1>} e('H'mn"/l)t’
p
P

che da la (1.28), ponendo ¢o = 27v;(m + 1).
La (1.28) implica

m!
D Wirain Bl < 2 AL,
P1

B15meeylm

per ogni t € [0, 7.
Grazie al lemma di Sobolev, abbiamo infine che se (z,t) appartiene a un intorno
sufficientemente piccolo di (zo, to),

y m+ [n/2] + 1)!
N Wi @0 £ C Y 10V 1) < O pmﬂ[,{/jm P 4,

1

U1yeenyim
v < [n/2]+1
e quindi U ¢ analitica in tale intorno. O

1.3.2 Sistemi strettamente iperbolici

Nel caso dei sistemi iperbolici non simmetrici, é piti complicato ricavare le stime
a priori necessarie per dimostrare il teorema di Mizohata. Noi utilizzeremo gli
operatori pseudodifferenziali. L’idea comunque é che, anche se la parte princi-
pale dell’operatore L non é simmetrica, I’ipotesi di iperbolicita ci garantisce che
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essa ¢ simmetrizzabile, e questo ci permette di operare in maniera simile al caso
simmetrico. Vediamo come.
Esattamente, se U é una funzione C' che soddisfa I’equazione

L[U] = F,

e loperatore L é strettamente iperbolico, dimostriamo che per ogni ¢ € [0, 7
esiste una norma ||| - ||| equivalente alla norma L?(R™) (uniformemente in t), e
una costante -y, tale che

MW lle < AW + IF]e- (1.29)

Per dimostrare la (1.29), consideriamo l'operatore pseudodifferenziale ma-
triciale Z con simbolo

h
o(H) = ;Ahi(l n |§€|2)1/2;
I’equazione si scrive allora nella forma
U —is¢AU — BU = F, (1.30)
in cui indichiamo con A I'operatore pseudodifferenziale con simbolo
a(A) = (1+ &)
L’ipotesi di iperbolicitd garantisce lesistenza di una matrice N(z,t,&) tale che
No(s) = DN,

con
)\1(‘%, tv 5)

>\n (x’ t? g)
e quindi, definendo A = Op(N), 2 = Op(D), abbiamo che

N AN = DN (modulo operatori limitati in L?).
Dalla (1.14) e dalla (1.30) segue che
o(ANU) —iNFHNU — N BU — 0, NU = NF.

Siccome N N = DN A = DA modulo operatori limitati in L2, e Oyt é

limitato, possiamo riscrivere I’equazione precedente nella forma

O(NU) —iPANU — BU = NF,
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con 4 limitato, e quindi, ponendo V = A4 U, abbiamo
WV —i9ANV — BU = NF. (1.31)

Ricordiamo che la matrice D = 0(2) é diagonale ( e i coefficienti diversi da zero
sono gli autovalori di Y, Ap(z, )&, /(1 + |€]2)Y/2).
Supponiamo di avere una V' € C* soluzione di (1.31). Abbiamo allora

0, (V,V) = —i((Z\ — AD*)V, V) + 2Re(N F + BU, V).

Ma D = D*, e quindi A2* = AOp(D*) = AOp(D) = AD = DA, cioé 2N —AD
limitato. Abbiamo quindi

VI < VI + [Tl + |4 FI. (1.32)

Al secondo membro compare ancora U. Utilizziamo allora il fatto che per (8
sufficientemente grande

AUz + BII(A +1)7 U |2 > €Uz (1.33)

per ogni U € L%, con ¢ > 0. La regolarita di .4/ (t) ci permette di scegliere 3, c
tale che la (1.33) valga per ogni ¢t. Definiamo quindi

WU = A Ull2 + BII(A+ 1) U2, (1.34)

|| -]]| é una norma equivalente a || - ||o in L?(R™), uniformemente in ¢.
Dalla (1.30)

A+ 1)U =i(A+1)"'PAU + (A+1)"'BU + (A+1)"'F,

ma (A + 1)7*#A = (A + 1)7*AH, e quindi (A + 1)71A é un operatore
limitato in L2. Abbiamo allora

Ol(A + 1)U < U+ 1A+ 1)~ F. (1.35)
Dalle (1.32), (1.35) segue infine
ST < AT+ LE]- (1.36)

In particolare, dal lemma di Gronwall:

t
U@ < e“|||U(0)|||+/ ||| F(s)]||ds. (1.37)
0
Notiamo che se 'operatore é simmetrico, basta prendere come N l'identitad e
8 = 0, otteniamo cioé la (1.36) con ||| - ||| = || - ||, ovvero la (1.19) dimostrata
precedentemente.

Abbiamo cosi ottenuto una stima analoga a quelle dimostrate nel caso sim-
metrico. In questo caso, perd, le stime ottenute non ci permettono di ricava-
re risultati sul dominio di dipendenza della soluzione. Si tratta di un incon-
veniente naturale, visto che nella dimostrazione abbiamo utilizzato operatori
pseudodifferenziali, che non sono locali, ma solo pseudolocali.
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Nel caso degli operatori iperbolici, si dimostra comunque con altri strumenti
il seguente risultato, per la cui dimostrazione si rimanda al libro di Mizohata:

Teorema 1.11 (Dominio di dipendenza). Sia L un operatore differenziale
del primo ordine della forma (1.2), regolarmente iperbolico e a coefficienti ana-
litici in un intorno di Q x [0,T)], e sia A definita come nel teorema 1.8.

Se U € una soluzione C di

{ LU =F
U(z,0) = ®(z),

allora U(zo,t) = 0 se F = 0 in {(z,t) : |[x — x| < At —tol}, © =0 in
{(z,t) : |x — zo| < Ao}
Lo stesso risultato vale se U = (Uy,...,Uy,) € soluzione di

L[Ul] + Ej C1jUj =F

L[Um] + Zj ijUj =Fn

Analogamente al caso precedente si dimostra l’esistenza di soluzioni C'*°:

Teorema 1.12 (di Petrowski). Sia L un operatore differenziale del primo or-
dine della forma (1.2) definito in Q x [0,T]. Supponiamo che L sia strettamente
iperbolico (simmetrico) e che i coefficienti di L siano in C*(Q x [0,T]).
Alllora il problema

{ LU|=F

U(z,0) = &(x),

ha un’unica soluzione C*° nel cono
Cr = {(z,t) : d(z,Q°) > X, t€][0,T]}
per ogni (F, ®) in C*°, con A definito come nel teorema 1.8.

A questo punto, abbiamo tutti gli strumenti necessari per la dimostrazione
del teorema 1.8. Il procedimento é identico a quello utilizzato nel caso simme-
trico, si definiscono le funzioni 1, utilizzando la norma ||| - ||| al posto della
norma L?. Facciamo solo notare che in questo caso gli operatori utilizzati per
definire le V;, . ;. non sono strettamente iperbolici. La loro parte principale é
infatti diagonale a blocchi, e ogni blocco é dato dalla parte principale dell’ope-
ratore L, per cui restano validi la stima dell’energia e il risultato sul dominio di
dipendenza.

Considerazione finale Abbiamo visto nella dimostrazione come il teorema
di Friedrichs si applica in particolare al sistema (1.14), e garantisce 1’esistenza
di una soluzione (C*°). Il teorema di Mizohata appare pertanto come un teo-
rema di regolaritd pia che di esistenza: sappiamo gid che esiste una soluzione,
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dobbiamo solo dimostrare che é analitica. Nel prossimo capitolo daremo una
dimostrazione indipendente dal teorema di Friedrichs. Nel seguito di questo
capitolo vedremo invece come valgono risultati analoghi al teorema di Mizohata
anche in casi in cui non é valido il teorema di Friedrichs (ci riferiamo ai sistemi
debolmente iperbolici).

1.4 Sistemi debolmente iperbolici

Il teorema di Bony-Schapira afferma I’esistenza di una soluzione globale analitica
nell’ipotesi pit debole che il sistema sia solo debolmente iperbolico.
Consideriamo il problema di Cauchy con dato iniziale nella palla B(0,r) in R™.

Teorema 1.13 (di Bony-Schapira). Sia L un operatore differenziale del pri-
mo ordine debolmente iperbolico della forma (1.2) a coefficienti analitici in un
intorno di B(0,r) x [0,T).

Allora esiste 6 > 0 (che dipende da L) tale che il problema

{ LU =F
U(z,0) = (),

ha un’unica soluzione analitica nel cono
{(z,t) : |z| <r— 61t t > 0}

per ogni (F,®) analitici.
Nota Abbiamo lasciato il teorema di Bony-Schapira nella sua formulazione
originale, cioé con dati iniziali analitici in una palla di R™. E’ chiaro che il
teorema si estende al caso di dati iniziali analitici in un aperto di R", e si
pud quindi dare del teorema 1.13 una formulazione analoga a quella degli altri
teoremi di questo capitolo.

Il teorema di Bony-Schapira si ottiene utilizzando risultati di prolungamento

per soluzioni olomorfe che ora dimostreremo. Nella dimostrazione si utilizza
inoltre il seguente risultato di estensione per funzioni olomorfe:

Teorema 1.14 (dei tubi di Bochner). Sia F' olomorfa in un intorno di
E c CPH! definito da

E={zeCr |z <nry =...=y, =0,0 < yp1 <b}.
Allora, per ogni a < r esiste C' > 0 tale che F si estende olomorficamente in
E={zeC'" :|a| <alyi|+ - +yp| < Clypr1],0 < ypy1 <b}.
Sia P un operatore differenziale matriciale del prim’ordine,

P(z,0.) = > An(2)0s, + B(2), (1.38)
h

a coefficienti olomorfi, abbiamo allora come primo risultato di prolungamento il
lemma:
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Lemma 1.1. Sia D un aperto convesso di C", con frontiera C*. Supponiamo
che la normale ¢ a OD in un punto zg € D sia non caratteristica per P.
Allora, se F € olomorfa in D e P[F] si prolunga olomorficamente in un intorno
di zg, F' si prolunga olomorficamente in un intorno di zy.

Dimostrazione. Possiamo supporre, grazie al teorema di Cauchy-Kovalevsky,
P[F] = 0. Prendiamo inoltre il vettore ¢ di norma unitaria e diretto verso
lesterno di D. B
Definiamo, per € abbastanza piccolo, H. l'iperpiano complesso d’equazione
(z—20,C) = —¢, cioé (z—z9+¢e(, () = 0. Abbiamo cioé che H é tangente a D in
Zp, € gli Izs per € > 0 sono paralleli a ﬁo che tagliano D. Sia és la pit grande
palla di H. contenuta in D, indichiamo con 7. il suo raggio. Dalla versione
olomorfa del teorema di Cauchy-Kovalevsky (dal teorema di Ovciannikov), segue
che esiste L (che dipende solo da P) tale che esiste una soluzione olomorfa in
nel cono di base EE, asse di simmetria parallelo a ¢, altezza r/L; in particolare
esiste § (dipende da L) tale che F si prolunga olomorficamente nella palla (di
C") B di centro zy —e( e raggio or.. Ma siccome D é convesso, e la frontiera
é C', abbiamo che i — 0 quando ¢ tende a 0, e quindi per ogni ¢ abbastanza
piccolo 7. > 267 1e, e quindi per £ abbastanza piccolo B. s é un intorno di 2.
O

Definiamo Car(D), I'insieme caratteristico per P, come la chiusura in $2"~*
delle direzioni caratteristiche per P in qualche punto di D.
Dal lemma precedente abbiamo (ricordiamo che, a differenza del lemma prece-
dente, qui per iperpiani si intende iperpiani reali):

Teorema 1.15. Siano D1, Dy due sottoinsiemi convessi di C™, Dy C Do, Dy
localmente compatto, Dy aperto, P un operatore differenziale del primo ordi-
ne della forma (1.38) a coefficienti olomorfi in Dy. Si supponga che tutti gli
iperpiani reali passanti per Do la cui normale é in Car(Ds) passino anche per
D;.

Allora, se F € olomorfa in un intorno di di Dy e P[F] si prolunga a una
funzione olomorfa in Do, F si prolunga a una funzione olomorfa in Ds.

Dimostrazione. Sia zy € D1, z1 € Do, dimostreremo allora che esiste un pro-
lungamento olomorfo per F' in un intorno del segmento che unisce questi due
punti.

Sia 7 > 0 tale che la palla chiusa B(z1,7) sia contenuta in Ds. Siccome Car(D)
é compatto, esiste un compatto K di D; tale che tutti gli iperpiani passanti
per B(z1,7) con normale in Car(D) passino per K. Possiamo supporre che
K sia convesso e che contenga zg. Prendiamo e < r tale che d(K, D§) > 2¢,
allora I' é olomorfa in Ko, = {z : d(z, K) < 2¢}. Per ogni t € [0,1] definiamo
zt = 2o+ t(z1 — 20), e M; linviluppo convesso di K. e della palla B(z,¢).
Abbiamo allora che M, ha frontiera di classe C, e nei punti di frontiera che
non appartengono a K. la normale non appartiene a Car(Ds3). Possiamo cioé
applicare il lemma precedente a M;, e otteniamo che se F' si estende olomorfi-
camente a M,,, si estende anche a M;, per qualche ¢; > ty. Abbiamo cioé che
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F si estende olomorficamente a M7, che é un intorno del segmento che unisce
Zo & 21. ]

Per applicare il teorema 1.15 e dimostrare il teorema di Bony-Schapira,
dobbiamo dimostrare una stima sulle direzione caratteristiche di un sistema
debolmente iperbolico, che segue dal teorema dei tubi di Bochner:

Lemma 1.2. Sia q(z,7) = 7V + Z;V:_Ol aj(z)9 con a; funzioni olomorfe in
{z € CP : |z| < r,|y| < 2}, tale che per z reale (z € B(0,r) NRP) 'equazione
q(z,7) = 0 ha solo soluzioni reali.

Allora, per ogni a < r esiste C tale che

q(z,7) =0, |z| <a,l|yl <e= |[Im7| < Oy

Dimostrazione. Questo risultato segue dal teorema 1.14 applicato alla funzione

. Fissiamo a < r, abbiamo allora che
q(z,7)

q(z,7) =0, |z|<a, |yf<e=|T|<b,

per un qualche b < co.
Per ipotesi abbiamo che ¢(z,7) # 0 in

E={|z| <7yl =0,0 <Im7 < by},

e quindi in un intorno. Allora é olomorfa in un intorno di E, e quindi in

1
q(z7)

E = {|x <yl < E,Z|y1| < C|lImr|,0 < Im7 < ba}.

Abbiamo allora che ¢(z, 7) non si annulla in E, cioé

q(z,7) =0, |z|<a, |yl <e Imr>0= Cllmr| < Z lyi .

(2

Lo stesso vale se Im7 < 0, quindi abbiamo la tesi (la costante C' della tesi di
questo teorema ¢é l'inverso di quella che compare nella dimostrazione, che é la
stessa del teorema precedente). O

Lemma 1.3. Sia L, un operatore del primo ordine come in (1.9), iperbolico in
{(2,t) € C"* 1 |z + |Ret|? < 72, Jy|? + |Imt|? < 4%}, e sia
p(z,t,¢,7) =det(tI—=3, An(z,t)Cn) il suo polinomio caratteristico (la variabile
t é complessa).

Allora, per ogni a < r esiste C tale che

|2]? + [Ret|* < a?,y|* + [Imt|* < &2, p(2,1,{,7) =0
4
[Im7| < C((ly| + Imt])|¢] + [n])

28



Dimostrazione. Per il lemma precedente, abbiamo che esiste § tale che

p(z,t,¢,7) =0, |z|*+ [Imt]> <a®, [y|* + Ret| <e?, [/ <4 [yl <e
4
[Imr| < C(Jy| + [Ret| +[n]).

Per omogeneité, abbiamo allora che se |n| < &5~ 1[¢],
[T | < C((ly[ + [Ret])[€] + |n]).
D’altra parte, se || > e6~1|¢|, abbiamo che
7] < Cil¢l < Culle] + [nl) < Cr(1 +e78)
e quindi la tesi. O

Supponiamo L, a coefficienti olomorfi in {|z|>+|Ret|*< a2, |y|? + |[Imt|%< 2},
e definiamo A. la chiusura dell'insieme delle direzioni caratteristiche per L, in
{|z]? + |Ret|* < a2, |y|* + [Imt|? < €2}. 1l teorema precedente si pué tradurre
geometricamente nella forma seguente:

Teorema 1.16. Esiste § > 0 tale che per ogni a < r, tutti gli iperpiani che
passano per il punto (xg,to) = (0,da) e con normale in A. intersecano linsieme

{|I| <a, |y‘ <egt= O}

Dimostrazione. Vogliamo far vedere che se ((,7) € A., l'iperpiano definito da
Re((z,t) — (0,6a), (¢, 7)) = 0 interseca U'insieme {|z| < a, |y| < &,¢ = 0}, cioé
che esiste una soluzione per

Re((zﬂf) —(0,da), ((:,7'))7 |z| < a,l|y| <e,t=0.
Dal teorema precedente, siccome (¢, 7) annulla il polinomio caratteristico,
[Re7| < Cle[n| + [£]]-

Supponiamo ad esempio Rer > 0 (il caso Rer < 0 é analogo). Vogliamo trovare
|z| < a,|y| < e tale che

(fE,f) - (yvn) = daRer.

Siccome per z =y = 0 (z,€) — (y,n) = 0, per convessita ci basta trovare x,y
tale che (z,&) — (y,n) > daRer. Prendiamo allora

b8
2 1€’ 2n|’
e abbiamo
a €
SaRer < SaCleln| + I€]) < S1¢1+ Sl = (@,) = (9,1)
perognia<rse6<m. O
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Siamo pronti per dimostrare il teorema 1.13.

Dimostrazione del teorema 1.13. Prendiamo § < come nel teorema pre-

1
2G+0C
cedente, e indichiamo con K (zg,a) il cono

{(a@t) ER"™ :x— x| <a— 5ttt > 0}.

Per ottenere la tesi, dimostrariamo che per ogni a < r esiste un’unica soluzione
analitica nel cono K(0,a).

Fissato a, esiste p > 0 tale che i coeflicienti si estendono olomorficamente nel
rettangolo di C” {|z| < a,|y| < p}. Abbiamo allora una soluzione olomorfa
in un intorno di {|z| < a,|y| < &,|t| < €} (¢ é complesso) per un certo € > 0,
vogliamo prolungare questa soluzione utilizzando il teorema 1.15. Consideriamo
I'inviluppo convesso (in C") dell’insieme {|z| < a,|y| < &, |t| < €} e del punto
(z0,t0) = (0,da), e indichiamolo con D. Il teorema precedente ci garantisce che
ogni iperpiano reale che passa per D e la cui normale é caratteristica in D passa
per {|z| < a,ly] < e,t = 0}. Dal teorema 1.15 abbiamo allora che possiamo
estendere la soluzione a D. La sua restrizione a K(0,a) (che é contenuto in D)
fornisce una soluzione analitica. O

1.5 Coefficienti non analitici in ¢

I teoremi di Mizohata e di Bony-Shapira garantiscono l'esistenza globale se
i coefficienti sono analitici in tutte le variabili. Ci chiediamo se é possibile
indebolire le ipotesi sui coefficienti come abbiamo fatto nel caso del teorema
di Cauchy-Kovalevsky, cioé richiedendo meno regolarita in ¢. In questa sezione
enunceremo i risultati principali, senza dimostrarli.

1.5.1 Sistemi simmetrici e strettamente iperbolici

Nella dimostrazione delle stime a priori utilizzate per dimostrare il teorema di
Mizohata, abbiamo supposto i coefficienti C'°°. Ma é chiaro dalle dimostrazioni
che la regolaritd che pud essere richiesta nella variabile ¢t é molto pit debole.
Le stesse stime si possono infatti dimostrare per coefficienti che siano solo C*
nel tempo. Ricordando che in questo caso valgono le opportune versioni del
teorema di Cauchy-Kovalevsky, si dimostra la seguente versione del teorema di
Mizohata:

Teorema 1.17 (di Mizohata). Sia L un operatore differenziale del primo or-
dine della forma (1.2) definito in Qx[0,T]. Supponiamo che L sia regolarmente
iperbolico e che i coefficienti di L siano in C1([0,T], A(Q)).

Supponiamo
sup  |[Aj(z,t,8)] < A
[€1=1,(2,t),j
Allora il problema
LIU|=F
{ U(z,0) = &(x),



ha un’unica soluzione analitica nel cono
Cr = {(z,t) : d(z,Q°) > Xt, t€[0,T]}
per ogni F € C°([0,T], A()), ® € A(Q).

Il teorema vale anche nel caso simmetrico, con A una qualunque costante che
maggiora i coefficienti.

Si pud fare di meglio? Nel prossimo capitolo indagheremo a fondo questo
problema, e cercheremo di ottenere questo risultato con ipotesi di regolaritd in
t molto pit deboli sui coefficienti.

1.5.2 Sistemi debolmente iperbolici

Il problema é pii complicato nel caso dei sistemi debolmente iperbolici. 11
risultato principale é dovuto a Bronstein.

Il teorema di Bronstein richiede che i coefficienti dell’operatore L siano in
C*([0,T], A(f)), con k abbastanza grande.
Se G é un aperto di R"*!, diciamo che G é una lente di tipo spaziale se esiste
una successione G, di aperti a chiusura compatta in G, UG, = G, con bordo
di classe C!, tale che le per ogni v, (z,t) € G, la normale esterna al bordo
appartiene alla componente connessa dell’insieme delle direzioni caratteristiche
per L in (z,t) che contiene la direzione (z,t) = (0,1).

Abbiamo allora il teorema:

Teorema 1.18 (di Bronstein). Sia L un operatore differenziale del primo or-
dine della forma (1.2), definito in Qx[0,T], debolmente iperbolico. Esiste k (che
dipende solo da n e N ) tale che, se i coefficienti di L sono in C*([0,T], A()),
e G CQx[0,T] é una lente di tipo spaziale, il problema di Cauchy

{ LU =0
U(z,0) = &(z).

ha un’unica soluzione in G, per ogni ® € A(Q).

Bronstein ottiene questo risultato dimostrando prima il risultato analogo per
le classi di Gevrey, e poi per tutte le classi non-analitiche, la cui intersezione
coincide con la classe delle funzioni analitiche.

Notiamo che il k£ richiesto é molto alto. Dalla dimostrazione si ricava che é
sufficiente k = 4N + 3n + 6.

31



Capitolo 2

I funzionali olomorfi

In questo capitolo esponiamo brevemente i risultati sui funzionali olomorfi che
saranno necessari nei prossimi capitoli. Le dimostrazioni di questi risultati si
possono trovare in [13] e [9].

2.1 Funzioni e funzionali olomorfi

In questa sezione introduciamo i duali degli spazi di funzioni olomorfe, e enun-
ciamo le principali proprieta.

Definizione. Sia D un aperto di C"™, indichiamo con € (D) lo spazio delle
funzioni olomorfe in D con la topologia della convergenza uniforme sui compatti
di D.

Definizione. Sia D un aperto di C", indichiamo con €' (D) il duale topologico
di (D).

Se D = C", scriveremo 47 per J(C"), e ' per H'(C").

Definizione. Sia E un sottoinsieme di C", indichiamo con J€(E) il limite
induttivo degli spazi (D) con D che varia tra gli aperti di C™ contenenti E.

Definizione. Sia E un sottoinsieme di C", indichiamo con ' (E) il duale
topologico di F(E).

Se D € R", scriveremo A(D) per s#(D), e A'(D) per '(D).

Queste definizioni sono poco intuitive, soprattutto se £ non é un aperto.
Possiamo dare una interpretazione pit concreta dei funzionali olomorfi, seguendo
una linea simile a quelle delle distribuzioni.

Se K é un compatto in R", una distribuzione a supporto nel compatto K é
una forma lineare T sullo spazio C*°(R™) tale che, per ogni w intorno di K in
R™

(T, o) < Cu Y sup|del, Ve € CF(R").
la|<k
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Analogamente, se K é un compatto in C™, possiamo considerare lo spazio
delle T' forme lineari su 7 tali che, per ogni w intorno di K in C",

(T @) < Co Y suplgyl, Vo€ A (2.1)

laf<k

Ma per la formula di Cauchy, al posto della (2.1) é equivalente richiedere che
per ogni w intorno di K in C™,

(T, p)| < Cusup |, Vo€ 2. (2.2)

Se T soddisfa la (2.2) si estende a J(K), e si dimostra che lo spazio .7 (K)
coincide, (anche come topologia) con lo spazio delle T' € 57’ che soddisfano la
(2.2) (con la topologia data dalla famiglia di seminorme associata alla (2.2)).

Come per le distribuzioni, diremo allora che un funzionale olomorfo T' € J#’
ha supporto nel compatto K se T € 77'(K).

L’utilizzo del termine supporto non deve peré ingannare, facendo credere
che valgano le stesse proprieta del supporto per le distribuzioni. In effetti, in
altre lingue viene utilizzato un termine diverso (carrier in inglese, porteur in
francese), ma non avendo trovato in letteratura un equivalente italiano abbiamo
preferito per comoditéd di continuare ad utilizzare il termine supporto.

Diversamente da quanto succede con le distribuzioni,

T e %/(Kl) N %’(Kz) 7£> T e %/(Kl N K2)7

e quindi non esiste sempre un supporto minimale per il funzionale (per questo
sarebbe meglio utilizzare un termine diverso). Se consideriamo ad esempio la §
di Dirac in C,

(6, 0) = #(0),

se ¢ é una funzione olomorfa la formula di Cauchy da

1 ©(2)
p(0) = —/ —dz
( ) 211 oB(0,r) z

per ogni r > 0. Allora § ha supporto in {0} e in S C C, ma non pué avere
supporto in {0} N S! = (), perché vorrebbe dire che é nulla.
Vedremo per6 che nei casi che ci interessano le cose non vanno cosi male.

Definizione. Sia K un compatto di C™. Definiamo f(, Uinviluppo di olomorfia
di K, l’insieme

= { €T : [p(2)] < sup [p(w)], Voo e%}.
weK

K é ancora un compatto.
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Definizione. Sia K un compatto di C™*. Diremo che K € olomorficamente
convesso se B
K=K

Teorema 2.1. Se K ¢ convesso, oppure contenuto in R™, allora é olomorfica-
mente convesso.

Valgono allora i due seguenti teoremi fondamentali per ottenere i risultati di
questa tesi:

Teorema 2.2. Se K1, K5 sono due compatti di C™, e K1UK5 € olomorficamente
convesso,
allora ogni T che ha supporto in Ky e in Ko, ha supporto in K1 N Ks.

Teorema 2.3. Se T é un funzionale olomorfo in ', e ha supporto in ogni
intorno di K, con K compatto olomorficamente convesso, allora ha supporto in
K.

Se T é una distribuzione, é facile scomporla nella somma di distribuzioni a
supporto piu piccolo, utilizzando una partizione dell’unitd C*°. Nel caso dei
funzionali olomorfi non si pué applicare questa tecnica, visto che non esistono
partizioni dell’'unita olomorfe. Ciononostante, é vero il seguente risultato:

Teorema 2.4. Se T € (D) e {w;}i<i € un ricoprimento aperto di D, allora
esistono Ty, ..., T} tali che

T=T14+...+T;, T; ha supporto in w; per ogni i.

2.2 La trasformata di Fourier e il teorema di
Paley-Wiener
La trasformata di Fourier si estende in maniera naturale ai funzionali olomor-

fi. Valgono dei teoremi di tipo Paley-Wiener che mettono in relazione il tipo
esponenziale della trasformata con il supporto del funzionale.

Definizione. Se T € un funzionale olomorfo in 7', definiamo T la trasformata
di Fourier-Laplace di T R .
T(¢) = (T(2),e7" 7).

T 6 una funzione intera, di tipo esponenziale.
Se T'=T(t,z) € L'([0,T], #"), scriveremo T'(,t) per (T(t,z), e HS2)),

Teorema 2.5 (di Paley-Wiener per funzionali olomorfi). Sia T in 5.
T ha supporto in
{zeC":|z| <r}

se e solo se la sua trasformata di Fourier soddisfa la stima
IT(Q)] < Ceelrtol (2.3)

per ogni € > 0.
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T ha supporto in
{zec:lul <a, Iyl <5}

se e solo se la sua trasformata di Fourier soddisfa la stima

IT(C)| < Coelotolel+@B+e)ln]

per ogni € > 0.
Sia {T,} in . {1,} € limitata in S se e solo se esistono « e (3 tali che

1T, ()] < Cueletolel(B+oln)

per ogni v (le costanti sono indipendenti da v).

Questo teorema vale in particolare se i supporti sono reali. Per comodita
riscriviamo il teorema in questo caso:

Teorema 2.6 (di Paley-Wiener per funzionali analitici reali). Sia T in
A’. T ha supporto in

{xGR":|$|§r}
se e solo se la sua trasformata di Fourier soddisfa la stima

IT(C)] < Coelrtolelelnl

per ogni € > 0.
Sia {T,} in A'. {T,} € limitata in A’ se e solo se esiste r tale che

IT,(0)] < Cuelroleitehl

per ogni v (le costanti sono indipendenti da v ).

2.3 Funzioni integrabili in /7 e 7"

Sia X uno spazio completo localmente convesso. Indichiamo con L!([0,T], X)
lo spazio delle funzioni w : [0,T] — X assolutamente integrabili, cioé tali che
esiste una successione u, (t) di funzioni semplici a valori in X tali che

uy (t) = u(t) gq.o.in [0,T],

per v — o0, e che, per ogni seminorma p di X,

T
/ p(u, — u)dt — 0.
0
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Allora la successione

T
{ / Uy (t)dt}
0 v
converge in X, e poniamo

T T
/ uy, (t)dt = 1imu/ uy, (t)dt.
0 0

Questa definizione é indipendente dalla scelta della successione {u, }.
L'([0,T], X) é uno spazio localmente convesso con la topologia data dalle
seminorme

T
piur /0 p(u(t))dt,

dove le p sono le seminorme di X.

Analogamente si definiscono gli spazi L? ([0, 7], X), con p € [1, o0].
Se u appartiene allo spazio L'([0,T], X), possiamo considerare le derivate ri-
spetto al tempo nel senso delle distribuzioni, e definire gli spazi

HY?([0,T),X) = {u € LP([0,T], X) : Ou € LP([0,T],X)}.

Lo spazio
C([0,T], X)
munito delle seminorme
p:ur— sup p(u(t))
0<t<T

(p sono le seminorme di X) si immerge con continuitd in L'([0,77], X).

In questa tesi utilizzeremo queste nozioni con X uno spazio di funzioni o di
funzionali olomorfi.

Nel caso in cui X = A(f2), abbiamo la seguente caratterizzazione per le
funzioni in L*([0, T], X):

Teorema 2.7. Se T(x,t) appartiene a L'([0,T],.A()), allora
supsexc |0 T (2, 1) < Ak (t)ay ! (2.4)

per ogni h € N", K CC Q, con ag >0, Ag € L'(0,T).
Viceversa, se T(x,t) € una funzione che soddisfa la (2.4),

T € L*([0,T], (D)),
con D un intorno di 2 in C", e quindi in particolare

T € L'([0,T], A()).
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Vale il seguente teorema (di tipo Paley-Wiener):

Teorema 2.8. Sia T in L'([0,T], #"). Esistono allora o e (3 tali che
T A~
/ T, )|dt < CuelotOlel+B+olnl,
0
Sia T in L*([0,T), A’). Esiste allora r tale che

T
/ IT(C, 8)]dt < Cuelr+olel+=lnl
0
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Capitolo 3

Sistemi del primo ordine e
funzionali analitici

In questo capitolo dimostreremo i risultati di esistenza e di unicité della soluzione
(globale) del problema di Cauchy per alcune classi di sistemi del primo ordine
nell’ambito dei funzionali analitici reali. Nei capitoli successivi vedremo come da
questi si possono far discendere gli analoghi risultati nell’ambito delle funzioni
analitiche reali, e per alcune classi di equazioni di ordine superiore al primo.

I risultati che dimostreremo richiedono 'analiticitd dei coefficienti in z, ma
pochissima regolaritd in ¢. Richiederemo infatti che i coefficienti dei sistemi
siano in L?([0,T],.A) con p variabile in [1, o] a seconda del caso studiato.

Due sono le classi di sistemi del primo ordine di cui ci occuperemo. La prima
é quella dei sistemi che chiameremo simmetrici, cioé della forma

Ao(2,)0U =Y Ap(w,)0,,U + B(x, )U,
h=1
U(z,0) = (),

con Ap hermitiana e definita positiva, e le Aj hermitiane.
La seconda é quella dei sistemi "regolarmente iperbolici”, cioé della forma

U = Ap(x,t)05,U + Bz, t)U,
h=1
U(z,0) = &(x),

nel caso in cui la matrice ), Ap&), ha tutti gli autovalori reali e distinti, anzi
uniformemente distanziati per ogni £ € R", [¢| = 1.

In entrambi i casi dimostreremo che se il dato iniziale é un funzionale anali-
tico reale in A'(K), K CC Q, e K é "sufficientemente lontano” dal bordo di Q
(rispetto ai coefficienti del sistema e a T'), allora esiste (ed é unica) una soluzione
in HL1([0, 7], A'(Q)).
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Riportiamo la breve spiegazione della tecnica utilizzata gia fatta nell’introdu-
zione.

Per prima cosa, si studia il sistema supponendo che il dato iniziale sia un fun-
zionale olomorfo (si considera il complessificato di R™ e si estendono olomor-
ficamente i coefficienti a un intorno complesso di 2) portato da una palla di
raggio sufficientemente piccolo con centro in un punto di R™. Utilizzando la
trasformata di Fourier e I'analiticita dei coefficienti ci riconduciamo a studiare
un problema del tipo

OV (¢ 1) = iAo(t)CV (G, t) + D Ac(DIE(CV(C. 1)),
|[k|>0 (3.1)

V(¢,0) =V (),

in cui compare un operatore differenziale di ordine infinito. L’ipotesi di iper-
bolicita ci permette di ottenere una stima sulla soluzione di questo problema, e
da questa otteniamo, attraverso il teorema di Paley-Wiener, una stima per la
crescita del supporto della soluzione quando il dato iniziale é portato da un sot-
toinsieme di C™ che ”si allontana poco” da R"; grazie a questo possiamo infine
dimostrare che se il dato iniziale ¢ portato da un sottoinsieme di R", allora lo
stesso vale anche per la soluzione (chiaramente il supporto sara in generale un
insieme piu grande).

Nella prima sezione utilizzeremo questo metodo in un caso molto semplice.
Nelle sezioni successive lo applicheremo ai casi che ci interessano.

3.1 1 sistemi simmetrici I

Analizziamo dapprima un caso molto particolare di sistema simmetrico. Per
semplificare ulteriormente ci mettiamo nel caso di una sola variabile spaziale.
Il risultato che vogliamo dimostrare é il seguente:

Teorema 3.1. Consideriamo il problema di Cauchy

U (z,t) = A(z,t)0,U(x,t)
(3.2)
U(z,0) = &(x),

per (x,t) € Q x [0,T7].
Supponiamo che A sia una matrice hermitiana, in L'([0,T], A()), e sia A(t)
una funzione in L1(0,T) tale che

[ Az, )] < AD).

Se ®(x) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C )
tale che

T
/ A(s)ds < dist(K, 2°)
0
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allora esiste un’unica soluzione U in HY([0,T], A (Q)), e per ogni t € [0,T]
abbiamo
Ue Hl’l([oat]vA/(Kt))

con

K, = {:17 €Q:d(z,K) < /OtA(s)ds}.

Per ottenere questo risultato, prima analizziamo il problema (3.2) nell’am-
bito dei funzionali olomorfi (mantenendo le stesse ipotesi sui coefficienti). Le
ipotesi ci permettono infatti di estendere olomorficamente i coefficienti a un in-
torno di 2 in C.

Siamo quindi portati a studiare il problema

WU (z,t) = A(z,t)U(z,1)
(3.3)
U(z,0) = ®(z),

in D x [0,T], D un aperto di C, a coefficienti olomorfi nella variabile z.

Per fare questo utilizzeremo la trasformata di Fourier.

Se A(z,t) = Y pe g Ak(t)(z — zp) in un intorno di 2o, sostituendo nel sistema
(3.3), effettuando la traslazione 7., : 2 — z — zg e poi applicando la trasformata
di Fourier rispetto alla variabile z, otteniamo il sistema

OV (C,1) = iAg()CV(C,t) + > T AR(H)IE(CV (¢, 1)),
k>0 (3.4)

V(¢,0) =V,

dove abbiamo posto V' = 7:03'7 V) = T:O\CD
Chiariamo il senso della (3.4). Vi compare l'operatore differenziale di ordine

infinito
> i AL 0F,
k>0

che non é in generale definito sulle funzioni intere. Abbiamo peré che se i
coefficienti verificano la stima

‘Ak(f')l < Clak’

Poperatore é definito sullo spazio delle funzioni intere w(({) che soddisfano
|w(¢)| < Caeb’¢l per qualche b < 1/ea, ed é esattamente questo il caso che
andremo a studiare.

Cominciamo allora col dimostrare il seguente lemma (che utilizzeremo nel
caso in cui gli Ay gli stessi che compaiono nella (3.4) a meno del fattore i¥+1

per k > 0):
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Lemma 3.1. Consideriamo il problema di Cauchy
DV (¢, 1) = iAoV (G, 1) + Y A(B)OE(CV (1),
F=>0 (3.5)
V((,0)=VO(0)

in C x [0,T], con Ak(t) funzioni misurabili nello spazio delle matrici (N x N)
e che soddisfano le sequenti ipotesi:

Ao = Ag, (3.6)
[Ao(t)] < A1), (3.7)
|Ar(t)] < A(t)a", (3.8)

per qualche a > 0, A e A in L'(0,T).
Se VO (¢) € A e esistono M e p tali che

VO Q)] < Merll, (3.9)
1

allora esiste T(p) > 0 tale che il problema ha una soluzione V appartenente a
HYL([0,7(p)], #), e vale la stima

t ¢
‘CV(C,t)’ < 2Me”|<|exp<86ap/ A(s)ds|C| —|—/ A(s)dsn|) (3.11)
0 0

per ogni t < 7(p).

Osservazione Notiamo che se 7(p) é tale che

T(p) _ 7(p) 1
p+ 86ap/ A(s)ds +/ A(s)ds < —,
0 0 ea

e V é una funzione che soddisfa la (3.11), allora }, Akaé“ (¢V) é definito per
t<71(p).

Dimostrazione. Otterremo la soluzione del sistema (3.5) come limite di una
opportuna serie di funzioni, ciascuna definita come la soluzione di un particolare
problema di Cauchy.

Definiamo V; come la soluzione del problema

Vi = iAoV,
(3.12)
Vi(¢,0) = VO (¢),
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e, definite V1,..., V), sia V44 la soluzione di

OiVigr = iAo()CVirr + Y Ak(H)0F (Vi)
k>0 (3.13)

W+1(<7 0) =0.

Mostreremo che Y, V; converge in C°([0,7(p)], #’) per un opportuno 7(p);
sommando le equazioni dei sistemi che definiscono le V} si vede quindi che questo
procedimento fornisce una soluzione di (3.5).

A questo scopo cerchiamo delle stime per le soluzioni di (3.12) e (3.13).
Notiamo che ciascuno di questi sistemi pud essere visto come una famiglia,
dipendente dal parametro { € C, di problemi di Cauchy per sistemi ordinari
(non alle derivate parziali) della forma

V() = iAo(t)CV (t) + Fe(t),

V(o) =v,

Per queste equazioni, sappiamo che esiste per ogni ( esiste un’unica soluzione
in H1(0,T). Vogliamo perd stimare la crescita di queste soluzioni quando
¢ — oo.
Cerchiamo allora una stima, in termini dei coefficienti, del termine noto e del
dato iniziale, delle soluzioni di equazioni del tipo
VI(t) = ido(t)CV (t) + F(t),
con Ag che soddisfa le ipotesi del lemma 3.1.
Derivando |V |? abbiamo:
AV = (VV)+ (V)
= (V,idoCV) + (V. F) + (iAoCV, V) + (F, V)
((1A0C +iAC)V. V) + 2Re(V, F)
—(((Ao + (A0)" )MV, V) + 2Re(V, F)

< 2[Ao|lnl[V +2|F||V|
< 20|V +2|F||V]
cioé
V] < AV + |F|
che implica
t
e~ Jo AS)sinl |y (1)) < |V(0)] + / e~ Jo Aol B () |ds. (3.14)
0

Utilizzeremo questa stima per dimostrare per induzione che per ogni [ vale
t

V(G 1) < 2—<l—1>Meﬂ'<'exp(8eap / o))l + / A(s)dsm) (3.15)

per ogni t < 7(p) con 7(p) che definiremo pid avanti.
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1=1 Dalla (3.14)

ICVA(C,8)] < |CVA(C, 0)|edo Als)dslnl

perché F' = 0, e quindi utilizzando Uipotesi (3.9) su VC(O)

ICVA(C, 1) < MePlClefo Als)dsinl

che implica la (3.15) per | = 1.

1—-1+4+1 Vogliamo utilizzare la (3.14), con

F=F =) Ao (W)

k>0

L’ipotesi sugli Ax implica

IFL(C ] <D AR08V <Y At)a (08¢ Vi,

k>0 k>0

ci interessa pertanto una stima per le derivate di (V.

Per ottenere questa stima utilizzeremo che il fatto che se f(¢{) é una funzione
intera su C" tale che
£(Q)] < Mol (3.16)

allora per ogni k € A" vale
02 1(Q)] < MeleIomelH (o 4 g) . (3.17)

Dalla formula di Cauchy abbiamo infatti,

- 1 f(Ch'”,Z'v"‘,Cn) )
aij(O = omi /F('r) (Zj _]Cj)Q dzj,

con I'(r) = {z; € C: |z; — (;| = r}, per qualunque r > 0. Dalla (3.16) allora

M
10¢, F(OI < [OFF(C)] < 7€a|<|+ﬁ\n\+(a+ﬁ)r’

in particolare per r = (a + 3)~!
10c, £(C)] < M <8Il e (o 4 ),

cioé la (3.17) per le derivate prime, che implica il caso generale.
Siccome per ipotesi induttiva

ICVi(¢, )] < 2‘“‘1)Me”'c'eXp<86ap/otf\(S)dSIC +/OtA(8)d877l>
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la (3.17) dice che

t

t
0ECVI(G 1) < 2—”—1>Mef’<exp(8eap /0 A(s)ds|¢| + /0 A(s)dsln)

x eF (p + 8eap /Ot A(s)ds + /Ot A(s)ds) k.

Definiamo allora 7(p) tale che

T(p) _ 7(p)
(p + Seap/ A(s)ds —|—/ A(s)ds) <2p
0 0

in modo da avere per ogni t < 7(p)
|3§CV2(47 B < 270D erlclesear Jo A(s)ds|¢I+ [y A(s)ds|n|
X (2ep)*. (3.18)
Abbiamo allora

e~ Jo ARy

IN

9—(1=1) prePlSl o8eap [5 Al¢] > A(t)(2eap)”
k>0

< 2D eplclgBean [ ]\\C‘]\(t)éleap
— 2 pgerlCleBean Jy AlClgeq R (1),

poiché 2eap < 1/2 grazie alla (3.10), e quindi dalla (3.14)

t
RNVl < [ e iR

IN

t -
271M6p|<|/ e8ear J5 Alclgeqpi|c|
0
< 9 lpgerlClgBean Jy AlC]

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza

t
/ g(s)efgg(a)dads _ ef(; g(s)ds _ 1< efof g(s)ds7
0

con .
a(t) = seap [ AI(].
0

Dimostrata la (3.15) per ogni [, abbiamo allora che la serie ), V; converge
in C° ad una funzione V , e sommando le (3.15) su [ abbiamo la (3.11).
Grazie a (3.5) abbiamo infine che V € H'1L.
O
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Torniamo ora al problema (3.3). Dal lemma segue il teorema :
Teorema 3.2. Si consideri il problema di Cauchy

WU (z,t) = A(z,t)U(z,1)
(3.19)
U(z,0) = ®(z),

per (z,t) in un intorno di (29,0) in C X R, con A matrice hermitiana, A(-,t)
analitica per ogni t e

|05 A(z0,t)| < A(t)a"k!,  VE, (3.20)

per qualche a > 0, A € L'(0,T).
Supponiamo inoltre
|A(207t)| < A(t)v
con A in L1(0,T).
Sia poi ®(z) un funzionale olomorfo con supporto contenuto nell’aperto
{z € C:|z— 2| < p}, con p<1/4ea.
Allora esiste T7(p) > 0 tale che per ogni t < 7(p) esiste un’unica soluzione

U(t) € HYY([0,t], 52"(BY)), dove

t t t
BY = {z de— x| < p(l —i—C/]de) +/Ads, ly — yo| < p(l —&-C/[de)},
0 0 0

e C = 8ea.

Nota Possiamo supporre che 7(p) sia una funzione crescente.

Dimostrazione. Per il teorema di Ovciannikov sappiamo gia che, per tempi pic-
coli, esiste ed é unica una soluzione in . Per ottenere questo risultato non
serve che A sia hermitiana. Utilizzando questa ipotesi aggiuntiva, perd, possia-
mo ottenere una stima sul supporto della soluzione.

L’ipotesi (3.20) ci permette di scrivere

A(z,t) =Y AR(t)(2 — ),

k=0
in un intorno di zg con
Ap(t) = (k)71 OF Alz0, 1),
|A(t)] < A(t)a.

Sostituiamo nel sistema (3.1), poi effettuiamo la traslazione 7., : z — z — zg e
poi la trasformata di Fourier rispetto alla variabile z. Il sistema diventa allora
della forma

OV (G, 1) = iAg(H)CV (¢, 1) + Y iFF AL(H)OE(CV (¢, 1),

k>0

V(¢,0) = VO,
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ponendo V = T/ZOT], VO = 7;;1)

L’ipotesi su @ implica che [(V () (¢)| < M,e”I¢l, ci troviamo cioé nella condizione
di applicare il lemma 3.1 (gli Ay sono gli stessi, a meno di moltiplicazione per
un fattore di modulo 1 se k > 0).

Da questo lemma abbiamo

Vet < 2Mep'<'exp(0p [ Awascr+ [ A<s>ds|n|),

e quindi per il teorema di Paley-Wiener il problema (3.19) ha una soluzione
U (definita da 7,,U = V) in L'([0,7(p1)], #") tale che, per ogni t, U(t) é a
supporto in

t ¢ t
{z:|x—xo|§p(l+0/ /~\>—|—/A, |y—yo|§p(1+0/ ]\)}
0 0 0

Dalla prima equazione del sistema (3.19) segue infine che U appartiene a
HYY([0,7(p)], (B ), e a HHH([0, 8], 7 (BY)) per ogni t < 7(p). O

Dimostrazione del teorema 5.1. Dall’ipotesi che a € L'([0,T],.A(Q))), segue che
per ogni compatto K di Q2

|OF Az, )| < Ag(t)ak k! V(z,t) € K x [0,T], (3.21)

‘=
con ag > 0, fOAK<oo.

Supponiamo per il momento che ax, Ax non dipendano dal compatto K, cioé
che

|OF A(x,t)| < A(t)aF k! V(z,t) € Q x [0,T], (3.22)
con a > 0, fg[&<oo.
La (3.22) ci permette di estendere olomorficamente i coefficienti all’aperto
di C
[0 ={2€C:d(2,Q) <1/2a}.

Cerchiamo allora di estendere il risultato del Teorema 3.2 al caso di dati
iniziali che siano funzionali olomorfi con supporto in insiemi della forma

{z:xGK,|y|<p}=D§(,

con K compatto di R.
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Per fare questo, utilizzeremo il fatto che un funzionale olomorfo si pud
scomporre nella somma di funzionali con supporto pit piccolo.

Precisamente, se il dato iniziale ®(z) é in S/ (D%,), e BY,..., BS, sono palle
di C con centro in K e raggio o, tali da formare un ricoprimento aperto di
K, allora esistono ®7,...,®¢ funzionali olomorfi tali che, per ogni j, ®7 ha
supporto in

{ZGC:xGB?,|y|<p}

e che
=07 +...+P7.
Se p e o sono sufficientemente piccoli possiamo applicare il Teorema 3.2 al
problema (3.2) con dato iniziale 7. Per ciascuno di questi problemi abbiamo

una soluzione U7, che per ogni ¢ ha supporto in

t t t

{z:d(m,Bj)S\/p2+02<1+0/i&)+/A,|ygx/pQ—i—aQ(l—&—C/[X)}
0 0 0

per ogni t < 7(p) < 7(\/p? + o2).

Per I'unicitd della soluzione, abbiamo che U? = Zj U7 é la soluzione del
problema (3.2) con dato iniziale in /(D% ), e per ogni t < 7(p) U7 (t) ha
supporto in

t t
Gf’”:{z:d(m,K)<\/p2+02<1—|—0/ /~\>+/ A,
0 0
1
yIS\/p2+02<1+C/ f\)}
0

Sempre per 'unicitd della soluzione, le U? coincidono, quindi abbiamo che la
(unica) soluzione di (3.2) ha supporto nell’intersezione dei Gf* per ogni
t < 7(p), e cioé in

Gf:{ze(C:d(x,K)<p<1+C’/ot/~\>+/0tA7 y|<p<l—|—C/Ot/~\>}.

Riassumendo:

Se U ¢ un funzionale olomorfo a supporto in {z € C:z € K,|y| < p}, il
problema (3.2) ha una (unica) soluzione U per 0 < t < 7(p) tale che, per ogni
t, U(t) ha supporto in C°([0,t], 7" (GY)).

Ora supponiamo che p sia abbastanza piccolo da avere

T 1 T.
peCJo A < min(, d(K,Q°) 7/ A).
dea 0

Prendiamo m tale che T/m < 7(p) e poniamo t; = jT/m per ogni j < m.
Abbiamo allora una soluzione U tale che, per ogni t < t1, U(t) ha supporto in

t t t
{ze(C:d(x,K)g/A—i-pC/ A, y|§p<1—|—0/ A)}
0 0 0
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e quindi
U(t) € C°([0, 1], #'(K?!)), (3.23)

t ¢ N
Kfi{zeC:d(x,K)g/ A—l—pC/ A, |y§pecf0tA}.
0 0

Possiamo allora considerare il problema con dato iniziale U(t;), e riusciamo cosi
a estendere la soluzione fino al tempo t9, e abbiamo che la (3.23) é valida per
t < ty. Iterando il procedimento, otteniamo una soluzione U per il problema
(3.2), definita su [0,7], tale che, per ogni t, U € C°([0,t],#”'(K/)) per ogni
t<T.

A questo punto siamo pronti per terminare la dimostrazione del teorema.

Se @ é in A'(K), allora é in #"(D%.), Dy ={z € C:x € K,|y| < p} per
ogni p > 0. Per quanto abbiamo appena dimostrato, allora esiste una soluzione
U definita per tutti i tempi tale che U(t) é un funzionale olomorfo con supporto

in

T T N

{ze(C:d(x,K)g/ A+pC/ A, |y < pe€lo A}
0 0

per ogni p positivo abbastanza piccolo, e quindi U(t) é un funzionale olomorfo
con supporto nell’intersezione di questi insiemi, che é contenuta in R, e cioé un
funzionale analitico reale a supporto in

K, = {x €Q:d K) < /Ot A(s)ds}.

Piti esattamente abbiamo che per ogni t U appartiene a C°([0,1], A'(K;)), e
quindi, grazie alla (3.19), a HY1([0,1], A’ (Ky)).

Ci resta solo da verificare che il teorema resta vero se assumiamo la (3.21)
al posto della (3.22).
Se K, é tale che

T
(K, K¢) < /O A(s)ds,

per quanto dimostrato finora, abbiamo una soluzione in H'1([0,T], A’'(K1)), e
quindi in HY1([0, 7], A'(Q)).

Inoltre, questa soluzione é unica in HY1([0,T], A'(K’)) per ogni K’ D K, e
quindi in HY1([0,T], A'(Q)). O

3.2 1 sistemi simmetrici I1

Analizzeremo ora una classe pii ampia di sistemi simmetrici. Vedremo poi
come i risultati ottenuti implicano i risultati sulle equazioni del secondo ordine.
Vogliamo studiare sistemi della forma

Ao(z,)0,U =Y Ap(2,4)0x,U + B(z,t)U + F(x,1),
h=1
U(z,0) = ®(x),

(3.24)
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con Aj hermitiana per h =0,...,n, e Ag definita positiva.

Utilizzeremo la stessa tecnica illustrata nel paragrafo precedente. Analiz-
ziamo prima il caso in cui Ag non dipenda da x, e cioé che il sistema sia della
forma

Ao(t)0U =Y An(2,1)0,,U + B(a,t)U + F(x,1),
h=1
U(z,0) = O(x),
con Ag € L*>(0,T).

Supponiamo per semplicitd F = 0.

Come diventa il sistema (3.25) (con F' = 0) se sviluppiamo i coefficienti in
serie nell’intorno di un punto e utilizziamo la trasformata di Fourier rispetto
alle variabili spaziali?

Il sistema che otteniamo é della forma seguente:

(3.25)

ANV = S IALNGV(C D + S B0V (C, 1)+
h=1 k

+ ) > T AR (D)OE GV (¢ 1)),
|k]£0 h=1
V(¢,0) = VO(Q),
(3.26)
Vogliamo allora dimostrare un analogo del lemma 3.1 per il sistema (3.26).
La dimostrazione risulterd pit complicata per la presenza del coefficiente Ay,
soprattutto per la sua irregolarita.

Lemma 3.2. Consideriamo il problema di Cauchy

n

AoV (G 1) = D AN DGV (C.t) + > BE1)IEV (¢ )+

h=1 k

£ S AV ).

|k|#0 h=1

V(C’ O) =V (C)v ( 7)
3.2

in C" x [0,T] con A°(t), Ak (t), B¥(t) funzioni misurabili nello spazio delle ma-
trici (N x N) e che soddisfano le sequenti ipotesi:

Ao = Ag (3.28)

A) = (49), (3.29)

AP < (Ao()¢,¢), veecC™ (3.30)

Ag € L™ (331)

En: |AR )|+ B¥(t) < At)a*!, ke Nm, (3.32)
h=1
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con A>0, a>0, AeL®0,T).
Se VO(¢) € A e esistono M e p tali che

QL+ [CHIVOEQ)] < Merltl,  ¢ecm,

1
0 < —
<SPS e
allora esistono T(p) > 0,8(p) > 0 tale che il problema ha una soluzione V
appartenente a HY1([0,7(p)], 7€), e vale la stima

t 1 t
Vic.0] < delexp(cp | Rl + 1)+ 3 3 [ 1aasil +elcl) (239

per ogni 0 <t < 7(p),0 < e <E(p), con

C = 883(1 + 2/ Ao loo ™).

Dimostrazione. Analogamente a come abbiamo fatto per il lemma 3.1, definiamo
V1 la soluzione del problema

n

AodVi =) iAW + BOWA,

h=1 (3.34)
V(¢,0) = VO(0),
e, definite Vq,...,V}, Vi41 la soluzione di
ApdiVigr = iANW Vi + BV +
h=1
+ ) BRI+ Y Y BROE(GV), (3.35)
| k[0 |k[£0 h=1
Vi+1(¢,0) =0.

Mostreremo che ), V; converge, e quindi otterremo una soluzione di (3.27).
Consideriamo una equazione ordinaria del tipo

AV (t) =Y iARGV + BV + F, (3.36)
h=1
dove ¢ € C™ appare solo come un parametro, con Ay, AY, B° che soddisfano
le ipotesi (3.28)-(3.32).
Qual é D’energia che prendiamo in considerazione in questo caso? La for-
ma dell’equazione ci suggerirebbe di prendere come energia (Ao(t)V (t),V(t)).
Effettivamente abbiamo

AV@)? < (AoOV (1), V(1) < | Aollool V(2)1?
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per ogni t. In questo caso, perd, non possiamo procedere come abbiamo fatto
nella dimostrazione del lemma 3.1. Infatti le ipotesi su Ag, che é solo L°°, non
ci permettono di derivare (Ag(t)V (t),V(t)).

Proviamo allora ad utilizzare delle ”energie approssimate”, che otterremo
approssimando Ay attraverso la convoluzione con una famiglia di mollificatori

{po}a-

Precisamente, scegliamo una funzione regolare p(t) tale che p(t) = 0 per [t| > 1
e

[otwar=1, 0<p<2 1<
R

t
o

e definiamo, per ogni o > 0, p,(t) : =0 !p(L), e

T—o
B.(1) ::/0 Aot + $)po(s)ds,  Co(t) = Ag(t) — By (b).

La matrice B, é hermitiana, C'! e verifica

NEP < (Bo(1)€,6),  EeR™

Inoltre abbiamo

T

lim [ |Co(1)ldt =0 e [|Colloe < 2] Aol
g— 0

Definiamo dunque I’ ”energia approssimata”
Eq(t) = (Bo()V (1), V (1)),
e cerchiamo una stima. E,(t) é derivabile, e otteniamo dalla (3.36):
E,(t) = (ByV,V)+2Re(B,V',V) =
= (BLV,V)+2Re(AV',V) + 2Re(C, V', V) =

= (B,V,V)+2ReY (i45GV,V)+ 2Re(B°V,V) + 2Re(F, V) +
h
—2Re Y (iC, Ay AYCV, V) + 2Re(C, Ay ' BV, V) +
h
+2Re(C, Ay ' F, V) <

< IBZ,HVIQ+2Z|A2thllVl2+2|B°HV|2+2IFIIV|+
h
+2) T |Co AT AD|[CulV [+ 2|Co Ag BY||V [+ 2|C, Ag PV,
h
e quindi
E’<g |55 A? C,ATTAY 1+ |C, AT Bl | E
- <3| +Z| h||77|+2| Ag ARSI+ (1 +[CoAg )B”| | Ex+
h
2

h
+——(1+|CATD|FIVE,.
ﬁ( |Co Ay I F|
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Definiamo K,

A ! - ' -
K= 5| [ 5 [ Sttt [ et asiic [ avicoagtiet|
0 0 5 0 p 0
(3.37)

Abbiamo allora

e KO [E, (¢ )V < [E(,(c,onl/%% / e Ko 6 (140, AT I F(C, 5)/ds.

0
(3.38)
Siamo ora pronti per formulare 'ipotesi sulle V;. Dimostreremo per induzione

che i
(1+ [CDIVA(C, )] < 27 N, el 1Sl Ea G+ Cp o A)ds((Cl+1) (3.39)

per ogni t < 7(p) che definiremo pid avanti.

1=1 Abbiamo
VAL < VE,,

quindi, utilizzando la (3.38)

D (1 4+ 1¢))VE,(0) <

VAL +[EDIViC )] <
< /B, (0)MePlleKa ()

che d4 la (3.39) per | = 1, ponendo

_ oy VB (0)
No = 2M ==

1-1+1 La(3.38)cida

VAV ()] < eW% / e o) (14 C, () A ()) Fi(s) s, (3.40)

con

F=Y B*ofVi+ Y Y ArOE(GW)-

|| 0 |k|£0 h=1

Cerchiamo allora una stima per le derivate di V; e (V.
Dall’ipotesi induttiva segue

OEVI(, Q)] < 27 NPl (1O +0p [ As)ds(Icl+1) (3.41)

C . I
< lorep [Re ([ i+ Sicaat )]
0 0 5 h
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e lo stesso per (V. Definiamo 7(p) tale che
) _ 1 7P 1
C A+ < A 2 — ] A2
(oo [Th4g [ > ) <2(<g) G

ICsAg ARl < ICo 11146 o A7

lim [, =0,

Siccome

||oo7

allora
: —1 40
lim E’ 1CsAg " Apll; =0 (3.43)

e quindi possiamo prendere 7 (p) tale che per ogni o < 7(p)

) 1 7 1
c A+ B LA BY) 2 < —.
(o [R5 SIIBRI+ 3D IC AT B ) <20 < 5

Abbiamo allora per ogni k
05V < (2ep)* x 9-LN, ePICIHKe (L) +Cp fg As)ds(¢|+1)
|5§CV1\ < (2ep) x 9N, ePICI+ K (t:0)+Cp [ A(s)ds(I¢]+1)

Possiamo allora stimare Fj:
IF)| < 27'N, Kt (6O+Cp Jo A(s)ds(|¢|+1)
S At)a¥(2ep)

k|70
27l N, ePlCIH Ko (8.0 +Cp JEA(s)ds(|¢]+1)

X

deap
9= N ePICIHEa (£:0)+Cp 3 As)ds(I¢1+1)
. A
A)—
1+ [|CsAg llso

IN X A

ricordando che

C = 8eS:(1+ 2] Aolloc A7)

Sostituendo nella (3.40) abbiamo infine

_ L ks -
(14 IDe W] < 5 [ O+ D+ 1o (5)45 () DIR)lds
0

< 2—1—1N060\C|
t -

< [ A+ IghCpecr Al
0

< 97N, ePlClCr o Al)ds(iCI+1)
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cioé la (3.39).

Abbiamo allora che Y, V; converge in C°([0,7(p)], #), e V. =3, V| é so-
luzione del sistema (3.27); dalla prima equazione del sistema segue che V €
HY1([0,7(p)), ).

Sommando le (3.39) su ! abbiamo inoltre che
[V(C,t)] < N,ePldlTEa(G)+Cp Jo A)ds([¢l+1) (3.44)
Poniamo

_ e _
0= | Y ICew A7 4
h

per ogni € < g(p) esiste o(e) < 7(p) tale che

T
/Z|CJ(E)AO‘1A2|<5.
0

La (3.33) segue allora dalla (3.44), ponendo

1Bl 1t im0
Ms = No(e)exp X 2 + X (1 + |Ca(a)AO |)‘B | .
0 0

O
Torniamo ora al caso generale, in cui Ay = Ag(z,t) dipende anche dalla z.
Procedendo come nel caso precedente, siamo portati a studiare il sistema:

n

AJDOV (1) + Y FAGBIERV(C,t) = D iA )Y (¢ 1)+

|Kk|#0 h=1
+Y FBEOOEV(C ) + > Y T AR)OE GV (¢ 1),
k |k|#£0 h=1
V(¢,0) =V (),
(3.45)

Lemma 3.3. Consideriamo il problema di Cauchy

n

AJORV (1) = D ARV (G 1) + BYOV(¢, 1) + Y BRIV (¢ )+

h=1 k|0
+ 3 S T AFBFGV(C )+ Y AbmIEAV (G, 1),
|k|#0 h=1 |k|#0

V(¢,0) =V, 16

in C™ x [0, T] con A§(t), Ak (t), B*(t) funzioni misurabili nello spazio delle ma-
trici (N x N) e che soddisfano le sequenti ipotesi:

A9 = (A" (3.47)
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A = (A0, (3.48)

MCPP < (45(t)¢,¢), YeecCn (3.49)
A5 (&) + zn: AL ()] + |BX ()] < At)a™, ke N (3.50)
h=1

conA>0, a>0, AeL>0,T).
Se VO (¢) € A e esistono M, p tali che

A+ [CHIVOQ)] < Mefltl,  ¢ecm,

1
0<p<p<—,
dea’

allora esistono 7(p) > 0,8(p) > 0 tale che il problema ha una soluzione V
appartenente a H-([0,7(p)], 7,
e tale che per ogni 0 <t < 7(p),0 < e < &(p) vale la seguente stima:

|V(C,t)‘ < 2Mgep|<exp<C’p/ Ads (I<|+1)+ Z/ |A2|ds|n+8|<|> (3.51)

per una costante C' che dipende dai coefficienti.

Dimostrazione. Come nel lemma precedente, definiamo V; la soluzione del pro-

blema .

AGoVy = iANG VA + BV,
h=1 (3.52)
V(£,0) =VO(Q),
e, definite V1, ..., V;, Vi41 la soluzione di

n

A3 Viyr = Z iANC Vi1 + BV +
h=1
+ D BRIV Y Y AROE(GW) + Y ALOLOVI,
4120 k120 h=1 k120
Vi41(¢,0) =0.

(3.53)
Si tratta ancora di equazioni della forma

AQVI(t) = > iARGV + BV + F,
h=1

quindi possiamo utilizzare ancora la (3.38).
Prima di presentare la stima per le V;, vediamo cosa succede per [ =1, 2.
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1=1 Abbiamo, come nel caso precedente,

VA +[EDIVAG )] < XD 1+ |¢)v/E,(0)

< /B, (O)MepmeK“(C’t)
< %eplqu”(C’t). (3.54)

1=2 Vogliamo utilizzare ancora la (3.38), in questo caso con

Fr= 3 BRI+ Y0 N AROEG) + Y Abdka.
|k[#0 |k|#£0 h=1 |k[£0

Questa volta nella F' compare anche 0;V;. Per stimarla, utilizziamo la (3.52).
Abbiamo

n

0] < ARG VAl + [ B VAl,

h=1
quindi dalla (3.54)
|0, V1] < [\l&emcle&.
A2

Scegliendo 7(p), @(p) come nel lemma precedente, abbiamo
A2 N,
> AGl[0fa V| < 46(1,0776%4“61(5
|k[7#0

per ogni 0 <t < 7(p),0 <o <a(p).
Allora possiamo stimare F:

S IBMI0EVAI+ D D T IARI0E GV + Y |AEI[0E o VAl

k[0 k[0 h=1 k[0

27N, 4eap/~X<1 + A>eP|C|+KU(t,C)
[ea )\ 5

|1

IN

IN

che insieme alla (3.38) ci permette di dimostrare una stima simile alla (3.39).
Abbiamo visto che per stimare V5 ci é servita questa volta una stima su 9; V7,
e per stimare 9;V; abbiamo utilizzato la (3.52) e la stima su V;.
Per trattare il caso generale, dobbiamo allora dimostrare per induzione una
doppia stima, per V; e 0;V].
Esattamente, dimostriamo per induzione che

A4 [CDIVIC )] < 2-IN, el Kn(C+Co [ A0+ (3.55)

OVI(C, 1) < 27N PR (GD+0p [§ A)s(+ICD (3 56)

per ogni t < 7(p), con N,, N’ che definiremo pit avanti.
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1=1 La (3.55) per [ = 1 ’abbiamo dimostrata poc’anzi, é la (3.54).
Dalla (3.52),

1~
AGESVCERTING

=

da cui segue la (3.56) per [ =1, se N, > N,—.

>

1-1+1 La(3.38)cida
I A _
VAV ()] SeK"(t)ﬁ/o e N1+ [Co (5)(AD) T () Fi(s) | ds,
con "
Fr=Y B'ofVi+ Y > AROECV) + Y ASOLOVL.
|| #0 || 0 h=1 || #0

Abbiamo allora (utilizzando l'ipotesi induttiva)

|| deapA27 (N, + N')erlSIH Ko (£:)+Cp [ Als)ds(1+C)

IN

9= N ePICI+ Ko (£:0)+Cp [ As)ds(1+(¢])
~ Cp)
1+ [1Co (AD) Moo

IN

X

prendendo
Ny, + NL 1+ 2||AJ|| A1

C = 8ea N, 3

Utilizzando il fatto che

t
/ g(s)edi 90V s < oI as)as
0

e quindi
_ I AR _
e O (@) < X/o e O 1+ |Co(s) 4y ()| Fi(s)lds
t .
< 2_1_1Noe”|C|Cp/ ]X(t)(l_i_m)eCprA(S)dS(HICI)
0
< 2—1—1N06p|<:|60pf5i\(s)ds(l+|¢|),

che é la (3.55).
Dalla prima equazione di (3.53) infine

1/~ . N -
|04 Vig1] < X <A + deapA + 86apAN‘7) 27N erl¢leCr Jo A(S)ds(l+|(|)’

[oa

A
che implica la (3.56) se N’ = QXN e p é abbastanza piccolo.
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Abbiamo allora che Y, V; converge in C°([0,7(p)], ), e V := >,V é
soluzione del sistema (3.46); dalla prima equazione del sistema segue che
Ve HYY([0,7(p)], 7).
Sommando le (3.55) su ! abbiamo inoltre che
[V (¢, 1) < N,ePlSIHKa(C+Cp J§ Als)ds(1+1c]) (3.57)
Poniamo

e _
) =5 | SlCan s A
h

per ogni € < g(p) esiste o(e) < 7(p) tale che

T
/ 3 Coe) (AD)149) < .
0 "y

La (3.51) segue allora dalla (3.57), ponendo

1Bl 1 _
M. = No(s)exp |:A/ 2(6) + X/ (1 + |Ca(€)A0 1|)‘BO| :
0 0

O

Con dimostrazione analoga a quella utilizzata nella sezione precedente, ab-
biamo allora il seguente risultato:

Teorema 3.3. Si consideri il problema di Cauchy

Ao(z, )0 U (z,t) = i Ap(2,t)05,U(z,t) + B(z,t)U(z, 1),
Ule,0) = (@),

per (z,t) € Q x [0,T7].
St supponga che i coefficienti siano matrici N X N che soddisfino le sequenti

1potesi
Ay = Ag,

A, =4, h=1,...,n
Ao, Ap, B € L=([0,T], A(Q)),
ACP? < (Ao(t)¢,¢)  ¢ecC”
[An(z, 1) < A(t)
con A >0, fOTA< 00.

Se ®(x) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C )

tale che
1

T
/ A(s)ds < dist(K, Q°)
AJo
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allora esiste ed é unica la soluzione U in HY°°([0,T], A’'(2)), e per ognit € [0,T]
abbiamo
Ue Hl,oo([07 T]v A,(Kt))

con

K, = {m €0 dx,K) < }\/OtA(s)ds}.

3.2.1 Coefficienti L!

Vogliamo ora dimostrare che nel caso in cui Ay non dipenda da x, per ottenere la
tesi del Teorema 3.3 ¢é sufficiente supporre che i coefficienti siano solo integrabili,
anziché limitati.

Per fare questo, prima dimostriamo un lemma sulle matrici in L', poi riper-
corriamo la dimostrazione del caso precedente, con alcune modifiche.

Lemma 3.4. Siano Ag(t), A1(t), ..., An(t) matrici quadrate N x N in L*, con
Ay hermitiana e tale che

(Ao(1)G,¢) = AlC)* v e,

allora, per ogni o > 0, esistono due matrici B,,Cy in L' tali che

AO = B, + CO' (358)

B, € C™, (By&,8) > NP (3.59)

C,A;t € L™, (3.60)

> IIC, Ayt Anllr < o (3.61)
h=1

Osservazione Notiamo che la norma ||C, Ay || non é necessariamente limi-

tata quando o tende a zero , mentre nel caso precedente, con Ag € L, avevamo
—1 -1

1CoAg [l < 2([Aofl A~

Dimostrazione. Dimostriamo prima il caso particolare N = 1, e poi il lemma.

N =1 Abbiamo allora ag(t),as(t),. .., am(t) funzioni (scalari) in L'(0,T),
con ag reale, ag(t) > A per ogni t; possiamo supporre inoltre ap, h =1,...,n
reali, non negative. Prolunghiamo aq fuori da [0,T] ponendo ag(t) = A, per
t € R\[0,T] e, prese le p,(t) definite nel lemma 3.1, definiamo

b (t) = (a0 Am) % p,, (8),
cum(t) = ao(t) — bym (1),
per ogni v > 0,m > A. Abbiamo allora
Cum = (a0 —ag Am) + (ap A — by ),

che implica
2m

T

||cv,ma61Hoo <
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Infatti,

ap(t) > m = cym(t) =ao(t) —m+m —byn(t) = ao(t) — bym(t) < ao(t)

e quindi
2
evmag (O <1< 5,

’ A

mentre
ap(t) <m = cym(t) = ag(t) — by m(t) < 2m
e quindi
2
levmag ()] < 5

T
Cerchiamo ora di stimare E / cl,7ma0_1ah.
Jo
Abbiamo

T T T
1 -1 -1
/ ComQy Qp = / (ap —ao Am)ag an + / (ap Am — by m)ag ap.
0 0 0

Per il primo di questi due integrali

T
/ (ag — ag /\m)aalah :/ (ao—ao/\m)aglah < / ap.
0 { {

ap>m} ap>m}

Siccome ag é in L', {ag > m} | 0 quando m T co. Ma anche le a; é in L,
quindi possiamo prendere m(o) abbastanza grande da avere

T
/ (ap — ap Am(o))ag tap < / ap
0 {ao>m(a)}

per ogni h. Fissato m(c), cerchiamo ora di trovare v(o) tale che

IN\
IS

Q

T
-/0 (a0 A m(o—) - by(a),7rl(0))aalah < 5

per ogni h. Prendiamo una successione v, — 0, e definiamo

fun = lao Am(o) = (a0 A (o)) * py, ]ag "
Abbiamo allora
2m(o)
N
e possiamo quindi supporre (a meno di estrarre una sottosuccessione) che
fv,, — 0 q.o.

[ fonlloe < fv, — 0 in L',
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Riassumendo, per ogni h

m(o) 1
ap € L™,
N
e quindi per il teorema di convergenza dominata f, ap — 0 in L!, cioé esiste
n(o) tale che

2
colh <

Jonan — 0 qo., [fo,anl < | f0,

T
_ g
/ (O‘O A m(a) - bllng,nb(a))ao 1ah S by
0

per ogni h. Basta porre

(\}

ba = buna ,m(c)> Co = Cuna ,m(c)

per avere
coagt € L, |lcoagtan| < o

N >1 Ap(t) é una matrice hermitiana per ogni ¢, quindi esiste una matrice
unitaria P(t), ||P(t)||ec < 1 tale che P(t)Ag(t)P(t)~! é una matrice diagonale.

Applicando il risultato precedente ai coefficienti della diagonale di PAyP~!
possiamo trovare per ogni ¢ > 0 due matrici H,, K, tali che

PAP'=H,+ K, H,ecC®K,cL>,

_ _ _ ag
> 1Ko PAT P PAy = ([ K PAT Ally < 3.
h

Abbiamo allora Ag = P"*H,P + P"'K,P con P~'H,P limitata. Siccome
P~1H_P ¢ limitata, possiamo prendere B,, M, tali che

P 'H,P=B,+M,, B,cC>,
_ o
ZMMWMK?
h
Ponendo C, = M, + P~1K_ P abbiamo la tesi. O

Nota Analogamente possiamo richiedere, al posto della (3.61), che
Sony fOT |Cy Ayt fn < o con f, funzioni scalari L.

Siamo ora pronti per riformulare e ridimostrare il lemma 3.2 nel caso di coef-
ficienti integrabili.

Lemma 3.5. Consideriamo il problema di Cauchy

n

A1)V (G, t) =Y AN MGV (¢, 1) + > B¥)aEV (¢, 1)+
k

h=1

+ ) D ARDOE(GV(CH1),
|k|#£0 h=1
V(¢,0) = V©O(Q),
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in C" x [0,T], con Ao(t), A¥(t), B¥(t) funzioni misurabili nello spazio delle
matrici (N x N) e che soddisfino le sequenti ipotesi:

Ay = A
Al = (45)7,

AlCI? < (Ao(t)¢,¢), veecC”
Ag € L*(0,7)

BE(t) + Y |AE()| < A)a*, ke N,
h=1
con A>0, a>0, fOT A(t)dt < oo.
Se VO (¢) € A e esistono M, p tali che

(L+ NIV < Merlel,

1
0<p< —,
'0_46(1

allora esistono 7(p) > 0, €(p) > 0 tale che il problema ha una soluzione V

appartenente a H-([0,7(p)], 7)
e tale che per ogni 0 <t < 7(p),0 < e < &(p) vale la sequente stima:

[V (¢, 1)] < Meerl¢le(©r s Rs) (K045 2, Ji 147 dsinl =1
con C una costante che dipende dai coefficienti.

Dimostrazione. La dimostrazione é analoga a quella del lemma 3.2, ma fa uso
del lemma 3.4 per definire B,, C,.

Si definiscono ancora le V; per mezzo dei sistemi (3.34), (3.35).

Si definiscono poi, utilizzando il lemma 3.4, B, e C, in modo che

T T B
Z/O |C’UA51A2|+/O IC,ATYA < 0.
h

Allora energia E, = (B,V,V) soddisfa ancora la (3.38) con K, definita
come nella (3.37).
Utilizzeremo questa stima per dimostrare che, al posto della (3.39) vale

(1 + |CDIVA(C, )| < 27N, ePISIHEa (CH+Cp [ (1+1Co Ag  DAds(ICI+1) (3.62)
per ogni [ e per ogni t < 7(p).

1=1 E identico al caso dei coefficienti limitati.
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1—1+41 Ripercorriamo la dimostrazione del lemma 3.2.
Definito 7(p) come nella (3.42), possiamo ancora prendere &(p) tale che per
ogni o < 7(p)

T(p) _ 1 7(p) 1
E 0 § —1 40

Abbiamo allora

B < 271 LN, ePlKH K (BO+Ch [ (1400 Ay DAds(IC1+1)
- CpA
x A1+ |¢)——s
()( |<|)1+|CUA51\
e quindi
e KDLt < X/O e K14 1C () A5 (s))|F (s)lds
< 97ImlN Pl Cp f5(14+ICs Ag T DAds(CI+1)

. T - . N .
Siccome [; |CsAg !| < o, ragionando come nel lemma 3.2 si ottiene la tesi.

O
Dal lemma segue allora il teorema:
Teorema 3.4. Si consideri il problema di Cauchy
A0V (2,8) = > An(2, 1), U (2, 1) + Blx, 1)U (x, 1), (3.63)

h=1
U(‘T,O) - @(’1}),
per (z,t) € Q x [0,T7].
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le sequenti
1potest
Ay = Ag,
A, =A4;, h=1,...,n
Ay € L'(0,T), An,B e L'([0,T], A(Q)),
NEP < (Ao(t)e,€)  E€R”

Y [ An(a 1) < At)

h

con A >0, fOTA< 00.
Se ®(x) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C )

tale che

T
%/ A(s)ds < dist(K, Q°)
0
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allora esiste ed é unica la soluzione U in HV1([0,T], A’'(R)), e per ognit € [0,T]
abbiamo
UeH"([0,T], A'(K¢))

con .
1
0
Il teorema che segue non é altro che un caso particolare del precedente:

Teorema 3.5. Si consideri il problema di Cauchy

B U (x,t) = ;Ah(w,t)%U(rﬂ,t} + B(z,)U(z,1), (3.64)
U(l’, 0) = x)v

per (x,t) € Q x [0,T].
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le seqguenti
1potesi
Ah:A;, hzl,...,n

Ap, B € L'([0,T], A(Q)),
ZlAh(M)I < A(Y)
h

con fOT A < 0.
Se ®(z) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C )
tale che

T
/ A(s)ds < dist(K, Q2°)
0

allora esiste ed é unica la soluzione U in HV1([0,T], A’'(R)), e per ognit € [0,T]
abbiamo
Ue Hl’l([oa T]? A/(Kf))

con

K, = {:17 €Q:d(x,K) < /OtA(s)ds}.

3.3 Sistemi uniformemente iperbolici

Passiamo ora alla seconda classe di sistemi che intendiamo studiare.
Abbandoniamo quindi I'ipotesi di simmetria per sostituirla con quella di regolare
iperbolicita.

Vedremo come questa ipotesi permette di ”simmetrizzare” in modo regolare
il sistema, e quindi di ottenere stime dell’energia per la soluzione del sistema
trasformato come nel caso precedente.
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3.3.1 Coefficienti regolari

Per semplicitd consideriamo prima il caso in cui i coefficienti siano C*.
Utilizzeremo il seguente lemma:

Lemma 3.6 (Esistenza del simmetrizzatore). Sia A(t) una matrice N x N
in LY(0,T) che abbia per ognit autovalori reali e distinti e tale che, indicati con
A(t), ..., An(t) gli autovalori di A(t), si abbia

inf [\i(1) = Aj(0)] 28>0 v
i#]

Allora, esiste una matrice Q(t) misurabile tale che
° Q=0Q"
. QA= A"Q = (QA)
o S*WDu]? < (Qu,v) < Cn|APN Dol

e che é C*([0,T]) se lo é A.

Dimostrazione. Siano A (t),..., Ay (t) N funzioni in L'(0, T) che rappresentano
gli autovalori di A (cioé tali che per ogni t {A1(¢),...,An(t)} é I'insieme degli
autovalori di A(t)), e supponiamo che siano C* se lo é A (é sempre possibile
scegliere le \; in questo modo, grazie al teorema della funzione implicita).

Per ogni j, 1 < j < N, sia I';(¢) la circonferenza nel piano complesso di
centro \;(t) e raggio §/2.
Definiamo

1

Pi(t) = — (2 — A(t)) Yz, j=1,...,n. (3.65)
2mi Jr; (1)

P;(t) é un operatore lineare con le seguenti propriet:

P?=P

i APj = PjA = \;Pj,
S, P=1, [P < AN*(A]/8)2N D,

Questo significa che per ogni j P; é il proiettore sull’autospazio (di dimen-
sione 1) relativo all’autovalore A;. Il vantaggio di scriverlo nella forma (3.65)
é che, se A(t) é CF, e scegliamo le funzioni A; in modo che siano C*, allora si
dimostra facilmente che anche le P;(t) hanno la stessa regolarita.

Verifichiamo ora le proprieta delle P;.
La prima segue dall’equazione del risolvente:

(21 —A) =M= A= (=N el - AT - AL
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Sia T (t) la circonferenza di centro A;(t) e raggio g, allora abbiamo:

P? (;m /Fj(zI—A)_ldz> (;m/rj()\l—A)‘ld)\)
(;m /Fj(zI—A)_ldz> (;m /F;(/\I—A)‘ld/\)

2
<1> / (21 — A)"Y (AT — A)~tdza).
271 FJXF_;-

Utilizzando 1’equazione del risolvente abbiamo

. (1>2/FjXF;(2—A)_1((zI—A)_1—(AI—A)_l)dzd)\

211

= i (zIA)ldz(l_/
2m Jp 2me Jr

J

/}(z — A)ld)\>

N (AIA)ldA<21,/F_(zA)1dz).

2 oo i
J

Il primo integrale si annulla, per come abbiamo scelto I';. Infatti, I'indice di I}
rispetto ad ogni punto di I'; ¢ 0, cioé

1
i /L (z—A)"td\=0
per ogni z in I';, mentre
1 (z—=N"tdx=—1
2mi Jr, -
Abbiamo allora
P o— L (A — A)~tax i/ (z =Ntz
J 21 F;- 21 T,
1
= — (A — A)~tdA
211 F;
— (AT — A)~tdx
o 211 T,
= Pit).

PjA = AP;j segue dal fatto che, per ogni z in C, A = 2zl — (2] — A) commuta
con (21 — A)~1, allora

A= b A Adr = & A lds = AP,
PJA—2m_/Fj(zI A) Adz_Qm'/FjA(ZI A) T dz = AP;.
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Per dimostrare che AP; = A;P;, scegliamo {v1,...,vx} una base di auto-
vettori di A, Avi = A\gvk per ogni k. Abbiamo allora

1
P, = — I—A)!
Uk 371 o (z ) tupdz
= i (zIfA)fli(ZjiA)
2mi Jr

J

d

) Z—)\k vpaz
1 Vg

= — d

2mi Jr, Z— A

= Uktsjk.

Quindi

APjU = APJ(Z ckvk) = AchPjvk = ACj’Uj = cj)\jvj = )\ij’U.
k k

Analogamente
ZPjv = ZPj(chvk) = chvj =,
J J k J

cioé >, Pj = 1.

Stimiamo ora la norma dei P;. Per avere una stima uniforme, é essenziale
I'ipotesi che la distanza tra gli autovalori sia minorata uniformemente. Abbiamo
chiaramente

) _
|P;| < isupzepﬂ(zl — A7

Cerchiamo allora di stimare |(2] — A)~!|,utilizzando il fatto che

(eI = )7 = (inflal(T - Al)

Ricordiamo che abbiamo |z — \;| = g per ogni z € I';. Prendiamo {v1,...,un}
una base di autovettori di A di norma unitaria. Se v é un vettore di norma
unitaria, abbiamo v =}, cjv; e

L=Jo| =) G+ aci(vi,v) <> laillel,
i

i#£j ]
e quindi esiste h tale che |c,| > N~%. Supponiamo sia h = 1. Consideriamo
B=(A-XI)-...- (A= \yI),

abbiamo allora

N
B((zI — A)o) = [T = M) (z = A)ervn,

j=2
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quindi
(SN

Siccome |B| < 2|A|N 1,

5N
ona S Bl = Ajp| < 2(AINTH| (21 = A)ol,
cioé N
_ 4 _
(2T = A)7Y < S A
da cui segue
2N*4 _
|P| < WVHN h
Ora definiamo
H= ZP;‘P]-.
J

H ha la stessa regolaritd delle P;, e quindi di A.
Abbiamo allora, grazie alle proprietd delle P;,

0 = (Y BP) =Y PP =H,
J J

HA=Y P/PA=> Pi\Pi=> Pi\P
J J J

perché i \; sono reali, e quindi

HA =Y PINP =3 (AP Py =3 (PA) Py =Y AP/ Py = AH

J J J J

Infine

2 2
(Hu,v) :Z\Pjv|2 ch(Z\PjM) ZCN’ZP]'U‘ > enlvl?,
J J J

|H‘ < Z |Pj|2 < 4N552(17N)|A|2(N71).
J
Basta allora porre
Q — c;[lé?(N—l)H

per avere la tesi.

O

Utilizzeremo il simmetrizzatore appena costruito per dimostrare il risultato

sui sistemi uniformemente iperbolici.
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Lemma 3.7. Consideriamo il problema di Cauchy
OV = iAp ()Y + BV + > BRF()OFV((. 1)

h=1 k|50
+ )Y ARMIECGV(C )

k[0 h=1

V(¢,0) = VO,

con A¥(t), BF(t) funzioni misurabili nello spazio delle matrici (N x N) e che
soddisfano le sequenti ipotesi:

AV et wh
Z ()] < A(t)
Z ®)] +|B*(t)] < A(t)a*, ke N,

cona>0,A el in LPN10,T).
Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:

per ogni & € R™, [¢] = 1, la matrice >, AV (t)&, ha per ogni t autovalo-
i reali e distinti e tali che, indicati con A\ (§,1),..., \n(§,t) gli autovalori di

> AY(t)én, si ha
1§f|>\1(£7t)7Aj(€,t)|25>0, VtG[O,T],|f|:1.
i#£j

Se VO)(¢) € A e esistono M, p tali che

1+ [CPIVO(Q)] < Merll,

1
O<p< —oy
p_4e

allora esiste T(p) > 0 tale che il problema ha una soluzione V appartenente a
HYL([0,7(p)], #), e tale che per ognit < 7(p) vale la sequente stima:

t t
V(¢ )] < M'e”ldexp(Cp/ AN =Lds(|¢) + 1) +/ CN62(1_N)A2N_1ds|n|)
0 0

con C, M’ opportune costanti che dipendono dalle AY, Cn come nel lemma
precedente.
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Dimostrazione. Definiamo V; la soluzione del problema

n

0y = iAW VA + BV,
h=1
V(¢,0) = VO(Q),

e, definite V1, ..., V;, Vi41 la soluzione di

n

OVisr = Y AN Vigr + BV + D BROEVI+ Y DT AROF(G),
h=1 |k|#0 |k|#0 h=1
VvH»l(Ca 0) =0.

Per mostrare che ), V; converge, cerchiamo una stima a priori per un problema
del tipo

OV = A ()WY + BV + F,
h=1

Ve (0) = VO(Q).

Per fare questo utilizzeremo il precedente risultato sull’esistenza del sim-
metrizzatore. Definiamo per ogni £ € R™, Q(&,t) come il simmetrizzatore di
Ae(t) = X0, Ab ()4 Abbiamo

Q& 1) < OnANU(1), Q€ 1) < CnA* V().

Definiamo ’energia

E(( 1) = (Q(& D)V ((,1), V(¢ 1)).
Derivando abbiamo:

E = (QV,V)+(QV,V)+(QV,V')
= @QV.V)+ (QD ANV V) +(QBV.V) + (QF,V)

+(QV. D406V ) + (QV.BY) + (QV. F)
= @vv)+i((@Y A - (X AanQ)v.v)
((QZAhthF(ZAhnh) ) )

+H(@B+BQ)V,V) +(QF, V) +(QV, F)
@QV.V) +2(Q1 ) 1A mIVI® +21QIBIIV + |QIVIIF]

< @IV + 208 AN VP + 208 ANV
+20N AP NPV
< |Ql|62(1N)E + 20N62(1—N)A2N—1|,’7|E + 20N62(1_N)/~\2N_1E

+20N02 =N A2V -D)| pIVE.
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Abbiamo quindi

t
“REOE ] < (B (C,O)P/er/ Oy MAPN=D = KE| B (¢, 5)|ds.
0

con
2(1-N) " 2(1—N) " an—1 2(1—N) ' R2(N—1)
K(C,t) =6 / <1y ows / APVl 4 s / Rev-n),
0 0 0
Si dimostra quindi per induzione che per ogni [ vale
t
L+ DIV 0] < 27 ar'ereOexp(Cp [ 82511 4 1)), (300
0

con C costante che dipende dalle A%, per ogni t < 7(p) opportunamente scelto.

O
Dal lemma segue allora il teorema:
Teorema 3.6. Si consideri il problema di Cauchy
n
ZAh x,t)03,U(z,t) + B(z, t)U(x,t) (3.67)

h:l

Ulz,0) = @(z),

per (z,t) € Q x [0,T].
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le seqguenti
1potesi
Ah; B e L2N71([Oﬂ T]ﬂ A(Q));

Ap(z,-) € CH[0,T]) VzeQ
D 1At ) < A1)
h

con foT AN < o0,
Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:

per ogni (x,t) € Q x [0,T], £ € R™, || = 1, la matrice ), Ap(x,t)é, ha
autovalori reali e distinti e, indicati con A\ (x,t,£),..., A\ (x,t,€) gli autovalori

di ), An(x,t)€n, si ha

igf_\/\i(w,t,f) = Aj(@,t,8)[ >0 >0, Va, t, [{=1
i#]

Esiste allora una costante Cy, dipendente solo da N, tale che,
se ®(x) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C Q tale
che

T
Cn620=N) / APV < dist (K, Q°),
0
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esiste ed é unica la soluzione U in HYL([0,T], A'(Q)), e per ogni t € [0,T]
abbiamo
Ue Hl’l([O’T],AI(Kt))

con

t
K, = {x €eN:d(z,K) < CN62(1*N>/ >\2N1}'
0

3.3.2 Coefficienti irregolari nel tempo

Per ottenere la stima dell’energia nel lemma 3.7 abbiamo utilizzato la regolaritd
di @, che come abbiamo visto segue dall’ipotesi di regolaritd dei coefficienti Ay,.
Cosa possiamo fare se eliminiamo questa ipotesi?

Il problema é analogo a quello affrontato nella sezione 3.2.1. Li conside-
ravamo, al posto dell’energia "naturale” (AgV,V), le energie ”approssimate”
(BsV,V), con B, approssimanti regolari di Ag. In questa sezione ci comportere-
mo in modo analogo, definendo delle approssimanti regolari del simmetrizzatore,
e considerando le energie associate.

Lemma 3.8. Consideriamo il problema di Cauchy

n

V= iAN )GV + BV ++ Y BROEV((.t)
h=1 |k|#0

+ 0N T ARBOECV(C )
|k|#0 h=1
V(¢,0) =V (),

con A¥(t), BF(t) funzioni misurabili nello spazio delle matrici (N x N) e che
soddisfano la sequente ipotesi:

Do AROI+1BR0)] < A, ke NT
h=1

1A% < A(t)
h
cona>0,A el in L2N-10,T).
Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:

per ogni & € R", |¢] = 1, la matrice >, A%Y(t)&n ha per ogni t autovalo-
ri reali e distinti e tale che, indicati con A\1(&,t),..., A (&,t) gli autovalori di

S AV (t)En, si abbia
N6 - \60] 2550, We 0TI =1
i#j
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Se VO)(¢) € A e esistono M, p tali che

L+ ENIVOQ)] < Merlel,

1
O<p< —
'0_4ea

allora esistono 7(p), E(p) > 0 tali che il problema ha una soluzione V appar-
tenente a HY1([0,7(p)], 7)), e tale che per ogni t < 7(p), € < &(p), vale la
sequente stima:

t t
IV(C,t)\§2M5eP'<'exp<Cp/ PN*ds(l<|+1>+s|<|+ON/ A2N1ds|n|>
0 0

con C, M. opportune costanti che dipendono rispettivamente solo dalle A%, e
dalle A) e da e .

Dimostrazione. Definiamo le V; come nel lemma 3.7.

Per ottenere una stima analoga alla (3.66), utilizzeremo, come nel lemma
3.5, delle energie approssimate.

Consideriamo Q(&,t) definita come nel lemma 3.7. In questo caso @ non é
regolare in ¢, percid nel definire I’energia dovremo sostituirla con delle approssi-
manti regolari. Fissato £ di norma 1, grazie al lemma 3.4 possiamo trovare per
ogni o > 0 due matrici G, (£,t) e Dy (€, ) tale che

Q(gv t) = Ga(gv t) + DU(E; t)
Gy (&, t) € C*((0,T))
(Go(€,)¢,¢) = 6>V =D¢P?
1D, (€, YA = || Dy (€, HQ™(E ) (QE DA, <o
Siccome la matrice (Q dipende in maniera regolare da £, possiamo trovare un

intorno I'z di &in S™~! tale che

Q1) = G, (&) + D, (&, 1),

1D, (€ DAD)h < o
per ogni £ in Fg.
Possiamo allora trovare &y, . .., €, in modo che i Tz~ (che possiamo supporre
J

disgiunti) ricoprono la sfera unitaria.
Definendo allora

Qo(&,1) = Go(&;,1),  VE éer

CU(S? t) = Q(f» t) - Qa(ga t)7
abbiamo che

Q(fat) = Qa(fat) + Co'(gat)
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Qo(¢,t) € C([0,T]) Vg€ s
(Qo(€,1)¢, ) > 8™ M= D¢f?
IC- (€. OA@)IL < oCR'F* N
e che per ogni o > 0 fOT |QL.(&,t)| é controllato da una costante che non

dipende da &.
Definiamo allora ’energia approssimata

EG'(C? t) = (QU(£’ t)V(C7 t)a V(C7 t)7
e derivando abbiamo:

E, = (Q,V,V)+(QV'.V)+(Q,V,V') =
= (Q,V,V)+(QV',V)+(QV,V') + (C.V', V) 4+ (C.V, V).

Come nella dimostrazione del lemma 3.7
(QLV, V) +2Re(QV', V) < QL1062 "NE, +20y6* I MAN-1 B, +
+20N62(1—N)A2N—1E0_ +
+205 02N 2N PIVE,,,

mentre da come abbiamo definito @, e C, segue che

(CoV!, V) +(CoV, V') < 2A|G|[C[IVI? + 2A|C, [[VI? + |Co || FIV]
CN52(17N) ‘<|Eo + CN62(17N)EU +
+|C, |82~ FIVE,

IN

Abbiamo quindi
e K COBC Y < [Bo(C, 0] +

On [t oo e
+m/o (R2NV=D o, |)e K= (C)| B¢, 5)|ds.

con

A t
KU(C’t) — 62(1—]\/)/ TU+CN62(1_N)/ A2N_1|77‘+
0 0
t
#0207 TR0 4 a00na 40 (0] 1)
0

Si dimostra quindi per induzione che per ogni [ vale
t
(L+[EDIVA(S, )] < 27" M ePClefr (e (Op /0 AAZNTD G, (<] + 1)),

con C costante che dipende dalle AY, per ogni ¢ < 7(p) opportunamente scelto,
e si porta a termine la dimostrazione come per il lemma 3.5.
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Abbiamo quindi il teorema:

Teorema 3.7. Si consideri il problema di Cauchy

U (x,t) = i Ap(2,t)0, U(z,t) + B(z, t)U(z,1)
U(z,0) = &(z),

per (x,t) € Q x [0,T7.
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le sequenti
1potest
Ap, B € L*N71([0,T], A(Q)),

S [ An(a, t)] < A(8),
h

con A € L2N—1

Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:
per ogni (x,t) € Q x [0,T], £ € R™, || = 1, la matrice ), Ap(x,t)é, ha

autovalori reali e distinti e, indicati con A (x,t,€),..., Ap(2,t,£) gli autovalori

di Y, An(x,t)&n, si ha

igf\/\i(x,t,é) = Aj(@,t,8)[ >8>0, Va, t [{=1
i#£]

Esiste allora una costante Cy, dipendente solo da N, tale che,
se ®(x) € un funzionale analitico reale con supporto nel compatto K C ) tale
che

T
COno2(=N) / APV < dist (K, Q°)
0
esiste ed é unica la soluzione U in HYL([0,T], A'(Q)), e per ogni t € [0,T]

abbiamo
Ue Hl’l([oa T]7 A/(Kt))

con .
K, = {z €Q:d(x K) < CN52(1*N)/ A2N1}.
0
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Capitolo 4

Sistemi del primo ordine e
funzioni analitiche

In questo capitolo utilizzeremo i risultati del capitolo precedente per dimostrare
analoghi risultati per problemi di Cauchy con dato iniziale analitico reale.

4.1 La tecnica della dimostrazione

Analizzeremo dapprima un caso molto semplice, analogo a quello della sezione
3.1.

Vogliamo dimostrare il teorema di esistenza e unicita globale della soluzione
per sistemi della forma,

U (z,t) = A(z,t)0,U(x,t)
(4.1)
U(z,0) = &(x),

per nell’ambito delle funzioni analitiche reali. Esattamente vogliamo dimostrare
il teorema (”duale” del teorema 3.1):

Teorema 4.1. Si consideri un problema di Cauchy della forma (4.1).

Si supponga che la matrice A sia hermitiana e in L*([0,T)], A(2)), e che
inoltre |A(z,t)] < A(t), A € L*(0,T).

Se il dato iniziale ® ¢é una funzione analitica reale in ), esiste una unica
soluzione U in HY1([0,], A(2)) per ogni t € [0,T],

O = {er:d(wﬁﬂ >/0tA}.

In particolare, U € continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul
conoide
Cr = {(;z:,t) c2 €00 gth}.
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Per dimostrare questo teorema, considereremo una successione di problemi
”approssimanti” il problema (4.1), per i quali lesistenza della soluzione é garan-
tita dal teorema di Ovciannikov, e mostreremo che dalla famiglia delle soluzioni
di questi problemi si pud estrarre una successione convergente a una soluzione
di (4.1).

Ci servira allora un risultato di compattezza per le soluzioni di una famiglia
di problemi della forma

U, (x,t) = Ay (x,t)0. U, (z,t)
(4.2)
Ul/(‘r70) = q)u(x)v

con opportune ipotesi di limitatezza dei coefficienti e dei dati iniziali, che otter-
remo attraverso un procedimento di dualita dai risultati del capitolo precedente
sulle soluzioni funzionali analitici.

Consideriamo {P"}, una famiglia di problemi di Cauchy della forma

U, (z,t) = Ay (z,t)0, U, (z,t) + B, (z, 1)U, (z,t)
(4.3)
U,(2,0) = &, (),

con A, hermitiana, A,, B, in L'([0,T], A(Q)). Per i risultati dimostrati nel
capitolo precedente, per ogni @, funzionale analitico reale abbiamo una soluzio-
ne U,, funzionale analitico reale, per un certo tempo. Vogliamo ora dimostrare
che se i coefficienti e il dato iniziale soddisfano opportune ipotesi di limitatezza,
anche le soluzioni sono limitate. Esattamente:

Lemma 4.1. Si consideri la famiglia {U,}, delle soluzioni dei problemi {P"},
definiti dalla (4.3), con le matrici A,, B, che soddisfano le sequenti condizioni:

A, = A,
|05 A (,8)] + |0y By (2, 1)] < A(t)a"k!
|Ay (2, t)| < A(t)

cona>0,AeleL0,T).
Se {®,}, € limitata in A'(Ky), con Ky CC ) tale che

T
(Ko, Q) > / Ad,
0

allora per ogni v la famiglia {U,}, € limitata in H'([0,], A'(K})),

¢
K; = {er:d(x,K) </Ads}.
0

In particolare, {U,(T)}, € limitata in A’'(Kr).
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Dimostrazione. Per dimostrare questo lemma, ripercorriamo la dimostrazione
dei teoremi 3.2 e 3.1.

Se consideriamo i relativi problemi olomorfi con dati iniziali {®,} limitati in
' (B(zo,p)), abbiamo che le soluzioni U, soddisfano la stima

t t
7.0 U, < 2Me?!Slexp <C’p/ A(s)ds|(| +/ A(s)ds|17|>, (4.4)
0 0
con C = 8ea, per ogni t < 7(p) con 7(p) tale che
7(p) 7(p)
Cp A(s)ds + A(s)ds < p.
0 0

La (4.4) fornisce pertanto una stima uniforme in v.

Supponiamo dapprima che i problemi P” abbiano dati iniziali ®, limitati in
' (B(z0,p)). Abbiamo allora, grazie al teorema di Paley-Wiener, che le so-
luzioni sono limitate in L'([0,t], #”(B!)), e quindi in H"'([0,t],.5¢"(BY)), per
ogni t < 7(p),

t t t
B;:{z:|x—:co|§p<1+c/ A)+/A, Iy—yo|§p<1+0/>}.
0 0 0

Da questo segue che se, pid in generale la famiglia {®,} é limitata in ¢ (D%,),

D@:{z:xemymp},

le soluzioni lo sono in H**([0, ], #"(GY)),

t t t
Gf:{ze@:d(x,K)§p<1+C/ A>+/A7 y|§p<1+0/ A)}
0 0 0

per ogni t < 7(p).

Abbiamo allora che la famiglia {U, (7(p))}, é limitata, possiamo quindi riap-
plicare il risultato all’intervallo di tempo [7(p), 27(p)] e iterando abbiamo che la
famiglia {U,} ¢ limitata in H>'([0, 7], "' (K%)), e in HY1((0,], #'(KY)) per
ogni ¢, con

t t "
K} = {ze(C:d(x,K) §/ A+pC’/ A,y §pecf0’A}.
0 0

Da questo risultato segue infine che, per ogni ¢, la famiglia {U,} é limitata in
HYL([0,1], A(Ky)). O

Per dimostrare il teorema 4.1, ci serve un analogo del lemma 4.1 per le
funzioni analitiche, che dimostriamo a partire dal lemma precedente attraverso
un procedimento di dualita.

78



Lemma 4.2. Si consideri la famiglia di problemi {P"}

U, (x,t) = A, (x,t)0, U, (z,1)
(4.5)
U,(z,0) = ®,(x),

con {A,}, che soddisfa le ipotesi del lemma precedente e {®,}, limitata in
A(Q).

Si supponga che per ogni v, U, sia una soluzione del problema P¥, apparte-
nente allo spazio HV1([0,t], A(Q?)) per ogni t, con

Qf = {xEQ:d(m,QC) > /OtA}
(con QT #0).

Allora la successione {U,} € limitata in H>'([0,t], A(Q")) per ogni t.

Dimostrazione. Fissiamo 7 in ]0,T] e un funzionale g in A’(Q7).
Per ogni s in ]0, 7], introduciamo il ”problema duale”, cioé il problema P;"?

W9 (x,t) = =0, (A(z, )W (, 1))

W=9(z,s) = g(x),

per z € 2, ¢t € [0, s].

Attraverso il cambio di variabili ¢ — s — ¢, possiamo trasformare la famiglia
{P>9}5 4 in una famiglia analoga a quella del lemma 4.1.
g éin A'(27)), e quindi in A'(K) con K CC Q7.
Possiamo applicare al problema P;*¢ il lemma 4.1, e abbiamo per ogni s, g una
(unica) soluzione W*9 in H>1([0, s], A'(Q2)), e in HV1([t, s], A'(K?)), con

Kt:{er:d(x,K)g/tTA}.

A questo punto quello che vogliamo fare é accoppiare il problema P” con il
problema duale P;*?, cioé moltiplicare la prima equazione di (4.3) per W9, e la
prima equazione di (4.5) per U, utilizzando I’accoppiamento di dualitd tra A4 e
A’. A questo scopo, dividiamo l'intervallo [0, s] in un numero finito di intervalli
[to,t1], ..., [ti—1, %] in modo che W9 € HU([t;, t;11], A'(QF+1)) per ogni i.
D’altra parte, sappiamo per ipotesi che U, appartiene a H!([t;, t;41], A(Q+1))
per ogni t.

Allora, da (4.3) e (4.5) segue

(OU,, W*9) (A0,U,, W*9)
(U,,0W*9) = (U,,0,(AW?9)).

I secondi membri sono uguali, perché A = A*, quindi abbiamo

(OU,, W*9) = (U,,0,W*9).
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Integrando tra t1 e t;41

/ (1), W 1))t / (0, 0w (1))t = 0,

i i

cioé

(Up(tig1), W9(tis1)) = (U (i), W*9(t:)).

Sommando su ¢ otteniamo infine

(Uy(s), W>9(s)) = (U, (0), W9(0)),

(Un(s),9) = (@v,, W>9(0)).

Dal lemma 4.1 segue che la famiglia {W*9(0)}, é limitata, e {®,}, é limitata
per ipotesi.
Abbiamo quindi

(U (s), 9)] < My,

per ogni s € [0, 7], con la costante M, che dipende solo da g.

Abbiamo cioé che per ogni s la famiglia {U,(s)} é limitata, uniformemente
in 5. Questo ci dice che le U, sono limitate in C°([0,7],.A(27)), e quindi in
HYY([0, 7], A(Q7)). O

Siamo ora pronti per dimostrare il teorema 4.1.

Dimostrazione del teorema 4.1. Per dimostrare 'unicitd, supponiamo che U sia
una soluzione per il problema (4.1) con dato iniziale 0. Applicando il lemma 4.3
alla successione {v - U}, ¢n, otteniamo che questa é limitata, e quindi U é nulla.

Per dimostrare 1’esistenza, facciamo notare che, grazie all’unicita della soluzio-
ne, ci basta dimostrare che, presa una successione di aperti {€;} relativamente
compatti in € tale che U;2; = €, allora per ogni ¢ esiste una soluzione sul
conoide

{(x,t):xeﬂg,ogth}.

Possiamo pertanto supporre che A soddisfi la condizione
|OF A(x,t)| < A(t)aF k! V(z,t) € Q x [0,T],
per cui A pud essere estesa olomorficamente a A definita sull’aperto di C
Do = {z eC:d(z,Q) < 1/2a,ly| < 1/2a},
e tale che

|A(2,8)] < caA(t) Vz € Dy, € [0, 7).
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Sia ora {®, },en una successione in .77 tale che
o, - & in AQ),
e consideriamo la famiglia di problemi

U, (2,1) = A(z,£)0.U,(z,1)
(4.6)
U,(z,0) = ®,(2),

in Dl/Za X [07T]
Per il teorema 1.4, abbiamo una (unica) soluzione U,(z,t), olomorfa in z su

Dyj4q per 0 <¢ < 7, con
-
~ 1
/ Ads < ¢, ~.
0 a

In particolare U, appartiene a H1([0, 7], A(2)).

Possiamo allora applicare il lemma 4.2 alla successione {U, }, e abbiamo che é
limitata in H>'([0,¢], A(92")) per ogni t < 7.

Grazie al fatto che 'immersione di H11([0, ], A(2?)) in L([0,],.A(Q")) é com-
patta, la famiglia {U, }, ¢ relativamente compatta in L!([0,], A(Q?)), e quindi
in HY1([0,1], A(QY)), per ogni t < 7.

Possiamo quindi estrarre una successione convergente, e otteniamo la tesi. [

4.2 1 risultati

Con il procedimento illustrato nella sezione precedente si ottengono i risultati
analoghi per i sistemi della forma (3.24), (3.64) e (3.67).

Valgono i seguenti teoremi di esistenza e unicitd nella classe delle funzioni
analitiche.

Teorema 4.2. Si consideri il problema di Cauchy

Ao(z,6)0U =Y Ap(2,t)0,,U + B(x, 1)U,
h=1

U(z,0) = &(x),

per (x,t) € Q x [0,T].
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le seqguenti
1potesi
Ay = Ag,

A = A Vh,
Ao, A, B € L>=([0,T7], A(2)),
AP < (Ao()¢,¢)  ¢eC?
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n

D [ An(z )] < A),

h=1

con A >0, A e LY(0,T).
Se il dato iniziale ® ¢é una funzione analitica reale in (), esiste una unica
soluzione U in H'([0,1]), A(Q?)) per ogni t € (0,77,

t
Qt_{zeﬂzd(;v,Qc)>1/ A}.
AJo

In particolare, U € continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul conoide

Cr = {(m,t):mth,OSth}.

Teorema 4.3. Si consideri il problema di Cauchy

U = Ap(z,4)05,U + Bz, t)U,
h=1

U(z,0) = &(x),

per (x,t) € Q x [0,T7.
Si supponga che i coefficienti siano matrici N x N che soddisfano le sequenti
1potest
Ap = A5 Vh,

Ap, B € L*([0,T], A(Q)),
Z |Ah(x’t)| < A(t),

h=1

con A € L*0,T).
Se il dato iniziale ® ¢é una funzione analitica reale in €1, esiste una unica
soluzione U in H'([0,1]), A(Q?)) per ogni t € (0,77,

QO = {er:d(a:,QC) >/0tA}

In particolare, U € continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul conoide

Cr = {(m,t):ert,OgtST}.
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Teorema 4.4. Si consideri il problema di Cauchy

U = Ap(2,4)05,U + B(x, t)U
h=1

U(z,0) = &(x),

per (x,t) € Q x [0,T7.
Si supponga che i coefficienti siano matrici N X N che soddisfino le sequenti
1potesi
Ap, B € L*Y7H[0,T], A(Q)),

D [Au(e, )] < A1),

h=1
con A € L*N=1(0,T).

Supponiamo inoltre che sia soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:

per ogni (x,t) € Q@ x [0,T], £ € R™, |¢| = 1, la matrice ), An(z,t)&, ha
autovalori reali e distinti e, indicati con Ai(x,t,§),..., A\ (x,t,€) gli autovalori
di Yy, An(x, t)&n, si ha

inf (4, €) = Ao, 6,6)| 2 5> 0, Vo £, J¢] = 1
i#j
Esiste una costante Cy, dipendente solo da N tale che, se ® € una funzione

analitica reale in Q, esiste una unica soluzione U in H%'([0,1]), A(QY)) per ogni
te[0,7],

t
Of = {x € Q:d(x,Q°) > CN62N‘2/ A2N—1}
0

In particolare, U é continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul
conoide

Cr = {(m,t):mEQt,OStST}.
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Capitolo 5

Equazioni di ordine
superiore al primo

In questo capitolo utilizziamo i risultati ottenuti nei capitoli precedenti per
studiare i problemi di Cauchy per singole equazioni iperboliche. Studieremo
casi in cui si pud ricondurre una tale equazione a un sistema del primo ordine
a cui possiamo applicare i risultati gid dimostrati. Otteniamo cosi i risultati
di esistenza e unicita globale della soluzione nelle classi dei funzionali e delle
funzioni analitiche per le equazioni simmetriche del secondo ordine della forma

Q?u = Z ;i (7,1)0p, 0z, u + Z bi(x,t)0:0y,u + l.o.t.

i,j=1 i=1

con la matrice (a;;) hermitiana e definita positiva in maniera uniforme, e per le
equazioni uniformemente strettamente iperboliche in una variabile spaziale.

5.1 Equazioni iperboliche simmetriche del se-
condo ordine

Consideriamo il problema di Cauchy

n

OPu = Z ;i (2, )0z, 00, u + Z bi(x, )00y, u+

ij=1 i=1
+ Z ci(, )0z, u + d(z,t)Opu + e(z, t)u

P (5.1)
u(z,0) = ¢(z),

atu(x7 O) = w('r)7

84



per (z,t) € Q x [0,T].
Supponiamo che tutti i coefficienti siano in L*°([0,T],.A(£2)), e che valgano
le ipotesi
Qjj = a;m

ZaijCiCj > A¢PP veecm

Allora il problema (5.1) é equivalente al sistema simmetrico

Ao(z,)0U =Y Ap(w,4)02,U + B(a, 1)U,

(5.2)
h=1
U(z,0) = &(x),
dove abbiamo posto
u @ 1 0 0
Ut p 01 0 0
V = Ugy b = Py Ay = 0 0 a1 ... ain
Uz, Pz, 0 0 ap1 ... Gun
0 o0 .. 0 01 0 0
0 bn a1 nh e d ¢ ... ¢y
Ap = apr 0 0 B—| 00 0
0 apn, O ... 0 00 0

e i coefficienti del sistema (5.2) soddisfano le ipotesi del Teorema 3.3.

Come conseguenza dei risultati dimostrati per i sistemi del primo ordine,
otteniamo allora risultati analogi per il problema (5.1),che riassumiamo nel
seguente teoremas:

Teorema 5.1. Si consideri il problema di Cauchy

n

Fu= > aij(x,t)0, 00, u+ > bi(x, )00, ut

i,j=1 i=1
+ ) i@, £)0z,u+ d(x, )0pu + e(x, thu
=1
u(z,0) = ¢(z),

Orulz,0) = ¢(x),

per (z,t) € Q x [0,T].
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Si supponga che i coefficienti siano in L>([0,T], A(Q)) e soddisfino le se-
guenti ipotess

ACP <D ai¢ < A@[CP
,J

aij:a

con A >0, A e LY(0,T).
Se i dati iniziali p(x), P¥(x) sono funzionali analitici reali con supporto nel
compatto K C § tale che

T
%/ A(s)ds < dist(K, Q°)
0

allora esiste ed é unica la soluzione u in H*1([0,T], A'(2)), e per ognit € [0,T]
abbiamo
ue H>([0,t], A'(Ky))

con .
1
K = {x €N:d(z,K) < X/ A(s)ds}.
0
Se i dati iniziali o(x), ¥(x) sono funzioni analitiche reali in ), esiste una

unica soluzione u in H*1([0,t]), A(Q")) per ogni t € [0,T], con

Qf = {x €0 d(z,0°) > i/OtA(s)ds}.

In particolare, u € continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul
conoide

Cr = {(x,t):xeﬁt,ogth}.

5.2 Equazioni iperboliche di ordine superiore

In questa sezione vogliamo considerare il problema di Cauchy

6{”u(m,t)zz Z a,,)j(x,t)azagu(x,t)

j<m|v|<m—j

Hu(z,0) = @;(x), j=0,....,m—1,

per (x,t) € Q x [0,T], con lipotesi di uniforme iperbolicitd.

Supporremo cioé che, indicate con A1 (z,§,t),..., A, (z, &, t) le radici dell’equa-
zione caratteristica
AT — Z ay (2, )N =0,
[v]+j=m

le \; siano reali e distinte e

i_gf Ni(z,&,t) — Nj(2,6,1)]| >8>0 VoreQ,tel0,T],6e s .
7]
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In molti casi, é conveniente trasformare queste equazioni in sistemi pseudo-
differenziali del prim’ordine, che possono essere studiati con tecniche analoghe a
quelle utilizzate per i sistemi differenziali. In particolare, si possono dimostrare
ancora le stime dell’energia utilizzate nel capitolo 3. Ciononostante, si incon-
trano delle difficoltéd dovute al fatto che, nonostante la validitd delle stime, non
riusciamo a ripetere il processo di induzione utilizzato nei lemmi sui problemi
trasformati. Infatti in questo caso le Vi non sono olomorfe, e quindi non siamo
in grado di stimare le loro derivate. Non siamo pertanto in grado di dimostrare
irisultati analoghi per le equazioni, eccetto che nel caso di una variabile spaziale.

Nel caso in cui n = 1, infatti, é facile trasformare ’equazione in un siste-
ma differenziale della forma (3.67), e quindi applicare i risultati del capitolo
precedente per ottenere teoremi analoghi per questa equazione.

Analizziamo ’equazione omogenea per n = 1; é della forma

m—1
0 u(x,t) = a1 (z, )0 9 u(z, t). (5.3)
=0
Poniamo allora
om—ly 0 1 0O ... 0 %o
3;117.2(%’& 0 ) ) ) :
v : .. .. .. 0
o ... ... 0 1 :
62”_111 7 21 P

e abbiamo il problema equivalente
OU (z,t) = A(z,t)0,U(x,t)
U(z,0) = &(x).

La matrice A(x,t) ha la stessa regolaritd dei coefficienti dell’equazione. Abbia-
mo inoltre che det(\] — A) = \™ — Z;.T:Ol aj+1 N cioé che gli autovalori di A
coincidono (anche come molteplicitd) con le radici dell’equazione caratteristica
dell’equazione.

Abbiamo quindi che dai risultati dei capitoli precedenti seguono per l'e-
quazione (5.3) i risultati di esistenza e unicitd nelle classi delle funzioni e dei
funzionali analitici.

Se I'equazione non é omogenea, la presenza di termini di ordine inferiore non
modifica A, ma comporta la comparsa di un termine di ordine O nel sistema,
per cui possiamo ancora applicare i risultati precedenti.

Precisamente abbiamo il teorema:
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Teorema 5.2. Si consideri il problema di Cauchy

m—1m—j
O u(x,t) = Z a;(z, t)0Ld u(x,t)
J=0 I= (5.4)

Ou(z,0) = pj(x), j=0,....m—1,

per (x,t) € Q x [0,T7].
Si supponga che i coefficienti siano funzioni in L*™~1([0,T], A(2)) e che sia
soddisfatta la sequente condizione di iperbolicitd:

per ogni (x,t) € Q x [0,T], le radici A1(x,t),..., A\, (x,t) dell’equazione ca-
ratteristica \™ — Z?:Bl aj+1/\j = 0 sono reali e distinte e esiste § > 0 tale
che

121" |Xi(z,t) — Nj(z,t)] >0, Va,t.
i#]

Sia A una funzione in L*™~1(0,T) tale che

m—1

S Jagai ()] < Ar) V.

=0

Esiste allora una costante C,,, dipendente solo da m, tale che,

se i dati iniziali p1,...,p, sono funzionali analitici reali in A'(Q2), con
supporto nel compatto K C § tale che

T
C,p 62— / AP < dist (K, Q°)
0

allora esiste ed é unica la soluzione u in H™([0,T], A'(2)), e per ognit € [0,T]
abbiamo
uwe H™([0,T], A'(Ky))

con .
K; = {x eN:d(x,K) < Cm(52(1_m)/ A2m_1}.
0

se i dati iniziali @1,...,@, sono funzioni analitiche reali in (), esiste una
unica soluzione u in H™1([0,t], A(Q)) per ogni t € [0,T],

t
O = {z €Q:d(z,Q°) > Cpo°" 2 Ale}.
0

In particolare, u é continua in (x,t) e analitica reale in x per ogni t sul
conoide

Cr = {(z,t):ert,ogth}.
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Mostriamo ora un altro metodo di arrivare al teorema 5.2. Partiamo dall’e-
quazione

Zaﬁlxt ]8J (2,1),

e utilizziamo lo stesso procedlmento utilizzato per i sistemi nella sezione 3.3.
Sviluppando i coefficienti in un punto zq, traslando e applicando la trasformata
rispetto alle variabili spaziali, I’equazione diventa

m—1 oo

'T Ca Z za’ +1 kak ZC)m ja] ( 7Cat))7 (55)

0 k=0

h

dove abbiamo posto v = 7,,u. Poniamo

Va, ¢ t) = ("¢ 900 o, )y s (5.6)
possiamo allora riscrivere la (5.5) nella forma
m—1 oo
o' = Z Z ajiqi 84 (i¢V;)
7=0 k=0
m— oo m—1
- g VGV + Y Y ak iR ok (icyy). (5.7)
j=0 k=1 j=0
Definiamo la matrice
0 1 0 0
0 1 0
A%t) = :
0 B ¢ 1
a(t) ad(t) ... ... ad(¥)
dalla (5.7) e dal fatto che, per definizione,
at‘/j :ic‘/j+17 J: L...om—1,
abbiamo che la (5.5) é equivalente a un sistema della forma
oV = A"V + > Fi(t,(, V..., 0fV) (5.8)
k|0
con
A%(t) < A1),
e
m—1
Fp(t, ¢, V..., a+1z 8< (iCV;).
7=0
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Gli autovalori di A°(¢)¢ sono reali e distinti se lo sono le radici dell’equazione
caratteristica.
Possiamo allora costruire, come nel lemma 3.8, una famiglia di quasi-simme-
trizzatori per Ag(£,t) = A°(t)E, e ottenere la stessa stima per V.

Diamo ora un’idea di cosa succede nel caso n > 1.

Se definiamo o
[J(t7 Jf) = (Am_‘jag_lu)jzl,mﬂn

otteniamo un sistema pseudodifferenziale del primo ordine
U =iA(t,z,0,)U + B(t,x,0,)U,

per il quale perd non funzionano le tecniche utilizzate per i sistemi differenziali.
Potremmo allora provare a prendere
= (9L ) i=0i 1
U(t7 {E) - (aa:at u)j:O,...,m—l'

In questo caso otteniamo un sistema molto grande, che non é iperbolico. Gli
autovalori caratteristici del sistema sono gli stessi dell’equazione, con la stessa
molteplicita, e 0. Pertanto i teoremi dimostrati non si possono applicare al siste-
ma ottenuto. Non escludiamo peré che la forma particolare del sistema permetta
di costruire comunque i simmetrizzatori, e ottenere lo stesso il risultato.
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