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Luku 1

Johdanto

Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava on monille tuttu jo koulumatematiikasta, mutta va-
hemmain tunnettua on, etti vastaavanlainen kaava voidaan muodostaa myos kolmannen
ja neljannen asteen yhtéloille. Kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaava on kuitenkin huo-
mattavan pitkd ja monimutkainen, ja neljinnen asteen on vield sitdkin hankalampi. Vii-
dennen ja sitd korkeamman asteen yhtiléiden kohdalla kdy lopulta niin, ettd vastaavan-
laista yleista ratkaisukaavaa ei edes ole mahdollista muodostaa. On kuin algebralta loppui-
sivat voimat neljdnnen asteen jdlkeen, ja téssi tyossa kisiteltivd Galois’n teoria selittidd
Syyn.

Tyon lahestymistapa yhdistelee polynomien, ryhmien ja kuntien teoriaa. Tunnetuiksi
oletetaan tiedot niistd siind laajuudessa, missé ne esitetdédn esimerkiksi teoksessa [5]. Tyon
ldhtokohdaksi otetaan kuntien laajennukset, mutta luvussa 6 esiteltivd Galois’n teorian
peruslause yhdistdd kuntalaajennukset niitd vastaavien juurten permutaatioiden kanssa.
N&itd juurten muodostamia permutaatioryhmid kutsutaan Galois'n ryhmiksi, ja niiden
sisdinen rakenne antaa kaiken tarvittavan tiedon polynomien ratkeavuudesta.

Rationaali- ja reaalikertoimiset polynomit ovat olleet keskeisessd asemassa algebran
historiassa, mutta tyossi esiteltivi nykyaikainen (Galois’n teoria pétee myos yleisille ryh-
mille ja kunnille. Viimeisessd luvussa annetaan konkreettinen esimerkki viidennen asteen
rationaalikertoimisesta polynomista, jota ei voi ratkaista ratkaisukaavalla. Téallainen po-
lynomi ei siis toisin sanottuna ole juurtamalla ratkeava.

Maaritelma 1.1. Polynomi on juurtamalla ratkeava, jos sen jokainen juuri on mah-
dollista johtaa &direlliselld mairilla askelia polynomin kertoimista kiiyttien vain kunnan
laskutoimituksia ja m:nen juuren ottoa.

Esimerkiksi toisen asteen polynomiyhtilé az? + bx + ¢ = 0, missd a,b,c € Q, on
juurtamalla ratkeava, silld kiyttamalla kunnan Q laskutoimituksia ja nelidjuuren ottoa



kertoimiin a, b, c voidaan polynomin juuret ilmaista muodossa

 —b= Vb?% — dac

2a

Xz

Juuret voidaan ilmaista tissi muodossa silloinkin, kun yht#lén diskriminantti b — 4ac on
nollaa pienempi eiké yhtalolla ole reaalisia ratkaisuja. Téll6in juuret ovat kompleksisia eli
ilmaistavissa imagindariyksikon ¢ avulla.

Tamén tunnetun ratkaisukaavan loytdminen edellytti kuitenkin tuhansien vuosien ma-
temaattista kehitysta, joka alkoi yksinkertaisista kiytdnnon ongelmista ja eteni vahitellen
korkeampiasteisten yhtédloiden tarkasteluun. My6s viidennen asteen yhtdlon yleista rat-
kaisua etsittiin kuumeisesti aina 1800-luvulle asti, jolloin se lopulta osoitettiin mahdotto-
maksi.

1.1 Historiaa

Algebra on historiansa aikana edennyt mekaanisesta laskentaopista teoriaan ja formalis-
miin. Varhaisimmat toisen asteen yhtdlon ratkaisut ovat peréisin noin vuodelta 2000 eKr.
babylonialaisista kivitauluista. Niissd ratkaistut ongelmat ovat 1ahtoisin kdytdnnon tilan-
teista, ja tauluissa esitetty ratkaisutapa on vahvan proseduraalinen. My6s kreikkalaiset
matemaatikot (n. 500 eKr. — 300 jKr.) jatkoivat geometrisen painotuksensa vuoksi var-
sin kiytdnnonldheiselld linjalla, mutta kreikkalaiset kuitenkin oivalsivat todistamisen ja
deduktiivisen paéttelyn merkityksen.

[tsendiseksi matematiikan osa-alueeksi algebra alkoi todella kehittyd vasta arabialaisen
kulttuurin kulta-aikana (n. 800-1200 jKr.). Arabialaiset matemaatikot kehittivit erityi-
sesti algebran formalismia, mikd mahdollisti algebran irtautumisen kdytannén ongelmien
asettamista rajoitteista. Samalla kehitettiin myds yleisid yhtélonratkaisumenetelmii, jot-
ka kuitenkin perusteltiin edelleen kreikkalaisilta opitulla tavalla geometrisesti. Myos ara-
bialaisten 16ytdma ratkaisu kolmannen asteen yhtéalolle oli geometrinen.

Algebrallinen ratkaisu kolmannen ja pian myos neljinnen asteen yhtélélle 16ydettiin
renessanssiajan Italiassa. Ratkaisut saatiin kuitenkin ldhinnd manipuloimalla annettua
yhtaloa erilaisilla sijoituksilla ja muilla tekniikoilla, joten ratkaisuilla ei ollut vahvaa teo-
reettista pohjaa. Pian kuitenkin osoittautui, ettid vastaavat tekniset manipulaatiot eivét
tuottaneet toivottuja tuloksia viidennen asteen yhtdlon kohdalla, jolloin syntyi tarve 14-
hestya yhtédlonratkaisua ja polynomeja teoreettisemmasta nakokulmasta.

Erityisesti Joseph-Louis Lagrangen (1736-1813) ja Carl Friedrich Gaussin (1777-1855)
tutkimukset polynomien juurten muodostamien permutaatioiden ja funktioiden saralla
edistivit alaa siind méérin, ettd 1800-luvun alussa Niels Henrik Abel (1802-1829) ja Pao-
lo Ruffini (1765-1822) kykenivét toisistaan riippumatta todistamaan viidennen yhtélon



ratkaisukaavan mahdottomuuden. Kumpikaan todistuksista ei kuitenkaan esittédnyt kri-
teerid, jolla jokin annettu viidennen asteen yhtilo voitaisiin niyttda ratkeamattomaksi.

Ratkeamattomuuden kriteerin 16ysi ranskalainen Evariste Galois (1811-1832) pian
Abelin ja Ruffinin todistusten jilkeen. Galois tutki polynomin juurten permutaatioita
kiyttdaen algebrallisia rakenteita, joiden pohjalta syntyi myohemmin nykyinen ryhmien
teoria. Galois’'n ratkaisu oli kuitenkin niin monimutkainen ja epéaselvi, ettd Galois'n kuol-
tua 20-vuotiaana kaksintaistelussa hinen ratkaisunsa sai enemmén huomiota vasta Joseph
Liouvillen (1809-1882) julkaistua sen vuonna 1846.

Osittain juuri Galois'n alkuperiisen menetelmén hankaluudesta johtuen nykyaikainen
Galois'n teoria ei ota lihtokohdakseen polynomin juurten permutaatioita, vaan pikem-
minkin polynomin kerroinkunnan laajennukset. Tamékin tyé pohjautuu pitkilti tdhén
Emil Artinin (1898-1962) teoksessa [1] esittdméidn kuntateoreettiseen lihestymistapaan.



Luku 2

Kuntalaajennukset

Galois’n teoria lahestyy juurtamalla ratkeavuuden ongelmaa laajentamalla polynomin ker-
roinkuntaa polynomin juurilla. Minké tahansa viidennen asteen rationaalikertoimisen po-
lynomiyhtélén kaikki juuret ovat algebran peruslauseen nojalla kunnassa C, joten peri-
aatteessa polynomin kerroinkunnan Q voisi suoraan laajentaa kunnaksi C. Néin holtiton
laajentaminen suoraan kaikki juuret sisidltdvadn kuntaan C ei kuitenkaan kerro polyno-
min juurtamalla ratkeavuudesta, silla pelkka juuren olemassaolo ei takaa siti, etta se olisi
ilmaistavissa juurilausekkein.

Tavoitteenamme onkin laajentaa polynomin kerroinkuntaa hallitusti ja usein pienin vé-
liaskelein. Néin menetellen saadaan kustakin vélilaajennuksesta enemmén tietoa, ja myo-
hemmin osoitetaan, ettd polynomin juurtamalla ratkeavuus on padteltavissi sisdkkdisten
kuntalaajennusten jonojen rakenteesta.

2.1 Yleiset laajennukset

Kuntalaajennukset méaritellddn alikunnan kisitteen avulla. Kunnan K alikunta on mi-
ki tahansa kunnan osajoukko, joka on suljettu yhteenlaskun ja kertolaskun seki niiden
kidnteistoimitusten suhteen. Miki tahansa alikunta on luonnollisesti itsekin aina kunta.

Miééritelma 2.1. Kunnan K laajennus L/K on mikd tahansa kunta L, joka sisiltad
kunnan K alikuntanaan.

Laajennuksessa L/K kuntaa K kutsutaan usein ldhtokunnaksi ja kuntaa L laajennus-
kunnaksi.

Lahtokunnan ndkokulmasta ne laajennuskunnan alkiot, jotka eivit ole ldhtokunnas-
sa, ovat hieman tuntemattomia. Lahtokunnan laskutoimitukset on mééritelty vain lah-
tokunnan alkioille, eivitkd ne siten ota kantaa laajennuskunnan alkioihin. Siksi onkin



hyodyllistd, ettd laajennuskunta muodostaa vektoriavaruuden, jossa ldhtékunnan alkiot
ovat skalaareja ja laajennuskunnan alkiot vektoreita. Tall6in laajennuksen alkioita osa-
taan késitelld vektoriavaruuden laskutoimituksilla, ja koko laajennus saa konkreettisem-
man rakenteen ennen kaikkea vektoriavaruuden kannan ja dimension kautta.

Maiésritelmd 2.2. Kuntalaajennuksen L/K aste [L : K] on kunnan L dimensio K-
vektoriavaruutena. Jos laajennuksen aste on dérellinen, sanotaan laajennuksen olevan 4a-
rellinen.

Laajennuksen asteen voi ajatella kuvaavan kuntalaajennuksen monimutkaisuutta: mita
suurempi on kuntalaajennuksen aste, sitd enemmaén resursseja tarvitaan laajennuskunnan
alkioiden késittelyyn.

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan laajennusta C/R. Joukko {1,7} muodostaa tunnetusti R-
vektoriavaruuden C kannan, joten laajennuksen C/R aste on 2, ja se on siten dérellinen.

(Galois’n teoria ei kuitenkaan tyydy laajentamaan tarkasteltavaa kuntaa vain kerran.
Sen sijaan pyrkimyksend onkin laajentaa kuntia askel kerrallaan méarittelemalld useita si-
sakkdisia kuntalaajennuksia, joissa kukin uusi kunta laajentaa edellistd. Talldin puhutaan
laajennuksen vélikunnista.

Maéiritelma 2.4. Olkoon L kunnan K laajennus. Kuntaa M sanotaan laajennuksen L/K
vilikunnaksi, jos K C M C L.

Varsinkin englanninkielisessé kirjallisuudessa téllaisia sisikkaisid laajennuksia nimite-
tddn usein laajennusten muodostamaksi torniksi. Tastd syystd seuraavaa tulosta kutsu-
taan usein tornilauseeksi (engl. Tower Law).

Lause 2.5. Olkoon K C M C L jono kuntia. Tdlloin [L: K| =[L: M]-[M : K].

Todistus. Olkoon {a;}icr laajennuksen M /K kanta ja {b;};c; laajennuksen L/M kanta.
Lauseen todistamiseksi riittdé osoittaa, ettd joukko S = {a;b; : i € I,j € J} on laajen-
nuksen L/K kanta. (Joukon S indeksdinnisséd sallitaan tilanne a;b; = axb;, kun i # k tai
j # 1, mutta todistuksessa osoitetaan joukon S olevan vapaa, joten jokaisella joukon .S
alkiolla on yksikésitteinen esitys a;b;, missi i € I ja j € J.)

Osoitetaan ensin, ettd joukko S virittda K-vektoriavaruutena kunnan L. Oletetaan,
ettd a € L. Alkio a on laajennuksen L/M alkio, joten v = >, ;m;b;, missé m; € M
kaikilla j € J. Jokainen m; on kuitenkin laajennuksen M /K alkio, joten m; = >, ki;a;,
missd k;; € K kaikilla ¢ € 1,5 € J. Néin ollen

a = ijbj = Z(Z k‘ijai)bj = Z kijaibj-
1,J

jed jeJ el



Osoitetaan vield, ettd S on vapaa. Oletetaan, ettéd Zijkijaibj = 0, missé k;; € K
kaikilla ¢ € I, 5 € J. Télloin

Z k,»jaibj = Z (Z kzaz> bj = 0.
i, jeJ i€l

Joukko {b;}je; on kuitenkin vapaa, joten on oltava ) .., kj;a; = 0 kaikilla j € J. Koska
my0s joukko {a;},er on vapaa, on oltava k;; = 0 kaikilla 4, . ]

Maaritelmd 2.6. Olkoon L kunnan K laajennus, ja olkoon A joukko laajennuksen L
alkioita.

1. Joukon A wvirittamd laajennuksen L/K alilaajennus K(A) on pienin laajennuskun-
nan L alikunta, joka sisdltda sekd kunnan K ettd joukon A.

2. Jos joukko A = {aq,...,a,} on &ddrellinen, merkitdéin K(A) = K(ay,...,a,), ja

laajennuksen K(ay,...,a,) sanotaan olevan ddrellisviritteinen.
3. Jos K(A) = K(«a) jollain yksittaiselld alkiolla «, sanotaan laajennuksen olevan
yksinkertainen.

On hyvi huomata ero laajennuksen darellisyyden ja aérellisviritteisyyden kanssa: myo-
hemmin osoitetaan, ettd darellinen laajennus on aina aérellisviritteinen, mutta dérellisvi-
ritteinen laajennus ei valttamatta ole ddrellinen.

Esimerkki 2.7. Olkoon « € L. Télloin yksinkertainen laajennus K () on mééritelmél-
lisesti pienin laajennus, joka sisiltdd sekd kunnan K ettd alkion a. Kyseessid on kunta,
joten sen tulee sisiltdd kunnan K lisdksi sellaisten algebrallisten operaatioiden tulokset,
joissa alkio o on mukana. Toisin sanoen kunnan K(«) tulee siis sisdltdd alkion o kaikki
K-kertoimiset lineaarikombinaatiot.

Ei kuitenkaan ole tarpeen tyytya pelkkddn lineaarikombinaatioiden sisdltymiseen kun-
taan K («). Seuraavassa aliluvussa osoitetaan, ettd jos o on jonkin K-kertoimisen poly-
nomin juuri, niin itse asiassa jokaiselle laajennuksen K («) alkiolle on olemassa yksikésit-
teinen esitys alkion « potenssien K-lineaarikombinaationa.

2.2 Algebralliset laajennukset

Kuntalaajennuksen késitteleminen vektoriavaruutena antaa laajennukselle enemmén ra-
kennetta, mutta laajennuksen ominaisuuksien sitominen polynomien tutkimiseen vaatii



lisdd apuneuvoja. Osoittautuu, ettd kerroinkunnan laajentaminen tarkasteltavan polyno-
min juurilla mahdollistaa polynomien teorian hyodyntdmisen kuntalaajennusten tutki-
miseen. Polynomin juuria ei kuitenkaan tarvitse tuntea tdsmaéllisesti etukéiteen — tavoit-
teenamme onkin selvittdd polynomin ratkeavuus tarvitsematta kuitenkaan varsinaisesti
ratkaista polynomia.

Mairitelma 2.8. Alkion « sanotaan olevan algebrallinen kunnan K suhteen, jos se on
jonkin K -kertoimisen nollasta poikkeavan polynomin juuri.

Maéritelmd 2.9. Olkoon L kunnan K laajennus. Laajennusta L/K sanotaan algebral-
liseksi, jos jokainen kunnan L alkio on algebrallinen kunnan K suhteen.

Alkion « algebrallisuus takaa sen olevan ainakin yhden K -kertoimisen polynomin juuri,
mutta se ei estd, etteikd a voisi olla useammankin polynomin juuri. Hyédyllisimméaksi
osoittautuukin tarkastella "pienintd” polynomia, jonka juuri « on.

Mééritelmé 2.10. Polynomi m(z) on alkion o € L minimipolynomi kunnan K suhteen,
jos seuraavat ehdot patevit:

1. Polynomin m(x) kertoimet ovat kunnassa K.
2. Polynomin m(x) korkeimman asteen termin kerroin on 1.
3. Alkio @ on polynomin m(x) juuri.

4. Polynomin m(x) aste on matalin kaikista niistd K-kertoimisista polynomeista, jotka
toteuttavat ehdot 1 - 3.

Minimipolynomi mééritelldéin aina tietyn kunnan suhteen. Tésséd esityksessd alkion
minimipolynomia kunnan K suhteen merkitaéan lyhyesti m(z) € K|[z].

Maédritelmé antaa olettaa, ettd alkion minimipolynomi on yksikésitteinen. Osoitetaan,
ettd ndin todellakin on.

Lemma 2.11. Alkion o € L minimipolynomi on yksikdsitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd alkiolla alkiolla « olisi kaksi toisistaan poikkeavaa minimipo-
lynomia a(z),b(x) € K[z]. Minimipolynomin mééritelmésti seuraa, ettd talldinkin on
oltava deg(a(x)) = deg(b(x)), joten voidaan merkita

a(r) = apr" + ap 12" Fasr +ay ja b(x) = bpa" + by 2™ 4 box 4 by



Minimipolynomin korkeimman asteen termin kerroin on aina 1, joten a, = b, = 1. Néin
ollen erotuspolynomille (a — b)(z) € K[x] pétee

(@ = b)(x) = a(x) = b(x)
=2" 4+ ap 7"+ dagr +ay — (2" by 2 by + by)
= (ap_1 = bpo)2" "+ -+ (a2 — ba)z + (a1 — by),

joten erotuspolynomin (a — b)(z) aste on n — 1. Tiedetddn kuitenkin, ettd a(a) = 0 ja
b(a) = 0, joten

(@ —b)(a) =ala) — bla) = 0.

Alkio « on siis erotuspolynomin (a — b)(z) € K|[z] juuri, vaikka erotuspolynomin aste
on matalampi kuin minimipolynomien a(x) ja b(x) aste. Tdmé on mahdotonta, joten on
siis oltava (a — b)(«) = 0. Siis a(z) = b(x). O

On siis osoitettu, ettd jos minimipolynomi on olemassa, se on yksikésitteinen. Mutta
miten minimipolynomin olemassaolosta voidaan olla varmoja? Jos alkio o € L on algebral-
linen kunnan K suhteen, niin on olemassa ainakin jokin polynomi f(x) € K|z|, jonka juuri
a on. Lisdksi polynomin f(x) korkeimman asteen kertoimen a,, voidaan varmistaa olevan
1 jakamalla polynomi f(z) tarvittaessa kertoimella a,. Mutta miten voidaan olla varmo-
ja, etta ei ole olemassa jotain matalampaa astetta olevaa polynomia, jonka juuri alkio «
on?

Avaimeksi ongelmaan nousee polynomin jaollisuus. Jos edelld mainittu polynomi f(z)
on jaollinen renkaassa K|[z|, niin on olemassa jokin matalampaa astetta oleva polynomi
g(x) € Klz], jolla f(x) = g(x)h(z) jollain h(x) € Klz] ja lisdiksi g(a) = 0. Mutta
mikéli my6s polynomi g(z) on jaollinen, voidaan sekin jakaa matalampaa astetta oleviin
kunnes loydetddn jaoton polynomi, jonka juuri o on. Osoitetaan nyt tédsmaéllisesti, ettd
minimipolynomi onkin viistidméttd aina jaoton. Lisiksi ndytetidén, ettd minimipolynomi
jakaa minka tahansa polynomin, jonka jokin juuri on a.

Lause 2.12. Oletetaan, ettd alkio o on algebrallinen kunnan K suhteen. Tdilldin alkion o
minimipolynomi kunnan K suhteen on jaoton polynomirenkaassa K|x], ja se jakaa kaikki
nollasta poikkeavat renkaan K[x] polynomit, joiden juuri a on.

Todistus. Oletetaan, ettd alkion o minimipolynomi m(z) € K|[z] ei olisikaan jaoton ren-
kaassa K|z|, jolloin siis m(z) = f(x)g(x) joillakin polynomeilla f(z), g(x) € K[z], joiden
asteet ovat pienempid kuin minimipolynomin m(x) aste. Nyt



joten joko f(a) = 0 tai g(a) = 0, silld koska K on kunta, rengas K[z] on kokonaisalue.
Kummassakin tapauksessa alkio « olisi siis jonkin sellaisen polynomin juuri, jonka aste
on pienempi kuin polynomin m(x) aste. Tdmé on kuitenkin mahdotonta, silld polynomi
m(z) oletettiin alkion oz minimipolynomiksi. Minimipolynomi m(z) on siis jaoton.

Oletetaan seuraavaksi, ettd h(x) € K[z] on jokin polynomi, jonka juuri o on. Polyno-
mien jakoyht#lon mukaan on olemassa polynomit ¢(z),r(z) € K[x], joille pitee

hx) = q(z)m(z) + r(z)
ja deg(r(z)) < deg(m(x)). Nyt kuitenkin
0 = h(a) = (@) -0+ r(a) = r(a),

joten alkio & on my6s polynomin r(z) juuri. Polynomi r(z) on kuitenkin pienempéé astetta
kuin alkion o minimipolynomi m(z), joten polynomin r(z) on oltava nollapolynomi. Siis
h(z) = q(x)m(x) eli m(z) jakaa polynomin h(z). O

Edellisen lauseen tarkeytta ei voi liiaksi korostaa. Sen ensimméinen sovellus 16ytyy jo
seuraavasta lauseesta, joka antaa algebrallisten laajennusten alkioille erittdin hyddyllisen
esitysmuodon. Osoitetaan ensin aputulos.

Lemma 2.13. Olkoon K(«) kunnan K yksinkertainen laajennus. Jokainen laajennuksen
K(a) alkio voidaan esittid muodossa f(a)/g(a), missd f(x),g(x) € K[z] ja g(a) # 0.

Todistus. On suoraviivaista osoittaa, ettd osamédrien f(«)/g(a) joukko
Q ={f(@)/g(a) : f(z),9(x) € K[z], g(a) # O}

muodostaa kunnan. Tamé kunta sisdltdd kunnan K ja alkion a, joten koska K («) on
médritelmallisesti pienin ndmé siséltava kunta, on oltava K(«a) C Q. O

Lause 2.14. Olkoon K(«) kunnan K algebrallinen laajennus, ja olkoon m(x) € K|x]
laajennuksen minimipolynoms. Tdlldin jokaisella laajennuksen K(a) alkiolla on olemassa
yksikasitteinen esitys r(a), missd r(x) € K|x] ja deg(p(x)) < deg(m(x)).

Todistus. Oletetaan, ettid f € K(«). Lemman 2.13 nojalla alkio § voidaan esittda muo-
dossa

(2.15) p=19

missd f(x),g(x) € K[z] ja g(a) # 0. Koska g(a) # 0, niin polynomi g(x) ei voi olla
jaollinen minimipolynomilla m(z), silli muutenhan pétisi g(a) = m(a)q(a) = 0 jollain
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q(z) € Klz]. Toisaalta m(xz) on minimipolynomina jaoton, joten se on jaollinen vain
itsellddn ja vakiopolynomeilla. Koska kuitenkin g(a) # 0, on oltava g(x) # m(z) ja
toisaalta jos g(x) olisi vakiopolynomi, se ei puolestaan olisi jaollinen polynomilla m(z).
Polynomit g(z) ja m(x) ovat siis keskendédn jaottomia.

Polynomien suurin yhteinen tekiji on siis 1, joten Bezout’n lemman nojalla on olemassa
sellaiset polynomit a(z),b(z) € Klx], ettd

a(z)g(x) + b(x)m(x) = 1.
Sijoittamalla tdhin yhtdloon alkio oo ndhdian, ettéd

a(a)g(a) + b(a)m(a) = a(a)g(a) + b(a) - 0 = a(a)g(a) =1,
joten g(a) = 1/a(w). Sijoittamalla yhtdloon (2.15) saadaan

f(e)
b === f(a)a(a).
Lol — faa(e)
Merkitdan h(x) = f(z)a(z), jolloin h(z) € Klx].
Soveltamalla polynomien jakoyhtélod polynomiin A(x) ndhdéén, ettd

h(x) = q(z)m(z) +r(z)

joillakin ¢(z),r(x) € K[z], missd deg(r(x)) < deg(m(x)). Kun niin saatuun yhtialoén
sijoitetaan alkio «, saadaan alkiolle /3 esitys

B =h(a) = gla)ym(a) + r(a) = r(a),

missd deg(r(z)) < deg(m(x)). (Tapauksessa r(x) = 0 asetetaan deg(r(z)) = —o0.)
Saadun esityksen yksikésitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd 1 («) = ro(«) joilla-
kin 7 (x),ro(x) € Klz], missd deg(r(z)) < deg(m(x)) ja deg(ra(z)) < deg(m(z)). Talloin
alkio « on erotuspolynomin s(z) = 1 (x) —ro(x) juuri, silld s(a) = ri(a) —ro(a) = 0. Tie-
detaéin kuitenkin, ettd deg(s(x)) < deg(m(zx)), ja koska alkion « minimipolynomi m(z)
on matalinta astetta niistd polynomeista, joiden juuri alkio v on, niin on oltava s(x) = 0.
Siis ry(z) = ro(z). O

Edellisen lauseen nojalla algebrallisen laajennuksen K («) alkiot ovat siis muotoa
ko +kia+ -+ ky1a"

missd n on alkion o minimipolynomin aste ja k; € K kaikilla ¢. Osoittautuukin, etti
laajennus K («) on oikeastaan alkion a potenssien o virittdmé K-vektoriavaruus. Tamé
nihdain seuraavassa todistuksessa, jossa nédytetddn myos, ettéd algebrallisen laajennuksen
aste voidaan maérittadd suoraan minimipolynomin avulla.
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Lause 2.16. Algebrallisen kuntalaajennuksen K(«)/K aste on yhtd suuri kuin alkion o
minimipolynoman aste kunnan K suhteen.

Todistus. Olkoon m(x) € K[z] alkion o minimipolynomi kunnan K suhteen, ja olete-
taan, ettd deg(m(z)) = n. Todistetaan viite osoittamalla, ettd n:n alkion joukko S =
{1,a,0?,...,a" 1} on laajennuskunnan K («) kanta.

Lauseen 2.14 nojalla joukko S virittdéd laajennuskunnan K(«), silld jokainen laajen-
nuksen alkio on ilmaistavissa muodossa r(a) = kg + kya + -+ - + k10" !, missd k; € K
kaikilla 7. Esitys on saman lauseen nojalla lisdksi yksikésitteinen, joten joukko S on laa-
jennuksen K (a) kanta. On siis oltava [K(«) : K| = n. O

Esimerkki 2.17. Tarkastellaan laajennusta @(\/5)/@ Koska /2 ¢ Q, e V2 voi olla
minkddn sellaisen polynomin juuri, jonka aste on yksi — muutenhan se olisi jonkin po-
lynomin h(z) = ag + ayz € Q[z] juuri, jolloin h(v2) = ag + a1v/2 = 0, ja edelleen
V2 = —ap/ay € Q. Alkion V2 minimipolynomin asteen on siis oltava vahintidin 2.

Tiedet#isin, ettd v/2 on polynomin f(z) = 2® — 2 € Q[z] juuri. Polynomin f(z) joh-
tokerroin on 1 ja Eisensteinin kriteerin perusteella se on jaoton, joten f(z) on alkion
v/2 minimipolynomi. Niin ollen laajennuksen Q(v/2)/Q aste on 2. Lauseen 2.14 nojalla
laajennuksen alkiot ovat muotoa gy + ¢1v/2, missi qg, ¢1 € Q.

Edelld on aina mainittu erikseen, ettd onko yksinkertainen laajennus muotoa K («)
algebrallinen. Kéytidnnon sovelluksissa ei ole kuitenkaan mielekéstéd aina tarkistaa laajen-
nuksen algebrallisuutta tutkimalla mielivaltaisen laajennuksen alkiota. Onkin hyvé siis
ottaa kiyttoon muutama laajennuksen virittidjdalkioihin liittyvé tulos, jotka yhdessd an-
tavat tarvitsemamme tyovilineet.

Lause 2.18. Olkoon L kunnan K laajennus. Oletetaan, ettd jokainen joukon S C L alkio
on algebrallinen kunnan K suhteen. Talloin laajennus K(S) on algebrallinen.

Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [6], s. 11. O

Virittajaalkioiden ja minimipolynomin avulla saadaan my&s yhteys algebrallisten, da-
rellisten ja darellisviritteisten laajennusten vélille. Seuraava lause osoittaa, ettd dérellinen
laajennus on aina dérellisviritteinen. Adrellisviritteinen laajennus puolestaan on #irellinen
vain jos se on my0s algebrallinen.

Lause 2.19. Laajennus L/K on ddrellinen, jos ja vain jos L on algebrallinen kunnan
K suhteen ja on olemassa ddrellinen mddrd alkioita oy, o, ..., q, € L, joille pitee L =
Koy, ag, ..., o).
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Todistus. Oletetaan, ettd laajennus L/K on dérellinen astetta n oleva laajennus. Laajen-
nuksella on siis olemassa kanta {aq, s, ..., a,}, joka virittdd K-vektoriavaruutena kun-
nan L, joten on oltava L C K(ay,as,...,a,). Toisaalta K C L ja jokainen a; on kunnan
L alkio, joten viistdmattd K (o, o, ..., ) C L. Siis L = K(ag, ag, ..., qy).

Osoitetaan vield, ettd laajennus L on algebrallinen kunnan K suhteen. Oletetaan, ettd
« € L. Kunnan L dimensio K-vektoriavaruutena on n, joten joukko {1,a,a?,...,a"} on
n+ 1-alkioisena viistamatta lineaarisesti riippuvainen kunnan K suhteen. On siis olemassa
nollasta poikkeavat luvut k; € K, joilla kg+kia+- - -+ k,a™ = 0. Toisin sanottuna alkio «
on siis polynomin k(z) = ko + kyz + - - - + kpa™ € Klz| juuri ja siten algebrallinen kunnan
K suhteen.

Kédntden, oletetaan, ettd laajennus L = K(ay, g, ..., )/ K on algebrallinen. Mer-
kitddn L; = K(ay,...,q;), jolloin siis L1y = L;(a;11). Kdyttdmalld nyt induktiota ja
lauseita 2.16 ja 2.5 voidaan osoittaa, ettd laajennus L on dérellinen.

]

Esimerkki 2.20. Laajennus Q(m) on aédrellisviritteinen, mutta se ei ole dérellinen, silla
7 ei ole algebrallinen kunnan Q suhteen (tdmé on todistettu esimerkiksi teoksessa [8], s.
74).
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Luku 3

Laajennusten karakterisointi

Edellisessa luvussa ndimme, ettd rajoittuessamme tarkastelemaan algebrallisia laajennuk-
sia saimme sidottua polynomien teorian kuntalaajennuksiin. Téssd luvussa selvitdmme,
miten tarkastelua voidaan laajentaa polynomin kaikkiin juuriin osoittamalla, ettd mille
tahansa polynomille on olemassa kerroinkunnan adrellinen laajennus, joka sisdltda poly-
nomin kaikki juuret. Maérittelemme itse asiassa niin vaikuttavan juuret sisidltdvan laa-
jennuksen, ettd sen tuomia hyotyja kiytetddn myohemmin niin Galois’n teorian perus-
lauseessa kuin lopulta my6s polynomin ratkeavuusehdossa.

Sovellettavuudestaan huolimatta tdméa juurikunnaksi kutsuttu laajennus tarvitsee kui-
tenkin tuekseen tietoja muistakin laajennustyypeistd. Mielekkéin informaation saaminen
Galois’'n teoriassa keskeisistd kuntalaajennusten jonoista vaatii ymmérrysta kunkin véli-
laajennuksen ominaisuuksista, ja tastd syystd luvun lopuksi kisitellian vielda muutamia
tapoja karakterisoida kuntalaajennuksia.

3.1 Juurikunnat

Viidennen asteen polynomilla on korkeintaan viisi juurta, joten kerroinkunnan laajentami-
nen niistd pelkéistdan yhdelld ei valttamatta kerro polynomin ratkeavuudesta paljoakaan.
Tyypillisesti kuntaa laajennetaankin polynomin kaikilla juurilla, jotta tarkastelu voidaan
ulottaa niista jokaiseen.

Osoitetaan ensin, ettd minkd tahansa polynomin kaikki juuret voidaan 16ytaa jostain
kerroinkunnan aarellisestd laajennuksesta — myo6s silloin kun polynomin kertoimet eivit
ole reaali- tai kompleksilukuja.

Lemma 3.1. Olkoon f(x) € K|x] polynomi, jonka aste onn. TdllGin on olemassa kunnan
K laajennus M, joka sisdltia ainakin yhden polynomin f(x) juurista ja jonka asteelle
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patee [M : K| < n. Lisiksi on olemassa kunnan K laajennus L, joka sisdltid polynomin
f(x) kaikki juuret ja jonka asteelle pitee [L : K] < nl.

Todistus. Osoitetaan ensimméinen viite rakentamalla kunnan K laajennus, joka sisaltai
polynomin f(z) juuren. Kéytossidmme ei kuitenkaan ole soveltuvia vilineitd, joilla voitai-
siin suoraan rakentaa sopiva laajennus kunnalle K, joten pyritdankin sen sijaan laajenta-
maan kunnan K isomorfista kopiota, joka voidaan samaistaa kunnan K kanssa.

Olkoon p(z) = ko + kiz + ... k2™ € K|z] jokin polynomin f(z) jaoton tekiji, jolloin
siis deg(p(z)) = m < n. Mééritelladn kuvaus

¢: K — Kla]/(p(x)),  ¢(k) =k + (p(x)),

joka siis kuvaa kunkin kunnan K alkion omalle sivuluokalleen.

Osoitetaan, ettd rajoittumakuvaus ¢: K — ¢(K) on isomorfismi. Polynomi p(z) on
jaoton, joten sen ideaali (p(z)) = {q(x)p(z) : ¢(x) € K|z]} on maksimaalinen, misté
seuraa, ettd tekijarakenne K[z]/(p(z)) on kunta. Kuvaus ¢ on homomorfismi, ja koska
kuntien viliset homomorfismit ovat tunnetusti aina injektiivisid, niin myo6s kuvaus ¢ on
injektio. Rajoittumakuvauksen maaritelmésta seuraa suoraan, ettd ¢ on myd6s surjektio,
joten kuvaus ¢ isomorfismi.

Merkitdan M = Klz|/(p(x)). Kunta K on siis isomorfinen kunnan M alikunnan ¢(K)
kanssa, joten kunta M voidaan tulkita kunnan K laajennuksena. Laajennuskunta M koos-
tuu K-kertoimisten polynomien edustamista sivuluokista, joten téssd tulkinnassa kunta
K on puolestaan vakiopolynomien edustamien sivuluokkien joukko {k + (p(z))}.

Samaistetaan kunta K nyt isomorfisen kuvansa kanssa. T&lloin polynomi p(x) saa
muodon

p(x) = (ko + (p(x))) + (k1 + (p(2)))2 + - - + (k. + (p(2))) 2™

Olkoon oo = x + (p(x)) € M. Osoitetaan, ettd sivuluokka v on polynomin p(z) juuri. On
siis osoitettava, etti

p(x + (p(x))) = (p(x)).
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joten véite patee. Polynomi p(x) on kuitenkin polynomin f(z) tekija, joten alkio o on
my6s polynomin f(z) juuri. Polynomilla f(x) on siis juuri « laajennuksessa M.

Osoitetaan vield, ettd [M : K| < n. Olkoon h(z) + (p(z)) mielivaltainen laajennus-
kunnan M alkio. Talléin polynomien jakoyhtélostd saadaan

hz) = q(x)p(x) +r(x) = r(x) + ¢(z)p(2),

missi deg(r(z)) < deg(p(z)) = m. Néin saadusta esityksestd polynomille h(x) kuitenkin
niahdain suoraan, etti

) € r(z) + (p(x)),

joten

h(x) + (p(z)) = r(z) + (p(v)).
Mielivaltainen kunnan M alkio voidaan siis esittdd muodossa

ro + X+ ™+ (p()
= (ro + (p(@))) + (11 + (p(2)) (@ + (p(x))) + -+ + (Fmr + (p(2))) (@™ + (p(2))),

joten sivuluokat

L+ (p(x)), =+ (p(x)), ... , 2"+ (p(x))

muodostavat siis laajennuksen M /K kannan. Néin ollen [M : K] =m < n.

Osoitetaan lauseen toinen osa kiyttdmalla induktiota polynomin f(x) asteen suhteen.
Tapauksessa deg(f(z)) = 1 viite pétee suoraan, silld kunta K on itsensi laajennus, ja
polynomi f(z) on puolestaan muotoa ag + ajx, jolloin silli on siis juuri —ag/a; € K.
Laajennuksen K kanta on {1}, joten lisdksi [K : K| = 1.

Oletetaan nyt, ettd viite pitee jollain k& € N. Olkoon deg(f(z)) = k + 1. Lauseen
ensimmaéisen osan perusteella on olemassa laajennus M/K, jossa polynomilla f(x) on
juuri « ja jolle pétee [M : K| < k+ 1. Télloin siis

f(x) = (z — a)g(z)

jollain g(z) € M|z], missd deg(g(x)) = k. Soveltamalla induktio-oletusta polynomiin g(z)
saadaan siis kunnan M laajennus L, missd polynomi g(z) jakautuu ensimmdéisen asteen
tekijoihin ja jolle pétee [L : M] < k!. Mutta nyt myos f(z) jakautuu ensimmaéisen asteen
termien tuloksi laajennuksessa L, joten laajennus L sisiltda siis polynomin f(z) kaikki
juuret. Liséksi lausetta 2.5 soveltamalla saadaan

L:K)=[L:M|[M:K] <K (k+1)=(k+1),

miki oli osoitettava. O
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Siind missd kerroinkunnan laajentaminen vain joillakin polynomin juurista ei anna
polynomista tarpeeksi tietoa, kunnan laajentaminen varomattomasti saattaa johtaa epé-
kiytdnnollisen suureen laajennuskuntaan. Esimerkissd 2.17 kerroinkunta Q olisi voitu laa-
jentaa suoraan kaikki juuret sisaltaviksi kunnaksi C, mutta silloin emme olisi saaneet yk-
sityiskohtaista tietoa pienemmdésta laajennuksesta @(\/ﬁ) ja sen alkioista — ja Galois’n
teoria perustuu nimenomaan tarkasti méariteltyjen kuntalaajennusten jonoihin.

Onkin siis syyté pyrkid tarkastelemaan pienintd kerroinkunnan laajennusta, joka sisél-
tad polynomin kaikki juuret. Téllaista laajennusta kutsutaan polynomin juurikunnaksi.

Maéritelmd 3.2. Olkoon p(z) € K[z]. Kunnan K laajennus L on polynomin p(z) juu-
rikunta kunnan K suhteen, jos

1. Polynomi p(x) jakautuu renkaassa L[x| ensimméiisen asteen polynomien tuloksi, ja
2. L=K(ay,...,q,), missi a,...,q, € L ovat polynomin p(z) juuret.

Laajennus L on polynomijoukon S C KJz| juurikunta, jos jokainen polynomi p(z) € S
jakautuu ensimméisen asteen polynomien tuloksi renkaassa Llx| ja lisdksi L = K(A),
missd A on joukon S polynomien kaikkien juurten joukko.

Polynomin kaikkien juurten 16ytyminen on juurikunnan kiisitteen ydinajatus, mutta
madritelméssa 3.2 se ilmaistaan yhtéapitavalla tavalla vaatimalla, ettd polynomi jakautuu
juurikunnassa ensimmaisen asteen termien tuloksi. Tdtd ominaisuutta hyodynnetdan mo-
nissa mybhemmissd todistuksissa, ja se onkin niin keskeinen, ettd englanniksi juurikunta
onkin splitting field eli kunta, jossa polynomi “jakautuu”.

Maéritelméan 3.2 ehto 2 puolestaan varmistaa, ettd juurikunta on nimenomaan pienin
polynomin juuret sisdltivd laajennus. Lauseen 2.18 nojalla ehdosta 2 seuraa myds, ettd
juurikunta on aina algebrallinen laajennus. Néin ollen juurikunta on aina myos direllinen
lauseen 2.19 nojalla.

Lemman 3.1 avulla voidaan todistaa, ettd juurikunta on aina olemassa. Samalla poly-
nomilla voi kuitenkin olla monta erilaiselta vaikuttavaa juurikuntaa riippuen siitd, miten
polynomin kerroinkunta on valittu, mutta mychemmin osoitetaan, ettd polynomin juuri-
kunnat ovat isomorfisia kerroinkunnan valinnasta riippumatta.

Korollaari 3.3. Jokaisella polynomilla f(x) € K[| on juurikunta kunnan K suhteen.

Todistus. Olkoon f(z) € KJz]. Lemman 3.1 nojalla on olemassa laajennus L/K, jossa

f(z) jakautuu ensimmaéisen asteen tekijéihin. Jos aq,...,q, € L ovat polynomin f(x)
juuret, niin K(ay,...,a,) C L on télléin polynomin f(z) juurikunta. O
Olkoon K (ay,...,a,) polynomin f(z) € K[z]| juurikunta. Niytetddn seuraavaksi, ettd

juurikunnan alkiot ovat ilmaistavissa K-lineaarikombinaatioina juurien «; potensseista.
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Algebrallisen laajennuksen K () alkiot ovat lauseen 2.14 nojalla muotoa Y, k;or, missi
k; € K kaikilla i. Vastaavasti laajennuksen K (aq)(ag) = K(aq,az) alkiot ovat muotoa
> l;a, missi I; € K(a;) kaikilla j. Néin ollen laajennuksen K (a;)(a) = K(ay,as)
alkiot ovat muotoa

(3.4) Z ljozé = Z (Z k}#yi) Og%

_E E alal
= kijo o
i

missd k;; € K. Jatkamalla vastaavasti muille juurille ndhdéén, ettd itse juurikunnan
K(ay,...,ap) alkiot ovat muotoa

(3.5) ZZ---Zkia’fa?---a?,
in fin—1 i1
missd @ = (i1,...,10,).
Y14 olevista esityksistd (3.4) on usein havainnollisempi, mutta (3.5) on hyddyllinen

myohemmissd todistuksissa. Erityisesti on huomattava, ettd mikid tahansa juurikunnan
alkio voidaan esittda muodossa, jossa on vain kertoimia k kunnasta K ja alkioita «.

Esimerkki 3.6. Olkoon f(x) = z* — 5z + 6 = (2? — 2)(2* — 3) € Q[z]. Polynomin
ainoat juuret ovat £v/2 ja ++/3, joten polynomin juurikunta on Q(v/2, —v/2,v/3, —V/3).
Algebrallinen laajennus Q(v/2) kuitenkin sisiltiid jo alkion —v/2 = —1-+/2, joten sité ei
ole tarpeen lisiati endd erikseen.

Lisitiin laajennukseen Q(v/2) vield alkio v/3. Laajennuksen Q(v/2)(v/3) = Q(v/2,/3)

alkiot ovat tuloksen (3.4) perusteella muotoa

(3.7) (g0 + @1V2) + (ro +11V2)V3

joillakin ¢;,7; € Q. Nyt kuitenkin jilleen pitee —v3 = —1-+/3 € Q(v/2,v/3), joten
polynomin f(z) juurikunta on Q(v/2,v/3), ja sen alkiot ovat yhtildssi (3.7) esitettys
muotoa.

3.2 Normaalit ja separoituvat laajennukset

Polynomin juurikunnalta vaaditaan, ettd polynomi jakautuu juurikunnassa ensimmaisen

ten lukuméaérd on suuri. Tehtdva kuitenkin helpottuu, jos yhden juuren 16ytyminen laa-
jennuskunnasta takaa kaikkien juurten 16ytymisen. Talldin puhutaan normaalista laajen-
nuksesta.
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Miaritelma 3.8. Laajennus L/K on normaali, jos jokainen kunnan K jaoton polynomi,
jolla on ainakin yksi juuri kunnassa L, jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoiksi kunnassa

L.

Viidennen asteen polynomilla on korkeintaan viisi juurta, mutta mikdin ei kuiten-
kaan takaa etteivitko jotkin niistd voisi olla samoja. Téllainen moninkertaisten juurten
tapaus olisi ongelmallinen, silld tavoitteenamme on laajentaa tarkasteltavan polynomin
kerroinkuntaa yksittdinen juuri kerrallaan. Moninkertaiset juuret eivit tuo laajennuksiin
lisdinformaatiota, silld vain erilliset juuret tuottavat erillisid kerroinkunnan laajennuksia.
Téamaén tilanteen valttdmiseksi otetaan kiyttoon separoituvuuden késite niin polynomien
kuin laajennustenkin suhteen.

Miéaritelma 3.9. Olkoon L polynomin f(z) € K[z] juurikunta. Alkio o € L on polyno-
min f(x) moninkertainen juuri, jos f(x) on jaollinen polynomilla (z — a)* jollain k& > 1.
Jos polynomilla f(z) ei ole moninkertaisia juuria, sen sanotaan olevan separoituva.

Maéaritelma 3.10. Laajennuksen L/K alkio a € L on separoituva, jos sen minimipoly-
nomi kunnan K suhteen on separoituva. Koko laajennus puolestaan on separoituva, jos
sen jokainen alkio on separoituva.

Toisin sanottuna moninkertaisten juurten olemassaolo tekisi polynomiyhtalon ratkai-
semisesta helpompaa, mutta sitd emme halua, silli lopullisena tavoitteenamme on 16ytia
jokin niin hankala viidennen asteen polynomiyhtilo, ettei se ratkea juurtamalla. Seuraava
lause antaakin avuksemme ehdon polynomin separoituvuudelle.

Lause 3.11. Jos kunnan K karakteristika on 0, kaikki jaottomat K -kertoimiset polynomit
ovat separoituvia.

Todistus. Oletetaan, ettd K on kunta, jonka karakteristika on 0. Olkoon f(z) = ko+kiz+
-+« + k2™ € K[x] jaoton polynomi, jonka johtokertoimelle k, pétee k, # 0. Maaritelladn
polynomin f(z) derivaatta f'(z) = ky + 2kox + - - - + nk,z""!. Polynomeille pitevit tutut
derivointisdinnot: esimerkiksi teokset [8] ja [9] késittelevit aihetta tarkemmin.

Olkoon L polynomin f(z) € K|[z] juurikunta. Oletetaan, ettd polynomi f(x) ei ole
separoituva, jolloin silli on moninkertainen juuri « € L. Polynomi f(z) voidaan siis
esittdid muodossa f(z) = (r — a)?g(z), joten

[(x) =2(x — a)g(x) + (z — a)’g'(2) = (z — a)(29(2) + (z — a)g'(2)).

N#hdidn, ettd alkio o on siis my6s polynomin f/(x) juuri.

Olkoon m(z) alkion o minimipolynomi kunnassa K. Alkio o on seké polynomin f(z)
ettd polynomin f’(x) juuri, joten ne ovat lauseen 2.12 mukaan molemmat jaollisia polyno-
milla m(x). Oletuksen nojalla f(z) on kuitenkin jaoton, joten polynomien m(x) ja f(x) on
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oltava samaa astetta. Derivaatta f'(z) on néistd kuitenkin alempaa astetta, mutta koska
m(z) kuitenkin jakaa sen, on vélttaméttd oltava f'(z) = 0.

Néin ollen derivaatan f’(z) johtokertoimelle nk, pétee nk, = 0, mutta kunnan K
karakteristika on 0, joten on oltava k, = 0. Tdma on kuitenkin mahdotonta, silld &, on
polynomin f(z) korkeimman asteen termin kerroin eiké siten voi olla 0. ]

Moninkertaisten juurien véalttdmiseksi joissakin Galois’n teoriaan liittyvissad teoksissa
oletetaan kerroinkunnan karakteristikan olevan aina nolla. Téssd esityksessé tiata oletusta
ei kuitenkaan tehdi, vaan separoituvuus mainitaan aina tarvittaessa.

Esimerkki 3.12. Kunnan Q karakteristika on nolla, silld n - 1 # 0 milld tahansa n.
Téasté seuraa, etté kaikki jaottomat Q-kertoimiset polynomit ovat separoituvia, joten myos
esimerkissi 3.6 kisitelty juurikunta Q(\/i, \/3) on separoituva. Myohemmin osoitetaan,
ettd separoituvan polynomin juurikunta on aina myos normaali.
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Luku 4

Kuntien valiset kuvaukset

Monissa kaytdnnon tilanteissa on tarpeen tarkastella polynomin kerroinkunnan isomor-
fisia kopioita, joten on syytéd tutkia, miten eri kerroinkunnista muodostetut juurikunnat
suhtautuvat toisiinsa. Téssd luvussa osoitetaankin, ettd juurikunnan késite on niin yleis-
maailmallinen, etta juurikunta on polynomin kerroinkunnan kopion valinnasta riippumat-
ta yksikésitteinen — isomorfiaa vaille. Taméa todistetaan varsin taloudellisesti jatkamalla
olemassa olevia kuntaisomorfismeja uusien konstruoimisen sijaan.

Tama isomorfismeihin keskittyva lahestymistapa on enne tulevasta, silld luvun kes-
keisintéd tulosta kiytetddn mychemmin rakentamaan kuvauksia, jotka permutoivat poly-
nomin juuria. Yhdessd ndmé kuvaukset muodostavat juurten symmetriaryhmié, joiden
varaan (Galois perusti ratkeavuuden teoriansa.

4.1 Isomorfismien jatkaminen

Osoitetaan ensin, ettd isomorfisten kuntien samaa astetta olevat yksinkertaiset algebralli-
set laajennukset ovat isomorfisia. Tulos voidaan itse asiassa laajentaa koskemaan muitakin
kuin yksinkertaisia algebrallisia laajennuksia, silla mikd tahansa algebrallinen laajennus
muotoa K (aq, ..., a,) voidaan ilmaista yksinkertaisena algebrallisena laajennuksena (mi-
ki on todistettu esimerkiksi teoksessa [7], s. 312).

Lause 4.1. Olkoon o: K — K' kuntaisomorfismi. Olkoon « jaottoman polynomin p(z) €
K[x] juuri ja o polynomin o(p(x)) juuri. Talloin on olemassa kuvausta o jatkava iso-
morfismi ¢: K(a) = K'(¢), jolla ¢(a) = o ja |, = 0.

Todistus. Olkoon m(z) € K|[z| alkion o minimipolynomi. Lauseen 2.14 nojalla miki ta-
hansa alkio a € K («) on ilmaistavissa yksikésitteisessd muodossa a = ko+kia+- - -+k,a”,
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missd k; € K jan = deg(m(z)) — 1. Osoitetaan, ettd kuvaus
¢: K(a) = K'(o'),  ¢(a) = o(ko) + o(k)a’ + -+ o(k,)(a)"

on etsimdmme kuvaus.

Osoitetaan ensin, ettd ¢ on isomorfismi. On suoraviivaista osoittaa, ettd kaikilla a,b €
K (a) pétee ¢(a +b) = ¢(a) + ¢(b), joten osoitetaan vield, ettd ¢(ab) = ¢(a)p(b). Olkoot
a,b € K(«a). Lauseen 2.14 perusteella alkiot a, b ja ab voidaan esittdd muodossa a = f(«),
b = g(a) ja ab = h(«a) joillakin polynomeilla f(x),g(z),h(x) € Klz], joista kunkin aste
on pienempi kuin deg(m(z)). Nyt

f(a)g(a) — h(a) = ab—ab =0,

joten alkio v on polynomin f(z)g(z)—h(xz) € Kz] juuri ja siksi lauseen 2.12 nojalla alkion
a minimipolynomi m(z) jakaa sen. On siis olemassa sellainen polynomi ¢(x) € K|x], ettd

f(@)g(x) = h(x) = m(z)q(z), joten
(4.2) f(@)g(z) = m(z)q(x) + h(z).

Polynomi p(x) oletettiin jaottomaksi, ja kuitenkin lauseen 2.12 perusteella polynomi
m(z) jakaa sen, joten polynomien p(x) ja m(z) on oltava samaa astetta. On siis oltava
p(z) = km(x) jollain vakiolla k € K. Kuvaus o oletettiin kuitenkin kuntahomomorfismik-
si, joten oletuksesta o(p(a’)) = 0 seuraa p(a’) = 0, silld kuntahomomorfismi on aina myds
injektio. Néin ollen p(a’) = km(a’) = 0, misté seuraa, ettd m(a’) = 0. Sijoittamalla alkio
o/ yhtdloon (4.2) saadaan siis

(4.3) fa)g(a) =m(a’)q() + h(c') = 0 g(a’) + h(a') = h(a).
Yhtéloa 4.3 soveltamalla saadaan
¢(ab) = ¢(h(a)) = a(h(a')) = a(f(a')g(a')),

missd o(f(a’)g(a’)) on polynomin f(z)g(z) kuva o(f(x)g(x)), johon on sijoitettu alkio
o/. Kuvauksen o indusoima kuvaus o: K[z] — K’[z] on kuitenkin isomorfismi (aihetta
kisitellddn tarkemmin esimerkiksi teoksessa [11], s. 369), joten lopulta

Kuvaus ¢ on siis kuntien vilinen homorfismi, jolloin se on tunnetusti myos injektio.
Osoitetaan vield, ettd ¢ on surjektio. Olkoon b € K'(a/), jolloin lauseen 2.14 nojalla
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b= ki+ ko +- -+ k() joillakin £k} € K’. Kuvaus o on isomorfismina kuitenkin
bijektio, joten kaikilla k; € K’ on olemassa jokin k; € K, jolla o(k;) = k}. Nyt siis

n

b=k)+ ki +- -+ k()" =0(k) + (k) + -+ o(k,) ()
= (ko + ki + - - + ka™),

missd ko + ki + - - + ko™ € K(a), joten ¢ on surjektio.

Kuvaus ¢: K(«a) — K'(«/) on siis isomorfismi, joten laajennukset K (a) ja K'(a/) ovat
isomorfiset. Lisdksi kuvauksen ¢ médritelmésta seuraa suoraan, ettd ¢(a) = o' ja milla
tahansa k € K pitee ¢(k) = o(k). O

[somorfismien jatkamisen tdsméllinen késittely vaatii Zornin lemman k#yttamista.
Madritelladn tatd varten Zornin lemman kiyttdméa kaksipaikkaisten relaatioiden termi-
nologia.

Maaritelmi 4.4. Olkoon P joukko ja < sen kaksipaikkainen relaatio. Tarkastellaan seu-
raavia ehtoja:

1. Kaikilla a € P pétee a < a.

2. Josa<bjab<c nina < c.

3. Josa<bjab<a,niin a =b.

4. Kaikilla a,b € P pitee a < b tai b < a.

Jos ehdot 1-3 pétevit, paria (P, <) kutsutaan osittaisjirjestykseksi. Parin sanotaan ole-
van lineaarijarjestys tai taydellinen jdrjestys, jos my6s neljas ehto patee. Jos jokin osit-
taisjarjestyksen osajoukko on lineaarijérjestys, sen sanotaan olevan ketju. Alkio m € P
on osajoukon A C P yldraja, jos a < m kaikilla a € A. Alkio m on maksimaalinen, jos
millddn alkiolla a € P ei pade m < a ja a # m.

Lemma 4.5. (Zornin lemma.) Olkoon P epdtyhji osittaisjarjestys, jonka jokaisella ket-
Julla on yldraja. Tdlloin P sisdltdd maksimaalisen alkion.

Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [11], s. 776. O

Zornin lemma apunamme olemme valmiit kisittelemédn kahden kunnan vélisen iso-
morfismin jatkamista juurikuntien véliseksi isomorfismiksi. Isomorfismien jatkamiselle esi-
telladn tarked sovellus jo tdméan luvun lopussa, mutta oikeuksiinsa se pédisee kunnolla vas-
ta my6hemmin. Identtinen kuvaus id: K — K on nimittiin my6s kuntaisomorfismi, joten
lauseen 4.6 avulla voidaan méaritelld sellaisia isomorfismeja, jotka kiinnittavat lahtokun-
nan K ja siten liikuttavat vain alkioita, jotka ovat laajennuskunnassa L, kuten esimerkiksi
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polynomin juuria. My6hemmin osoitetaankin, ettd téillaiset isomorfismit kuvaavat poly-
nomin juuret toisilleen, ja niistd voidaan jopa muodostaa juurten permutaatioryhmis —
niin sanottuja Galois’n ryhmid.

Lause 4.6. (Isomorfismien jatkaminen.) Olkoon o: K — K' kuntaisomorfismi, ja olkoot
S C Klz| ja vastaavasti 8" = {o(f(z)) € K'[z] : f(x) € S} polynomijoukkoja. Olkoon L
joukon S juurikunta kunnan K suhteen ja L' vastaavasti joukon S" juurikunta kunnan K’
suhteen. Tdlloin on olemassa isomorfismi 7: L — L', jolla 7|, = 0.

Olkoon a € L jaottoman polynomin f(x) € Klx| juuri. Jos o/ € L' on polynomin
o(f(x)) juuri, niin kuvaus T voidaan valita sellaiseksi, etti T(a) = /.

Todistus. Osoitetaan ensin lauseen ensimmaéinen osa. Olkoon Z kaikkien sellaisten parien
(1,7) joukko, jossa I on kunnan L alikunta jav: I — L’ on sellainen kuntahomomorfismi,
ettd |, = 0. Joukko Z on epétyhj, silld siind on ainakin pari (K, 0). Parin (Z, <) voidaan
osoittaa olevan osittaisjirjestys, kun méaritelldén relaatio < seuraavasti:

(I,y) <", Y), jos I CI'ja~'|; =7.

Olkoon {(I;,7;)} nyt jokin ketju osittaisjarjestyksessa (Z,<). Madritellddn kuvaus
y: Uj I; — L asettamalla ¥(a) = ~,(a), kun a € I,. Nyt pari (U;I;,7) € Z on ketjun
{(Z;,7;)} yldraja. Zornin lemman mukaan osittaisjirjestyksessd (Z, <) on siis olemassa
maksimaalinen alkio (M, 7). Osoitetaan, ettd kuvaus 7 on etsitty isomorfismi ndyttamalla,
ettdi M = L ja M’ = L', kun merkitdan M’ = 7(M).

Osoitetaan ensin, ettd M = L. Joukon Z mééritelméstd seuraa, ettd M C L, joten
riittdd osoittaa, ettd L C M. Oletetaan, ettd L ¢ M. Juurikunta L on pienin kunta, joka
sisaltad joukon S polynomien juuret, joten on siis olemassa jokin polynomi f(x) € S, jon-
ka kaikki juuret eivit ole kunnassa M. Olkoon § € L\ M téllainen polynomin f(x) juuri
jams(x) € K[z] C M|x] sen minimipolynomi kunnan K suhteen. Minimipolynomi m(z)
jakaa lauseen 2.12 perusteella polynomin f(x), joten homomorfismin laskusééntsja sovel-
tamalla ndhdéén, ettd polynomi o(ms(z)) € K'[x] C M'[x] jakaa puolestaan polynomin
o(f ().

Polynomi o(f(z)) jakautuu kuitenkin ensimmaéisen asteen termien tuloksi juurikun-
nassa L' ja polynomi o(mgs(z)) jakaa sen, joten polynomilla o(mgs(x)) on oltava jokin juuri
d € L'. Alkio ¢ on siis jaottoman M-kertoimisen polynomin ms(x) juuri ja ¢’ on jaot-
toman M’-kertoimisen polynomin o(ms(x)) juuri, joten lauseen 4.1 nojalla on olemassa
kuvausta 7 jatkava isomorfismi ¢: M () — M'(d") C L', jolla ¢|,, = 7.

Nyt kuitenkin (M, 1) < (M(9), ¢), silla M C M(9) ja ¢|p = 7, mikd on ristiriita, silla
pari (M, 7) on maksimaalinen. On siis oltava M = L.

Osoitetaan vield, ettd M’ = L'. Joukon Z médritelmésta seuraa, ettd M’ C L', joten
riittaéd osoittaa, ettd L' C M’. Osoitetaan, ettd joukon S’ polynomit jakautuvat ensim-
maéisen asteen termien tuloksi kunnassa M’. Olkoon f;(x) € S. Koska kunta L on joukon
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S juurikunta, niin polynomi f;(x) voidaan ilmaista muodossa fi(z) =k [[;(z — o), missé
alkiot o; € L ovat polynomin f;(x) juuret ja k € K. Néin siis

7(fi(x)) = 7(k) [ [ (@ = 7(a)).

J

ja kukin 7(f;(z)) siis jakautuu ensimmaéisen asteen termien tuloksi kunnassa M’. Juu-
rikunta L’ on kuitenkin mééritelmaéllisesti pienin kunta, jossa ndin tapahtuu, joten on
oltava L' C M’ ja edelleen M’ = L'. Néin ollen 7: L. — L’, ja joukon Z mairitelmasta
seuraa, ettd 7|, = o, miké oli osoitettava.

Osoitetaan vield lauseen toinen osa. Polynomi f(x) € K[z] on jaoton, joten myos po-
lynomi o(f(x)) € K'[x] on jaoton. Niin ollen lauseen 4.1 nojalla on olemassa isomorfismi
p: K(a) — K'(d), jolla p(a) = . Nyt voidaan soveltaa aiempaa paittelyd kuvaukseen
p, ja jatkaa se sellaiseksi isomorfismiksi 7: L — L', ettd 7|k (o) = p. Liséksi tiedetéddn, ettd
a € K(a), joten 7(a) = p(a) = o/,

O]

4.2 Juurikuntiin liittyvia tuloksia

Isomorfismien jatkamislauseesta seuraa vilittomasti, ettd polynomijoukon — ja siten myos
yksittdisen polynomin — juurikunta on isomorfiaa vaille yksikdsitteinen. Pian késiteltiva
esimerkki 4.8 tutkii aihetta tarkemmin.

Korollaari 4.7. Olkoon K kunta ja S C K|x]. Tdlléin kaikki polynomijoukon S juuri-
kunnat kunnan K suhteen ovat isomorfisia kunnan K laajennuksina.

Todistus. Identtinen kuvaus K — K on kuntaisomorfismi, joten lauseen 4.6 nojalla se
voidaan jatkaa kunnan K laajennusten isomorfismiksi kahden minki tahansa joukon S
juurikunnan vélille. O

Todistuksessa sovellettiin isomorfismin jatkamislausetta identtiseen kuvaukseen, mut-
ta mikddn ei estd tekeméstd samaa kahden mielivaltaisen kunnan véliselle isomorfismille.
Néin voidaankin osoittaa, ettd polynomin juurikunnat keskenéén isomorfisten kerroinkun-
tien suhteen ovat isomorfisia. Téta tietoa hyddynnetdén pian lauseen 4.9 todistuksessa.

Esimerkki 4.8. Tarkastellaan laajennusta Q(\/§) Esimerkissé 2.17 osoitettiin, ettd laa-
jennuksen minimipolynomi on 22 — 2 € Q[z]. Laajennus Q(v/2) on kuitenkin pienin niist
kunnan Q laajennuksista, jotka sisiltiviit polynomin z? — 2 molemmat juuret ++/2, jo-
ten se on itse asiassa polynomin 2% — 2 juurikunta. Etsitiin polynomille nyt toinenkin
juurikunta, ja tarkastellaan, miltd sen alkiot nayttivit.
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Maaritelladn kuvaus

¢: Q= Qz]/(z* —2), ¢(q) =q+ (a® —2).

Lemman 3.1 todistuksessa ndytettiin, ettd kuvauksen ¢ ldhtdjoukko @ on isomorfinen
maalijoukon

={g+(*-2):qeQ}

kanssa, joten kunta Q voidaan samaistaa timén joukon kanssa, ja kunta Q[z]/(x? —2) on

siten kunnan Q laajennus. Samaisessa todistuksessa 3.1 néytettiin myos, ettd sivuluokka
a=x+ (x> —2) € Qz]/(2* — 2)

on polynomin % —2 juuri. Vastaavasti nihdéén, ettd myos sivuluokka —a = —x+ (2% —2)
on polynomin z? — 2 juuri, silli

(~2+ (@2 = 2P+ (<24 (2 = 2) = (2 —2) + {2 — 9) = (s - 2).

Polynomin z? — 2 molemmat juuret ovat siis a ja —a, joten sen juurikunta kunnan K’
suhteen on K'(«).

Osoitetaan vield, ettd K'(a) = Q[z]/(z? — 2). Juurikunta K'(«) siséltyy laajennuk-
seen Q[z]/(x? — 2), joten riittdd osoittaa, ettd Q[z]/(z? — 2) C K’(«). Mielivaltainen
laajennuksen Q[z]/(2* — 2) alkio on muotoa . g;a’ 4 (z* — 2), missd 3 ¢;27 on jokin
Q-kertoiminen polynomi. Jokaiselle laajennuksen Q[z]/(z® — 2) alkiolle kuitenkin pétee

Zq]x] +(z? - 2) = Z(qjxj + (2% - 2))

missi z + (2° — 2) = «, joten

D 4+ (@ = 2) (@ + (2* —2)) € K'(a).

J

On siis oltava K'(a) = Q[z]/(z* — 2), joten laajennus Q[z]/(z* — 2) on polynomin x? — 2
juurikunta. Lauseen 4.6 perusteella pitee siis Q(v/2) = Q[z]/(z? — 2).
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Juurikuntien isomorfisuus paljastaa myds yhteyden &érellisten laajennusten, normaa-
lien laajennusten ja juurikuntien vililld. Juurikunta aina dédrellinen laajennus, mutta 4a-
rellinen laajennus on jonkin polynomin juurikunta vain jos se on normaali.

Lause 4.9. Laajennus L/K on normaali ja darellinen, jos ja vain jos L on jonkin K-
kertoimisen polynomin juurikunta.

Todistus. Oletetaan, ettd laajennus L/K on normaali ja dérellinen. Lauseen 2.19 nojalla
L = K(ay,...,qa,) joillakin alkioilla aq,...,«, € L, jotka ovat algebrallisia kunnan K
suhteen. Olkoon m;(z) € K|[z] alkion «; minimipolynomi kunnan K suhteen ja olkoon
f(z) =my(x) - -m,(x) € K[z]. Kukin minimipolynomi m;(z) on jaoton renkaassa K|[z],
ja kullakin niistd on ainakin yksi juuri oy laajennuskunnassa L, joten normaalin laajen-
nuksen médritelmén nojalla kukin m;(x) voidaan ilmaista ensimmaéisen asteen polynomien
tulona kunnassa L. Néin ollen myds f(x) voidaan esittdd ensimméisen asteen termien tu-
lona kunnassa L, ja koska alkiot «; ovat polynomin f(z) juuret, on L = K(ay,...,a;)
polynomin f(z) juurikunta.

Kédntéen, oletetaan, ettd L on jonkin polynomin g(x) € K|z] juurikunta. Juurikunnan
madritelméin yhteydessd todettiin, ettd juurikunta on aina &airellinen laajennus, joten
riittaéd osoittaa laajennuksen L /K olevan normaali. Tehddéin tAmé ndyttamalld, ettd mika
tahansa jaoton K-kertoiminen polynomi, jolla on ainakin yksi juuri kunnassa L, jakautuu
ensimmaisen asteen termien tuloksi kunnassa L.

Olkoon f(z) € K]|x] jaoton polynomi, ja olkoot ay,as sen juuria jossain polynomin
f(z) juurikunnassa. Pyritddn osoittamaan, etti jos oy € L, niin my6s ap € L, jolloin laa-
jennus L/K on siis normaali. Osoitetaan ensin, etti [L(aq) : L] = [L(az) : L]. Molemmilla
7 = 1,2 pétee lauseen 2.5 perusteella

[Lay) : LI[L - K] = [L(ey) = K],

joten
oy L(ey) K]
(4.10) [L(ey) : L] = W;
ja vastaavasti
(4.11) [Ley) - K] = [L(ey) - K(aj)][K(e) - K].

Polynomi f(x) oletettiin jaottomaksi, ja kuitenkin sen juurten a; ja ap minimipo-
lynomit jakavat sen lauseen 2.12 perusteella. Minimipolynomien asteiden on siis oltava
samat ja erityisesti niiden on oltava samat kuin polynomin f(x) asteen, joten lausetta
2.16 soveltaen saadaan [K (o) : K| = [K(ag) : K].
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Kunta L oletettiin polynomin g(z) € K[z] juurikunnaksi. Koska kuitenkin K C K(«;),
niin laajennuksen L(ca;) on vastaavasti oltava polynomin g(z) juurikunta kunnan K(«;)
suhteen. Alkiot oy ja ap ovat jaottoman polynomin f(z) € K|x] juuria, joten soveltamalla
lausetta 4.1 identtiseen kuvaukseen id: K — K saadaan K(a;) = K(a2). Polynomin g(z)
juurikuntina laajennukset L(ay)/K(aq) ja L(az)/K(az) ovat siten lauseen 4.6 nojalla
isomorfiset, joten

[Lon) « K(an)] = [L(az) : K(az)].
Sijoittamalla ndin saadut tiedot yht&léihin (4.10) ja (4.11) saadaan

(L) : K]

[L(OQ)ZL]Z [LK]

[Lan) 2 K(en)][(n) : K]

= [L(ag) : L].
Oletetaan nyt, ettd oy € L. Talloin [L(aq) : L] = 1, joten aiemman péittelyn nojalla
[L(ag) : L] = [L(cy) : L] =1,

misti seuraa, ettd ay € L. Toisin sanoen, jos yksi polynomin f(z) juurista on kunnassa L,
sen kaikki juuret ovat kunnassa L, jolloin se myo6s jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoiksi
kunnassa L. Laajennus L/K on siis normaali. ]
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Luku 5

(zalois’n ryhma

Luvussa 4 kisiteltiin yleisid kuntaisomorfismeja, mutta todellisen avaimen polynomien rat-
keavuuteen tarjoavat niin kutsutut automorfismit eli sellaiset isomorfismit, jotka kuvaavat
tarkasteltavan kunnan itselleen. Jos laajennuskunnan automorfismi kiinnittad laajennuk-
sen ldhtokunnan, se itse asiassa permutoi niiden polynomien juuria, joiden kertoimet ovat
ldhtokunnassa. Kaiken kukkuraksi automorfismit muodostavat peréti juurten permutaa-
tioryhmié, jolloin voidaankin kiyttda yleistd ryhmien teoriaa ndiden permutaatioryhmien
ja ennen kaikkea niiden sisdisen rakenteen tutkimiseen.

Automorfismien muodostamat ryhmét ovat niinkin jireitd tydkaluja, ettei niité ei sovi
rajoittaa polynomien juurten permutaatioiden tutkimiseen. Luvussa méaritelliinkin ta-
méa Galois’n ryhmiksi kutsuttu kisite yleisemmin myos kuntalaajennuksille. Yhteys kun-
talaajennusten ja niitd vastaavien juurten permutaatioiden vililla konkretisoituu viimeis-
taan luvun lopussa, kun osoitetaan, ettd kuntalaajennuksen aste voidaan paételld suoraan
laajennukseen liittyvin Galois'n ryhmén koosta ja péinvastoin.

5.1 Automorfismit

Aloitetaan maarittelemalla automorfismit tasmallisesti.

Maaritelma 5.1. Olkoon L kunta. Isomorfismia o: L — L, joka kuvaa kunnan L itsel-
leen, kutsutaan automorfismiksi.

Oletetaan, ettd L on kunnan K laajennus. Jos kuvaus o pitdd kunnan K alkiot pai-
kallaan eli jos o(k) = k kaikilla k£ € K, niin sanotaan, ettd kuvaus o kiinnittdd kunnan
K. Talloin sanotaan myos, ettd kuvaus o on K-automorfismi kunnassa L.

Laajennuskunnan automorfismit soveltuvat erinomaisesti polynomien juurten tutki-
miseen. Seuraava lause on itsessiddnkin varsin huomionarvoinen, mutta todellisuudessa se
on vasta esimakua automorfismien kiyttokelpoisuudesta.
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Lause 5.2. Olkoon L kunnan K laajennus. Jos f(x) € K[z, niin kunnan L mikd tahansa
K -automorfismi kuvaa kuntaan L sisdltyvdt polynomin f(x) juuret toisilleen.

Todistus. Olkoon ¢ on kunnan L jokin K-automorfismi. Oletetaan, ettd oo € L on polyno-
min f(x) = ag+az+---+a,x™ € K[z] juuri ja osoitetaan, ettd myos o(«) on polynomin
f(z) juuri. Jos a € K, niin

silli K-automorfismina kuvaus o kiinnittdd alkion a. Jos puolestaan a € L \ K, niin
K-automorfismin ominaisuuksien perusteella

flo(@)) = ao + aro(a) + - + ano(@)"
=o(ap) + o(@a) + -+ + o(a,a™)
=o(ap+ aa+ -+ a,a")

(
(f(@))
(

Il
Q

0)

Il
Q

|
o

]

Automorfismit péadseviit toden teolla oikeuksiinsa vasta juurikunnissa. Olkoon L jon-
kin polynomin f(x) € K|x] juurikunta. Juurikunnan mééritelmén yhteydessi todettiin,
ettd juurikunta on aina algebrallinen laajennus, joten mikd tahansa alkio o € L on jon-
kin K-kertoimisen polynomin juuri. Nyt lauseen 5.2 perusteella siis tiedetdén, ettd mie-
livaltainen K-automorfismi lahettdéd alkion o saman polynomin jollekin juurelle. Tama
itsessddnkin valottaa automorfismien toimintaa, mutta mielivaltaisten alkioiden ja poly-
nomien tutkiminen ei vield auta rajaamaan tarkasteluamme, silld laajennuskunnassa voi
olla ddrettoman monta alkiota ja kukin niistd voi olla usean polynomin juuri.

Hedelmiillisemmaksi osoittautuukin ottaa lahtokohdaksi juuri se polynomi f(z), jon-
ka juurikunta L on. Méaaritelménsd mukaisesti juurikunta L voidaan esittdd muodossa
L = K(ag,...,q,), missi alkiot ay,...,«, € L ovat polynomin f(x) juuret. Tuloksen
(3.5) perusteella tiedetddin nyt, ettd jokainen juurikunnan alkio voidaan puolestaan esit-
tdd muodossa

i1 19 7
E kit o,
i

missd k; € K ja i = (i1,...,1,). Olkoon nyt o: L — L jokin K-automorfismi. T&lloin
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milld tahansa juurikunnan alkiolla § € L péitee
o(B) = () kat'ast---aiy)
_ S olkaital o)
_ S kolafiaf o)
=Y holat)o(ad) - ofal)
= Z kio(a1) o) - o(ay)™,

joten mielivaltainen juurikunnan K-automorfismi o méaédrdytyy siis kokonaan alkioiden
a; kuvautumisesta. Kukin «; on kuitenkin polynomin f(x) juuri, joten polynomin f(x)
juurikunnan automorfismit ovat néin ollen kokonaan tulkittavissa polynomin f(z) juurten
permutaatioina.

Lahtokunnan kiinnittédvien automorfismien tulkitseminen polynomin juurten permu-
taatioina on merkittdvi linkki polynomien teorian ja kuntalaajennusten vililla. Erityisen
kayttokelpoiseksi tdmén linkin tekee kuitenkin sen yhteys ryhmaéteoriaan: laajennuksen
lahtokunnan kiinnittdvit automorfismit muodostavat ryhmén.

Lause 5.3. Olkoon L kunnan K laajennus. Kunnan L kaikkien K-automorfismien joukko
muodostaa ryhmdn, kun laskutoimituksena on kuvausten yhdistaminen.

Todistus. Olkoot o,7: L — L molemmat K-automorfismeja. On suoraviivaista osoittaa,
ettd o o 7 on automorfismi, ja jos k € K, niin (0 o 7)(k) = o(7(k)) = o(k) = k, joten
o o7 (ja vastaavasti myos 7 o o) on lisdksi K-automorfismi. Kuvausten yhdistiminen
on tunnetusti liitdnnéinen laskutoimitus, ja sen neutraalialkio (identtinen kuvaus) on
selvisti K-automorfismi. Automorfismi on bijektiona kdantyva, joten K-automorfismille o
on olemassa kiinteiskuvaus 0!, joka on myds automorfismi. Se on lisiksi K-automorfismi,

silli 0= (k) = o~ Y(o(k)) = k kaikilla k € K. 0

Lauseen 5.3 automorfismiryhmé on peréti niin keskeinen, ettd se on nimetty Galoisn
ryhmdksi. Myohemmin osoitetaan, ettd polynomin Galois'n ryhmén sisdisesté rakenteesta
saadaan valttAmé&ton ja riittava ehto polynomin juurtamalla ratkeavuudelle. Moderni tapa
madritelld polynomin Galois’n ryhméa médrittelee ensin kuitenkin laajennuksen Galois’n
ryhmaén.

Mééritelmd 5.4. Laajennuksen L/K Galois’n ryhmd Gal(L/K) on kaikkien niiden kun-
nan L automorfismien joukko, jotka kiinnittavit kunnan K.
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Miaritelmd 5.5. Olkoon f(x) € K|x] jokin polynomi ja L sen juurikunta. Polynomin
f(z) Galois’n ryhma on laajennuksen L/K Galois'n ryhma.

Polynomin Galois’n ryhméin mééiritelméstéd ndhdaan, ettd jos jokin laajennus on poly-
nomin juurikunta, laajennuksen Galois’n ryhmé ja polynomin Galois'n ryhmé ovat sama
asia. Galois’n ryhmén kisitteen yleistiminen juurten permutaatioista kuntalaajennuksiin
auttaa toki soveltamaan Galois’n ryhmaéaén liittyvid tuloksia my6s juurikuntien ulkopuo-
lella, mutta pddasiallinen syy tdhdn kuntalaajennuksia painottavaan ldhestymistapaan on
historiallinen. Galois itse pohjasi teoriansa puhtaasti polynomin juurten permutaatioille,
mutta kuten [10] osoittaa, Galois’n l&hestymistapa oli varsin monimutkainen ja hankala.
Useimmat modernit esitykset pohjaavatkin pitkdlti Artinin (ks. [1]) esittelem&én kunta-
laajennuksiin pohjautuvaan ldhestymistapaan, joka on seki teknisesti yksinkertaisempi
ettd helpommin yleistettava.

Esimerkki 5.6. Etsitdén esimerkin 3.6 polynomin f(x) = (z* — 2)(z? — 3) € Q[z] Ga-
lois’n ryhmé. Esimerkissi todettiin, ettd polynomin f(x) juurikunta on Q(v/2,v/3), joten
polynomin f(x) Galois'n ryhmi on samalla my6s laajennuksen Q(v/2,v/3)/Q Galois'n
ryhma.

Lauseen 5.2 yhteydessi néytettiin, ettd Galois'n ryhmén alkiot ovat polynomin f(x)
juurten permutaatioita. Polynomilla f(z) on tasan nelji juurta /2, —v/2,v/3 ja —v/3,
joten sen Galois’'n ryhmé koostuu neljan alkion permutaatioista ja on siten symmetri-
sen ryhméan Sy aliryhmé. Selvitetddn, millaiset permutaatiot voivat olla polynomin f(z)
Galois'n ryhmén alkioita. Lauseen 5.2 perusteella tiedetidin, ettd Galois'n ryhmén per-
mutaation on aina kuvattava minka tahansa polynomin juuret toisilleen. Néin ollen esi-
merkiksi v/2 ei voi kuvautua juurelle v/3, silld v/3 ei ole polynomin z? — 2 € Q[z] juuri.
Eliminoimalla vastaavasti muut mahdottomat permutaatiot pdadytidéan siithen lopputulok-
seen, ettd polynomin f(x) (ja samalla myds laajennuksen Q(v/2,v/3)/Q) Galois’n ryhmin
kaikki alkiot ovat seuraavat juurten £++/2, £/3 permutaatiot:

SV IR IV G SN ]

V2 V2 VB By V2 V2 V3 V3
(ff\/_xf>‘1<\/_\/_ff)

Polynomin z* — 1022 + 1 € Q[z] voidaan puolestaan osoittaa olevan laajennuksen
Q(v2,v3) = Q(v2 + V/3) minimipolynomi, joten lauseen 2.16 nojalla laajennuksen
Q(\/ﬁ, \/§) aste on 4. Pian kisiteltavissa lauseessa 5.12 osoitetaankin, ettd kuntalaajen-
nuksen aste aina sama kuin sitd vastaavan Galois'n ryhmén koko ja painvastoin.
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5.2 Galois’'n ryhméan koko

Laajennuksen L/K Galois'n ryhméssid Gal(L/K) ovat kaikki ne kunnan L automorfis-
mit, jotka kiinnittdvat ainekin kunnan K. Yksittdinen Galois’n ryhmén K-automorfismi
voi siis kiinnittad alkioita my6s kunnan K ulkopuolelta: esimerkiksi identtinen kuvaus
id: L — L kiinnittdd koko laajennuskunnan L.

Galois’n ryhmén jonkin osajoukon kiinnittdmé kunnan L osajoukko voikin vastaavasti
olla suurempi kuin K. Erityisen kiinnostaviksi osoittautuvat Galois'n ryhméan aliryhmdt,
silld mikd tahansa kunnan L automorfismiryhmén kiinnittdmé kunnan L osajoukko muo-
dostaa itse asiassa kunnan, jota kutsutaan kyseisen aliryhméan kiintokunnaksi. Yhteys
Galois'n ryhmén aliryhmien ja niiden kiintokunnista muodostettujen laajennusten valilla
nousee luvussa 6 todistettavan Galois’'n teorian peruslauseen keskeisimmaksi sisalldksi.

Maéaritelma 5.7. Olkoon S ryhmé kunnan L automorfismeja. Ryhméan S kiintokunta
on Fix(S) = {a € L : o(a) = a kaikilla o € S}, eli kaikkien niiden kunnan L alkioiden
joukko, jotka jokainen ryhmén S automorfismi kiinnittaa.

Kiintokunnat ovat avainasemassa, kun mychemmin tarvitsemme sisikkaisten kunta-
laajennusten muodostamia torneja. Kullakin tornin vililaajennuksella on oma Galois’n
ryhménsé, jonka alkiot kiinnittavét vililaajennuksen ldhtokunnan Galois'n ryhméin maa-
ritelman mukaisesti. Erityisen kayttokelpoisia ovat sellaiset seuraavassa luvussa kasitelta-
vat laajennukset, joiden kiintokunta on tdsmailleen vililaajennuksen lihtokunta.

Vililaajennusten Galois’n ryhmien ja kiintokuntien késittelyd helpottaa se, ettd Ga-
lois’'n ryhméan koko ja sitd vastaavan kiintokunnan laajennuksen aste vastaavat tiysin
toisiaan. Tdmén todistaminen vaatii kuitenkin teknisid apuneuvoja.

Maaritelma 5.8. Ryhmén G karakteeri kunnassa L on mikd tahansa ryhmadhomomor-
fismi 0: G — L*, missd L* on kunnan L kertolaskuryhmé (L \ {0}, ).

Olkoon o: L — L jokin K-automorfismi. T&lloin kaikilla alkioilla a,b € L péatee
o(ab) = o(a)o(b), joten kun rajoitutaan tarkastelemaan kertolaskuryhmia L*, kuvaus
o: L* — L* on ryhmdhomomorfismi. Kunnan L jokainen K-automorfismi on siis tulkit-
tavissa kunnan kertolaskuryhmén karakteerina itselleen, kun ylld olevassa mééritelméssa
asetetaan G' = L*. Tété tulkintaa hyddynnetddn seuraavissa todistuksissa.

Lemma 5.9. Olkoon S = {o;: G — L*} joukko ryhmdn G eri karakteereja kunnassa L.
Talloin joukko S on vapaa kunnassa L, eli jos joukossa S on n alkiota ja on olemassa
sellaiset kertoimet 1y, ..., 1, € L, ettd

Z Lioi(g) =0
i=1

kaikilla g € G, niin on oltava l; = 0 kaikilla 1.
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Todistus. Oletetaan, ettd S = {o; : i = 1,...,n} on sellainen joukko ryhméin G eri
karakteereja kunnassa L, ettd se ei ole vapaa. Talldin on siis olemassa sellaiset kertoimet
ll,...,ln S L7 etta

i=1

kaikilla ¢ € G, mutta ainakin yksi kertoimista [; ei ole nolla. Olkoon [y, ...,[, pienin
mahdollinen kokoelma nollasta poikkeavia kertoimia ;.

Olkoot 01,09 € S kaksi eri karakteeria. T&lloin on siis olemassa jokin sellainen h € G,
ettd oq(h) # oo(h). Olkoon nyt g € G. Tarkastellaan lauseketta

(5.10) Z Lioy(h)oi(g) — Z Lioi(h)oi(g).

Alkioiden Iy, ..., [, valinnasta seuraa, ettd erotuksen vasemmanpuoleiselle summalausek-
keelle péatee

Z lioi(h)oi(g) = a1(h) Zlm(g) =0,

ja toiselle termille puolestaan pétee
Zligi(h)ai(g) = Zligi(hg) =0
i=1 i=1

kaikilla g € G, joten erotuksen (5.10) on oltava nolla. Néin ollen

(5.11) IZ(li(Ul(h) —0i(h)))ai(9)
0
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kaikilla ¢ € G. Nyt lausekkeen (5.11) kaikki kertoimet [;(o1(h) — o;(h)) ovat kunnassa
L ja ne eivit kaikki ole nollia, silld aiemmin todettiin, ettd ainakin oq(h) — o2(h) # 0.
Lausekkeessa (5.11) on kuitenkin vain m — 1 termié, mik& on ristiriita, silld m oletettiin
pienimmaksi maaraksi tallaisia kertoimia. O]

Nyt voidaan todistaa luvun keskeisin tulos, joka osoittaa esimerkissd 5.6 mainitun yh-
teyden Galois'n ryhmin koon ja kuntalaajennuksen asteen vililla itse asiassa kahdesta
eri ndkokulmasta. Jos nimittdin on annettu dérellinen ryhmaé eri automorfismeja (esimer-
kiksi jokin Galois'n ryhm4), niin ryhmén koko saadaan sen kiintokunnan laajennuksen
asteesta. Toisaalta lause kertoo, ettd annetun laajennuksen aste saadaan etsimalld ensin
se automorfismien ryhmé, joiden kiintokunta on laajennuksen lahtékunta, ja selvittdmalla
sitten kyseisen ryhmén koko.

Lisdksi lause 5.12 osoittaa, ettd laajennuksen L/K Galois'n ryhmé on ainut kun-
nan L automorfismien ryhmé, jonka kiintokunta on K. Minké tahansa Galois’n ryhmén
Gal(L/K) aidon aliryhmén kiintokunnan on siis oltava jokin muu kunta. Kaikki ryh-
mén Gal(L/K) alkiot kuitenkin kiinnittdviat kunnan K, joten Galois’n ryhmén aliryhmén
kiintokunnan on oltava jokin kunnan K laajennus.

Lause 5.12. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennus. Jos G on ddrellinen ryhmd kunnan
L eri automorfismeja jo K = Fix(G), niin G = Gal(L/K) ja [L : K] = |G]|.

Todistus. Olkoon |G| = n, jolloin voidaan merkitd G = {o; : i = 1,...,n}. Merkitaéin
lisiksi d = [L : K]. Osoitetaan ensin, ettd n = d.

Oletetaan, ettéd n > d. Olkoon joukko {li,...,[l4} laajennuksen L/K kanta. Tarkastel-
laan yhtaléryhmaa

Ul(ll) O'n(ll) T
oo 2| =0
01 (ld> e Un<ld) T
Koska n > d, niin yhtédléryhméssd on enemmén tuntemattomia kuin yhtalditd, joten
sille 16ytyy jokin epétriviaali ratkaisu x1,...,x, € L, missi siis ainakin jokin x; # 0.
Olkoon o € L. Talloin kannan {ly,...,[l;} avulla ilmaistuna o = Z?Zl k;l; joillakin

k; € K. Ryhmén G kuvaukset kiinnittdvit kunnan K, joten kaikilla i, j patee o;(k;) = k;.
Nyt

n n d n d n d
Z ZL’Z‘O'Z'(Oé> = Z €T;0; (Z k’jlj) = Z €Z; Z O'Z‘(l{ijlj) = Z Z ZL‘Z‘I{?J'O'Z‘(Z]‘)
i=1 =1 j=1 =1 7j=1 i=1 j=1
d n
= kY wioi(ly),
j=1 =1
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missa xyq, ..., x, on kuitenkin edelld mainittu yhtaléryhman epétriviaali ratkaisu, joten

d n d
j=1 =1 j=1

Mielivaltaisella kunnan L alkiolla « pétee siis > . x;0;(a) = 0, vaikka ainakin yksi
alkioista x; ei ole nolla. Tamé& on kuitenkin ristiriita, silld kuvausten o; joukko on kokoelma
ryhmén L* karakteereja ja siten vapaa kunnassa L lemman 5.9 nojalla. On siis oltava
n <d.

Oletetaan seuraavaksi, ettd n < d. Olkoon o; ryhmén G neutraalialkio eli identti-
nen kuvaus. Olkoon {l,...,l,1} sellainen joukko kunnan L alkioita, ettd se on vapaa
kunnassa K. Tarkastellaan yhtaloryhmaa

oi(ly) - oillnyr) Y1
(5.13) : : : —0.
Un(h) U Un(ln+1) Yn+1
Tallakin yhtaloryhmaélld on ainakin yksi epétriviaali ratkaisu yy,...,y,+1 € L. Valitaan

kaikista mahdollisista epétriviaaleista ratkaisuista se, jolla on pienin méird s nollasta
poikkeavia termejd y;. On siis olemassa sellaiset nollasta poikkeavat alkiot y; € L, ettd

(5.1 > weils) =

kaikilla ;. Voidaan olettaa, ettd y, = 1, silla yhtalo (5.14) voidaan tarvittaessa jakaa
alkiolla ys.
Kaikki alkiot y; eivit voi olla lahtkunnassa I, silla talléin patisi

0= yoilly) =Y _oilyly) —0<Zyj )
=1 =

joten olisi oltava 37, y;l; = 0 eli joukko {l;} ei olisikaan vapaa. Voidaan siis olettaa,
ettd y; € L\ K. Merkitaan

/\i = Ziji(lj) € L
j=1

Koska ys = 1, niin

(5.15) A = Zy]a, z:yjaZ )+oi(ls) =0
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kaikilla 7.

Kunta K on ryhmén G kiintokunta, joten koska y; ¢ K, on oltava jokin o € G, jolla
0k(y1) # y1. Lisdksi ryhmén ominaisuuksien perusteella kaikilla ryhmén G alkioilla o; on
olemassa jokin o, jolla oy0,, = 0;. Sijoittamalla alkio A, € L yhtélossd (5.15) esitetyssi
muodossa automorfismiin o, saadaan

(5.16) (Z Yiom(l;) + om(ls ) Zak y;)oi(l;) + oi(ls)

kaikilla 7. Lausekkeen (5.16) arvon on kuitenkin oltava nolla, silld A, = 0 ja siten myos
0k(Am) = 0, (0) = 0. Yhdistdmall& yhtéloiden (5.15) ja (5.16) tiedot saadaan siis

s—1
Xi — ox(Am) = Zyjal(l + oi(ls) (Z o (y;)oi(l;) + Ul(ls)> =0-0=0,
=1

joten

Zyﬂz +0i(ls) — <i or(y;)oi(l) + Uz’ﬂs))
(5.17) - Z(yj — on(y;))oi(l;) =0

kaikilla . Aiemmin kuitenkin todettiin, ettd automorfismille oy pétee y; —oy(y1) # 0, joten
yhtélon (5.17) lineaarikombinaation kertoimista ainakin yksi ei ole nolla. On siis saatu
vhtéloryhmaélle (5.13) ratkaisu, jossa on vihemmén kuin s nollasta poikkeavaa termié.
Tama on kuitenkin ristiriita, silla s oletettiin pienimmaéksi méédriksi tillaisia termeji. On
siis oltava n > d, ja edelleen n = d.

Osoitetaan vield, ettd G = Gal(L/K). Ryhméd G koostuu K-automorfismeista kun-
nassa L, joten G C Gal(L/K). Edelld kuitenkin osoitettiin, ettd |G| = [L : K] ja
vastaavalla pédttelylld voidaan osoittaa myos |Gal(L/K)| = [L : K], joten on oltava
G = Gal(L/K). O
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Luku 6
(zalois’n yhteys

Polynomin juuret sisaltaville kuntalaajennukselle voidaan mééritella Galois’n ryhmé, jo-
ka koostuu polynomin juurten permutaatioista. Polynomin juuria voidaan kuitenkin lisata
sen kerroinkuntaan monessa eri jirjestyksessd, eli toisin sanottuna laajennukselle voidaan
madritelld useita erilaisia valilaajennuksia. Laajennuksen avaaminen véililaajennusten tor-
niksi mahdollistaakin laajennuksen sisdisen rakenteen tarkan tutkimisen, minki osoitetaan
my6hemmisséd luvuissa kertovan kaiken tarvittavan polynomien ratkeavuudesta.

Laajennuksen Galois'n ryhmé voidaan vastaavasti pilkkoa pienempiin osiin esimerkik-
si tutkimalla sen aliryhmié, mutta vield ei ole selvid, miten vililaajennukset ja aliryhmét
kytkeytyvit toisiinsa. Vastauksen ongelmaan antaa téssd luvussa todistettava Galois’n
teorian peruslause, joka maarittelee tarkan yksi-yhteen-vastaavuuden kuntalaajennuksen
vélilaajennusten ja (alois’n ryhmén aliryhmien valille. Lisdksi peruslause kertoo myos
tasmalleen millaisia algebrallisia rakenteita ndma aliryhmaét ja vélilaajennukset muodos-
tavat.

6.1 Galois’n laajennukset

Pian kisiteltavia Galois’n teorian peruslausetta 6.7 ei voida soveltaa mielivaltaisissa kun-
talaajennuksissa. Peruslause edellyttid, ettd tutkittava laajennus on niin sanottu Galois’n
laajennus.

Miaritelmd 6.1. Algebrallista laajennusta L/K kutsutaan Galois'n laajennukseksi, jos
ldhtokunta K on suurin laajennuskunnan L alikunta, jonka laajennuskunnan L kaikki
K-automorfismit kiinnittavat. Télloin siis Fix(Gal(L/K)) = K.

Galois’n laajennuksen sanotaan usein olevan lyhyesti Galois. On hyva huomata, ettd
Galois'n laajennuksen algebrallisuudesta johtuen Galois'n laajennus on aina &érellinen,
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mikd on suora seuraus lauseesta 2.19 ja pian todistettavan lauseen 6.4 kolmannesta koh-
dasta.

Madritelmd myds takaa, ettd Galois'n laajennuksessa L/K mille tahansa laajennus-
kunnan alkiolle z € L\ K 16ytyy jokin automorfismi, joka liikuttaa sitd. Kaikki alkiot,
joille ei liikuttajaa 16ydy, ovat viistaméatta kunnassa K.

Esimerkki 6.2. Tarkastellaan laajennusta Q(v/7)/Q ja sen Galois’n ryhmiii. Laajennuk-
sen minimipolynomi on z*—7 € Q[z], jonka juuret ovat #+v/7 ja £iv/7. Niisti juurista kui-
tenkin vain v/7 ja —+v/7 ovat laajennuskunnassa @({4/7 ), joten identtisen kuvauksen liséksi
ainut mahdollinen juurten permutaatio on o(v/7) = —v/7, missi siis o € Gal(Q(+/7)/Q).

Alkiolle v/7 kuitenkin péitee ((77)2 = /7, joten on oltava NaE= Q(W) ja erityisesti
Q(v7) € Q(+/7). Olkoon nyt « jokin vilikunnan Q(+/7) alkio. Lauseen 2.14 perusteella
alkio o voidaan esittdd muodossa ) _; ¢;(V/7)7, missi ¢; € Q. Koska kuitenkin

o(VT) = o((V1)?) = (c(VT))? = (-VT)* = V7,

7(0) =o(3 0 (VT ) = Y ar (VD) = S (VI = 34V = a.

joten kuvaus o kiinnittdi myds kunnan Q(v/7). Kunta Q ei siis ole pienin kunta, jonka
kunnan Q(v/7) kaikkien Q-automorfismien joukko kiinnittis, joten laajennus Q(v/7)/Q
ei ole Galois.

Y14 oleva esimerkki ei vield paljasta, miten laajennuksen voidaan osoittaa olevan
Galois, mutta viime luvussa todistetun lauseen 5.12 avulla voidaan johtaa suoraviivainen
kriteeri Galois'n laajennusten tunnistamiseksi.

Korollaari 6.3. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennus. Laajennus L/K on Galois,
jos ja vain jos |Gal(L/K)| = [L : K].

Todistus. Oletetaan ensin, etti laajennus L/K on Galois. Télloin Galois'n laajennuksen
mééritelman perusteella pitee K = Fix(Gal(L/K)), joten lauseesta 5.12 saadaan suoraan
|Gal(L/K)| = [L : K].

Kédntden, oletetaan, ettd |Gal(L/K)| = [L : K]. Merkitdan M = Fix(Gal(L/K)),
ja osoitetaan, ettd télloin M = K. Joukko Gal(L/K) on &direllinen ryhmé kunnan L
eri automorfismeja, jonka kiintokunta on M, mutta lauseen 5.12 nojalla ainut téllainen
ryhmé on Gal(L/M), joten on siis oltava Gal(L/M) = Gal(L/K). Jélleen lausetta 5.12
soveltamalla saadaan siis

[L: M] = |Gal(L/M)| = |Gal(L/K)| = [L : K].
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Kuitenkin lauseen 2.5 nojalla
[L: K|]=[L:M|[M: K],

joten on oltava [M : K] = 1. Néin ollen M = K eli laajennus L/K on Galois.
[

Ulkomuotonsa puolesta Galois'n laajennuksen méaaritelméa poikkeaa huomattavasti ai-
emmin kisitellyistd kuntalaajennusten tyypeista. Seuraava, usein hydédynnetty lause kui-
tenkin osoittaa, ettd ndenndisen poikkeavasta méaéritelméastdadn huolimatta Galois’n laa-
jennukset kytkeytyvit suoraan muihin laajennustyyppeihin.

Lause korostaa my0s separoituvuuden merkitysti. Separoituvan polynomin juuret ovat
erillisid, jolloin permutoitavien juurten mairi ndhdaian suoraan polynomin asteesta. Tal-
16in voidaan suoraan sanoa, ettd n-asteisen polynomin Galois’n ryhmé on symmetrisen
ryhmén S, aliryhma.

Lause 6.4. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennus. Seuraavat vditteet ovat talldin
yhtapitavat:

1. L/K on Galois'n laajennus.
2. L/K on normaali ja separoituva.
3. L on jonkin K-kertoimisen separoituvan polynomin juurikunta.

Todistus. 1. = 2. Oletetaan, ettd L/K on Galois'n laajennus. Osoitetaan ensin laa-
jennuksen L/K olevan separoituva ndyttdmailld, ettd mielivaltaisen alkion o € L mi-
nimipolynomi m(x) € K[z] on separoituva. Alkion « Galois’n konjugaattien joukon
{o(a) : 0 € Gal(L/K)} jokainen jasen on minimipolynomin m(x) juuri lauseen 5.2 nojal-
la. Konjugaattien joukko on siten ddrellinen ja alkio a on yksi sen jdsenisté, silld identtinen
kuvaus on K-automorfismi, joka konjugoi alkion « itselleen.

Olkoot aq,...,a, € L Galois'n konjugaattien joukon erilliset alkiot. Maéritellaan
polynomi

fla)=]] (@~ ) e Lll.

i

Téalloin kaikilla kuvauksilla 7 € Gal(L/K) patee 7(f(z)) = f(z), silld kuvaus 7 permutoi
alkioita a; lauseen 5.2 perusteella ja siten se korkeintaan muuttaa polynomin f(x) termien
jarjestysta. Niin ollen ryhmén Gal(L/K) kuvaukset eivit muuta polynomin f(z) kertoi-
mia, joten polynomin f(z) kertoimet ovat siis ryhmén Gal(L/K) kiintokunnassa. Laajen-
nus L/K on kuitenkin Galois, joten sen kiintokunta on K. On siis oltava f(x) € K|z].
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Polynomi f(x) on siis K-kertoiminen polynomi, jonka erds juuri on «, joten lauseen
2.12 perusteella alkion o minimipolynomi m(z) jakaa polynomin f(x). Alkiot aq, ..., a,
oletettiin kuitenkin erillisiksi, joten polynomilla m(z) ei siten ole moninkertaisia juuria.
Mielivaltaisesti valitun alkion o € L minimipolynomi on siis separoituva, joten myos
laajennus L/K on separoituva.

Osoitetaan vield, etta laajennus L/K on normaali. Olkoon g(z) € K|[z] jaoton polyno-
mi. Oletetaan, ettd polynomilla g(z) on kunnassa L jokin juuri 5. Osoitetaan, etti talloin
polynomin g(x) kaikki juuret ovat kunnassa L. Alkion S minimipolynomi mg(z) € K|[z]
jakaa polynomin g(x) lauseen 2.12 nojalla, mutta polynomi g(x) on kuitenkin jaoton, jo-
ten on oltava g(x) = kmg(z) jollain k € K. Edelld osoitetun perusteella polynomi mg(x)
jakautuu kuitenkin ensimmaéisen asteen termien tuloksi kunnassa L, joten myos polyno-
min g(z) on jakauduttava ensimméisen asteen termien tuloksi kunnassa L. Polynomin
g(x) kaikki juuret ovat siis kunnassa L, joten laajennus L/K on normaali.

2. = 3. Oletetaan, ettd laajennus L/K on normaali ja separoituva. Olkoon joukko
{li,...,1,} laajennuksen L/K kanta, ja olkoon my, (x) € K|[z| alkion /; minimipolynomi.
Olkoon nyt f(z) € KJz| kaikkien erillisten minimipolynomien my, () tulo. Osoitetaan,
ettd f(z) on etsimdmme polynomi.

Osoitetaan ensin, ettd polynomi f(z) on separoituva. Laajennus L/K oletettiin sepa-
roituvaksi, joten kukin minimipolynomi my, (z) on separoituva. Eri alkioiden minimipoly-
nomien juuret ovat liséksi erillisiéi, joten polynomilla f(z) el mydskdéin ole moninkertaisia
juuria eli se on separoituva.

Osoitetaan sitten, ettd laajennus L/K on polynomin f(x) juurikunta. Laajennus L/K
oletettiin normaaliksi, joten koska kullakin minimipolynomilla m,, (x) on ainakin yksi juu-
ri [; kunnassa L, niiden kaikki juuret ovat kunnassa L. Niin ollen kukin minimipolyno-
mi my, (x) jakautuu ensimmiisen asteen termien tuloksi kunnassa L, joten my6s polynomi
f(z) jakautuu ensimméisen asteen termien tuloksi kunnassa L. Lisdksi kannan {l,...,[,}
alkiot I; ovat polynomin f(z) juuria, joten mikd tahansa kunta, jossa f(z) jakautuu en-
simmaéisen asteen termien tuloksi, sisaltdd vaistdmatta alkiot /; lineaarikombinaatioineen.
Alkiot [; kuitenkin virittavit koko kunnan L, joten L on siis pienin polynomin f(x) juuret
sisaltava kunta. Kunta L on siis separoituvan polynomin f(z) juurikunta.

3. = 1. Oletetaan, ettd L on separoituvan polynomin f(x) € K[z] juurikunta. T&all6in
polynomin f(x) kaikki juuret ovat kunnassa L, mutta ei ole tietoa siitd, miten moni niista
on kunnassa K. Todistetaankin lause induktiolla sen suhteen, miten monta polynomin
f(x) juurista on kunnan K ulkopuolella laajennuskunnassa L.

Oletetaan ensin, ettd polynomin f(x) juurista yksikdan ei ole kunnan K ulkopuolel-
la. Jos alkiot o, ..., q, ovat polynomin f(z) juuret, niin juurikunta L voidaan esittaa
muodossa L = K(ay,...,q,). Oletuksesta ay,...,q, € K kuitenkin seuraa viistimatta
K(ay,...,an) = K, joten L = K. Laajennuksen L/K aste on tdlloin yksi, joten ryhméssa
Gal(L/K) on lauseen 5.12 nojalla vain yksi alkio eli identtinen kuvaus id: L — L. Nyt
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siis Fix(Gal(L/K)) = L = K, joten laajennus L/K on Galois.

Oletetaan sitten, ettd viite péitee kaikilla m < k € N. Olkoot ay, ..., a, jilleen po-
lynomin f(z) juuret, ja oletetaan, ettd niistd & kappaletta on joukossa L \ K. Jaetaan
polynomi f(x) jaottomien termien tuloksi renkaassa K|[x], jolloin siis

f(@) = filz)fal) - - fm(2)

joillakin f;(x) € K[z]. Polynomin f(z) juurista ainakin yksi ei oletuksen nojalla ole kun-
nassa K, joten voidaan olettaa, ettd deg(fi(z)) = s > 1. Olkoon nyt oy € L polynomin
fi(z) jokin juuri. Polynomi f;(z) on jaoton, mutta lauseen 2.12 nojalla alkion o mini-
mipolynomi kuitenkin jakaa sen, joten minimipolynomin ja polynomin f;(z) on oltava
samaa astetta. Néin ollen [K(«y) : K| = deg(fi(z)) = s.

Polynomin f(z) juurista k kappaletta on kunnan K ulkopuolella, mutta ainakin yksi
niistd on laajennuksessa K (1), joten juurista vihemmén kuin & on laajennuksen K ()
ulkopuolella. Kuitenkin f(x) € K(ay)[z] ja L on polynomin f(z) juurikunta myos kun-
nan K (aq) suhteen, joten induktio-oletuksen nojalla laajennus L/K (o) on Galois, misté
seuraa, ettd Fix(Gal(L/K(a1))) = K(aq).

Polynomi f(z) oletettiin kuitenkin separoituvaksi, joten my6s polynomin fi(z) juu-
ret «; ovat erillisid. Liséksi polynomi fi(z) oletettiin jaottomaksi renkaassa K|[z|, joten
lauseen 4.1 nojalla on olemassa isomorfismit ¢;: K(a;) — K(«;), joilla ¢;(a1) = «; ja
Gil e = idk.

Kunta L on polynomin f(z) juurikunta sekd kunnan K(ay) ettd kunnan K (q;) suh-
teen, joten lauseen 4.6 perusteella kukin isomorfismi ¢; voidaan jatkaa isomorfismiksi
®,: L — L, jolla (I)i’K(al = ¢;. Talloin kukin ®; on siis K-automorfismi kunnassa L,
joten ®; € Gal(L/K) ja lisiksi ®;(a;) = ¢;(a1) = o, kaikilla i.

Osoitetaan laajennuksen L/K olevan Galois ndyttamalld, ettd Fix(Gal(L/K)) = K.
Ryhmé Gal(L/K) koostuu K-automorfismeista, joten kunta K siséltyy joka tapauksessa
kiintokuntaan Fix(Gal(L/K)). Riitta4 siis osoittaa Fix(Gal(L/K)) C K. Oletetaan siis,
ettd § € Fix(Gal(L/K)), ja osoitetaan, ettd tilloin § € K. Jokainen K («)-automorfismi
kiinnittdd my6s kunnan K, joten Fix(Gal(L/K)) C Fix(Gal(L/K (1)) = K(a1) ja siten
f € K(ay). Lauseen 2.14 perusteella alkio § voidaan siis esittdd muodossa

B = /{Zs_lOéi_l + -+ /{?10[1 + l{?(),

missd k; € K. Alkio § oletettiin K-automorfismien kiintokunnan alkioksi, joten K-
automorfismi ®; pitdéd sen paikallaan. Niin siis ®;(f) = f ja kuitenkin

(131(6) = k’s_lO[;_l + .- + klai + ]{?0.
Tarkastellaan nyt polynomia

p(x) = ks 12 '+ -+ kix+ (ko — 5).
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Tiedetddn, ettd 8 = ®;(3), joten sijoittamalla a; polynomiin p(z) saadaan

plag) = ks—lafil + -+ ko + (ko — B)
= k3,1@5_1 + -+ k’lOéZ' + ko — (I)z(ﬂ)
= k:s_lozf_l + -+ k?loéi + /f() — (]{35_10[;-9_1 + -+ k?loéi + k’o)
=0.

Polynomilla p(z) on siis s juurta oy, as, ..., as, jotka ovat toisistaan erillisié, silla ne
ovat myos polynomin f(z) juuria, ja polynomi f(x) oletettiin separoituvaksi. Polynomin
p(z) aste on kuitenkin vain s — 1, ja koska nollasta poikkeavalla polynomilla voi olla
korkeintaan asteensa verran juuria, on polynomin p(z) oltava nollapolynomi. Polynomin
p(z) jokainen vakiokerroin on siis nolla, joten myos ky — 5 = 0, mista seuraa § € K. Siis
Fix(Gal(L/K)) = K. O

Esimerkki 6.5. Esimerkissi 3.6 osoitettiin, ettd laajennus Q(v/2, v/3)/Q on separoituvan
polynomin f(z) = z* — 5z + 6 = (2% — 2)(2* — 3) € Q[z] juurikunta. Laajennus on siis
seké Galois ettd normaali ja separoituva.

Laajennuksen Q(v/2,v/3)/Q olisi voinut osoittaa separoituvaksi myds kiyttamalli suo-
raan lausetta 3.11. Kunnan Q karakteristika on nolla, joten miki tahansa rationaaliker-
toiminen polynomi on separoituva, mistd seuraa myos, ettd minkd tahansa kunnan Q
laajennuksen alkion minimipolynomi on separoituva. Mutta vaikka laajennuksen sepa-
roituvuus saataisinkiin suoraan ldhtékunnan karakteristikasta, laajennuksen nayttdminen
normaaliksi tai Galois'n laajennukseksi ei yleensd onnistuisi ldheskdén yhté helposti ilman
lausetta 6.4.

6.2 Galois’n teorian peruslause

Galois’n teorian peruslauseen todistaminen vaatii vield kiintokuntiin liittyvin aputulok-
sen, joka on luonteeltaan varsin tekninen. Lemma késittelee aliryhmien konjugaatteja, jo-
ten ei ole yllattavaa, ettd lemmaa kiytetddn jatkossa nimenomaan normaalien aliryhmien
yhteydessa.

Lemma 6.6. Olkoon G ryhmd K-automorfismeja kunnassa L ja olkoon H < G. Olete-
taan, ettd M = Fix(H). Tdlloin o(M) = Fix(c Ho™') kaikilla 0 € G.

Todistus. Olkoon o € G. Osoitetaan ensin, ettd o(M) C Fix(cHo™!). Oletetaan, ettéi
o(m) € o(M) jollain m € M, ja olkoon 7 € H. Kuvaus 7 kiinnittaé alkion m € M, joten

oro t(o(m)) = or(m) = o(m).
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Niin ollen o(m) € Fix(c Ho™!), joten o(M) C Fix(cHo™").

Kéadntéen, oletetaan, ettd m’ € Fix(cHo™!). Télléin siis oroH(m') = m’ kaikilla
kuvauksilla 7 € H, joten ryhmén laskusddntoji kiyttamalli saadaan To~H(m') = o~ (m/).
Valitaan m = o~ (m/). Osoitetaan, etté tilléin m € M, jolloin siis pétisi m’ € o(M). Nyt

7(m) =10~ (m') = o7 (m) = m,
joten m € Fix(H) = M. Siis m’ € o(M) ja edelleen Fix(c Ho™') C o(M). O

Nyt olemmekin valmiit todistamaan Galois'n teorian peruslauseen. Kolmiosaisen lau-
seen ensimméinen osa méiéarittelee niin kutsutun Galois’'n yhteyden, ja muut kaksi osaa
syventavit tietojamme siitd. Peruslause osoittaa myos, ettd jokainen sopivasti valittu Ga-
lois’n laajennuksen vililaajennus on itsekin (Galois.

Lause 6.7. (Galois'n teorian peruslause.) Olkoon L kunnan K darellinen Galois’n laa-
jennus ja olkoon G = Gal(L/K). TdllGin pitevit seuraavat vditteet:

1. Laajennuksen L/K wvdilikuntien K C M C L ja ryhmdn G aliryhmien G > H >
{1} wdlilla on yksi-yhteen-vastaavuus, jonka antavat kuvaukset M — Gal(L/M) ja
H s Fix(H).

2. Olkoot H < G ja M = Fix(H). Tdlloin H < G, jos ja vain jos M/K on Galois’n
laajennus. Lisdksi pdtee, etti jos H < G, niin Gal(M/K) = G/H.

3. Kaikille vililaajennuksille K C M C L patee [L : M| = |Gal(L/M)| ja [M : K] =
|G : Gal(L/M)].

Todistus. 1. Merkitdén I': M — Gal(L/M) ja V: H — Fix(H). Osoitetaan viite niytta-
mélla, ettd o ¥ =1id ja VoI =id.

Olkoon M laajennuksen L/K vilikunta. Laajennus L/K on Galois, joten lauseen 6.4
nojalla L on jonkin separoituvan K-kertoimisen polynomin f(z) juurikunta. Kuitenkin
pitee K C M, joten f(x) € M|[z]. Kunta L on siis separoituvan M-kertoimisen polynomin
juurikunta, joten myés laajennus L/M on Galois. Néin ollen Fix(Gal(L/M)) = M, joten

U(D(M)) = U(Gal(L/M)) = Fix(Gal(L/M)) = M.

Kédntden, olkoon H < G. Merkitddn F' = Fix(H). Aliryhmd H on &irellinen ryhmé
kunnan L eri automorfismeja, joten lauseen 5.12 nojalla H = Gal(L/F), mistd seuraa,
ettd

T(U(H)) = D(Fix(H)) = I(F) = Gal(L/F) = H.
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Kuvaukset I' ja W ovat siis toistensa kddnteiskuvauksia, joten niiden méérittelema
yvhteys aliryvhmien H ja vilikuntien M vililld on bijektiivinen.

2. Oletetaan, ettd H on ryhméin Gal(L/K) normaali aliryhmé. Osoitetaan, etti laa-
jennus M /K on tilloin normaali ja separoituva. Olkoon f(z) € K|x] jaoton polynomi, ja
oletetaan, etti silla on juuri a kunnassa M. Olkoon nyt b jokin toinen polynomin f(x) juu-
ri. Tall6in isomorfismien jatkamislauseen 4.6 perusteella on olemassa jokin o € Gal(L/K),
jolla o(a) = b. Kuvaukseen o voidaan nyt soveltaa yleistd ryhmien teoriaa, jonka mukaan
kaikilla T € H pitee 7(b) = 7(0(a)) = o(0 7 70(a)). Aiemmin kuitenkin oletettiin H <G,
minki vuoksi 0~ '7o € H. Alkion a puolestaan oletettiin kuuluvan aliryhmén H kiinto-
kuntaan, joten o~ 'ro(a) = a. Niin ollen

7(b) = o(c'r0(a)) = o(a) = b,

eli toisin sanottuna b € Fix(H) = M. Kaikki polynomin f(z) juuret ovat siis kunnassa
M, joten laajennus M /K on normaali.

Osoitetaan vield, ettd laajennus M /K on separoituva. Olkoon m(z) € KJ[z| jonkin
alkion @ € M minimipolynomi. Laajennus L/K on Galois, joten lauseen 6.4 perusteella
se on separoituva. Kunnan L alkioiden minimipolynomit kunnan K suhteen ovat siis
separoituvia, joten koska a € M C L, on my6s alkion a minimipolynomin m(x) oltava
separoituva. Laajennus M /K on siis separoituva, ja koska aiemmin se niytettiin myds
normaaliksi, niin lauseen 6.4 perusteella laajennus M /K on Galois.

Osoitetaan vield, ettd jos H < G, niin Gal(M/K) = G/H. Maéiritellddn rajoittuma-
kuvaus

p: G — Gal(M/K), plo) =ol,y,-
Koska H on normaali aliryhmi, niin kaikilla ¢ € G saadaan lemman 6.6 avulla
o(M) =Fix(cHo ') = Fix(H) = M,

joten kuvauksen g maalijoukko Im(u) tosiaankin on Gal(M/K). On myés suoraviivaista
osoittaa, ettd kuvaus g on homomorfismi, jonka ydin Ker(p) = {0 € G : o|,, = idpy} on
Gal(L/M). Nyt ryhmien homomorfialauseen perusteella pétee

Im(u) = G/Ker(p),
eli toisin sanottuna
Gal(M/K) = G/Gal(L/M).
Lauseen 5.12 perusteella pétee kuitenkin Gal(L/M) = H, joten Gal(M/K) = G/H.
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Kééntden, oletetaan, ettd laajennus M /K on Galois. Télloin M on jonkin separoitu-
van polynomin f(z) € K[x] juurikunta lauseen 6.4 perusteella. Olkoot ay,...,a, € M
polynomin f(x) juuret, jolloin juurikunnan mééritelméstd saadaan M = K(aq,. .., Q).

Olkoon o € Gal(L/K). Koska f(z) € K[z], niin kuvaus o permutoi sen juuria lauseen
5.2 nojalla, eli kaikilla i pitee o(c;) = o jollakin j. Lisdksi o(M) = M, silld kukin kunnan
M alkio voidaan esittdd tuloksen 3.5 nojalla lineaarikombinaationa juurista «; ja kuvaus
o permutoi juuria «; ja pitdi lineaarikombinaation kertoimet k; € K paikallaan. Nyt siis
lemmaan 6.6 nojaten Fix(H) = M = o(M) = Fix(c Ho™!). On siis 16ydetty kaksi ryhmén
G aliryhmii H ja cHo ™!, joilla on sama kiintokunta M. Peruslauseen kohdan 1 mukaan
Galois'n ryhmén G aliryhmien ja laajennuksen L/K vilikuntien vélilld on yksi-yhteen-
vastaavuus, joten jos kahdella aliryhmall& on sama kiintokunta, ovat aliryhmét samat. On
siis oltava H = cHo ™!, joten H on ryhmén G normaali aliryhma.

3. Laajennus L/K on Galois, joten voidaan soveltaa vastaavaa paattelyd kuin kohdan
1 todistuksen alussa. Kunta L on jonkin separoituva polynomin f(x) € K|[z] juurikun-
ta lauseen 6.4 nojalla, mutta koska K C M, niin kunta L on separoituvan polynomin
f(z) € Mlz| juurikunta. Néin ollen laajennus L/M on lauseen 6.4 nojalla Galois, joten
Fix(Gal(L/M)) = M. Nyt lauseesta 5.12 saadaan [L : M| = |Gal(L/M)|.

Osoitetaan vield, ettd [M : K| = [G : Gal(L/M)]. Lauseesta 2.5 saadaan

' _[L:K]
M K] = [L: M)’
ja toisaalta Lagrangen lauseen perusteella
_ |G|
(GallL/ M) =t Gal A
joten
M : K] = [[é ; Af?] _ [L’éfq G : Gal(L/M)].

Laajennus L/K on kuitenkin Galois, joten lauseen 5.12 perusteella [L : K] = |G| eli
lopulta

L : K]

(M : K] = ql

[G: Gal(L/M)] = [G : Gal(L/M)].

O

Luvun paittava esimerkki yhdistelee peruslauseen lisiiksi monia muita aiemmin kési-
teltyja asioita. Galois’n ryhmén méérittamisen lisdksi esimerkissd poraudutaan Galois’n
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ryhmén aliryvhmaén kiintokuntaan ja tutkitaan, miten aliryvhmén kuvaus kisittelee laajen-
nuskunnan alkioita. Tarkasteltavan polynomi on lisdksi separoituva, joten Galois’n ryh-
méan saadaan kaikki mahdolliset juurten permutaatiot.

Esimerkissd kasiteltavd Galois’n ryhmén aliryhmén kiintokunnan méarittdminen si-
saltdd myos kaikuja Galois’n alkuperdisestd lihestymistavasta, jossa tutkittiin, millaiset
juurten permutaatiot sdilyttévit niiden véliset suhteet. Galois'n ldhestymistapaa esitel-
ld4n esimerkiksi teoksessa [10], s. 238.

Esimerkki 6.8. Tutkitaan polynomin f(x) = z* — 3 € Q[z] Galois'n ryhmii. Polynomin
f(z) juuret ovat ++v/3 ja iv/3, joten sen juurikunta on L = Q(v/3,4) (esimerkki 3.6 ki-
sittelee juurikunnan maérittdmistd tarkemmin). Kunnan Q karakteristika on nolla, joten
lauseen 3.11 nojalla polynomi f(z) on separoituva. Siispi lauseen 6.4 nojalla laajennus
L/Q on separoituvan Q-kertoimisen polynomin juurikuntana Galois, joten peruslausetta
6.7 voidaan soveltaa.

Madritetaén ensin polynomin f(x) Galois'n ryhmén koko. Laajennuksen L/Q aste
voidaan lauseen 2.5 mukaisesti pilkkoa muotoon

[L: Q] = [Q(V3,i) : Q(V3)][Q(V3) : Q].

Polynomi f(z) on jaoton renkaassa Q[z] Eisensteinin kriteerin perusteella, joten f(x) on
alkion v/3 minimipolynomi, ja siten [Q(v/3) : Q] = 4. Alkion ¢ minimipolynomi kunnan
Q(+v/3) suhteen on x + 1, silléi ¢ on sen juuri ja kuitenkin i ¢ Q(+/3) C R. Néin ollen
[Q(v/3,1) : Q(v/3)] =2, joten [L : Q] = 2-4 = 8. Lauseen 5.12 perusteella siis tiedetiiin,
ettd polynomin f(z) Galois'n ryhméssi on kahdeksan alkiota.

[somorfismien jatkamislauseen 4.6 nojalla juurikunnassa L/Q on olemassa jokin Q-
automorfismi o, jolla o(v/3) = iv/3 ja o(i) = i (laajennettava isomorfismi on kunnan Q(i)
identtinen kuvaus itselleen). Samoin on olemassa Q-automorfismi 7, jolla 7(v/3) = v/3
ja 7(i) = —i. Yhdessd automorfismit o ja 7 generoivat seuraavat kahdeksan erillista
juurikunnan Q-automorfismia, jotka muodostavat polynomin f(x) Galois'n ryhmén:
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Mekaanisesti laskemalla voidaan myds maérittdd Galois'n ryhmén aliryhmat:

Yksi alkio: {e}
Kaksi alkiota: {e, 0%}, {e, 7}, {e, o1}, {e, o°7}, {e, o7}
Nelja alkiota: {e, 0, 0% 0%}, {e, o* 7, 0°1t}, {e, 0% or, 0’7}

Kahdeksan alkiota: {¢, o, 0, 0°, 7, o, 0°T, 0°7}

Merkitiin G = Gal(L/Q) = {¢, 0, 02, 03, 7, o1, o*7, o37}. Tutkitaan nyt millaista
tietoa Galois’n teorian peruslause 6.7 antaa laajennuksesta L/Q. Lauseen ensimméisen
kohdan mukaan kutakin aliryhméi H < G vastaa Galois'n laajennuksen vélikunta Fix(H ).
Mééritelldéin vaikkapa aliryhmin H = {e, o®7} kiintokunta. Esimerkkis 3.6 mukaillen
vililaajennuksen Q(v/3) alkiot voidaan esittisi muodossa

qo + Q1\7§ + Q2(\4/§)2 + Q3(\7§)37

missi ¢; € Q. Vastaavasti paittelemilld juurikunnan Q(+v/3, ) alkiot voidaan esittis muo-
dossa

(Q() + Q1\4/— 3+ QQ(\/_) + Q3(\/_)3) + (7’0 + 7”1\475'1— 7”2(%)2 + 7“3(\41/5)3)@'
(6.9) = qo + @1 V3 + 2(V3)? + g3(V3)® + roi + r1iV/3 + 12i(V3)? + 131 (V3)?,

missa ¢;,r; € Q.
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Olkoon « € Fix(H). Soveltamalla kuvauksen 037 miéritelmié kuhunkin lausekkeen

(6.9) termiin ja jarjestamélld sitten lopputulos samaisen lausekkeen (6.9) mukaiseksi saa-
daan

o’1(a) = qo — qiv/3 — QQ(\4/§)2 + Q3i(\7§)3 —roi — V3 + 7“22'({4/5)2 + 7“3(\4/§)3
(6.10) = qo — V3 — 2(V3) + 13(V/3)3 — rgi — quiv/3 + r9i(V/3)? + g5i(V3)°.

Kuvaus o7 pitdi kiintokunnan alkion o« paikallaan, joten vertailemalla saatua lauseketta
(6.10) aiempaan lausekkeeseen (6.9) voidaan pédtelld, ettd

n=—q, @=—¢=0 r3=qg Jja r9o=-—19=0.
Lauseke (6.10) voidaan siis sieventdd muotoon
() = go + V3 + g3(V3)? — quiV/3i + r9i(V3)? + g3i(V3)?
= qo+ @1 (1= )V3 4 ryi(V3)* + (1 + ) (V3)*

= a0+ ar(1— )3 = Z(-20)(V3)? = T (-2 - 20) (V3

(6.11) =g+ ar (1 -0VB) -2 (0-0)v3) -2 (a-0)vB)

Tulkitsemalla lopuksi lauseketta (6.11) lauseen 2.14 valossa ndhd&én, ettd alkio a on
laajennuksen Q((1 —1i)v/3)/Q alkio. Aliryhmén H kiintokunta on siis M = Q((1—14)v/3).
Aliryhm& H ei kuitenkaan ole ryhmén G normaali aliryhma, silld o € G ja kuitenkin

oot =ctro =ero =70 = (o) P =07 ¢ H.

Nyt peruslauseen toisesta osasta seuraakin suoraan, ettd M/Q ei ole Galois’n laajennus.
Aliryhméin H voidaan kuitenkin soveltaa lausetta 5.12, jolloin saadaan esitysmuoto
H = Gal(L/M). Peruslauseen kolmas osa kertookin nyt, etta

[L:M]=|Gal(L/M)|=|H| =2
ja lisdksi
G| G| _8

[M:@]:[G:Gal(L/M)]:m:H:§:4.
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Luku 7

Kuntien laajentaminen juurtamalla

Edellisen luvun paittineessi esimerkissi 6.8 huomattiin, ettd polynomin Galois’n ryhmén
madrittdminen on varsin tyoldstd. Galois'n ryhmé lukuisine aliryhmineen ei mydskiin
onnistunut paljastamaan mitidin tutkitun polynomin juurtamalla ratkeavuudesta. Téssa
luvussa tutkitaan, voidaanko juurtamalla ratkeavuus selvittdéd suoraan Galois’n ryhmén
sisdisestd rakenteesta maarittamatta koskaan itse Galois’'n ryhméa.

Tata tarkoitusta varten madritellidan ensin juurtamalla ratkeavuus kuntalaajennusten
nakokulmasta tutkimalla niin kutsuttuja juurilaajennuksia. Galois'n teorian peruslause
vhdistdd juurilaajennuksen jokaiseen vililaajennukseen tietynlaisen Galois'n ryhmén ali-
ryhmén, jolloin Galois’n ryhmén sisdiseen rakenne alkaa hahmottua. Tavoitteenamme on
ndhd4, onko juurtamalla ratkeavan polynomin Galois’n ryhmaéssa aina 10ydettavissi jokin
tietty rakenne, joka olisi talloin valttamaton ehto juurtamalla ratkeavuudelle.

7.1 Juurilaajennukset

Aloitetaan juurtamalla ratkeavuuden tutkiminen méaritteleméalld juurilaajennukset.

Maaritelma 7.1. Kunta J on kunnan K juurilaajennus, jos on olemassa jono kuntia
K=KyCcK,C---CK,, =/,

missd K;11 = K;(«o;) jollain sellaisella o; € K1, ettd o) € K; jollain n;, € N. Laajen-
nuksen sanotaan olevan n-juurilaajennus, jos ny = -+ = n,, = n.

Miké tahansa juurilaajennus on n-juurilaajennus, kun valitaan n = nins - - -n,,. Yk-
sinkertaisuuden vuoksi tdstd eteenpidin keskitytddnkin n-juurilaajennuksiin, ellei toisin
mainita.
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Nimi juurilaajennus (engl. radical extension) ei niinkdén viittaa polynomin juuriin,
vaan juurroksiin. Mééritelmén 7.1 mukainen n-juurilaajennus J voitaisiinkin esittdd muo-
dossa

J:K({L/Q_Oa {1/04_17---, \n/an—1>-

Juurilaajennukselle olennainen vililaajennusten torni syntyykin juuren ottamisen taipu-
muksesta tuottaa alkioita kunnan ulkopuolelta. Jos nimittiin alkiolle £ € K pétee o™ = k
jollain alkiolla «, ei ole mitddn takeita siitd, ettd myo6s alkio « olisi kunnan K alkio. Li-
saamélla kuntaan K sen ulkopuolinen juurros a saadaan siis laajennus K («), joka on
varmasti darellinen, silli sen minimipolynomin aste on korkeintaan n. Samoin voidaan
menetelld my6s kunnalle K («), ja ndin jatkaen voidaan luoda monitasoisia, mutta silti
rakenteeltaan hallittuja kuntalaajennusten torneja.

Esimerkki 7.2. Pyritdan 16ytdmain kunnan Q laajennus, joka sisiltiisi luvun

32
= 73_'_—\/—€R
3+3

Luvun A kaltaisen monimutkaisen juurroksen kasitteleminen onnistuu helpoiten pilkko-
malla se pienempiin osiin juurros kerrallaan. Olkoot

3+

o? =3, BT =3+aq, ¥=2 ja 5227.

Néin mééariteltynd laajennus Q(a, 8,7, d) on juurilaajennus, silla

a’€Q, [ eQ), YeQp) ja 6 eQapb)
Lisiksi A = € Q(a, 8,7, 9).

Rationaalikertoimisten polynomien juuret ovat usein rationaalilukujen juurroksia, jot-
ka ovat kunnan Q ulkopuolella. Osoittautuukin, etta sopivan juurilaajennuksen 16ytymi-
nen on tiysin sama asia kuin juurtamalla ratkeavuus.

Mééritelma 7.3. Polynomi f(x) € K[z]| on juurtamalla ratkeava, jos on olemassa juuri-

Y14 oleva méaéritelmé juurtamalla ratkeavuudelle vaikuttaa ensi ndkemaélté varsin eri-
laiselta kuin johdantoluvussa annettu méadritelméd 1.1. Vaatimus polynomin jakautumi-
sesta ensimmadisen asteen tekijoihin tarkoittaa, ettd laajennus sisidltdd polynomin kaikki
juuret, minkd voi ndhda erdédnlaisena minimivaatimuksena polynomin ratkeavuudesta pu-
humiselle. Itse juurilaajennuksen yhteys méaéritelmédn 1.1 ei kuitenkaan ole aivan yhta
suoraviivainen, mutta seuraava esimerkki havainnollistaa tilannetta.

o1



Esimerkki 7.4. Tarkastellaan yleisti toisen asteen polynomia f(z) = ax?+bx+c € Q|x].
Jos alkiot oy, as € C ovat polynomin f(z) juuret, niin toisen asteen yhtilon ratkaisukaa-
van perusteella péitee

b= Vb2 — 4dac
a 2a

Q;

joillakin a,b,c € Q. Polynomin f(z) molemmat juuret ovat siis ilmaistavissa rationaali-
lausekkeina kunnan Q alkioista ja niiden juurista, joten polynomi f(z) on juurtamalla
ratkeava johdantoluvun méaritelméan 1.1 mukaan.

Kummallekin juurelle kuitenkin péatee

= —— &+
2a 2a

—b+ Vb2 —4 b 1
a,; = ac ?Ma
a
joten lauseen 2.14 perusteella alkio «; on laajennuksen Q(v/b? — 4ac) alkio. Koska kuiten-
kin (v/b% — 4ac)? € Q, niin laajennus Q(+/b% — 4ac)/Q on juurilaajennus, joten polynomi

f(z) on juurtamalla ratkeava myos ylld olevan mééritelméin 7.3 mukaisesti.

7.2 Ykkosenjuuret

Juurtamalla ratkeavalla polynomilla on aina olemassa jokin juurilaajennus, joka koos-
tuu sisdkkiisten kuntalaajennusten tornista. Pyritddn nyt soveltamaan Galois'n teorian
peruslausetta 6.7 juurilaajennuksen ja erityisesti sen vililaajennusten tutkimiseen.

Peruslauseen soveltaminen vaatii kuitenkin sovelluskohteena olevan laajennuksen ole-
van Galois, joten otetaan nyt kiyttoon apuneuvot, joiden avulla juurilaajennuksen kusta-
kin vélilaajennuksesta saadaan Galois’'n laajennus. Keskeisimmaksi niistd apuneuvoista
nousevat ykkosenjuuret ja ennen kaikkea primitiivinen ykkésenjuuri.

Maaritelma 7.5. Jos w” = 1 jollain w € K, niin alkion w sanotaan olevan n:s ykkdsen-
Juuri. Ykkosenjuuren sanotaan olevan primitiivinen, jos lisiksi w™ # 1 kaikilla 1 < m < n.

Voidaan osoittaa, etti n:net ykkosenjuuret muodostavat kertolaskuryhmén. Kukin
ryhmén alkio on polynomin f(x) = z™ — 1 juuri, joten ykkdsenjuurten ryhméssé on
korkeintaan n alkiota. Jos kunnan karakteristika on kuitenkin nolla, on polynomi f(z) se-
paroituva, jolloin erillisia ykkosenjuuria on tasan n kappaletta. Jos karakteristika on nol-
la, niin se itse asiassa my6s mahdollistaa primitiivisen n:nen ykkosenjuuren olemassaolon,
kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 7.6. Oletetaan, ettd K on kunta, jonka karakteristika on nolla. Tdlléin kunnalla
K on olemassa primititvinen n:s ykkésenjuuri jossain kunnan K laajennuksessa.
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Todistus. Tarkastellaan polynomia f(z) = 2™ —1 € K|x]. Olkoon L polynomin f(x) juuri-
kunta. Kunnan K karakteristika on nolla, joten lauseen 3.11 nojalla polynomin f(z) kaik-
ki n juurta ovat erillisid kunnan L alkioita. Jokainen polynomin f(z) juuri on kuitenkin
ykkdsenjuuri, ja kuten ykkosenjuurten madritelméin yhteydessa todettiin, ykkosenjuuret
muodostavat kertolaskuryhméan L* aliryhméan. Tamén aliryhmén kertaluku on n, mutta
mikd tahansa kunnan kertolaskuryhmén &érellinen aliryhmaé on syklinen, mika on todis-
tettu esimerkiksi teoksessa [12], s. 12. Ykkosenjuurten ryhméllé on siis jokin virittdjaalkio
w € L.

Osoitetaan vield, ettd n:s ykkOsenjuuri w on primitiivinen. Oletetaan, ettd néin ei olisi,
jolloin siis olisi olemassa jokin 1 < m < n, jolla w™ = 1. Tall6in alkion w virittdméan ryh-
mén koko olisikin siis m < n, miké on ristiriita. Kunnalla K on siis olemassa primitiivinen
n:s ykkosenjuuri w € L. ]

Primitiivinen n:s ykk6senjuuri w virittaa siis kaikkien n:nsien ykkdsenjuurten ryhmén
{1,w,w? ..., w" '} Kukin ryhmin jisen tosiaankin on n:s ykkésenjuuri, silli mille ta-
hansa w” pitee

(WT)YL — wT"I’L — (wTL)T' — 17’ — 1

Galois’n yhteyden soveltamisen mahdollistava primitiivinen n:s ykkosenjuuri w on siis
l6ydettavissa jostain kunnan laajennuksesta, jos kunnan karakteristika on nolla. Primitii-
vinen n:s ykkdésenjuuri ei siis sisélly mielivaltaiseen kerroinkuntaan, joten kerroinkunnan
laajentaminen on syytd aloittaa alkiosta w.

Lause 7.7. Olkoon K kunta, jonka karakteristika on nolla, ja olkoon w primitivinen n:s
ykkosenguuri. Talldin laajennus K(w)/K on Galois ja sen Galois’n ryhmd on vaihdan-
nainen.

Todistus. Osoitetaan, etti laajennus K (w) on polynomin f(x) = z™ — 1 juurikunta, jotta
voidaan kdyttdd lausetta 6.4. Polynomin f(x) juuret ovat kaikki n:net ykkdsenjuuret,
ja koska primitiivinen ykkosenjuuri w virittdd ykkosenjuurten ryhmén, niin polynomin
f(x) kaikki juuret ovat 1,w,w?, ...,w" ! Juuret ovat liséiksi erillisid, silli w oletettiin
primitiiviseksi n:neksi ykkosenjuureksi, eiké siten voi péted w™ = 0 millidin m < n.
Polynomilla f(z) ei siis ole moninkertaisia juuria, eli se on separoituva. Kukin juuri w’ on
alkion w potenssina laajennuksen K (w) alkio, joten polynomi f(x) jakautuu ensimméisen

n—1

f@) = [ ).

Jj=0
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Laajennus K (w) on lisdksi pienin laajennus, missi f(z) jakautuu ensimmaéisen asteen

tenkin K (w) on pienin alkion w siséltévé laajennus. Laajennus K (w) on siis separoituvan
polynomin f(z) juurikunta ja siten lauseen 6.4 perusteella Galois.

Osoitetaan vield, ettd laajennuksen K(w)/K Galois'n ryhméi Gal(K (w)/K) on vaih-
dannainen. Olkoot 0,7 € Gal(K(w)/K). Kuvaukset o ja 7 permutoivat polynomin f(x)
juuria lauseen 5.2 mukaisesti, joten voidaan merkitd o(w) = w® ja 7(w) = w' joillain s, t.
Olkoon nyt o € K (w). Lauseen 2.14 nojalla alkio « voidaan esittid muodossa a = Y, kw’,
mutta K-automorfismeina o ja 7 kiinnittavit alkiot k; € K, joten

o(r(@) = o (7 (D k') ) = P klo(r(@h) = Y kilo(r(w))).

missa

Nyt siis
o(7(0) = 3 k(o (r(@))) = Y ki(r(0(w)) = (o (3 k') ) = r(o(@))

joten ryhmé Gal(K (w)/K) on vaihdannainen. O

Nyt voidaan osoittaa, ettd primitiivinen n:s ykkosenjuuri varmistaa juurilaajennuksen
vililaajennusten olevan Galois’n laajennuksia. Todistuksessa on myos kiinnostava yksi-
tyiskohta (7.9), jossa niytetddn, ettd mikd tahansa n:s juurros on mahdollista ilmaista
primitiivisen ykkosenjuuren avulla.

Lause 7.8. Oletetaan, etti J/K on n-juurilaajennus, jolla on alikuntien jono
K=KyCcK,C---CK,, =,

missd K;11 = K;(oy) jollain sellaisella o; € Kiiq, ettd of € K. Jos K sisdltid primitii-
visen n:nen ykkésenjuuren w, niin laajennuksen J/K jokainen vililaajennus K1 /K; on
Galois ja jokainen Galois’n ryhmdi Gal(K;11/K;) on vaihdannainen.

Todistus. Osoitetaan, ettd kukin vélilaajennus K;1/K; on polynomin
filz) = 2" — ol € K;[x]

juurikunta. On huomattava, etti vaikka «; € K,;yq, niin polynomi f(z) on silti K;-
kertoiminen, silld o € K;.
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Polynomilla f;(x) on ainakin juuri a;. Jos o; = 0, niin K;(oy;) = K; ja edelleen
K;1/K; = K;/K;. Téllaisen laajennuksen Galois’'n ryhmén ainut alkio on identtinen
kuvaus, joka pitdd kunnan K; paikallaan, joten laajennus K;,,/K; = K;/K; on Galois.
Voidaan siis olettaa, ettd o; # 0, jolloin myds af # 0, silld jokainen kunta on myds
kokonaisalue.

Olkoon S on jokin toinen polynomin f;(x) juuri. Télloin f(5) = " — ol = 0, joten

L™ = af ja edelleen
O
Q4

Alkio f/a; on siis n:s ykkosenjuuri, ja siten

— =W

a;
jollain r. Mielivaltaiselle juurelle 3 pétee siis f = w"«; ja toisaalta mikd tahansa alkio
muotoa w/a; on polynomin f;(x) juuri, joten polynomin f;(z) juuret ovat

(7.9) i, wag, wrag, ..., W ay € Ki(oy).

Ykkdsenjuurten ryhmiin alkiot ovat erillisié, joten kukin polynomin f;(x) juurista w’q;
on myos erillinen. Polynomi f;(x) on siis separoituva, ja kaikkien n:n juurensa avulla se
voidaan esittad muodossa

n—1

filz) = ] (@ = ),

J=0

joten polynomi f;(z) jakautuu ensimmaéisen asteen termien tuloksi laajennuksessa K;(«;).
Laajennus K;,; = K;(«;) on kuitenkin pienin mahdollinen laajennus, jossa f;(x) jakautuu
ensimmaisen asteen termien tuloksi, silld jokaisen sellaisen laajennuksen on pakko sisaltas
juuri oy, ja K;(c;) on pienin juuren q; sisiltavi laajennus. Laajennus K;(q;) on siis separoi-
tuvan K;-kertoimisen polynomin f;(x) juurikunta, joten laajennus K;(«;)/K; = K;11/K;
on Galois lauseen 6.4 nojalla.

Osoitetaan vield, ettd kunkin laajennuksen K;,,/K; = K;(«;)/K; Galois'n ryhmé on
vaihdannainen. Olkoot o, 7 € Gal(K;(«;)/K;). Lauseen 2.14 nojalla laajennuksen K;(«;)
mielivaltainen alkio A voidaan esittdd muodossa A =} . k:jag , ja koska K;-automorfismit
kiinnittévat alkiot k; € K, niin

o(r(N) =0 (73 kol)) = D ki(o(r(ad)) = 3 kilo(r(an)).
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Galois'n ryhmén alkiot permutoivat polynomin f;(x) juuria lauseen 5.2 perusteella, joten
voidaan merkitd o(;) = wq; ja 7(o;) = w'a joillakin s, t. Kunnan K oletettiin sisaltdvin
alkion w, joten kaikille ykkdosenjuurille w”™ pétee w” € K. Kuvaukset o ja 7 pitdvit siis
myo6s ykkosenjuuret paikallaan, joten

+s +

Oéi) = th(Oéi) = wtwsai = (,dt o = w? tai = ws']—(ai) = T(wsai)

Nyt siis
o(r(N) = Y ky(o(r(@))) = Y- ky(rlo(@))) = 7(o (Y ki) ) = (o),

joten ryhmé Gal(K;41/K;) on vaihdannainen. O

Tarkastellaan lopuksi vield esimerkkid Galois’'n yhteyden soveltamisesta tilanteessa,
jossa juurilaajennus itsessddn on Galois. Télloin Galois'n teorian peruslause liittda va-
lilaajennuksiin normaaleja aliryhmia, ja aiemmissa todistuksissa saadut vaihdannaiset
Galois’n ryhmét puolestaan tuottavat vaihdannaisia tekijaryhmid. Tutkitaan, voidaan-
ko Galois'n yhteyden avulla 16ytaéd jokin Galois’'n ryhmén ominaisuus, joka pétee vain
juurtamalla ratkeaville polynomeille.

Esimerkki 7.10. Olkoon K kunta, jonka karakteristika on nolla, ja joka sisdltdd primi-
tiivisen n:nen ykkosenjuuren w. Oletetaan, ettd polynomi f(z) € K[z] on juurtamalla
ratkeava, jolloin on siis olemassa juurilaajennus

K:KQCK1C“'CKm:J,

missd K1 = K;(«;) jollain sellaisella a; € K11, ettd of € K; jollain n € N.

Tutkitaan, millaisen rakenteen laajennuksen J/K Galois'n ryhmé G = Gal(J/K) saa,
jos laajennus J/K on Galois. Peruslauseen 6.7 ensimmaéisen kohdan nojalla kutakin véli-
kuntaa K; vastaa jokin ryhmén G aliryhmé H; = Gal(J/K;), joten voidaan siis méaritella
aliryhmien jono

G=Hy>H, >--->H, ={1}.

Galois'n laajennukseen J/K voidaan soveltaa lausetta 6.4, jonka mukaan kunta .J
on jonkin separoituvan K-kertoimisen polynomin juurikunta. Kunta K kuitenkin sisil-
tyy jokaiseen vilikuntaan K, joten timé& samainen separoituva polynomi on myos K;-
kertoiminen, eli laajennus J/K; on siten Galois. My6s siithen voidaan siis soveltaa perus-
lausetta. Lauseen 7.8 nojalla kukin laajennuksista K;,,/K; on Galois, joten peruslauseen
toisen kohdan nojalla péatee H; ., < H;.
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Peruslauseen toinen kohta antaa lisiksi Gal(K;,1/K;) = H;/H,; .. Lauseen 7.8 nojalla
kukin Galois’n ryhmé Gal(K;y1/K;) on kuitenkin vaihdannainen, joten kukin tekijaryh-
mé H,;/H; 1 on siis my6s vaihdannainen. Galois'n ryhmén Gal(.J/K) aliryhmien H; jono
voidaan siis esittdd muodossa

G=Hy>H> > H,={1},
missé kukin tekijairyhmé H;/H;,; on vaihdannainen.

Y14 olevassa esimerkissé 16ydettiin juurtamalla ratkeavan polynomin juurilaajennuk-
sen Galois’n ryhmén siséltd siis normaalien aliryhmien jono, jonka tekijaryhmét ovat vaih-
dannaisia. Tdhan lopputulokseen péaastiin kuitenkin olettamalla ensin primitiivisen n:nen
ykkosenjuuren siséltyminen kuntaan K ja sitten olettamalla juurilaajennuksen J/K ole-
van Galois. Seuraavassa luvussa késitelladnkin ne tarpeelliset yksityiskohdat, jotka mah-
dollistavat saman jonorakenteen 16ytymisen yleisessi tilanteessa, ja annetaan kyseiselle
jonorakenteelle sen tarkeyttd kuvaava nimi.
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Luku 8

Ratkeavuus

Galois’n lapimurto oli selvittdd polynomin ratkeavuus suoraan sen Galois'n ryhmén ra-
kenteesta. Tarvittavaa ryhmén rakennetta kutsutaankin osuvasti ratkeavuudeksi, ja se on
juurikin sama normaalien aliryhmien muodostama jonorakenne, joka l6ydettiin luvun 7
paattaneessad esimerkissd 7.10. Taman luvun keskeisin tulos onkin lause 8.8, joka osoittaa,
ettd polynomin Galois’n ryhmén ratkeavuus on vilttdméton ja riittdmaton ehto polyno-
min juurtamalla ratkeavuudelle.

Aiemmin kuitenkin todettiin, ettd polynomin Galois’n ryhmé on samaistettavissa jon-
kin symmetrisen ryhmén tai sen alirvhmén kanssa. Luvussa kuitenkin osoitetaan, ettd
symmetrinen ryhmé .S, ei ole ratkeava, kun n > 5. Mikéli on siis olemassa viidetté tai sita
korkeampaa astetta olevia polynomeja, joiden Galois’n ryhmé on koko .S,,, ei néille poly-
nomeille ole mahdollista muodostaa yleistd ratkaisukaavaa. Luvun paattadkin esimerkki,
jossa tutkitaan viidennen asteen polynomia, joka ei ole juurtamalla ratkeava.

8.1 Ryhman ratkeavuus

Aloitetaan méarittelemalla ratkeavuus tdsmaéllisesti.

Maéiritelma 8.1. Ryhmé on ratkeava, jos silld on jono aliryhmié
G=Hy>H > > H, = {1},

missé kukin tekijairyhmé H;/H;,; on vaihdannainen.

On hyvi huomata, ettd mééritelméin aliryhmien jonossa kukin aliryhmi on vain seu-
raavan aliryhmédn normaali aliryhmé. Ratkeavuus ei siis vaadi, ettd jokainen jonon ali-
ryhmisté olisi my6s ryhmén G normaali aliryhma.
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Luvun 7 pédttineessd esimerkissd 7.10 1oydettiin ratkeavuuden jonorakenne polyno-
min Galois'n ryhmén sisdltd, mutta ylla oleva maaritelma yleistdd ratkeavuuden myos
muille ryhmille. Seuraavassa esimerkissd tutkitaan symmetrisen ryhmén S5 ratkeavuutta,
ja pian ndytetddn tasmallisesti, ettd symmetrisen ryhmén ratkeavuus nousee avainase-
maan polynomien ratkeavuutta tutkittaessa.

Esimerkki 8.2. Symmetrisen ryhmén Ss alkion (123) virittamé& aliryhmé

((123)) = {(1), (123), (321)}

on normaali, silld Lagrangen lauseen nojalla sen indeksi on 2. Triviaali aliryhmé {(1)} on
puolestaan aina normaali, joten voidaan muodostaa aliryhmien jono

Ss > ((123)) = {(1)},

jolla on tekijaryhmét S3/((123)) ja ((123))/{(1)}. Ryhmé& S3/((123)) on kaksialkioisena
vaihdannainen, kun taas ryhmé ((123))/{(1)} = ((123)) on syklinen ja siksi vaihdannai-
nen. Ryhmé S3 on siis ratkeava.

Ratkeavuuden edellyttdmén jonorakenteen 16ytdminen ei kuitenkaan aina ole helppoa.
Usein onkin helpompaa osoittaa ratkeavuus nayttdmaélla, ettd tarkasteltava ryhméi on
jonkin ratkeavan ryhméan homomorfinen kuva.

Lause 8.3. Ratkeavan ryhmdn homomorfinen kuva on ratkeava.

Todistus. Olkoon GG ratkeava ryhmaé, jolloin on siis olemassa aliryhmien jono
G=Hy>H >--->H, =/{1},

missd kukin tekijiryhmé H; > H;,; on vaihdannainen. Olkoon v: G — A jokin ryhmé-
homomorfismi. T&ll6in jokaisen aliryhmén H;,; homomorfinen kuva v(H;,1) on ryhmén
v(H;) aliryhmi homomorfismin ominaisuuksien perusteella, joten osoitetaan vield, etta
talléin v(H;) > v(H;;1). Aliryhmien H; jonon jokaiselle jésenelle pitee H; > H;,q, joten
kaikilla a € H;, ja x € H; pitee raz~! € H; 1. Néin ollen vy(zaz™') € v(H;;1), ja siten

-1

Y(zaz™') = y(z)y(a)y(x) " € Y(Hit),

mistd seuraa y(H;) > y(Hit1).

Osoitetaan vield, ettd kukin tekijaryhma v(H;)/v(H;;+1) on vaihdannainen. Oletetaan,
ettd v(x),v(y) € ~(H;) joillakin z,y € H;. Ryhmi on vaihdannainen, jos sen min-
ki tahansa kahden alkion kommutaattori on ryhmén neutraalialkio, joten tekijaryhmén
v(H;)/v(H;y1) tapauksessa riittiidi osoittaa, ettd v(z)y(y)y(z) 1v(y)~! € y(H;p1). Kukin
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tekijairyhmé H;/H;,, on ratkeavuuden nojalla vaihdannainen, joten samaa vaihdannaisuu-
den kriteerid kiyttamalla on oltava xyz~—'y~! € H;yy. Néin ollen v(xyz~'y™') € v(H;i1),
mista seuraa

Y(xya Tyt = v(@)vy)y() v (y) T € Y(Hin),

mika oli osoitettava.
On siis 16ydetty jono aliryhmi&

1G) =~(Ho) & y(Hy) B - B y(Hi) = {1},

missi kukin tekijaryhmé v(H;)/v(H;11) on vaihdannainen, joten ryhmé ~(G) on ratkeava.
O]

Lauseen 5.2 yhteydessid todettiin, ettd (Galois’'n ryhmaén alkiot ovat samaistettavissa
permutaatioihin. Galois'n ryhmaé on siis jokin symmetrisen ryhmén aliryhmé ja mahdol-
lisesti koko symmetrinen ryhmé S,,. Néin ollen Galois’'n ryhmén ratkeavuuden selvitta-
miseksi ei tarvitse selvittdd koko Galois'n ryhméi, kuten esimerkeissi 5.6 ja 6.8 tehtiin:
riittdd samaistaa Galois'n ryhmé symmetrisen ryhmén tai sen aliryvhmén kanssa ja tutkia
sen ratkeavuutta.

Nyt voidaan kuitenkin osoittaa, ettd symmetrinen ryhmé S,, ei kuitenkaan ole ratkea-
va, kun n > 5. Todistamista varten tarvitaan ensin aputulos, joka sekin pétee vain, kun
n > 5.

Lemma 8.4. Olkoon U C S,, symmetrisen ryhman osajoukko, joka sisdaltad kaikki 3-syklit,
ja olkoon n > 5. Jos osajoukolla U on normaali aliryhmd N < U, jonka tekijaryhmd U /N
on vathdannainen, niin myos N sisaltdd kaikki 3-syklit.

Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [1], s. 71. O
Lause 8.5. Symmetrinen ryhmd S,, et ole ratkeava, kun n > 5.

Todistus. Oletetaan, ettd ryhmé S, olisikin ratkeava, kun n > 5. Téll6in ryhméssi S, on
jono aliryhmié

Sp=Ho> H > > H, = {1},

missd kukin tekijaryhmé H;/H;,; on vaihdannainen. Koska n > 5, niin ryhméa S,, = H
sisaltdd kaikki 3-syklit ja lemman 8.4 nojalla my6s sen normaali aliryhmé H; sisdltda
kaikki 3-syklit. Mutta nyt tdmén samaisen lemman 8.4 perusteella myos Ho sisaltad kaikki
3-syklit, ja vastaavasti paétellen jokainen jonon S, = Hy > H; > --- > H, = {1}
aliryhma sisiltdd 3-syklit. Ndin ollen myos triviaali aliryhmé {1} siséltiisi 3-syklit, mika
on kuitenkin mahdotonta. Ryhméa S, ei siis ole ratkeava, kun n > 5. [
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8.2 Polynomin ratkeavuus

Pian osoitettava lause 8.8 on Galois’'n 16ytama vilttaméton ja riittava ehto polynomin
ratkeavuudelle: polynomi on juurtamalla ratkeava, jos ja vain jos sen Galois’'n ryhmé on
ratkeava. Lauseen todistuksen ytimessd on peruslauseen 6.7 soveltaminen juurilaajennuk-
seen sellaisella tavalla, ettd laajennuksen Galois'n ryhmé voidaan osoittaa ratkeavaksi.
Peruslauseen sovelluskohteena olevan laajennuksen on kuitenkin oltava Galois, mitd mie-
livaltainen juurilaajennus ei valttamatta ole. Usein siirrytddnkin tarkastelemaan juurilaa-
jennuksen pienintd normaalia laajennusta, jotta peruslausetta voitaisiin kiyttaa.

Miaritelmi 8.6. Algebrallisen laajennuksen L/K normaali sulkeuma on pienin kunnan
K normaali laajennus, joka sisdltdd kunnan L.

Normaalin sulkeuman olemassaoloa ei ole kovin vaikea osoittaa. Algebrallinen laajen-
nus on aina ddrellinen, ja esimerkiksi teoksessa [8], s. 108, on osoitettu, etta darelliselld
laajennuksella on aina olemassa normaali sulkeuma.

Juurilaajennuksen normaali sulkeuma on itsekin juurilaajennus. Aina voidaan siis huo-
letta siirtya tarkastelemaan juurilaajennuksen normaalia sulkeumaa, silla t4lloin ei mene-
tetd juurilaajennukselle ominaista kuntalaajennusten tornia.

Lemma 8.7. Olkoon J/K jokin n-juurilaajennus ja N sen normaali sulkeuma. Tdlldin
laajennus N/K on n-juurilaajennus.

Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [6], s. 149. O

Nyt voidaan osoittaa tdsmélleen, milloin polynomi on juurtamalla ratkeava, ja tuo-
da yhteen kaikki tdhin mennessa késitellyt asiat. Tarvitsemme polynomien ratkeavuuden
selvittdmiseen kuitenkin vain seuraavan lauseen toista suuntaa, joten vain sen todistus esi-
tetddn tdssa tdsmallisesti. Todistuksen ytimessa on peruslauseen 6.7 soveltaminen, mutta
erityisesti myos luvun 7 loppupuolella kisitellyt lauseet tulevat myos tarpeeseen.

Lause 8.8. Olkoon K kunta, jonka karakteristika on nolla. Polynomi f(x) € K[x] on
Juurtamalla ratkeava, jos ja vain jos sen Galois’n ryhmd on ratkeava.

Todistus. Oletetaan, ettd polynomi f(z) € K[z] on juurtamalla ratkeava. Olkoon L po-
lynomin f(z) juurikunta kunnan K suhteen. Osoitetaan polynomin f(x) Galois'n ryh-
mé Gal(L/K) ratkeavaksi niyttdmaélla sen olevan isomorfinen jonkin ratkeavan Galois'n
ryhmén kanssa. Rakennetaan tdtd varten juurilaajennus, joka on myo6s (alois, jolloin
voidaan kayttdd peruslausetta 6.7 muodostamaan ratkeavuuden vaatima normaalien ali-
ryhmien jono. Ratkeavuuden mééritelméssd mainittu jono vaatii kuitenkin vaihdannaisia
tekijaryhmii, joten tehddédn vililaajennusten Galois'n ryhmistd vaihdannaisia lisiamalla
juurilaajennukseen primitiivinen ykkdsenjuuri ja kdyttdmailla sitten lauseita 7.7 ja 7.8.
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Polynomi f(x) on juurtamalla ratkeava, joten on olemassa jokin n-juurilaajennus J/K,
on nolla, joten lauseen 7.6 nojalla on olemassa primitiivinen n:s ykkdsenjuuri w jossain
kunnan K laajennuksessa. Alkiolle w pitee w™ =1 € J, joten J(w)/J on n-juurilaajennus.
Koska my6s J/K on n-juurilaajennus, niin J(w)/K on n-juurilaajennus.

Laajennus J(w)/K ei kuitenkaan vélttamétta ole normaali, jolloin peruslausetta 6.7
ei voitaisi kdyttad. Siirrytaén siis tarkastelemaan juurilaajennuksen J(w)/K normaalia
sulkeumaa N. Kunnan K karakteristika on nolla, joten lauseen 3.11 nojalla mink4 tahansa
kunnan N alkion minimipolynomi on separoituva, minkd seurauksena laajennus N/K
on separoituva. Koska laajennus N/K on lisiksi normaali, niin lauseen 6.4 nojalla se
on Galois. Lemman 8.7 nojalla laajennus N/K on liséksi n-juurilaajennus, joten on siis
olemassa jono kuntia

K=KyCK C-CKp=N,

missd K11 = K;(a;) jollain sellaisella «; € K11, ettd of € K;. Alkiolle w pétee kuitenkin
w" =1 € K, joten se voidaan asettaa ensimmaiseksi kuntaan K lisdttavaksi alkioksi ayp,
jolloin siis K; = K (w). Néin voidaan tehd& niin kauan kuin muiden alkioiden «; lisidimisen
jarjestystd ei muuteta, silld nyt kullekin alkiolle o; € K1 pétee edelleen K; 1 = K;(«;)
ja ol € K.

Pyritdin nyt osoittamaan, ettd laajennuksen N/K Galois'n ryhmé Gal(N/K') on rat-
keava. Merkitaan Gy = Gal(N/K). Peruslauseen ensimmaéisen kohdan nojalla kutakin
vilikuntaa K; vastaa ryhmén Gy aliryhmé H; = Gal(N/Kj;), joten on siis olemassa ali-
ryhmien jono

GN:HQDHl:)"'DHm:{l}.

Laajennus N/K on Galois, jolloin se on lauseen 6.4 perusteella jonkin separoituvan
K-kertoimisen polynomin juurikunta. Koska kuitenkin K C K, niin N on samalla myos
separoituvan K;-kertoimisen polynomin juurikunta, joten kukin laajennuksista N/K; on
my6s Galois. Nyt voidaan siis soveltaa peruslausetta 6.7 laajennukseen N/K;. Laajennus
K,/K = K(w)/K on Galois lauseen 7.7 nojalla, ja kun ¢ > 1, niin kukin laajennuksista
K1/ K; on Galois lauseen 7.8 perusteella, joten peruslauseen toisesta kohdasta saadaan
Hiy < H;.

Nyt siis tiedetdan, ettd H;, 1 < H;, joten peruslauseen toisesta kohdasta seuraa lisdksi,
etta

Gal(KZH/KZ) = Hz/Hz—i—l

Lauseiden 7.7 ja 7.8 nojalla kukin Galois’'n ryhmé Gal(K;,1/K;) on kuitenkin vaihdan-
nainen, mink4 seurauksena kukin tekijiryhmé H,;/H;,; on my6s vaihdannainen. Ryhma
Gy on siis ratkeava.
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Nyt voidaan osoittaa, ettd ryhméd Gal(L/K) on ratkeava. Polynomi f(x) oletettiin
juurtamalla ratkeavaksi, joten se jakautuu n-juurilaajennuksessa J C N ensimméisen as-
tapahtuu. On siis oltava L C J ja erityisesti L C N, joten laajennusta L/K voidaan tar-
kastella laajennuksen N/K vililaajennuksena. Sovelletaan nyt peruslausetta 6.7 Galois'n
laajennukseen N/K. Kunta L oletettiin separoituvan polynomin f(x) juurikunnaksi, joten
laajennus L/K on Galois lauseen 6.4 perusteella. Peruslauseen toisesta kohdasta saadaan
siten Gal(L/K) < G ja edelleen

Gal(L/K) = Gy/Gal(N/L).

Tekijaryhmé Gy /Gal(N/L) on kuitenkin ratkeavan ryhmén Gy homomorfinen kuva, kun
homomorfismiksi valitaan kanoninen surjektio

7 Gy — Gy /Gal(N/L), 7(g) = g + Gal(N/L),

joten ryhmé G /Gal(N/L) on siis itsekin ratkeava lemman 8.3 nojalla. Aiemmin kuitenkin
todistettiin, ettd ryhmit Gy /Gal(IN/L) ja Gal(L/K) ovat isomorfiset, joten myds ryhmé
Gal(L/K) on ratkeava.

Todistuksen toinen suunta esitetdén tassi vain luonnostelmana sen vaatimien teknisten
yksityiskohtien vuoksi (todistus on esitetty tasméllisesti esimerkiksi teoksessa [6], s. 151).
Oletetaan, ettd polynomin f(x) Galois’'n ryhmé Gal(L/K) on ratkeava. Télléin on siis
olemassa jono aliryhmié

Gal(L/K) = Hy > H, > --- > H,, = {1},

joilla on vaihdannaiset tekijaryhmét H;/H;. ;. Merkitaan F; = Fix(H;). Lauseen 5.12
perusteella H; = Gal(L/F;) ja liséksi tiedetdan H; > H;,4, joten kukin laajennus F; /F;
on peruslauseen 6.7 toisen kohdan mukaan Galois.

Olkoon M; = F;(w). Voidaan osoittaa, ettd kukin laajennuksista M; 1 /M; on Galois ja
ettd jokainen Galois'n ryhmé Gal(M,1/M;) on isomorfinen jonkin ryhmén Gal(F; 1/ F;)
aliryvhmén kanssa. Niin menetellen voidaan myds osoittaa, ettd kukin laajennuksista
M;1/M; on juurilaajennus. Talléin M,,/K on juurilaajennus, jossa polynomi f(z) jakau-

ratkeava. O]

Teoksessa [12], s. 169, on osoitettu, ettd symmetrinen ryhmé S,, on ratkeava, kun n < 5.
Y14 olevan lauseen 8.8 nojalla kaikki astetta n < 4 olevat polynomit ovat siis juurtamalla
ratkeavia, silld niistd kunkin Galois'n ryhmé on symmetrisen ryhmén .S,, aliryhméa. Mutta
samasta syystd polynomit, joiden aste on n > 5, eivit ole juurtamalla ratkeavia, silld
lauseessa 8.5 osoitettiin, ettd symmetrinen ryhmé S, ei télldin ole ratkeava. Viidettd ja
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sitd korkeampaa astetta oleville polynomeille ei siis ole mahdollista muodostaa yleista
ratkaisukaavaa.

Rationaalikertoimisten polynomien ratkeamattomuuden havainnollistamiseksi riitt&a-
kin siis 10ytda jokin viidennen asteen polynomi, jonka Galois'n ryhmé on koko symmet-
rinen ryhma S5. Osoitetaan, ettd mikd tahansa rationaalikertoiminen viidennen asteen
polynomi, jolla on tasan kaksi imaginddrijuurta, tdyttadd tdmén ehdon. Ensin tarvitaan
kuitenkin aputulos.

Lemma 8.9. Syklit (12) ja (12---n) virittdvdt symmetrisen ryhmdn S,.
Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [8], s. 131. O

Lause 8.10. Olkoon f(z) € Q[x] jaoton viidennen asteen polynomi. Jos polynomilla f(z)
on tasan kaksi imaginddrijuurta, niin polynomin f(x) Galois’n ryhmd on symmetrinen
ryhmd Ss.

Todistus. Algebran peruslauseen nojalla polynomin f(x) kaikki juuret ovat kunnassa C,
joten kunta C sisaltdd my06s polynomin f(z) juurikunnan L. Merkitdan G = Gal(L/Q).
Lauseen 5.2 nojalla tiedetédén, ettd ryhmén G alkiot permutoivat polynomin f(x) juuria.
Kunnan Q karakteristika on nolla, joten lauseen 3.11 nojalla polynomi f(z) on separoituva
ja silld on siten viisi erillistd juurta. Ryhmé G on siis symmetrisen ryhméan S5 aliryhma.

Polynomi f(x) on jaoton, joten kunkin sen juuren minimipolynomin asteen on lauseen
2.12 perusteella oltava sama kuin polynomin f(x) asteen eli 5. Nyt lauseen 2.16 perusteella
milld tahansa polynomin f(x) juurella o; € L siis pétee [Q(«y) : Q] = 5. Lausetta 2.5
soveltamalla saadaan

[L: Q] = [L: Qe)][Q(ev) - Q] = [L: Q(ew)] - 5,

joten laajennuksen L/Q aste [L : Q] on jaollinen luvulla 5. Lauseen 5.12 perusteella
ryhmén G kertaluvulle pitee kuitenkin |G| = [L : Q], joten my6s ryhmén G kertaluku on
jaollinen luvulla 5. Néin ollen laajennuksen L/Q Galois’n ryhméssa G on oltava jokin alkio,
jonka kertaluku on 5 (tdmé Cauchy’n lauseena tunnettu tulos on todistettu esimerkiksi
teoksessa [8], s. 136). Aiemmin todettiin, ettd ryhmén G alkiot ovat ryhmén Ss alkioita,
ja jokainen ryhmén Sy alkio voidaan esittdd erillisten syklien tulona. Kunkin ryhmén Ss
alkion kertaluku on néiden erillisten syklien pituuksien pienin yhteinen monikerta, joten
kertaluvun 5 aliryvhmén virittidja ei voi olla mikdin muu kuin 5-sykli. Ryhméssi GG on siis
oltava jokin 5-sykli.

Muodostetaan nyt lausetta 4.6 kiyttden kuvaus o € Gal(L/Q), o(i) = —i. Polyno-
milla f(x) on tasan kaksi imagindérijuurta, joten ne ovat viistimatta toistensa komplek-
sikonjugaatit. Kuvaus o vaihtaa siis polynomin f(x) kahden imagindérijuuren paikkaa
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Kuva 8.1: Polynomifunktio f(z) = 2° — 6z — 2.

keskendan, mutta pitdd loput kolme reaalista juurta paikallaan. Toisin sanottuna kuvaus
o on transpositio eli ryhméaén G siséltyva 2-sykli.

Merkitddn o = (12). Aiemmin 16ydetty 5-sykli voidaan esittdd muodossa (12---5)
merkitsemélld syklin muita alkioita sopivasti ja siirtymélld tarvittaessa tarkastelemaan
jotain 5-syklin monikertaa. Niin ollen ryhméssd G on siis syklit (12) ja (12---5), joten
lemman 8.9 perusteella on oltava G = Ss. [

Esimerkki 8.11. Olkoon f(z) = 2°—6x—2 € Q[z]. Polynomi f(z) on jaoton Eisensteinin
kriteerin perusteella, joten koska kunnan Q karakteristika on nolla, niin polynomilla f(x)
on lauseen 3.11 nojalla viisi erillistd juurta. Tutkimalla polynomin f(z) kuvaajaa (kuva
8.1) huomataan, etti juurista kolme on reaalisia, joten silld on oltava lisdksi tasan kaksi
imagindarijuurta. Nyt lauseen 8.10 perusteella polynomin f(x) Galois'n ryhma on siis koko
symmetrinen ryhma S;. Ryhmé S5 ei kuitenkaan lauseen 8.5 perusteella ole ratkeava, joten
lauseen 8.8 nojalla polynomi f(z) ei ole juurtamalla ratkeava.
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