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Luku 1

Johdanto

1.1 Esipuhe

Tassa tutkielmassa esitelldan tilastollinen lahestymistapa laskennallisten inversio-ongelmien
ratkaisemiseen. Inversio-ongelmalla tarkoitetaan tilannetta, jossa mitatusta datasta pyri-
taan selvittamaédn kiinnostuksen kohteena olevan suureen tai parametrin arvo, jota ei ole
suoraan havaittu. Tamé on painvastainen lahestymistapa verrattuna tavanomaiseen ongel-
man asetteluun, missé alkuarvoista pyritdan ratkaisemaan lopputulos. Inversio-ongelmat
muodostavat aktiivisen ja kasvavan poikkitieteellisen tutkimusalan, joka matematiikan li-
séiksi sivuaa esimerkiksi fysiikkaa, insinooritieteité ja tilastotiedetté. Kehitetyilla menetel-
mill& ja teoreemilla onkin usein lukuisia hyvin erilaisia sovelluskohteita ongelmanasettelun
yleisluonteisuuden seurauksena.

Tutkielman péatavoite on esitella nykyaikaista tutkimusta laskennallisesti raskaiden
inversio-ongelmien ulottuvuuden alentamiseksi sekéd implementoida esitellyn teorian poh-
jalta ratkaisumenetelma realistiseen ongelmaan. Kasittelemme lapi tutkielman esimerkki-
né ilmakehén kaukokartoitusta, eli ilmakehédn koostumuksen mittausta esimerkiksi satel-
liiteista tai maan pinnalta spektrometria kiayttamalla. Ilmakehan kaukokartoitus on yh-
teiskunnallisesti ja globaalisti merkittava tutkimuskohde, silld ilmakehésta saatava tarkka
tieto luo tieteellistd pohjaa ilmastopéadtoksille sekd antaa ihmisille pohjan perusteltujen
mielipiteiden muodostamiseen ympéristoasioista.

Johdantoluvussa esitellddn tutkielman motivaationa olevana sovelluksena IIlmatieteen
laitoksen Sodankylédssé sijaitsevassa Arktisessa tutkimuskeskuksessa suoritettavaa ilmake-
han koostumuksen mittausta. Ongelman néaytetdan olevan huonosti maéritelty ja tdman
takia hankalasti ratkeava. Luvussa 2 kdydaén lapi koko loppututkielman kannalta oleelliset
ominais- ja singulaariarvohajotelmat sekd havainnollistuksissa hyodyllinen esimerkki ne-
liomuodon padakseleista. Kolmannessa luvussa esitelldén lyhyesti klassinen lahestyminen
huonosti méaariteltyihin inversio-ongelmiin seké perehdytéaén syvemmin tdméan tutkielman



kannalta keskeiseen tilastolliseen ldhestymistapaan. Luku 4 keskittyy linearisoidun mit-
tauksen informaatiosisillon tarkasteluun ja siihen, kuinka paljon mittauksesta voidaan
saada informaatiota. Viidennessa luvussa esitelldén alan viimeaikaisten julkaisujen tulok-
sia (T. Cui & al., [5], sekd Spantini et al., [6]) ja kehitetdén niiden perusteella dimensio-
reduktiomenetelmé, jota sovelletaan luvussa 6 yksinkertaistettuun versioon Sodankyldn
mittauksesta. Lopuksi esitelldén vield joitain jatkotutkimusideoita.

1.2 FTIR-mittaus

Tarkastellaan Sodankylédssé sijaitsevassa [lmatieteen laitoksen Arktisessa tutkimuskeskuk-
sessa (Arctic Research Centre, ARC) tehtévéd ilmakehén koostumuksen mittausta. Sodan-
kylddn vuonna 2009 asennetun fouriermuuntavan infrapunaspektrometrin (FTIR: Fourier
Transform Infrared Spectrometer) mittauksia kiytetddn esimerkiksi ylitselentévien satel-
liittien mittaaman datan validointiin. FTIR-laite mittaa suoraan auringosta laitteeseen
tulevaa valoa ja edelleen ilmakehéssd tapahtuvaa valon absorboitumista. Ilmakehén eri
kaasujen (COo, CHy, ...) absorptiospektristd voidaan laskea niiden pystyprofiilit, eli kysei-
sen kaasun osuus ilmakehéssa korkeuden funktiona.

Todellisuudessa valo siroaa ilmakehéssd osuessaan hiukkasiin, mutta taméa ilmié on
suhteellisen viahéistd ja voidaan téssa tyossa esimerkkien yksinkertaistuksen vuoksi jattaa
huomiotta. Tarkastellaan absorptiospektrid alueella, jossa on m aallonpituutta. [lmakehén
lavitse spektrometriin osuvan valon absorptiota mallinnetaan kiyttden Lambertin-Beerin
lakia, joka antaa aallonpituudella A;,j € [1,...,m], maan pinnalle saapuvan valon inten-
siteetiksi

(1.1) I(X\j) = Ip()j) exp (— Z /000 Ce( N, z)pk(z)dz> (aX; + b + ¢) + 4,

missé [y on auringosta lahtevan valon intensiteetti, ilmakehésséa on K erilaista absorboivaa
kaasua, Ci(A;,z) on kaasun k absorptiokerroin, joka riippuu korkeudesta z sekd valon
aallonpituudesta, ja px(z) on kaasun k tiheys korkeudella z. Toisen asteen polynomia
ja vakiotermié d kiytetddn kaavassa (1.1) kuvaamaan spektrin sileysominaisuuksia seké
korjaamaan spektraalisiirtymia. Namé ovat tiheyden kannalta vain vakiokertoimia, joten
ne voidaan profiilin muotoa tarkasteltaessa jattda huomioimatta. Téasta eteenpéin téssa
tutkielmassa oletetaan myos, ettéd ilmakehéssa olisi vain yksi absorboiva kaasu, eli kaavassa
(1.1) K = 1. Nailld yksinkertaistuksilla saadaan kaavalle yleisesti kiiytetty muoto

(1.2) —1In 1— = /OOOC(/\]-, 2)p(2)dz.



Todellisissa mittauksissa ilmakehén korkeus sekd mittausten maaréd ovat darelliset. Nain
kaavan (1.1) integraalia voidaan approksimoida summalla jakamalla ilmakehd n:&én [-
korkuiseen kerrokseen. Kaavoissa oletamme mydés, ettd valo osuu spektrometriin taivaan
lakipisteestd suoraan ylhaaltapain. Todellisuudessa mittauksen geometriassa olisi otettava
huomioon valonséteen lakipisteestd poikkeava tulokulma.

Huomautus 1.1. Muodossa (1.2) linearisoitua ongelmaa ei kuitenkaan ole tassd tutkiel-
massa mielekdstd ratkaista, silld myohemmin esiteltdvin normaalijakautuneisiin satun-
naismuuttujiin perustuvaa ratkaisumenetelméd ei voida kiyttdd. Logaritmin ottaminen
kaavasta (1.1) muuttaa mittausvirheen statistiikkaa, jolloin sitd ei voida késitelld nor-
maalijakautuneena (katso esim [18]).

Tekemiemme oletusten ja yksinkertaistusten jéilkeen absorptiokertoimet C; riippuvat
tietylla aallonpituudella vain korkeudesta ¢ = 0,1,...,n. Edellisen diskretoinnin myota
my0s tiheys p; saadaan jokaiselle kerrokselle erikseen arvioitua kerroksen sisdssa vakioksi,
jolloin profiilin tarkkuus paranee mité tiheampéaé jakoa n kiytetaén. Nailla yksinkertais-
tuksilla saadaan kaava (1.1) muotoon

(1.3) I(A;) = Io(A;) exp <— Zci(/\j)pil>

Edellisenkaltainen ongelma on yksinkertaista ratkaista minimoimalla téssé tapauksessa
euklidinen residuaalinorms

(14) IRl, R=y—b

misséd y € R™ on data sekd b € R™ on yhtélon 1.3 kuvaama malli. Merkinnélld || - ||
tarkoitetaan euklidista normia. Minimi 16ydetddn lahimpéné oikeaa profiilia p olevalla
ratkaisulla p. Thanteellisessa mittauksessa saataisiin R = 0 eli p = p.

Mittauksen simuloimiseksi ja resuduaalin minimoimiseksi kiytetdan téssa tutkielmassa
Matlab-ohjelmistoa. Normalisoidaan ongelma siten, ettd Io();) = 1 kaikilla aallonpituuk-
silla seké ettd ilmakehén jokaisen kerroksen korkeus [ = 1. Mittausta kuvaavaksi suoraksi
malliksi saadan nain

(1.5) I(x) = exp (—Azx),

missd z € R™ on tuntematon profiilin tiheysvektori sekd A = BC', missda B € R"™*" pi-
tad sisdlladn absorptiokertoimet m aallonpituudelle A;,j € [1,...,m] ja C € R™P? on
matriisi, joka keskiarvoistaa simuloidun jatkuvan p-ulotteisen profiilin (p > n) mitatuk-
si diskreetiksi n-ulotteiseksi profiiliksi. Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvat liitteestd 6.4
Matlab-koodeina.

Kaytetddn ongelman ratkaisemiseen seuraavaa yleisesti kiytettyd numeerista opti-
mointimenetelmaa:



10 . ; ; : : ! Totuus

;
ol ] Mr \ r \ r ‘r ”
05t 4
sl ]
. 0

L L L L i L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Ratkaisu 1

Y L L L I L il L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Ratkaisu 2

— Tot 1 ! : s W‘ ( \[ \{’ ‘
T A b\\hi l 1 [ \j
—— Ratkaisu 2 / 10e4 | il | |

: : 5 ; _\ v !

0 L T L L L L L
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Kuva 1.1: Vasemmalla: todellinen profiili ja kaksi erillistd LevMar-algoritmilla ratkaistua
profiilia, punainen ilman mittausvirhetté, vihreéd pienelld kohinalla. Oikealla mallifunktio
evaluoituna vastaavilla profiileilla.

Maaritelma 1.1. Levenberg-Marquardt (LevMar) algoritmi on epélineaarisiin ongelmiin
kiytettava iteratiivinen optimointialgoritmi pienimmén neliosumman estimaatin 16ytami-
seksi. Tama lasketaan minimoimalla lauseke

(1.6) S(@) = [|f(z) =y,

missé f : R” — R™ on kahdesti differentioituva mallifunktio, y € R™ mitattu data ja || ||
on euklidinen normi avaruudessa R™. Algoritmin kiyttdma iteraatio méaritellidn

(1.7) zign = 3+ (7 (20) J (@) + ydiag(J () (1)) T () R,

missé matriisi J(x;) € R™™ on mallifunktion f derivaatat pisteessi x; siséltavé jakobiaa-
ng, Ju = %7 kell...m],l€[l...n], R(xz;) on residuaali pisteessé x; ja 7; on erikseen
madriteltdva kerroin, joka méarittéa iteraation lopetuskohdan. Algoritmin johto sekd toi-
minta on kisitelty tarkemmin kirjassa [19], eiké siithen tdmén tutkielman kontekstissa

paneuduta tdmén tarkemmin.

Simuloidaan sitten mittausta y ja etsitdén residuaalin R minimoiva alkio p LevMar-
algoritmilla. Kuvassa 1.2 ndhd&an vasemmalla siniselld alkuperainen profiili, josta simuloi-
daan mallifunktiota kiyttden mittausvirhetté siséltdamatontd mittausta eli oikealla néky-
vaa absorptiospektria. Edeltavi esimerkkitapaus on darimmaéisen yksinkertaistettu, mutta
toimii silti hyvané havainnollistuksena huonosti asetetusta ongelmasta.



Residuaalin minimoinnissa joudutaan ongelmiin jo silloin, kun simuloitu mittaus ei si-
séllad mittausvirhettd. Kuvassa 1.2 on esitetty punaisella minimoinnilla 16ydetty ratkaisu
mittausvirhettd sisdltdmattomastd mittauksesta. Suuria hyppyja sisialtava ja muutenkin
huonosti kayttaytyva arvio ei juuri vastaa todellisuutta. Kun mittaukseen lisdtdén rea-
listisuuden nimissé pieni méaérd kohinaa, tilanne pahenee entisestdén: vihrealld esitetty
kohinaisesta mittauksesta estimoitu profiili rdjahtaa késiin useamman kertaluokan vir-
heella.

Edella esitelty mittausmalli on esimerkki huonosti maéritellysta ongelmasta. Tarkem-
min kyseessé on ensimmaisen asteen Fredhomlin integraali. Naita késitteitd avataan myo-
hemmissé luvuissa, mutta tédssé vaiheessa jo kuitenkin ndhdéén, ettd ongelma kayttaytyy
patologisesti sitd ratkaistaessa. Téaméa johtuu siitd, ettd kyseessad oleva integraaliyhtalo
voidaan ratkaista useilla erilaisilla tiheysprofiileilla siten, ettéd integraali tuottaa saman
absorptiospektrin. Ratkaisu ei siis ole yksikésitteinen. Liséksi Fredhomlin integraali on
erittdain epavakaa mittausvirheen suhteen, ja kuten huomasimme, ratkaisu ei ollut todel-
lisuutta kuvaava datan siséltédessd mittausvirhettd. Tamaénkaltaisia huonosti méaéariteltyja
ongelmia kutsutaan yleiseti inversio-ongelmiksi eli kidnteisongelmiksi. Tutkimusala ja sen
sovellukset erikoistuvatkin téillaisen patologisen kayttaytymisen kiertamiseen. Etsitdan siis
erilaisia tapoja, joilla mittausta voidaan regularisoida eli vakauttaa. Nailla menetelmil-
& voidaan ongelman ratkaisuun lisata aikaisemmista tuloksista johdettua tietoa, jolloin
pystytdan sulkemaan pois varmasti viaria vastauksia. Kuten myohemmin tullaan huo-
maamaan, on tassa tutkielmassa esiteltava tilastollinen ratkaisumenetelmé laskennallisesti
vaativa. Usein mittaus ei myoskadn sisdlla paljoakaan informaatiota ennakkotietoihimme
nahden. Téman huomion pohjalta esitellddn tutkielman keskeisend tuloksena keino ongel-
man dimension redusoimisekst eli ulottuvuuden pudottamiseksi, sekéd kehitetdan lasken-
nallinen sovellus, jossa esiteltyé lahestymistapaa pyritdéan kdyttaméaan edeltavan esimerkin
ongelman ratkaisemiseksi tdhénastisia menetelmié tehokkaammin.



Luku 2
Esitietoja

Kasittelemissamme inversio-ongelmissa oletamme, ettd ongelma voidaan diskretoida ja
esittdd mitattu data sekd tuntematon vektoreina y € R™ ja x € R”. Tamaén oletuksen
myOtd pyrimme esittdméan mittausta kuvaavan suoran mallin matriisina. MyShemmin,
tilastollisen inversion yhteydessa, saadaan kaikille ongelman suureille myos méariteltya
kovarianssimatriisi, miké kertoo muuttujien keskindisista riippuvuuksista. Tamén tutkiel-
man nakokulmasta néitd matriiseja tulisi kyetd analysoimaan ja 16ytdmaéaén niistd ongel-
man dimension pudottamiseksi ns. informaatiopitoisimmat suunnat. Téssé luvussa esitel-
laén jatkossa tarkedt ominais- sekd singulaariarvohajotelmat. Nailla pystytadn esittdméaan
matriisi lineaarikombinaationa sen ominaisvektoreista, ja samalla 16ytdméan tarkastele-
millemme avaruuksille uusi kanta.

2.1 Ominaisarvohajotelma

Olkoon A € R™*™ neliomatriisi. Matriisin A ominaisvektorit r; € R™ ja ominaisarvot
Ai € R toteuttavat yhtalon

Yhtéapitavisti voidaan sanoa, ettd (A — A\;1)r; = 0, missd 1 on n X n yksikkomatriisi.
Edelliselle yhtélolle on olemassa jokin muu ratkaisu kuin r; = 0 ainoastaan, jos A:n
aste on pienempi kuin n, eli jos det(A) = 0. Ominaisvektorit r; toteuttavat yhtalon
2.1 mielivaltaisella reaaliluvulla skaalattunakin, joten on tavallista normittaa ne. Taméa
tarkoittaa skalaarilla kertomista siten, ettd rir; = 1.

Ominaisavektorit voidaan kerédtéd matriisiin R siten, ettéa

(2.2) AR = RA.



Tassé matriisin R sarakkeet on muodostettu ominaisvektoreista r; ja A on diagonaalimat-
riisi, jonka diagonaalilta l0ytyvét R:n sarakkeita vastaavat ominaisarvot \;.

Olkoon L = (RT)~!. Kertomalla yht&lo 2.2 oikealta matriisilla L7 saadaan matriisin A
ominaisarvohajotelma

(2.3) A=RAL" =) \ril].

Vektoreita r; kutsutaan A:n oikeanpuolisiksi ominaisvektoreiksi, samoin vektoreita [; va-
semmanpuolisiksi ominaisvektoreiksi. Symmetriselle matriisille 3 pitee ¥ = X7, Talloin
on oltava R = L, erityisesti LTL = LLT = 1 tai vastaavasti LT = L.

2.2 Neliomuodon paaakselit

Tarkastellaan skalaariyhtaloa
(2.4) v'Yr =1

missd r € R” ja X € R™"™ on symmetrinen matriisi. Kyseessd on origokeskeisen
kvadraattisen pinnan yhtalo.

Esimerkki 2.1. Olkoon ¥ € R**? diagonaalimatriisi, diag(¥) = {1, 1,1}, a,b,c € R scki
r € R3. Tallsin

1 1 1

Tama on origokeskeinen ellipsoidi, jonka sddevektori on z.
Pinnan 2.4 normaali pisteessid x on gradientti V(z7Xx) = 2Xz. Pisteet, joissa side-
vektori ja pinnan normaali ovat yhdensuuntaiset, saadaan ratkaistua yhtalosta

Naissé pisteissd pinnan pdadakselit eli toisiaan vasten kohtisuorat maksimipituiset sdde-

vektorit leikkaavat pinnan. Samoin pétee 7 Yx; = 1, joten x7 \;z; = 1 ja edelleen

1
T

7

T T;

Toisin sanoen symmetrisen matriisin > ominaisarvot \; ovat vastaavan ellipsoidin padak-
selien nelididen kaanteislukuja.

Kayttamalla ominaisarvohajotelmaa voidaan 2.4 kirjoittaa muodossa
(2.8) ZTIALTz =1 =3AT=1 =Y \i=1

missd 7 = LT x.



2.3 Singulaariarvohajotelma

Yleisessé tapauksessa ominaisarvohajotelmaa ei valttamatta pystyta tekeméén, silla jos
A ei ole neliomatriisi, on vektoreilla Ar ja r eri dimensio, jolloin yhtélo 2.1 ei endd péade.
Mielivaltaiselle matriisille X' € R™*" voidaan kuitenkin rakentaa symmetrinen lauseke

(29) o) b= L)

missd u € R", v € R™ ja 0 € R™™ on nollamatriisi. Tassa yhteydessa vektoreita u ja v sa-
notaan singulaarivektoreiksi ja skalaaria A singulaariarvoksi. Tésta padstaan ominaisarvo-
ongelmaan

Kv =M ja

2.10
( ) KTu =\v.

Edelleen sijoittamalla saadaan

KT'Kv =) KTu =)\ ja

2.11
( ) KK"w =)\Kv =)\

Edellisestd nahdésn, ettd u ja v ovat matriisien K K7 € R™™ ja KTK € R™" ominais-
vektoreita ja ettd molemmilla on sama positiivinen ja reaalinen ominaisarvo 2.

Rakennettaessa matriiseja singulaarivektoreista u ja v on huomioitava, etta naita saat-
taa olla eri maarat. Jos matriisin K aste on p, voidaan nayttéaa silla olevan p nollasta poik-
keavaa singulaariarvoa. Edelleen matriiseilla K K7 ja K7 K on tilléin p nollasta poikkea-
vaa ominaisarvoa. Mahdolliset "yliméaraiset" ominaisvektorit vastaavat ominaisarvoa 0 ja
ne voidaan jattdd huomioimatta. Nyt saadaan

(2.12) [IST [0(] m - m .

missd A € RP*P U € R™*P ja V e R™P. Télloin jaljelle jaa viela n + m — p singulaari-
vektoria, jotka kaikki vastaavat singulaariarvoa 0.

Yhtilosts 2.12 nahdésn, ettd KV = UA. Kertomalla vasemmalta matriisilla U7 saa-
daan UTKV = A. Témén takia matriisin U sanotaan sisiltivin vasemmanpuoleiset sin-
gulaarivektorit, ja vastaavasti matriisin V' oikeanpuoleiset singulaarivektorit.

Vastaavasti kertomalla vasemmalta matriisilla V7 saadaan

(2.13) K =UAV".

Yhtaloa 2.13 kutsutaan mielivaltaisen matriisin K singulaariarvohajotelmaksi.
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Seuraavissa luvuissa tullaan ndkeméan, ettd oikeanpuoleiset singulaarivektorit muo-
dostavat ortonormaalin kannan ns. riwviavaruudessa, ja vastaavasti vasemmanpuoleiset
vektorit sarakeavaruudessa. Matriisi K kuvaa riviavaruuden kantavektorin v vastaavalle
sarakeavaruuden kantavektorille u. Vastaavasti K7 on tdmén kuvauksen kiinteiskuvaus,
joka kuvaa vektorin u vektorille v. Tarkemmat yksityiskohdat ja todistukset on esitetty
kirjassa (8]
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Luku 3

Inversio-ongelmat

Tassé tutkielmassa késitelladn tilastollista eli Bayesilaista lahestymistapaa inversio-ongelmiin.
Ennen tdmén metodologian esittdmistd annetaan téssé luvussa lyhyt katsaus klassiseen
inversio-ongelmien teoriaan sekd sen vahvuuksiin ja heikkouksiin. Tamén jélkeen esitel-
lddn Bayesin kaava ja rakennetaan sen pohjalta tilastollinen ratkaisumenetelma, missa
kaikkia ongelman muuttujia ajatellaan satunnaismuuttujina. Luvussa kasitelldédn lisak-
si normaalijakautunutta eli gaussista satunnaismuuttujaa, todennékoisyysjakauman esti-
maatteja sekd inversio-ongelman ratkaisua tdydentdvia a priori-tietoa ja eri tapoja sen
muotolemiseksi kvalitatiivisesta kvantitatiiviseksi. Oletamme téssé luvussa lukijalta pe-
rustiedot todennékoisyyslaskennasta, mittateoriasta ja lineaarialgebrasta kuten ne esi-
tetddn esimerkiksi Helsingin yliopiston matematiikan koulutuslinjan aineopinnoissa sekéa
perustiedot funktionaalianalyysista (esimerkiksi [20]).

3.1 Klassisista inversio-ongelmista

Kuten johdannon yksinkertaistetusta esimerkista kiy ilmi, joudutaan inversio-ongelmissa
varsin helposti ongelmiin mitatun datan siséltéessé mittausvirhettd. Tamén lisdksi ongel-
ma voi olla huonosti mddaritelty. Monet kiiytdnnon inversio-ongelmat ovat myos epéline-
aarisia.

Ilmakehén koostumusta tutkittaessa paadytasn tilanteeseen, jossa saadaan jonkin epé-
suoran mittauksen avulla mitattua datavektor: y, josta halutaan saada jotain tietoa il-
makehén oikeasta tilavektorista x hetkelld, jolla mittaus tapahtui. Vektorien sanotaan
kuuluvan data-avaruuteen y € Y ja tila-avaruuteen x € X, joiden ulottuvuus on usein
eri: mitattava data ei ole fysikaalisesti samaa dimensiota kuin itse tila. Téssa tutkielmas-
sa rajoitumme tapaukseen Y = R™ ja X = R", mutta esitetyt tulokset voidaan yleistaa
pateviksi my6s yleisimmissd Hilbertin avaruuksissa. Mittausta kuvataan epdsuoran mit-
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tauksen inversiomallilla
(3.1) y=F(x)+e.

Mallissa epésuoraa koetilannetta kuvaava suora malli eli operaattori I’ rakennetaan perus-
tuen mittauksessa kdytetyn mallin fysiikkaan, esimerkiksi valon absorptioon tai sirontaan
valiaineessa. Kohina on mallissa jotain sellaista, mitd emme osaa tai pysty mallintamaan
muuttujien avulla, kuten mittalaitteesta aiheutuva mittausvirhe tai satunnainen lampdolii-
ke. Mittauksen y ajatellaan niin ikéén koostuvan mittauksen ytimestd F'(x) ja kohinasta
g, jonka oletetaan téssa tutkielmassa olevan additiivista.

3.1.1 Lineaarisista inversio-ongelmista

Hadamardin mukaan hyvin mddritelty ongelma (katso esimerkiksi [1]) tdyttdd seuraavat
ehdot:

H1: Ongelmalla on ratkaisu (olemassaolo)
H2: Ratkaisu on yksikésitteinen (yksikésitteisyys)

H3: Ratkaisu riippuu jatkuvasti kiiytetystd datasta (vakaus)

Huonosti madritelty ongelma voidaan edellisen perusteella ajatella ongelmaksi, joka ei
toteuta yhta tai useampaa Hadamardin ehdoista. Kéaytdnnossa inversio-ongelmat ovat
usein huonosti méaariteltyja.

Maaritelma 3.1. Otetaan kiyttoon seuraavat merkinnat. Merkitdan kuvauksen F': A —
B laht6joukkoa Dom(F), maalijoukkoa Range(F), ydintd Ker(F) ja joukkoa B — Ran(F)
merkinnélld Coker(F).

Maaritelma 3.2. Olkoot H; ja Hy darellisuloitteisia Hilbertin avaruuksia ja F' : Hy — Ho
kompakti lineaarikuvaus. Ensimmaisen lajin Fredholmin yhtdlo on muotoa

(3.2) F(r) =y,

missd x € H; on tuntematon ja y € Hy tunnettu. Késitteleméssamme ilmakehédn kauko-
kartoituksen tapauksessa kyseessa on integraaliyhtalo

b
(3.3) g(t) = / K(t, 5)f(s)ds.
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missé a ja b ovat vakiot, ydinfunktio K(t,s) on jatkuva, ¢g(t) on tunnettu ja f(s) on
tuntematon. Maarétty integraali on kompakti ja lineaarinen, ja merkitsemaélla f(s) = z(s),

g(t) =y ja [P K(t,s)z(s)ds = F(x) pistiin esitykseen 3.2.
Lause 3.1. Fredholmin yhtdilélle pdtee
I) yhtdlolla 3.2 on ratkaisu (H1), jos ja vain jos y € Ran(F);

II) yhtdlon 3.2 ratkaisu on yksikdsitteinen (H2), jos ja vain jos Ker(F) = {0}.

Todistus. Kohta I) on selvi, silld jos y ¢ Ran(F'), niin y € Coker(F') eiké kidnteiskuvausta
voi muodostaa.

Kohta II): Oletetaan, ettd Ker(F') = {0}. Olkoon Fa = Fb missé a,b € H,. Operaat-
torin F' lineaarisuudesta seuraa, ettd F'(a —b) = Fa — Fb = 0. Nyt oletuksesta seuraa,
ettd a — b = 0 eli a = b, ratkaisu on siis yksikésitteinen. Toinen suunta: Oletetaan, etté
ratkaisu on yksikisitteinen. T#lloin £~1(0) = Ker(F) on lineaarisuuden nojalla {0}. [

Palautetaan mieleen johdannossa esitelty Lambertin-Beerin laista johdettu ongelma,
joka on muotoa

L

(3.4) —In .f[[)((>/\\)) = /0 C(A, s)p(s)ds.
Vertaamalla tata yhtaloon 3.3 saadaan vastaavuudet

g(t) < —In ]IO((tt))

[a,b] < 0, L]

(3.5) K(t,s) <« C(t,s)

fls) p(s)

Fz(s) < /()C(t,s)x(s)ds.

Kaukokartoitusongelmassa esiintyvé integraaliyhtélo on siis ensimmaéisen lajin Fredholmin
yhtalo. Koska kyseessd on integraaliyhtalo, on selvéd, etta 0-absorptio voidaan saada ai-
kaan usealla eri tiheysprofiililla. TaAmé tarkoittaa, ettd Ker(F') # {0}, jolloin ehto (H2) ei
toteudu eiké yhtéalolle ole olemassa yksikéasitteista ratkaisua, miké néhtiin jo johdannossa.

Maéritelmé 3.3. Olkoon F' : Dom(F') — R™ rajoitettu lineaarikuvaus ja Dom(F) C R™.
Analogisesti edeltavian kisittelyyn kuvausta F' kutsutaan suoraksi malliksi sekd avaruuk-
sia R" tila-avaruudeksi ja R™ data-avaruudeksi. Epasuoran mittauksen inversiomalli on
néin ikéan yhtalo

(3.6) y=Fxr+e,
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missd © € Dom(F') on tuntematon tila, y € R™ on mittaus ja ¢ € R™ mittausvirhe.
Mittausvirheen tulee lisiksi toteuttaa jollain positiivisella § € R ehto ||¢|| < §, missé || - ||
on avaruuden R™ euklidinen normi.

Hadamardin ehdot tayttavit inversio-ongelmat ovat hyvin méariteltyja ja ratkeavat
yksikasitteisesti. Nama eivit kuitenkaan ole tutkimuksen kannalta kovinkaan mielenkiin-
toisia, koska mittausta kuvaava malli on harvoin néin hyvin kayttaytyva. Mielenkiinnon
kohteena tutkimuksessa ovat sen sijaan ongelmat, jotka rikkovat yhta tai useampaa hyvin
madritellyn ongelman ehdoista.

Inversiomallin kohina voi helposti kaataa ehdon H1, kun Fz + ¢ ¢ Ran(F'). Jos taas
kahdella eri tilalla 21, 2o € Dom(F') saadaan sama mittaustulos F(z1) = F(x9), ei rat-
kaisu ole yksikésitteinen eikd téaten ehto H2 pade. Vaikka kaikki mittauspisteet olisivat
kuvajoukossa F(Dom(F)), ei ole yleisesti takeita sille, ettd F~! olisi jatkuva, joten ehto
H3 ei mydskaan valttaméatta péade.

Klassisessa inversio-ongelmien teoriassa huonosti mééritelty ongelma pyritddn requla-
risoimaan, eli 10ytamaan likiméaradinen ratkaisu, joka tayttdd Hadamardin ehdot. Tamé
johtaa usein mallin diskretointiin ja numeeriseen ratkaisemiseen.

Maaritelma 3.4. Olkoon F' : R — R™ injektiivinen lineaarikuvaus. Tarkastellaan tdhén
mittaukseen liittyvaé inversio-ongelmaa, missa ||Fx — y|| < §. Télloin lineaarikuvausten
R, :R™ — R" 0 < a < oo kokoelmaa sanotaan reqularisointistrategiaksi, jos

(3.7) lim R, Fox ==z

a—0

jokaisella = € R™. Kun regularisointiparametri o on muuttujan § funktio, kutsutaan funk-
tiota «(d) hyvdksi, jos

1. a(6) =0, kun § — 0 ja
2. Jokaisella x € R™ pétee

(38) sup {||Rayy — ol |[Fz =yl <5} =0, 60,

yER™

Inversio-ongelman ratkaisu muodostuu klassisesta ndkokulmasta katsottuna regulari-
sointistrategiasta ja hyvéstd parametrin o valitsemisesta. Regularisointistrategian muo-
dostaminen ei kuitenkaan ole aina suoraviivaista. Ongelmina voivat olla esimerkiksi suora
malli, joka ei ole injektio, mittauksen kuulumattomuus kuvajoukkoon F(R"), ja kohinal-
lisen yhtalon ratkaisu riittavan vakaasti.

Esimerkkiné inversio-ongelman ratkaisusta esitelladan Tikhonovin regularisoitu ratkai-
su: yllamainittujen mééritelmien voimassa ollessa vektori T, (y) on téllainen ratkaisu, jos

(3.9) T, (y) € arg m}%@n t(z),
Ze n
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missi t(2) = || Fz—y||2m +a||Vz||2. on nimeltdan Tikhonovin funktionaali ja o sen regu-
larisointiparametri sekd Vz on tuntemattoman z diskretisoinnista johdettu vierekkiisten
arvojen erotus.. Tata menetelmaé ja sen johdannaisia kiyttaessaan joutuu ratkaisija tasa-
painottelemaan ratkaisun tarkkuuden ja vakauden vélilla. Lisdksi parametrin « valinta ei
yleensd ole yksikasitteista. Regularisointia sekd epélineaarisia klassisia inversio-ongelmia
seké niiden numeerista ratkaisua on késitelty kattavasti lahteessa [1].

3.2 Tilastollinen inversio

Olkoon (2, F,P) todennékoisyysavaruus, missia 2 C R™ on epétyhji joukko, F on o-
algebra joukossa Q) ja P : F — [0, 1] todenndkdisyysmitta.

Olkoon A, B € F tapahtumia ja P(B) > 0. A:n ehdollinen todennékéisyys ehdolla B
on maaritelty

P(AN B)

(3.10) P(AIB) = —5 5

Maééritellddn, ettd tapahtumat A ja B ovat riippumattomia jos ja vain jos P(A|B) =

P(A).

Lause 3.2. Olkoon (E;)e; ddrellinen tai numeroituvasti ddreton avaruuden € ositus.
Tdlldin jos A € A, niin

(3.11) P(A) =) P(A|E,)P(E;).

Todistus. Huomataan, etta

(3.12) AzAﬂQzAﬂ(UEi> = JAnE).

el el

Joukot F; muodostavat avaruuden osituksen, joten ne ovat pareittain erillisid. My6s joukot
(AN E;) ovat erillisid, ja néin ollen

P(4) =P (UAmE,) =Y P(ANE)

el el

(3.13)
=> P(A|E)P(E)). O

el
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Edellisista yhtaloista seuraa Bayesin kaava:

o PEIA) = 5= AR IR(E)

Kutsumme Bayesin kaavassa esiintyvaa todennakoisyysmittaa P(E;|A) posteriorito-
denndkdisyydeksi (lyhyemmin: posteriori), P(E;) prioritodenndkdisyydeksi (lyhyemmin:
priori) ja P(A|E;) uskottavuudeksi ehdolla A. Jakajassa esiintyvd summa on kaavassa
normitusvakio, joka takaa posteriorin integraalille arvon 1 yli koko avaruuden. Néin ollen
kyseessd on todennédkoisyysmitta.

Tilastollisen eli bayesilaisen inversion filosofinen tausta on muotoilla ongelma uudelleen
siten, ettd varsinaisen tarkan vastauksen sijaan pyritdan etsimdan mahdollisimman tarkat
virherajat ongelman ratkaisulle. Ongelman parametreja mallinnetaan satunnaismuuttuji-
na, joilla jokaisella on oma todennikoisyysjakaumansa. Bayesilaisessa ajattelussa satun-
naisuus kuvaa epavarmuutta parametrin arvosta: mita kapeampi todennéakéisyysjakauma,
sitd pienemmét virherajat. Tuntematonta x ei siis voida koskaan tuntea tarkkaan. Sen si-
jaan Bayesin kaavan perusteella voidaan tuntemattomalle maéaritelld priorijakauma, joka
kuvaa késitystd tuntemattomasta ennen mittauksen suorittamista. Téma voi esimerkiksi
tarkoittaa, ettd uskomme mitatun tiheysprofiilin olevan jatkuva, tai samaa suuruusluok-
kaa kuin aikaisempien mittausten keskiarvo. Prioritietoon yhdistetdan Bayesin kaavaa
seuraten mittauksesta saatu informaatio uskottavuusfunktion muodossa, jolloin saadaan
inversio-ongelman ratkaisuna tuntemattoman x posteriorijakauma.

Ratkaisun muoto tekee tilastollisesta lahestymistavasta varsin erilaisen klassiseen rat-
kaisuun verrattuna. Regularisaatiostrategiat tuottavat tuntemattomille arvoille yksittaisia
tunnuslukuja, kun taas tilastollisesta nakokulmasta posteriorijakaumasta voidaan laskea
useita estimaatteja, jotka kuvaavat jakaumaa eri tavoin. Toisin sanoen ratkaisu ei vas-
taa kysymykseen "Mikd on muuttujan z arvo?", vaan pikemminkin kysymykseen "Milla
todennékoisyydelld muuttuja = voi saada mitékin arvoja?".

3.2.1 Teorian muotoilu

Vaikka seuraavat tulokset patevit yleisemméssiakin tapauksessa, oletamme seuraavassa
kasittelyssé, etta kaikki satunnaismuuttujat ovat absoluuttisesti jatkuvia, joten niiden to-
dennékoisyysjakaumia voidaan kuvata tiheysfunktioilla.

Kuten klassisissakin inversio-ongelmissa, oletetaan, ettd mittauksesta saatua dataa
y € R™ kiiytetdan tiedon saamiseen tuntemattomasta x € R". Ndiden muuttujien riippu-
vuutta kuvataan mallilla

(3.15) y=F(z)+e,
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missd F : R" x R¥ — R™ on mallifunktio, ja ¢ € R™ on kohina vektori, joka pitdi sisilldin
kaikki mittauksessa huonosti tunnetut parametrit sekd mittausvirheen.

Tilastollisessa inversiossa kaikkia parametreja tarkastellaan satunnaismuuttujina, ja
usein onkin tapana kirjoittaa ne kiyttden isoja kirjaimia. T&lloin satunnaismuuttujien
realisaatiot kirjoitetaan vastaavasti pienilla kirjaimilla. Kuitenkin téssa tutkielmassa kay-
tetddn sekd satunnaismuuttujasta etté sen realisaatiosta pienié kirjaimia ja painotetaan
tarpeen mukaan, kumpaa tarkoitetaan. Néin isot kirjaimet varataan matriisien merkit-
semiseen. Suoraan mitattavaa satunnaismuuttujaa kutsutaan mittaukseksi, ja sen reali-
saatiota dataksi. Varsinaisen mielenkiinnon kohteena olevaa parametria x, jonka priori-
ja posterioritodennéakéisyysjakaumia mallinnetaan satunnaismuuttujilla, nimitetdan tun-
temattomaksi, sekd haittaparametria € kohinaksi.

Oletetaan, ettd olemme l6yténeet yhteistodennékoisyysjakauman muuttujille = ja vy,
ja merkitddn sitd 7(z,y). Muuttujan = marginaalista tiheysfunktiota

(3.16) T () = /m m(x,y)dy

kutsutaan a priori-tiheysfunktioksi. Téméa kuvaa tietoa, joka meilld on muuttujasta x
ennen mittausta.

Toisaalta, jos tuntemattoman arvo x tunnetaan ja m,.(r) # 0, saadaan datan y:mn
ehdolliseksi todennékoisyydeksi uskottavuusfunktio (englanniksi likelihood)

m(z,y)

Tpr (2)

Oletetaan nyt, ettd tunnetaan data y. Jos 7(y) # 0, sanotaan jakaumaa

(3.17) m(ylz) =

m(z,y)
(3.18) m(zly) =
(y)
muuttujan x posteriorijakauman tiheysfunktioksi.
Bayesilaisessa ajattelussa inversio-ongelma ilmaistaan seuraavasti: "Ratkaise datas-
ta y muuttujan = ehdollinen todennikdisyysjakauma 7(z|y)". Kootaan edelliset tulokset
lauseeksi:

Lause 3.3. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan x € R™ prioritiheysfunktio m,.(z) tunne-
taan, ja oletetaan, ettd mitattu data y koostuu satunnaismuuttujan y € R™ arvosta siten,
etti w(y) > 0. Talloin muuttujan x posterioritodenndkoisyyden tiheysfunktio ehdolla y on

Tpr (2)7 (y]2)

(3.19) m(zly) = )

missi marginaalijakaumaa w(y) = [, 7(x, y)dy voidaan ajatella normitusvakiona.
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Yhteenvetona Bayesin kaavasta 3.19 voidaan inversio-ongelman ratkaisu hajoittaa kol-
meen aliongelmaan:

1. Etsitddn tuntemattomalle X prioritodennédkéisyysjakauma m,,, joka kuvaa mahdol-
lisimman hyvin ennakkotietojamme tuntemattomasta.

2. Etsitaén uskottavuusfunktio 7(y|z), joka kuvaa datan riippuvuutta tuntemattomas-
ta.

3. Valitaan tapa tutkia posteriorijakaumaa.

3.3 Normaalijakautunut satunnaismuuttuja
Tarkastellaan inversio-ongelmaa, jossa kohina on additiivista. Téata kuvaa yhtalo
(3.20) y=F(z)+¢

missd muuttujat x € R, y € R™ ja e € R™ ovat riippumattomia. Oletetaan, ettd kohinan
todennakoisyysjakauma 7. on tunnettu. Rippumattomuudesta seuraa, ettei tuntematto-
man kiinnittdminen x = z vaikuta kohinan jakauman muotoon. Téaten yhtélosta 3.20
seuraa

(3.21) cmy-F@) & (k) =iy - F@).
Néin ollen Bayesin kaavasta 3.19 saadaan

(3.22) m(zly) o< m(y — F(x))mp(2).

Normaalijakaumalla eli gaussisella jakaumalla on keskeinen rooli tilastollisessa inversioteo-
riassa. Jakauman matemaattinen kasittely on melko suoraviivaista, mutta ennen kaikkea
keskeisen raja-arvolauseen (katso esimerkiksi [17]) ansiosta gaussinen malli on perusteltu
approksimaatio ei-normaaleista jakaumista, kun mitattujen datapisteiden maéra on suuri.

Maaritelma 3.5. Olkoon zp € R™ ja X € R™™" symmetrinen ja positiivis-definiitti matrii-
si. Gaussinen n-ulotteinen satunnaismuuttuja z odotusarvolla zy ja kovarianssimatriisilla
> on satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on muotoa

1 ' 1 Ty—1
(3.23) 7(z) = (\/ﬁ) exp (—é(z —20) X (2 — zo)) ,
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missé |X| = det(X). Gaussisesta satunnaismuuttujasta odotusarvolla zy ja kovarianssi-
matriisilla > kiytetadn notaatiota

(3.24) z ~ N(z0,2).

Tassa tyossa viitataan jatkossa myds hieman epatdsméllisesti muutujan z tiheysfunktion
7(z) gaussiseen muotoon merkinndlld m(z) ~ N (z, X).

Lause 3.4. Olkoon x : Q@ — R™ ja ¢ : Q@ — R™ toisistaan risppumattomia gaussisia
satunnaismuuttujia,

(325) 7Tpr($) ~ N(.To, Epr), 7T€(€) ~ N(O, Zobs)a

missd Yy € R™™ ja Yops € R™™ positiivis-definiittejd matriiseja. Oletetaan lisdksi, ettd
meilld on lineaarinen malli kohinaiselle mittaukselle y, missd mittausmatriisi F© € R™*™
on tunnettu, eli

(3.26) y=Fzr+e.

Talldin muuttujan x posterioritiheysfunktio mittauksella y on

(3.27) w(xly) o exp (-%(:c DTS - ;z)> |
missa

(3.28) 7= (FSyly + 55 (—20)) (FTSAF + 5,07
ja

(3.29) Spost = (FTELF +5,1) 7

Todistus. Kayttamalla kaavaa (3.23) tiheysfunktioiden kirjoittamiseen ja ottamalla yhté-
16n (3.26) molemmilta puolilta logaritmi saadaan uskottavuusfunktiolle

(3.30) —2In7(y|z) = (y — Fz)'2,}

obs

(y—FJf)‘f—Cl,

missa ¢, on eksponenttifunktion kertoimesta saatava vakio. Kyseessa on nelidmuoto, mika
tarkoittaa 2. asteen polynomia yhden tai useamman muuttujan suhteen. Myo6s priorija-
kaumalle voidaan kirjoittaa

(3.31) —2Inm,.(z) = (v — xo)TZ;}(x — Zg) + Co.
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Kayttamalla Bayesin kaavaa 3.19 saadaan edelleen
(3.32) —2In7(zly) = (x — 20)" S, (# — m0) + (y — Fa)" S, (y — Fx) + cs.

Kahden neliomuodon summa on selvisti myos neliomuoto, joten on oltava tapa kir-
joittaa joillekin Z ja X,,s posteriorin logaritmi muodossa

(3.33) —2In7(zly) = (z — 2)"S 0 (x — T) + ca.

Merkitsemalld yhtaloiden 3.32 ja 3.33 oikeat puolet yhtasuuriksi, avaamalla lausekkeet ja
edelleen merkitsemalld yhtasuuriksi muuttujassa = toista astetta olevat termit saadaan

(=Fa)'S bl (=Fz) + "% e = 2SS, Lo
(3.34) & T (FISlF+3 o= a:TZpgstx
<~ Zpolst - FTEOI)%SF + E;rl'
Kun merkitdin yhtiasuuriksi termit, jotka ovat lineaarisia z7:n suhteen, saadaan vastaa-
vasti
(3.35) (—F2)"Shy + 'S (—ao) = 2" 5, (7).

Sijoittamalla Zpost yhtéalostéd 3.34 saadaan

xT(_FT)Eobsy + xTE ( ) (FTZobsF + E )( )
(336) & FISuy+ 3, (—w0) = (FIE5F + 3,17
g T = (FTzobsy + E;r ( )) (FTEObiF + Epr )_1 .

Vakiot ¢, co, 3 ja ¢y vastaavat normitusvakioita. Kaavan 3.22 nojalla saadaan siis

(337 wlaly) o exp (0~ 2)"Epb (o - ).

Posteriorin odotusarvo ja kovarianssi voidaan myos kirjoittaa muodossa

(3.38) T =10+ S FT(FS, FT + X))y — Fag — &),
ja
(3.39) Ypost = Zpr — Spr FL(FE, F1 4 Y0ps) LES,,.

Tarkemmat yksityiskohdat tésté johdosta ja vaihtoehtoinen todistus lauseelle 3.4 kiyttaen
Schurin komplementteja esitetddn kirjassa [2].
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Huomautus 3.1. Edellisen lauseen todistuksen kohdasta 3.30 ndhd&én, ettd Bayesin
kaavan uskottavuusfunktion kovarianssimatriisi on lineaarisen inversio-ongelman 3.26 ja
additiivisen kohinan tapauksessa tdsmalleen sama, kuin mittausvirheen ¢ kovarianssimat-
riisi. Laskennallisissa sovelluksissa saadaan tédten arvioitua gaussisen uskottavuusfunktion
kovarianssia, kunhan tiedetdan mittausvirheen statistiikka.

3.3.1 Estimaatit

Edella esitetylla tavalla saadaan inversio-ongelman ratkaisuksi posteriorijakauma. Yleensa
ongelman dimensio on kuitenkin niin suuri, ettei jakauman visualisointi ole mahdollista.
Tunnetusta jakaumasta voidaan kuitenkin laskea jakauman tunnuslukuja, kuten odotusar-
vo. Jos meilld on tarpeeksi suuri otos jakaumasta, voidaan néille laskea myos likiarvoja
eli estimaatteja. Namé antavat vastauksen esimerkiksi kysymykseen "Mikéi on satunnais-
muuttujan z todennakéisyysjakauman todennédkoisin arvo?"
Yksi suosittu jakauman estimaattori on maksimaalinen a posteriori estimaattori (MAP).

Tamé kertoo jakauman todennikoisimmén arvon. Satunnaismuuttujan x € R™ posterio-
rijakaumalle 7(x|y) laskettu estimaatti xyap toteuttaa ehdon

(3.40) TMAP = arg max m(x|y)
zeR?

mikali maksimi on olemassa. Huomioitavaa on, ettei kyseinen maksimi ole vélttaméatta yk-
sikésitteinen. MAP-estimaatin laskeminen johtaa optimointiongelmaan, joka ratkaistaan
tyypillisesti iteratiivisilla gradienttiin pohjautuvilla menetelmilla. Tamé ratkaisu muistut-
taa klassisten inversio-ongelmien regularisointia.

Toinen paljon kiytetty estimaattori on jakauman ehdollinen odotusarvo (CM, englan-
niksi conditional mean):

(3.41) zom = Elzly| = / x m(x|y)d.

Toisin sanoen ¢y on posteriorijakauman odotusarvo. Odotusarvon 16ytdminen on in-
tegrointiongelma, jossa integraali tulee laskea yli tyypillisesti todella korkeaulotteisen ava-
ruuden.

Huomautus 3.2. Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan tapauksessa jakauman to-
dennékoisin arvo loydetdan minimoimalla eksponentissa oleva neliomuoto. Téméa minimi
on yksikéasitteinen. Maaritelmén mukaan jakauman odotusarvo on myos tdméa sama suu-
rimman todennékéisyyden arvo. Téastd syystd normaalijakaumalle 7(x) pétee erikoista-
pauksena

(3.42) Tom = / xm(zly)de = argmz&xw(:ﬂy) = TMAP-
n TeR™
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3.3.2 Priorista

Bayesilaisessa inversio-ongelmien kasittelyssa priorijakauman rakentaminen on usein rat-
kaisun jarkevyyden kannalta yksi kriittisimpié ja samalla myos vaikeimpia askeleita. Sopi-
van priorin 16ytdminen johtuu yleisesti tietomme luonteesta: ratkaisijalla on usein kvalita-
tiivista tietoa siité, millainen héan uskoo ongelman ratkaisun olevan, ja tdma tulisi jollain
tavalla muuttaa kvantitatiiviseksi osaksi posteriorijakaumaa. Yleinen ohjenuora on, etta
priorijakauman tulisi antaa mittausta edeltavin tiedon valossa odotettavissa oleville ta-
pahtumille suuri todennakoisyys, ja vastaavasti pieni todennakoisyys tapahtumille, joita
emme odota nikevimme. Ongelmia aiheuttaa se, ettd lilan 16yhalla priorilla emme vilt-
tamatta saa lahellekddn totuudenmukaista ratkaisua, kun taas liian tiukka priori ei salli
mittaustuloksen poikkeamista ennakko-odotuksistamme, miké taas tekee koko mittauksen
suorittamisesta epamielekésta.

Seuraavaksi esitelladn pintapuolisesti muutama esimerkki priorien rakentamisesta. Sy-
vemmaén kisittelyn ja lisdd esimerkkeja 16ytaé lukija halutessaan esimerkiksi kirjasta [2].

Esimerkki 3.1. Oletetaan, ettd ratkaistavana on inversio-ongelma, jossa tuntematon on
kaksiuloitteinen pikselikuva. Télld voidaan kuvata diskreetisti jakautunutta suuretta, esi-
merkiksi pienié kohteita rontgenkuvassa. Prioritietona on talloin, etté oletamme saavam-
me mustaa taustaa vasten joitakin yksittiisid taustasta suuresti poikkeavia arvoja. Tal-
laisessa tilanteessa kdytetaan impulssiprioiria, josta hyvina esimerkkind on /;-normi

n

(3.43) ol =Y Jail,

i=1
misséd © € R" edustaa vektorisoitua versiota n:n pikselin kuvasta, ja | - | on itseisarvo.
Edellisen normin indusoima [;-priori on vuorostaan
a\ "
(3.44) mn(x) = (5) " exp(=allz]),

missd « on ongelmasta riippuva skaalausparametri. Priorijakaumassa eksponenttifunktion
argumentissa esiintyvé /; -normi antaa sitd suuremman arvon vektorille, mitd enemmén
sen [;-normi poikkeaa nollasta. Télloin saadaan pieni todennékoisyys suurille arvoille ja
suurempi lahelld nollaa oleville arvoille. Nyt on epatodennakoisempéd saada useisiin vie-
rekkéisiin pikseleihin suuresti nollasta poikkeavia arvoja, mikéd kuvaa téssd tapauksessa
kvalitatiivisen tietomme harvakseltaan esiintyvista yksittéisista arvoista kvantitatiivisek-
si.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan seuraavaksi, miten edellisen esimerkin priorijakaumasta
voidaan poimia otos. Muunnetaan prioria ensin siten, ettd hyviksytadn vain positiiviset
arvot. Tama on ongelman asettelun nojalla hyvin perusteltua. Saadaan

(3.45) pr(2) = a"'my (2) exp(—af|z]|1),
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missd 7 (x) = 1 jos x; > 0 kaikilla 7, ja muutoin 0. Muuttujan z eri komponenttien
voidaan olettaa olevan riippumattomia toisistaan, jolloin jokaiselle suunnalle saadaan 1-
ulotteinen jakauma

t
(3.46) k(t) = a/ e *ds=1—e .
0
Komponentit x; saadaan nyt kaavalla
1
(3.47) z; =K (t;) = ——log(1 —t;),
Q@

missé t; saadaan aina tasa-jakaumasta ([0, 1]). Témé on standardi menetelma laskennal-
lisissa sovelliuksissa, missé satunnaislukugeneraattorin tuottama luku vélilta [0, 1] saadaan
helposti kuvattua otokseksi edellda méaaritellystd priorijakaumasta.

Esimerkki 3.3. Geofysikaalisissa ja ilmakehéan kaukokartoitukseen liittyvissd ongelmissa
priorijakauman muodostamiseen voidaan kiyttda aikaisemmin mitattua dataa, jota on
tavallisesti hyvin suuri méérd. Oletetaan, ettd m,.(r) on satunnaismuuttujan x € R
prioritiheysfunktio, ja ettd ollaan saatu suuri mééaréa otoksia muuttujasta x:

(3.48) x = {z" 2% ...V},

missd N on suuri. Yksiuloitteisessa tapauksessa voitaisiin kiyttaa esimerkiksi spliniap-
proksimaatiota todennakoisyysjakauman histogrammin selvittdmiseksi, mutta moniuloit-
teisessa tapauksessa néin ei endé ole mahdollista tehdd. Sen sijaan voidaan kirjoittaa
arviot muuttujan odotusarvosta ja kovarianssista:

1

N x

=1
(3.49) Covlx] = E[za'] — E[z|E[z]"

1 N

Edell esitellyn normaalijakautuneen satunnaismuuttujan kisittelyyn vedoten on usein
kaytannollista approksimoida mittausdatasta johdettua priorijakaumaa normaalijakau-
malla

(3.50) () o exp (—%(:c —FTT Nz — ;f:)) |

Approksimaation onnistuneisuutta voidaan tutkia esimerkiksi vertaamalla normaalijakau-
masta nostettuja otoksia olemassaolevaan dataan. Ongelmana téssa ldhestymistavassa on
se, ettei otoksista arvioitu kovarianssimatriisi I' véalttamaéatta ole kdantyva tai numeerisesti
vakaa, mika tekee laskennallisista sovelluksista ongelmallisia.

Q
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3.4 Markovin ketju Monte Carlo -menetelma

Tilastollisen lahestymistavan tuottama ratkaisu inversio-ongelmaan jaa melko abstraktik-
si, ellei posteriorijakaumaa pystytd millaan tavalla tutkimaan. Tahén on ehdotettu useita
menetelmid, joista téssa tutkielmassa kiytdmme Markovin ketju Monte Carlo-menetelméa
(MCMC).

Termi Monte Carlo viittaa alun perin Monte Carlo integrointiin, missd muutoin moni-
mutkainen tai ratkeamaton integraali lasketaan arpomalla satunnaisesti lukuja ja tarkas-
tamalla, jadvatko ne integraalikdyran alle vai eivat. Tarpeeksi suurella otoksella saadaan
néin laskettua tietyn kdyréan alle jadvén pinta-alan (2-ulotteisessa tapauksessa) osuus koko
otosjoukosta.

Jos otos nostetaan tietysta todennakoisyysjakaumasta, voidaan edelliselld menetelmél-
14 tutkia todennakoisyysjakauman tiheysfunktiota. Olkoon 7 satunnaismuuttujan z € R”
tiheysfunktio, sekd olkoon F': R"™ — R mitallinen kuvaus. Odotusarvo E[F(z)] saadaan
integraalilla

(3.51) I= /n F(x)n(x)dx.

Integraalin laskeminen on tyypillisesti monimutkaista tai mahdotonta. Likiarvon laske-
minen kayttden suurta satunnaisotosta on kuitenkin mahdollista. Jos oletetaan kyseisen
odotusarvon olevan aérellinen, saadaan satunnaisotokselle x; ~x,i=1,..., N

N
1
(3.52) In=+ (Zl F(xi)) .
Vahvan suurten lukujen lain (katso esim. [17]) perusteella saadaan edelleen
(3.53) lim Iy =1

melkein varmast: eli todennékoisyydella 1.

Markovin ketjulla tarkoitetaan stokastista prosessia eli jonoa jonkun systeemin esi-
merkiksi aikakehitystd kuvaavia satunnaismuuttujia, jolla on Markov-ominaisuus. Talla
tarkoitetaan, ettd otosjonon jokainen jésen saadaan ehdollisella todennédkéisyydellé, joka
riippuu vain jonon edellisesta jasenestd. Voidaan osoittaa, ettd darellisen méaran jasenia
jalkeen jonon otokset ovat jakautuneita ketjun stationaarisen jakauman mukaan. Ket-
ju voidaan rakentaa noudattamaan tiettyd todennékoisyysjakaumaa, ja nédin saada sen
mukaisesti jakautunut joukko otoksia.

Yksi yleisesti kiaytetty MCMC-menetelmén laskennallinen implementaatio on Metropolis-
Hastings-algoritmi. Olkoon x ja 7 kuten edelld. Maaritelladn ehdotusjakauma Q(z,-) ja
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sen tiheysfunktio ¢(z, y), joka kuvaa todennékdisyytté liikkkua tilasta x tilaan y. Oletetaan,
ettd ajanhetkelld ¢ olemme tilassa z;. Algoritmi maarittda seuraavan tilan x,,; kahdessa
askeleessa:

1. Arvotaan ehdokaspiste z jakaumasta Q(z, -).

2. Piste z joko hyviksytaan tai hylataan. Hyvdaksymaistodenndkdisyys saadaan saannolla

(3.54)

min (M, 1) . jos m(xy)g(xy, 2) >0

ofxy, 2) = m(zt)q(ze,2)
1, jos m(z¢)q(zs, 2) = 0.

Mikali piste z hyvéiksytadn, asetetaan z;,1 = 2z ja muutoin x;; = x;. Symmetrisella

ehdotusjakaumalla saadaan ¢(z,z) = ¢(z,z), jolloin edellinen voidaan kirjoittaa
yksinkertaisemmin

(3.55) a(z, 2) = min (:E;; 1) .

Menetelma on erityisen toimiva tilastollisten inversio-ongelmien nakockulmasta, silld Baye-
sin kaavassa nimittajéssé esiintyvd normitusvakio m(y) supistuu pois laskettaessa osamaé-
rdd m(z|y)/m(x|y). Néin sddstetddn huomattavasti laskenta-aikaa. Edellinen tarkastelu on
tarkoituksella jatetty pintapuoliseksi, koska téssé tutkielmassa ei laajempaa MCMC:n ki-
sittelyd vaadita. Syvemmin MCMC-menetelméd on késitelty esimerkiksi lahteissd [14],

[15].
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Luku 4

Informaatiosisalto

Edellisessa luvussa késitelty tilastollinen lahestymistapa tasapainottaa inversio-ongelman
ratkaisun prioritiedon ja mittauksesta saadun infromaation valilld. Kohinainen mittaus
sisaltdd kuitenkin usein informaatiota vahemmaén kuin mitatun datan dimension verran.
Toisin sanoen voidaan data-avaruudesta erottaa aliavaruus, joka sisédltda kaiken mittauk-
sessa esiintyvan vaihtelun. Nimitetddn tdmén aliavaruuden kantavektoreita informatiivi-
siksi suunniksi. Taman avaruuden komplementtiin jaavistd suunnista ei siis saada mit-
tauksesta juurikaan informaatiota, jolloin ndiden suuntien laskennallinen késittely on las-
kentatehon hukkaamista. Téssé luvussa késitelladn Rodgersin kirjaan [3| perustuen mene-
telmé erottaa mittauksesta informatiiviset suunnat tai vapausasteet, jotka sisaltavéit koh-
teesta informaatiota eivitka ole mittausvirheen turmelemia. Téta kiytetddn myohemmin
hyvéaksi ulottuvuuden pudottamisessa.

4.1 Tila- ja data-avaruus

Yleensé kaukokartoituksen inversio-ongelmat ovat epélineaarisia. Seuraavaa informaatio-
sisallon tarkastelua varten oletetaan, ettd suora malli F'(x) on epélineaarinen, ja lineari-
soidaan se jonkin referenssitilan xy suhteen:

OF (z)
or

(4.1) y— F(xg) = (x —x0) +e=K(z—x) +¢,

missd y € R™ on data, x € R" on tuntematon ja 0F(x)/0x on suoran mallin Fréchet’n
derivaatta (katso esimerkiksi [3]). Yhtélo 4.1 méérittelee suoran mallin linearisaationa
jakobiaanin, eli matriisin J € R™", missd J;; = 0F;(x)/0x;. Yksinkertaistaaksemme
merkint6ja kiinnitetddn tila-avaruuden origo pisteeseen x( ja vastaavasti data-avaruuden
origoksi F'(x) .
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Kuva 4.1: Havainnekuva 2-ulotteisesta tila-avaruudesta ja 3-ulotteisesta data-avaruudesta.
Kuva léhteesté [3].

Tarkastellaan kohinatonta mittausta y = Jx, missd J € R™ " z € R" sekd y € R™.
Mittausmalli voidaan siis kirjoittaa auki seuraavasi:

J11 J12 Jln 1 A
(4.2) G R N e I
I Jnn T, Um

Matriisin J riveja k; voidaan ajatella tila-avaruuden n-ulottesina vektoreina, vaikkeivat
ne mitadn tilaa edustakaan. Néin jokainen vektorin y alkio y; voidaan esittda projektiona

(4.3) y; = kv = 27 k] .

Tassa K ei valttamatta ole neliomatriisi. Jos m < n, yhtéléryhmén kuvaamaa ongel-
maa sanotaan huonosti maéaritellyksi tai alimddritellyksi. Vastaavasti jos m > n, on on-
gelma ylimdaritelty. Tilanne ei kuitenkaan aina ole nain yksinkertainen: ongelman raken-
teesta riippuen voidaan esimerkiksi ylimaaritellysté tapauksesta silti paatya tilanteeseen,
missa yhtéloitd on vahemmaén kuin muuttujia ja ongelma onkin pohjimmiltaan aliméaéri-
telty. Tapauksista on esitelty esimerkkejé kirjassa [3].

Kuvassa 4.1 on havainnollistettu tilannetta, missi x € R?,y € R? ja matriisin J € R3*?
riveja kuvaavat vektorit ki, ko, k3 on valittu yksikkévektoreiksi. Mittauksen y = Jx kom-
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ponentit vy, ys,y3 vastaavat tilan x ortogonaalisia projektioita vektoreita k; vasten. Ky-
seessd on yliméaritelty mittaus, ja mittausvirheen lasnéollessa normaalit eivat valttamatta
leikkaakaan toisiaan samassa pisteessa.

Matriisin J rivit k; virittavit tila-avaruuden enintddn m-ulotteisen aliavaruuden. Ali-
avaruuden ulottuvuus voi kuitenkin olla alle m, mikéali vektorit k; ovat lineaarisesti riip-
puvia. Merkitdan taméan aliavaruuden ulottuvuutta eli matriisin J astetta kirjaimella p.
Tilanteessa, jossa m > n, matriisin J aste on kuitenkin enintddn n. J:n rivit virittavét
nain rwiavaruuden, kun ne mielletdén vektoreiksi. Vastaavasti J:n sarakkeet virittavat
p-ulotteisen sarakeavaruuden, joka on data-avaruuden aliavaruus.

Riviavaruudelle voidaan 16ytaé p kantavektoria ja ndiden kanssa n—p kohtisuoraa vek-
toria, jotka virittdvét matriisin J nolla-avaruuden eli lineaarikuvauksen J ytimen Ker(J).
Nolla-avaruus on epéatyhja, mikili p < n, ja taten kuvaus on aliméaaritelty. Vastaavasti
kuvaus on hyvinméaritelty vain, jos m = p = n.

Esitetdan seuraavaksi tapa tunnistaa kuvauksen J ydin etsimalla riviavaruudelle kanta.
Yksinkertaisimmillaan tdhén voisi kiyttad Gram-Schmidt -menetelmdd (katso esim. [16]),
mutta matriisin singulaariarvohajoitelmalla on useita téssé tyossd myohemmin hyodyllisia
ominaisuuksia. Voimme esittda matriisin JJ muodossa

(4.4) J=UAVT

missd U € R™*P ja V € R™? siséltavit oikean- ja vasemmanpuoleiset singulaarivektorit
sekd A € RP*P on diagonaalimatriisi, joka siséltdd kaikki matriisin J nollasta poikkeavat
singulaariarvot.

Lause 4.1. Olkoon J = UAVT € R™" kuten edelld, ja oletetaan diagonaalin singulaa-
riarvoista, etti Ay > Ao > -+ > Ay 2> N1 = - = Apin(m,n) = 0. Merkitddn

(4.5) U=[uy,...,uy), V=1[v1,...,0.]

Tdalloin pdtee

(4.6) Ker(J) = span{vyy1,...,va} = Ran(J")*,

Ker(JT) = span{up1, ..., un} = Ran(J)™,

missd span{vpi1,...,Vn} on vektoreiden vyyq, ..., v, virittdmd aliavaruus.
Todistus. Matriisin U ortogonaalisuudesta seuraa, ettd Jx = 0 pétee jos ja vain jos

Avlz

(4.7) AVIg = |7 P27 =0,




mistd seuraa suoraan, ettéd Ker(J) = span{v,41,...,v,}. Sama paattely voidaan toistaa
matriisille V', kun huomataan, ettd J7 = VAUT.
Toisaalta nahdéén, ettd = € Ker(J) on yhtapitavii sen kanssa, etté

(4.8) (Jo) 'y =2 J 'y =0
kaikille y € R™, joten z L Ran(J7) O
Erityisesti, jos U ja V kirjoitetaan
(4.9) U=[ur,...,up][tips1,...,unl] =[Ur,Us],
Vi=Tlon, - vplltp, - on]] = [V, VAl

voidaan mééritelld ortogonaaliset projektiot P : R" — Ker(J) ja P : R — Ker(J7)
asettamalla

(4.10) P=WVyS, P=UUT

Asettamalla singulaariarvohajotelma linearisoituun suoraan malliin y = Jx ja kerto-
malla oikealta U7:1l4 saadaan

(4.11) Uy =AVTx

ja merkitsemalld edelleen v’ = UTy ja 2/ = VTz saadaan

(4.12) y = A2

mistd ndhdadn p-ulotteisen mittauksen 3 vastaavan p-ulotteista tilaa x’.

Esimerkki 4.1 (Singulaariarvohajotelman méérittelemé koordinaattimuunnos). Tarkas-
tellaan normaalijakautunutta satunnaismuuttujaa y ~ N (yo, X). Positiivis-definiitti ko-
varianssimatriisi voidaan kirjoittaa ominaisarvohajoitelmana ¥ = LAL” ja jakaumaksi
saadaan

1 1 .
") = GrEarme O <—§(y — o) LAT LT (y — ?Jo)>

(4.13) :

— O <—%(z)TA‘1(z)> ,

missd 2 = LT (y—yo). Néin tiheysfunktio voidaan kirjoittaa vektorin z elementtien tiheys-
funktioiden tulona

(4.14) m(z) =] (27r1/\i) e (_ 2ZA2> |

i

missd ominaisarvo \; vastaa komponentin z; varianssia.
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Esimerkki 4.2 (Pddkomponenttianalyysi (principal component analysis, PCA)). Pinnat,
joilla todennékoisyys on vakio ¢ € R voidaan kirjoittaa muodossa

(4.15) (& —20)' S (& —20) = Y 2}/ \=c.

%

Vertaamalla yhtalod 4.15 luvun 2 tarkasteluun ndhdéén, ettd kyseiset pinnat ovat data-
avaruuden ellipsoideja, joiden péaakselit vastaavat kovarianssimatriisin > ominaisarvoja.
Naiden })ééakselien pituudet ovat nain verrannollisia vastaavien ominaisarvojen neliojuu-
riin \; 12,

Jos normaalijakautuneella satunnaismuuttujalla  on odotusarvo z(, niin muuttuja
r—1xo on jakautunut odotusarvolla 0. Néin ollen voidaan olettaa x ~ A (0, X). Kuten edelld
naytettiin, normaalijakautuneen satunnaismuuttujan todennékoisyyden tasa-arvokayrat
rTY 7'z = ¢ ovat ellipsoideja, joiden péikomponentit z; sekd niiden pituudet A; 2 ovat
matriisin > ominaisvektoreita ja -arvoja. Pienet ominaisarvojen vastaavat siis luvussa
alemmin késiteltyja epdinformatiivisia dimensioita.

4.2 Kuinka monta riippumatonta komponenttia voidaan
mitata?

Kohinattomasta mittauksesta saadaan periaatteessa edellisen kasittelyn perusteella p riip-
pumatonta komponenttia informaatiota. Todellisuudessa mittausvirhe voi kuitenkin olla
niin suuri, ettd osa naistd suunnista jaa turmeltuneina téaysin kiayttokelvottomiksi. Kayt-
tokelpoisten dimensioiden méarda kutsutaan ongelman efektiiviseksi asteeksi, ja naita vas-
taavaa aliavaruutta vuorostaan efektiiviseksi riviavaruudeksi.

4.2.1 Mittauksen informaatiosisalto verrattuna kohinaan

Verrataan seuraavaksi mittausvirheen kovarianssia Y., tuntemattoman x priorijakaumaa
vastaavan datan y jakauman kovarianssiin. Nain tehtédesséd dimensiot, joiden luontainen
vaihtelevuus on pienempéé kuin kohinalla eivit kiytdnnossa ole mitattavissa eivatka ndin
kuulu efektiiviseen riviavaruuteen. Kovarianssimatriisit eivit myoskaan aina ole diagonaa-
lisia, jolloin niiden vertailu ei ole yksiselitteistd. Téméan vuoksi onkin hyoddyllistd tehda
muunnos, jolla ei-diagonaaliset alkiot muutetaan nolliksi. Suoraviivainen tapa tehda tdma
on muuntaa linearisoitu suora malli J € R™*" y = Jr+¢, x € R", y, e € R™, asettamalla

1

(4.16) F= Stz —m), £=%.l¢
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1 _1 11
missé Xy, ja 2,2 ovat priorin ja kohinan kovarianssimatriisien nelijuuria, eli 3y, 3y =
1 1

Y ja ¥

22 = Bgps. Talloin saadaan skaalattu datavektori

(4.17) J=2 2JN2F+ % 2e=J+E

~ 11
missd J = 2,2 JE5-. Nyt 7 ja € ovat molemmat jakautuneet kovarianssilla 1, esimerkiksi

1 1 1 1
32 T\S"2 vy 2 2 __
obsE[sg ]Eobs - z:obs z]Obszobs =1

(4.18) Sops = E[EE7] = &
Muunnos tekee kohinasta wvalkoista kohinaa & ~ N(0,1), minkd vuoksi siitd kiytetddn
nimitysta valkaisu (eng. prewhitening).

Maaritelma 4.1. Symmetrisen, positiivis-definiitin matriisin A yksikésitteinen Choles-
kyn hajoitelma on

(4.19) A=rcLt

missd £ on alakolmiomatriisi, jonka diagonaalin alkiot ovat positiivisia.

Kovarianssimatriisin Cholesky-hajotelma vastaa yhtd matriisin neliGjuurta. Naiden
avulla voidaan kirjoittaa

(4.20) T=LT (v —w0), Y=Lyly, J=LylILh

;7" ( obs

Maééaritelmé 4.2. Olkoon normaalijakautuneet x:n priori 7, ~ N (2o, X,-) ja mittausvir-
he € ~ N(0, X5) seké linearisoitu suora malli J € R™ ™ tunnetut. Oletetaan lisiksi, etta
x ja € ovat riippumattomia. Mitatun datan y = Jx + ¢ tuntemattoman x priorijakaumaa
vastaava jakauma on talloin

(4.21) T(y) = N(Jxo, JSprd T + Zops)-

Nyt pystytdén informatiivisten suuntien 16ytamiseksi vertaamaan kohinan kovarianssia
skaalatun datan y tuntemattoman x priorikovarianssia vastaavaan kovarianssiin:

(4.22) 2, =EFp' ) =E[(JT+8)(Ji+ 8T =JJ" +1.

Mitatun datan luonnollinen vaihtelu, joka ei riipu kohinasta, on siis JJT. Koska kyseinen
matriisi ei normaalisti ole diagonaalinen eiké siten verrattavissa kohinaan, tehdéén viela
singulaariarvohajotelma valkaistulle suoralle mallille J = UAV”, minki jilkeen saadaan

(4.23) Yy =UT=UTJz+UTe=AVTZ +& = AT + 7.
Nyt muunnokset ¢’ ja a’ sailyttdviat kovarianssimatriisina ykkosmatriisin. Téll6in 3’ on
jakautunut kovarianssilla A% + 1. Téméi on diagonaalimatriisi, ja 3':n komponentit, jotka

eiviit joudu mittausvirheen térvelemiksi ovat ne, joille A? > 1. Ongelman efektiivinen
dimensio siis vastaa matriisin J ykkostd suurempien singulaariarvojen lukumé&araa.
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4.2.2 Vapausasteet

Matemaattisessa kuvailussa systeemin wvapausasteiden lukumaérilla tarkoitetaan niiden
muuttujien lukumaéréia, jotka voivat vaihdella. Téstd voidaan esimerkkind mainita ne
suunnat, joihin dynaaminen systeemi voi liikkua asetettujen rajoitusehtojen vallitessa.
Toisin sanoen puhutaan minimiméaardsta riippumattomia koordinaatteja, joilla voidaan
méaritelld systeemin tila taysin. Lineaarisessa tai linearisoidussa ongelmassa voidaan siis
puhua vapausasteiden lukuméaérasté kyseessa olevan aliavaruuden dimensiona.

Edellisen kasittelyn tuloksia mitattavan datan informatiivisista suunnista voidaan vie-
14 formalisoida liittdmalld ne vapausasteiden méaritelméén ja tutkimalla, mitd vapausas-
teista vastaavat mittauksessa signaalia ja mitkd kohinaa. Tarkastellaan yksinkertaisena
yvhden vapausasteen tapauksena yksiulotteista mittausta

(4.24) y=1x+¢,

missd muuttujat x € R ja ¢ € R ovat normaalijakautuneita, eli x ~ N(%;Ugr) ja e ~

N(0,02,). Télloin datan y varianssi on o7, + 02, Lauseen (3.4) nojalla saadaan

-2 -2 2 2
Opr To + O obs™ _ O-pr‘a: + O obs 0

-2 2
obs obs

(4.25) =

0,2 +0 o2, +o
Yhtildsté (4.25) ndhddén, ettd jos o7, > 02, antaa mittaus tietoa muuttujasta z eli saa-
daan vapausaste signaalille, ja vastaavasti jos 072, < 03, saadaan tietoa mittausvirheesté
¢ eli vapausaste kohinalle.

Tarkastellaan sitten mittausta, jolla on yhteensd m vapausastetta. Toisin sanoen tar-
koittaa, ettd y € R™. Lineaarisessa gaussisessa tapauksessa @ ~ N (zg, ¥, € ~ N(0, Zpps)

todennékéisin tila & minimoi normaalijakauman eksponentissa esiintyvéan sakkofunktion
(4.26) n(x) = (& — x0)"S (x — xo) + €7 S e,

missd € = y — Jx. Jélleen lauseen (3.4) nojalla saadaan minimiksi

(4.27) T—xo =Gy — Jrg) = G[J(x — xq) + €],

missd matriisia G = 3, J7 (JX,,J7 + Zops) ! kutsutaan kontribuutiomatriisiksi.

Edelldmainitussa minimissa voidaan sakkofunktion n odotusarvon néyttda yhtenevin
mittauksen vapausasteiden lukumédran m kanssa (katso esimerkiksi [3]). Analogisesti yk-
siulotteisen tapauksen kanssa tdmé on my6s mitatun datan dimensio. Lausekkeen (5.3)
odotusarvo d voidaan muuttujien x ja e riippumattomuuden nojalla jakaa kahteen osaan
d = dgigna + dops, missé

dsionat = ENZ — 20)'2- M7 — 2
(428 oot = EI(E = 20)"%, (2 = )
dops = E[€" X, .E].
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Naistd ensimmadinen liittyy siis signaaliin ja toinen kohinaan. Téaten dg;gnq kertoo toisis-
taan riippumattomien mittauksesta saatavien informaatioyksikéiden méaéran, eli kuinka
monesta tilavektorin dimensiosta voidaan mittauksessa saada tietoa.

Etsitdan seuraavaksi signaalin ja kohinan vapausasteille eksplisiittinen esitystapa. Kayt-
tdmélld matriisin jiljen ominaisuuksia tr(AB) =tr(BA) seki neliomuodolle E[tr(z? Az)] =
tr(E[zT Az]) saadaan

dsignal = E[( ) (1_3 - xO)]
= Eftr((z - )(95 —10)" 5]
(T — 20) (7 — 20)"]5,,)

(4.29)

-+

r(E[G(y — Jxo)(y — Jxo) GT]S )

(
tr(E|
(E[
r(E[X, I (TS d T+ Zops) ™ Uzpr]zm—n
(
(

(=l

= tr(JEp ST [TE e IT + S
G).

Samalla paattelylld saadaan kohinan vapausasteelle johdettua

K(

= ftr

(4.30) dops = tr([JTE50 T + 2,178,

Téastd saadaan odotetusti yhteenlaskemalla dg;gna + dops = tr(1,,) = m. Johdosta saadaan
signaalin vapausasteelle myos muoto tr(G.J). Tésté saatavaa matriisia A = G'J kutsutaan
keskiarvoistavaksi ytimeksi (eng. averaging kernel). Matriisille saadaan seuraava kytkos
normaalijakauman odotusarvon kanssa:

(4.31) T—1x9=Gy=G[J(r —xp) +¢] =Ax — x0) + Ge.

Matriisin jéljen ominaisuuksista seuraa, ettd vapausasteet ovat invariantteja lineaaristen
muunnosten suhteen. Néin ollen voidaan signaalin vapausastetta tarkastella myos aikai-
semmin madaritelyjen Z,y ja 2/, vy’ muunnosten suhteen:

dsignal (y) = dsignal(g) = tr(jjT[jjT + 1m]_1)

(4.32) = dygnat(y) = tr(A2(A%+1,,)70).

Néin saadaan oikeutus aikaisemmalle késittelylle, jossa riippumattomien mitattavien kom-
ponenttien eli vapausasteiden lukumééré saatiin skaalatusta datasta iy eikd suoraan mit-
tauksesta y.
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Luku 5

Posteriorijakauman informatiiviset
suunnat

Tahanastisen kasittelyn perusteella huomaamme, etta tilastollisen inversio-ongelman rat-
kaisu vastaa normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien lineaarisessa tapauksissa prio-
rijakauman odotusarvon sekd kovarianssimatriisin péivitystd mittauksesta saadulla in-
formaatiolla. Luvun 4 nojalla kohinainen mittaus sisidltda usein vain pienen méaran va-
pausasteita itse signaalin suhteen, eli paivitys rajoittuu tila-avaruuden pieniulotteiseen ali-
avaruuteen. Kyseisen aliavaruuden tunnistaminen ja kiytto posteriorijakauman approksi-
moimiseen tarjoaa laskennallisesti raskaissa ongelmissa mahdollisuuden ratkaista ongelma
huomattavasti pienemmilld laskentaresursseilla.

Téssé luvussa esittelemme tuloksia julkaisuista [5] ja [6], joista ensimméisessé esi-
telladn tapa tarkastella lineaarista mittausta priorin kovarianssin ja odotusarvon péaivi-
tyksené sekéd tunnistaa tila-avaruuden informatiivinen aliavaruus ja pienentdéd ongelman
ulottuvuutta huomattavasti approksimoimalla posterioria téssd aliavaruudessa. Jalkim-
méisessa julkaisussa menetelmad on pyritty yleistiméan epélineaarisille ongelmille. Ka-
sittelyssé keskitytadan tdmén tutkielman kannalta oleellisempiin epélineaarisiin tapauksiin
sekd niistd johdettuun laskennalliseen sovellutukseen johdannossa esitetyn ongelman 1.1
ratkaisemiseksi, joten julkaisuissa esitettyjen lauseiden todistuksia ei kiyda lapi. Liséksi
pyritddn nayttdmasan yhteys néiden julkaisujen formalismin seké aikaisemmin kasitellyn
Rodgersin kirjan [3] merkintdtapojen vélilla.
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5.1 Maaritelmia

Esitelladn seuraavaksi joitain myohemmin tutkielmassa kiytettavia téarkeitd maaritelmia.

Maaritelma 5.1. Hellingerin etdisyys kahdelle avaruuden €2 todennékéisyysjakaumalle
P ja @ on

(5.1) du(P,Q) = / (\/ —Vq x> dx = 1—/ Vp(x)q(z)de,
Q
missd p(x) ja ¢(z) ovat P:n ja Q:n tiheysfunktiot sekéd integraali lasketaan Lebesquen

mielessa.

Hellingerin etéisyys on todennédkdisyysteoriassa yleisesti kiytetty metriikka, jolla mi-
tataan kahden todennékoisyysjakauman etéisyytta toisistaan. Suurimmillaan etéisyys on
1 silloin, kun P antaa nollasta poikkeavan todennédkoéisyyden kaikille niille tapahtumille,
joiden todennikdisyys mitalla @ on 0, ja péinvastoin. Vastaavasti jos p(z) = ¢(z) melkein
kaikilla z € Q, saadaan H?(P,Q) = 0.

Lemma 5.1. Woodburyn identiteetti: olkoon A € R™" ja C € R¥** ei-singulaarisia
matriiseja seki U € R™* ja V € R¥™ mielivaltaisia matriiseja. Tdlloin

(5.2) (A+Ucv)t=A"1-Al U Ct+vAlu)tvAaATL
Maaritelma 5.2. Olkoon A, B € R™", Téloin yleistetyn ominaisarvo-ongelman
(5.3) (A,B): Az = \Bzx

ratkaisuja A € R sekd © € R", x # 0 kutsutaan yleistetyn ominaisarvo-ongelman ominai-
sarvoiksi ja -vektoreiksi.

Maaritelma 5.3. Tarkastellaan luvussa 3 maariteltya tilastollista inversio-ongelmaa, mis-
sd x ~ N (xg, Xpr) ja e~ N(0,X0s) on additiivista kohinaa. Nyt voidaan méaéritelld sak-
kofunktio (data misfit function)

(5.4) n(x) = HZobs(y—F(:v))HQ,

jolloin uskottavuusfunktiolle pétee 7(y|z) o< exp(—n(x)).

Maiéiritelmé 5.4. Olkoon 7(x) kuten mi#ritelmissi 5.3. Matriisia H = JTX,! J kutsu-
taan sakkofunktion n(x) Hessen matriisiksi, ja kovarianssimatriisin 3 kddnteismatriisia
Y1 tarkkuusmatriisiksi.
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5.2 Lineaariset ongelmat

Syvennytian seuraavaksi dimensioreduktion kannalta tdmén tutkielman tarkeimpiin tu-
loksiin. Seurataan julkaisun [6] esitystd ja néytetddn, ettéd tilastolliselle ja lineaariselle
inversio-ongelmalle on olemassa yksikésitteinen optimaalinen r-ulotteinen approksimaa-
tio. Méaritellddn myos, mita tarkoitamme optimaalisuudella téssd yhteydessa seké iden-
tifioidaan tila-avaruuden aliavaruus, joka sisdltda suurimman osan mittauksessa saadusta
informaatiosta

Oletetan, ettd tarkasteltava inversio-ongelma on gaussinen ja lineaarinen tai linearisoi-

tu kuten luvussa 4. Kirjoitetaan posterioirijakauman kovarianssimatriisin yhtélo (3.29)
kiyttden Hessen matriisia muodossa

Ty—1 —1y—1

(5 5) ZPOSt = (‘] Zost + Zpr) )

= (H+3,)"

Tarkastellaan posteriorijakauman approksimaatioita, jotka ovat muotoa
(5.6) 7(xly) o< m(y|Pra)mpr (),

missi P, = P? on asteen r projektio, eli kuvauksen P maaliavaruus on r-ulotteinen,
ja 7(y|P,x) on alkuperdisen posteriorijakauman 7(z|y) approksimaatio. Koska posterio-
ri on normaalijakaumien tulona my6s normaalijakautunut, pyritdan 19ytdmééan approk-
simaatiolle kovarianssi ¥,,s. Posteriorin tarkkuusmatriisi E;;St on kaavan (5.5) nojalla
ei-negatiivinen paivitys priorin tarkkuusmatriisiin Z;}:

(5.7) Skt = 5 + 227,

missé ZZ7 = H. Kéyttamailli Woodbury'n identiteettid 5.1 voidaan posteriorin kova-
rianssimatriisi kirjoittaa priorin kovarianssinmatriisi ei-negatiivisena paivityksena:

(5.8) Ypost = Spr — KK,

missi K KT = ¥, J"5, 1 J%,, ja ¥, = Yo+, J" . Péivitys on negatiivis-semidefiniitti,
koska uuden datan mittaaminen lisdéd aina informaatiota. Tamaé tarkoittaa, ettd posterio-
rin varianssi on mihin tahansa suuntaan korkeintaan yhta suuri kuin priorivarianssi. Pai-
vityksen aste on my0s pieni: tila-avaruudessa on, kuten edellisisd luvuissa ollaan néhty,
suuntia, joille mitattu data ei ole prioriin ndhden informatiivista. Huomattavaa on, et-
td tdma patee normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien tapauksessa eiké valttamatta
yleisesti mielivaltaisten todennékdisyysjakaumien kasittelyssa.
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Maaritelladn kiinnitetylle asteelle r luokka negatiivis-semidefiniitteji matriiseja, jotka
saadaan approksimoimalla posterikovarianssin paivityksia:

(5.9) M, = {2, - KKT:0 < rank(K) <r},

Symmetrisille, positiivis-definiiteille matriiseille A ja B mééritellaan julkaisussa [9] Forst-
nerin etaisyys

(5.10) d%(A,B) = tiln?(A"2BA2)] = > In(

missé \; on jono yleistetyn ominaisarvo-ongelman (A, B) ominaisarvoja ja In?(z) = (In(x))2.
Erityisesti Forstnerin metriikalla on seuraavat invarianssiominaisuudet:

(5.11) dr(A,B) =dr(A", B™), dz(A,B) =dr(MAM" , MBM™"),

missd M on mielivaltainen ei-singulaarinen matriisi. Forstnerin metriikka kohtelee myos
yli-ja ali-approksimaatioita samalla tavalla, eli posteriorin kovarianssimatriisin approksi-
maatiolle Epost pétee dr(Xpost, ozEpost) — 00 kun o — 0 sekd kun o — oc.

Lemma 5.2. Matriisi ipost € M, minimoi jakaumien N (T, ,05) ja N (Z, i\] st) Hellin-
gerin etdisyyden jos ja vain jos se minimoi Forstnerin etdisyyden da(Spost, Zpost)-

Todistus. Katso [6]. O

Lause 5.1 (Optimaalinen posteriorikovarianssiapproksimaatio). Olkoon (A2, w;) yleiste-
tyn ominaisarvo-ongelman (H, Z* ) ominaisarvo-ominaisvektori -pareja siten, ettd \? >
M2, kaikille i, ja H = JTS,!J. Tallom

(1) Joukon M, ja kovarianssin X,.s Forstnerin etdisyyden minimoiva alkio ipost on
(512) i\]post = Epr - KKT, KKT = Z )\3(1 + A?)_lw U}T

Vastaava Forstnerin etdisyyden minimi on tdlloin

(513) d%-‘(iposta post Zln 1/ 1_'_)\2))

i>r

(11) Kohdan (i) minimi on yksikdsitteinen jos yleistetyn ominaisarvo-ongelman (H, Z;,,l)
ensimmaiset r ominaisarvoa ovat erisuuret.

Todistus. Katso [6]. O
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Lauseesta 5.1 saadaan suoraviivainen tapa etsid optimaalinen approksimaatio ipost
laskemalla yleistetyn ominaisarvo-ongelman (H, E;) ominaisarvo ja -vektoriparit lope-
tusehtoon asti. Sopiva ehto saadaan esimerkiksi vastaavasta Forstnerin etdisyyden mini-
mistd. Myohempéana kaytetdan kuitenkin Rayleigh'n suhdelukua sopivana lopetusehtona
ja naytetadn sen yhtenevyys luvun 4 vapausasteiden tarkastelun kanssa.

Forstnerin metriikan ominaisuuksista seuraa, ettd optimaalisen approksimaation 16y-
taminen matriisille 3J,,5 on ekvivalenttia matriisin Z;()lst approksimoinnin kanssa. On kui-
tenkin huomattava, ettd jalkimmaisen approksimaation eksplisiittisen muodon tuntemi-
nen auttaa suoraan kertomaan, missé suunnissa posteriori eroaa eniten priorista.

Korollaari 5.1 (Optimaalinen posteriorin tarkkuusmatriisin approksimaatio). Olkoon dz
ja (A2, w;) kuten edelld. Silloin
(i) Etdisyyden dr(B, % %,) minimi ¥,

post post missa

-1 ._ - T .
(5.14) Be M :={3 "+ KK":0 < rank(K) <r}

saadaan laskettua kaavalla

(5.15) 51

post

=3, +UU", UUT =Y Nl @ =5, ;.
i=1

Kyseinen minimi on yksikdsitteinen jos (H, Z;,,l):n ensimmaiset v ominasarvoa ovat erit.
(ii) Optimaalinen posteriorin tarkkuusmatriisin approksimaatio on tdsmdlleen opti-
maalisen kovarianssimatriisin approksimaation kddanteismatriise.
(111) Vektorit w; ovat (Xpost, Xpr) 0 ominaisvektoreita:

1

(5'16) Epostwi = T)\?

Zprwi.

Korollaari 5.2 (Optimaalinen projektio). Olkoon ipost ja vektorit w;, w; kuten edelld.
Tarkastellaan redusoitua suoraa mallia J, = JP,, missa Pf =P, ja PTT # P,, tarkemmin

(5.17) P=> wi).
=1

Silloin Ypes on tdasmdlleen posteriorin kovarianssimatriisi, joka vastaa bayesilaista line-
aarista mallia

(518> y|$ ~ N(‘/]\T'Ta 2058)7 T~ N<07 EPT)'
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Esitelladn seuraavaksi julkaisussa [6] kuvatulla tavalla posteriorin odotusarvolle line-
aarinen approksimaatio Ay ~ Ay. Tata varten kiytetddn posteriorin tarkkuusmatriisin
indusoimaa keskivirheen neliota

(5.19) Myost(0(y)) = E [(8(y) — 2)" St (8(y) — 2)] -

Keskivirheen nelion minimointia sanotaan myds Bayes-riskin minimoimiseksi. Approksi-
maatio tulee 16ytda luokasta

(5.20) A, = {A :rank(A4) <r},

missd r on kuten edelld. Saadaan siis minimointiongelma, jossa haluttu approksimaatio
A € A, toteuttaa ehdon

R ' )
(5.21) My (Ay) = in B[4y — o], )
Lause 5.2. Olkoon (A2, w;) kuten aikaisemmin sekd olkoon (0;) yleistetyn ominaisarvo-

ongelman (J, S, J7, Xops) ominaisvektorit joihin liittyy ei-nouseva jono ominaisarvoja,
sekd U Yops0; = 1. Silloin yhtilon 5.21 ratkaisu A € A on

. NN\
(5.22) A=Y S wi]
L1+ )

Todistus. Katso [6]. O

Edeltévin kisittelyn yleistetyn ominaisarvo-ongelman (H,3.") yleistetyille ominaisar-
voille ja -vektoreille patee
(5.23)
Hw,; = )\ZE;TIwZ- [|[Merkitddn w; := L,,&;
HL,¢& = )\i(ﬁprﬁgr)_lﬁpr& ||Kerrotaan puolittain vasemmalta matriisilla E;
= EZ;Hﬁprgi = )‘zgz

Optimaalinen projektio voidaan myos kirjoittaa muodossa
-1 T
= Z w; (Epr U)z) ||wz = Lprgi
= D (L) (L&) (L)

)

= ) (Ln&)(L, )"

7

(5.24)

Téamén huomion jilkeen kootaan viella selkeyden vuoksi edeltévit tulokset lauseeksi:
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Lause 5.3. Olkoon %, = L'pT,CgT priorikovarianssin symmetrinen hajotelma (esimer-
kiksi Cholesky) ja olkoon (X, &) valkaistun Hessen matriisin (L] .HLy,.) ominaisarvo-
ominaisvektoriparit siten, ettd \; > N\iy1Vi. Mddritellddn suunnat u; = L,:& jav; = £;TT§Z-
sekd matriisit U, = [uy, ..., u,] ja V., = vy ...v.]. Silloin projektio

(5.25) P =UV!

antaa posteriorijakaumalle approksimaation 7(P.x|y) = N(fly, ipost) joka on optimaali-
nen seuraavassa mielessi:

(1) Epost minimoi Forstnerin etdisyyden alkuperdiseen posteriorikovarianssiin yli luo-
kan positiivis-definiitteja symmetrisid matriiseja, jotka voidaan kirjoittaa r-asteisina ne-
gativisesti semidefiniitteja priorikovarianssin paivityksid.

(ii) Ay minimoi Bayes-riskin E[|| Ay — x||2 _1t] yli luokan lineaarikuvauksia Ay, joille

pos

rank(A) < r.

Vektorit (uq,...,u,) virittdviat optimaalisen projektion maalijoukon. Téstd saadaan
méariteltya tila-avaruuden suurin mahdollinen méaéra informaatiota sisaltava r-ulotteinen
aliavaruus seuraavasti:

Miéiritelmi 5.5 (LIS). Olkoon matriisit P, = U, VT, U, ja V, méiéritelty kuten lausees-
sa (5.3). Projektion P, : R" — X, maalijoukko X, on matriisin U, = [uy, ..., u,] sarake-
vektoreiden virittdmaé tila-avaruuden R™ aliavaruus. Kutsutaan aliavaruutta X, lineaari-
sen inversio-ongelman informatiiviseksi aliavaruudeksi (eng. likelihood-informed subspace,

LIS).

Kuten olemme jo huomanneet, vektorit (u;) ovat yleistetyn ominaisarvo-ongelman
(H, Z;Tl) ominaisvektoreita. Néin ollen j:s kantavektori w; maksimoi Rayleigh-suhdeluvun

u"Hu
5.26 Ru) = ———
(5.26) )= rsry
yli tila-avaruuden aliavaruuden R™ \ span {uy,...,u;_1}. Rayleigh-suhdelukua voidaan

kayttad tulkitsemaan vektorit w; suunniksi, joissa on eniten informaatiota suhteessa a
priori -tietoon. Tarkastellaan esimerkiksi suuntaa w € R™. Jos priori on ns. siloittava
(eng. smoothing) eli se rankaisee posteriorijakaumassa ratkaisun perattaisten komponent-
tien suuria poikkeamia, niin yhtalon 5.26 nimittaja on suuri. Myoskin jos suora malli ei ole
herkka suunnassa w tapahtuvalle variaatiolle, jaa osoittaja pieneksi. Nain ollen Rayleigh-
suhde on pieni ja w ei ole datan puolesta informatiivinen suunta prioritietoon nahden.
Kaantéden, kun uskottavuusfunktion ja priorin roolit vaihdetaan, saadaan suunnat, jotka
sisaltavit eniten informaatiota prioriin ndhden. Valimaastossa olevia tapauksia on luon-
nollisesti lukemattomia, mutta yleisesti suunnat, joissa Rayleigh'n suhdeluku (5.26) on
suuri, 1oytyvét U,:n sarakkeista.
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Huomionarvoista on, ettd U, diagonalisoi sekd matriisin / ettd matriisin Z;,,}. Kan-
tavaktorit (u;) ovat ortogonaalisia ja voidaan valita my6s ortonormaaleiksi priorin tark-
kuusmatriisin indusoiman sisétulon suhteen.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan Rayleigh’'n suhdeluvun maksimia, jonka loytamiseksi on
laskettava derivaatan nollakohdat. Saadaan

0 0 vIHuv
TR = L 22T
ov () ov vy v
VIS 2 (T Hy) — 0T Ho 2 (0781
(5‘27) — pr 81}( ) 81}( pr )
(UTEI;}U)Q
_ oS o (vT(H + HT)) —o"Ho (07'(3,1 +2,7))
(TS, 0P '

Sijoitetaan edelliseen sellainen v = wu, joka toteuttaa yleistetyn ominaisarvo-ongelman
(H,%,,") ominaisvektorina yhtélon ¥, 'u = AHu sekd u"X, T = ' H”. Kiyttdmalld
vield médritelmistéd seuraavaa matriisien symmetrisyytta 3" = 37 H = H" saadaan
osoittajalle

uTZ;:u (uTH + uTHT) —u"Hu (uTE;T1 + uTEIjTT)

5.28
( ) = u"AHu (uTHT + uTHT) —uTHu ()\(uTHT + uTHT)) =0.

Nain I6ydetasan osoittajan nollakohta, mika nayttaa suhdeluvun maksimin 16ytyvéan jollain
ominaisvektorilla w.

5.3 Epalineaariset ongelmat

Edella esitelty lineaarisen ongelman dimensioreduktio ei sinélladn sovi tdmén tutkielman
kiinnostuksen kohteena olevan epélineaarisen operaattorin kasittelyyn. Kun suora malli ei
ole lineaarinen, sakkofunktion Hessen matriisi muuttuu tila-avaruuden evaluointipisteen
mukana. Seuraavassa esitelldédn keinoja rakentaa globaali lineaarinen aliavaruus, joka on
mahdollisimman hyva epélineaarisen tapauksen approksimaatio.

Olkoon suora malli F'(z) kertaalleen differentioituva. Kiinnitetylla z, € R" saadaan li-
nearisaatio J(z,) = VF(z,) missd J € R™". Kéytetddn tatd linearisaatiota raken-
tamaan sakkofunktion n(x) Hessen matriisin lokaali Gaussin-Newtonin approksimaatio
H(w,) = J(v,)TS,,L J(x,) pisteessi z,. Nyt saadaan Rayleigh'n suhdeluvun lokaali muo-
to

ul H(x,)u
2 : = ———
(5.29) Rl ) = ey,
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Kéytetddn viela muuttujanvaihtoa & = E;Tlu, missé L, on saatu priorin kovarianssimat-
riisin Choleskyn hajotelmasta, ja saadaan

§r¢
Tata voidaan kayttda kvantifioimaan uskottavuusfunktion lokaali vaikutus prioriin néh-
den.

T pT
(5.30) ﬁ(f,xa) _ § Ly H(x,) L€ _

R(Lyv;x4)-

Ongelma 1 (Lokaalin LIS-avaruuden rakentaminen). Oletetaan annetuksi sakkofunk-

tion n(x) Hessen matriisi H(z,) jollain kiinnitetylld x, € R™. Etsi valkaistun Gaussin-
Newtonin Hessen matriisin (prior-preconditioned Gauss-Newton Hessian, H(x,) = LI H(x4)Lp)
ominaisarvohajoitelma

(5-31> f[(%)@ = N\

Typistysparametrilld T, > 0 lokaali LIS saadaan viritettya vektoreilla Up = [uq, ..., w],
missd w; = L& vastaa ensimmdistd | matriisin H(z,) ominaisarvoa, joille pitee Ay >
)\22 2)\1 ZTloc-

Suuntaan u, jolle R(u;x,) = 1, uskottavuusfunktion ja priorin vaikutukset ovat tasa-
painossa. Téasta syysta typistysparametri 7;,. on syytéd valita pienemméksi kuin 1. Nain
laskuihin saadaan varmemmin mukaan tarpeeksi laaja joukko uskottavuusfunktion infor-
matiivisia suuntia.

Huomautus 5.1. Valkaistulle Hessen matriisille £ H ()L, pétee

EZTH('I)EPT = L;’{r‘](x)TEo_b{eJ<x)£Zr

(5.32) = (Lo (@)Lp) (Lo T (2)Lpr)
= J'(2)J(z).

Téssd matriisin H () ykkostd pienemmét ominaisarvot vastaavat siis luvussa 4 késitel-
tyjéd linearisoidun operaattorin J(z) ykkostéd pienempid singulaariarvoja eli tédsmélleen
mittauksen informatiivisia suuntia.

Jotta pisteittiisestd ehdosta 5.30 saataisiin globaali ehto uskottavuusfunktion domi-
noimien suuntien karakterisointiin, tarkastellaan Rayleigh-suhdeluvun odotusarvoa pos-
teriorin yli:

_§75¢

(5.33) E[R(u; )] = E[R(&2)] = 2z
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missi S on matriisin H odotusarvo posteriorin yli:
(5.34) S = / £ H(2) Ly e(aly)d.
X

Analogisesti lineaarisen tapauksen kanssa saadaan globaali LIS rakennettua, kun tiedetaén
S:n ominaisarvohajotelma. Laskennallisia sovelluksia varten méaritellaan S:n Monte Carlo
estimaattori

n

1

3 k
(5.35) Sn =~ > Ll (W)L,
k=1
missi 2*) ~ m(xz|y), k = 1,...,n ovat posteriorista saatuja satunnaismuuttujan = otoksia.

Kaytetdan ongelmassa 1 ratkaistua matalaulotteista Hessen matriisin approksimaatiota.
Néin globaali LIS saadaan rakennettua seuraavasti:

Ongelma 2 (Globaalin LIS-avaruuden rakentaminen). Oletetaan annetuksi joukko pos-
teriorin otoksia x = {x(k)} Jk=1,...,m, missi jokaiselle reaalisaatiolle ) matriisi H
on approksimoitu ongelman 1 ratkaisuna saatavalla typistetylld matalan asteen ominai-
sarvohajoitelmalla

(5.36) LLHE®) L, ~ Y APeMe®T,

Nyt pdtee /\Ek) > Tioe > 0 katkille k =1,... ,m jai=1,... (k). Globaalin LISin rakenta-
miseksi tarkastellaan Hessin matriisin odotusarvon Monte Carlo -estimaattoria, joka saa
muodon

1(k)

1 m
(5.37) =3 > AT | vy =y

k=1 i=1

Globaalilla LIS-avaruudella on ndin ei-ortogonaalinen kanta ®, = L, V,, missi ominais-
vektorit W, = [1y, ..., 1, vastaavat ensimmdisia yhtdlon 5.87 ominaisarvoja vy > -+ >
Vr 2> T4 jollekin typistysparametrille 7, > 0. Tdssd tapauksessa valitaan 7, = Tioc.

5.4 Posteriorin approksimointi

Optimaalinen r-ulotteisen projektion sekid sitd vastaava informatiivinen aliavaruus X,
mahdollistavat inversio-ongelman vastauksena saadun posteriorijakauman r-ulotteisen ap-
proksimaation. LISin voidaan ajatella olevan upotettuna tila-avaruuteen R™, tai sitd voi-
daan kasitelld kantavektorien w; virittdméana r-ulotteisena aliavaruutena, jonka kannalle
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saadaan luonnollisesti r reaalilukua kannan kerroinvektoriksi z, € R". Kutsumme té&té
vektoria jatkossa LIS-parametriks: ja maarittelemme projektion, jolla se saadaan kuvat-
tua tila-avaruuteen R". Néin padsemme tila-avaruuden jakoon mittauksen kannalta infor-
matiiviseen ja epdinformatiiviseen osaan, miké taas toimii pohjana numeeriselle dimen-
sioreduktioalgoritmille johdannon esimerkin inversio-ongelman ratkaisemiseksi.

Projisoimalla uskottavuusfunktio LIS-avaruuteen saadaan posteriorin approksimaatio

(5.38) Tpost (Z]Y) o< Tops (Y| Prz) T (),

missé P, on lauseessa (5.3) méaritelty muutujan x € R"™ optimaalinen projektio globaa-
liin LIS-avaruuteen. Tama projisointi johtaa tila-avaruuden luonnolliseen jakoon R"™ =
X, x X, missd kuvauksen P, maalijoukko X, on LIS, ja kuvauksen (1 — P,) maalijouk-
ko X on komplementtialiavaruus (complement subspace, CS). Téstd saadaan edelleen
priorijakauman faktorointi kahden todennékéisyysjakauman tuloksi: toinen méariteltyna
pieniulotteisessa LIS-avaruudessa ja toinen tdmén komplementtiavaruudessa. Témén jaon
johdattelemalla kehitetddn seuraavaksi dimensioreduktiostrategia.

Maaritelma 5.6. Maaritellddn projektiot II,. ja 1 — I, seké niitd vastaava parametriha-
jotelma seuraavasti:

(i) Oletetaan, ettd ongelman 2 ratkaisuna saatu LIS-avaruuden kanta on @, = £, U,
missé W, on liséksi ortonormaali. Mééritelldan matriisi ©, = £, jolle pétee O @, =
WrL, Ly, = 1,. Téllin projektio II, on muotoa

(5.39) I, = ¢,0°.
Valitaan W, siten, ettd [V, W] muodostaa tédydellisen ortonormaalin systeemin R™:ssé.
Nyt projektio 1 — II,. voidaan kirjoittaa
(5.40) 1-1I, = ®,07,
missd &) = L,V ja©, = Eler\IJL.
(ii) Parametri = voidaan nyt luonnollisesti hajottaa
(5.41) r =1Lz + (1 —-1I,)x,
missa jokainen projektio voidaan esittad vastaavien kantavektorien lineaarikombinaationa.

Maaritelma 5.7 (LIS-ja CS-parametrit.). Tarkastellaan n-ulotteisen tila-avaruuden X
ortonormaalia kantaa W = [V, W, ]. Madritellddn tdmén kannan ja priorikovarianssin
Cholesky-hajotelman LPTEZT avulla tuntemattoman x € R™ esitys

r= L,Vi=0r=[0 o] [ﬂ
1

(5.42)
p= UL lr=0Tr=[0, 0,
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missa T = Br}, LIS-parametri x, € R", CS-parametri x;, € R"™" & = [CIDT @L},
i

®,.: R” — R" kuvaa LIS-parametrin tila-avaruuteen, ®, : R"™" — R" kuvaa CS-parametrin
tila-avaruuteen ja ©7: R* — R" x R*", 072 — ¥ antaa tuntemattoman z esityksen LIS-
ja CS-parametreina.

Lemma 5.3. Merkitdan edellisten mddritelmien perusteella x = ®,x, + P, x, . Nyt gaus-
sinen priorijakauma voidaan hajottaa tuloksi

(5.43) Tpr(2) = T (2)T 1 (21),

missi 7, = N (xo,, 1,) ja 71 = N(wor, 11).

Todistus. Katso liite (6.4). O
Seuraamalla lemmaa 5.3 voidaan myos uskottavuusfunktio kirjoittaa muodossa

w(ylx) = w(y|®rz, +Pra))

(5.44) = 7(y|®rx,)m(y|®Lx).

Optimaalisen projektion méaaritelmésta (5.6) saadaan, ettd CS-parametri x; ja mitattu
data y ovat ldahes riippumattomia toisistaan, minka johdosta voidaankin tehda perusteltu
approksimaatio

(5.45) m(y|Prx, )7 (y|Pr2) ) ~ 7w (y|Prz,).

Néin saadaan eksplisiittinen kaava optimaalisen projektion maarittdmaélle posteriorin
approksimaatiolle:

m(zly) = 7 (ylz)mp(z)
m(y| @z, )7 (Y|P Loy )7 (2) T (2 L)

T (2 Jy) 7L (1),

(5.46)

missd 7,.(z,|y) = 7(y|®,x,)7.(z,). Niin ollen Monte Carlo-estimoinnissa téytyy poimia
otoksia vain pieniulotteisesta jakaumasta 7(xz,), silld gaussisen komplementtipriorin ja-
kauman 7, (z,) ominaisuudet tiedetddn analyyttisesti. Néin ollen yhdistamélla otokset
redusoidusta posteriorista sekd redusoidusta priorista saadaan approksimoidusti taydes-
ta posteriorista nostettu otos. Redusoidulle posteriorille saadan redusoidut odotusarvo ja
kovarianssi

(547) E%[[E] = (brfor + (1 - Hr)$0
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Covilx] = @,%,87 +11, 5,117
(5.48) - -
= %, + 0, (zr _ 17,) o7
missi T, ja ir ovat kokeellisesti esim. MCMC:1ld saadut odotusarvo ja varianssi LIS-
parametrille z,.

Kaytettdessa MCMC-menetelmia posterioritodennékoisyyden kartoittamiseen poimi-
taan otokset ongelman alkuperéiseen dimensioon nihden pieniulotteisesta LIS-avaruudesta.
Koska CS-avaruudessa oleva osa jakaumasta evaluoidaan analyyttisesti, saadaan LIS-
menetelmad kayttden MCMC-poimijalle pienempi Monte Carlo -virhe, kuin téydesta ja-
kaumasta poimittaessa. Aihetta on késitelty tarkemmin artikkelissa [5] kdyttden Rao-
Blackwell -periaatetta. Pienemmén varianssin lisdksi aliavaruudessa toteutettu MCMC
tarjoaa huomattavia laskennallisia etuja. Pienempiulotteisesta LISistd poimittaessa on
otosten tallentamiseen vaadittu tila paljon pienempi kuin taysiuloitteisen posteriorin ta-
pauksessa. Lisdksi esimerkiksi priorin kovarianssimatriisin neliéjuurta kiayttavat menetel-
mét saadaan huomattavasti nopeammiksi alempiuloitteisella redusoidulla priorilla 7, (z;).
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Luku 6

Laskennalliset sovellukset

6.1 Johdannon esimerkki

Palautetaan mieleen johdannossa esitelty Lambert-Beer -lain diskretointi

(6.1) I(\) = Io(A) exp (— Zcmpiz)

seka siitéd johdettu laskennallinen malli
(6.2) I(\) = exp (—Azx).

Taman tutkielman esimerkkitapauksessa kidytdmme, kuten johdannossa, simuloitua pys-
typrofiilia. Teemme sen yksinkertaisesti evaluoimalla funktion z(z) := 3 + = + xsin(z)
n:ssé tasaisin vélein sijaitsevassa pisteessé vélilla [0, 3w]. Kohinainen mittaus saadaan si-
muloitua asettamalla

(6.3) y =exp(—Az) + ¢,

misséd y € R™, ¢ € R™ on gaussisesti kovarianssilla diag(o.s) jakautunutta 0-keskeistéd
additiivista kohinaa sekd m = 4400.

Kaytetdan tilan x priorina gaussista siloittavaa eli smoothing-prioria, jonka kovarians-
simatriisi maaritelladn

(6.4) Sr(i, §) = O exp (—%) ije{l,...,n},

missa 6 on varianssiparametri ja [ korrelaatiopituus. Priorin odotusarvona kéytetéén pro-
fiillia 29 = 3 + 2 + £ sin(z), mikd kuvastaa tilannetta, jossa profiilin muoto eri ilmakehin
kerroksissa tiedetadn periaatteessa, mutta skaalaus saadaan mittauksista.
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Koska seké priori ettd kohina ovat normaalijakautuneita, voidaan edellisten lukujen
teoriaa kiyttden kohdan (3.42) perusteella ratkaista posteriorijakauman odotusarvo sel-
vittamalla MAP-estimaatti. Tahén voidaan kiyttad johdannon LevMar-algoritmia, mutta
regularisoidaan télla kertaa ongelma lisiamaélld residuaaliin ja jacobiaaniin prioritietoa.
Tama kiy asettamalla

Robs (l‘) ( - eXP( Aw))/o-obsa
RPT(x) ( .T()),
(6.5) Jops(T) = — Aexp( Ax) /0 ops,
Jpr () =

ja minimoimalla johdannossa esitelty neliGsumman lauseke 1.6 kiyttamalla residuaalina
R ja jacobiaanina J matriiseja

R(z) = [Robstr]T

(66) J(SL‘) = [Jobs‘]pr]T‘

Marko Laineen Matlab-toolbox [4] siséltdd LevMar -algoritmin implementaation, joka pa-
lauttaa edellisilld alkuarvoilla posteriorille arvioidut MAP-estimaatin Ep/[x] sekd kova-
rianssin Covpy(x). Ohjelman avulla voidaan my06s vaivattomasti tutkia posteriorijakau-
maa MCMC-algoritmilla antamalla sille parametrina gaussisesti jakautuneiden posteriorin
sakkofunktion uskottavuusfunktion ja priorin osat. Edellisten lukujen perusteella voidaan
néama kirjoittaa muodossa

fovs(x) = (y — exp(—Ax)) S L (y — exp(—Ax))

(6.7) gr(@) = (2 — 20) 7S5 (& — )

Metropolis-Hastings -algoritmiin perustuva tyckalu voidaan myos alustaa aloittamaan poi-
minta kiyttdmalla alkuarvauksena LevMar-algoritmilla saatua odotusarvoa x; = Epy/[z]
sekéi ehdotuskovarianssilla ¢(z) = Covpy(x), jolloin ketjun suppeneminen nopeutuu huo-
mattavasti.

6.2 LISin rakentaminen

Kuten aikaisemmin olemme néhneet, vastaa ongelman valkaistu Hessen matriisi H ope-
raattoria J7.J, missid J on saatu valkaisemalla suoran mallin linearisaatio J (katso (4.1)).
Téssa tapauksessa J saadaan kertomalla edelld madriteltyéd jakobiaania priorin ja uskot-
tavuusfunktion kovarianssien Cholesky-matriiseilla

(68) J L, TJ bs‘cpr-

obs
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Talloin ongelman 1 LIS-kanta &, saadaan muodostettua ominaisarvohajoitelman JTJ =
UTAU diagonaalimatriisin A ykkostd suurempia ominaisarvoja vastaavista sarakkeista
Upn...)- Edelleen voidaan ongelma 2 ratkaista approksimaatiolla arpomalla otoksia jakau-
masta N (Epy[z], Covia(x)) ja kiyttamalld téta Monte-Carlo estimaattorin S, ratkaise-
miseksi.

Vaikka néin saadaan LevMar- ja MCMC -algoritmeille pienempiuloitteinen muuttuja,
mallit 6.5 ja 6.7 evaluoitava tdydessa avaruudessa. LIS-parametri z, taytyy siis jokaisella
iteraatiolla projisoida takaisin tdyteen avaruuteen, jolloin esimerkiksi malli 6.7 evaluoidaan
muodossa

fus = (y— exp(~AD,2,)) Sy (y — exp(~AD,,))

6.9
(69) gris = (v, — O x)" 1, (z, — O zy),

missé redusoitu priori grr¢ on muodostettu lemman 5.3 nojalla. MCMC -poimijalla saa-
daan néin LIS-avaruudesta otos parametrista x,, josta kaavojen 5.47 ja 5.48 avulla saadaan
laskettua taydessd avaruudessa validi posterioirin approksimaatio 7(z|y) ~ N (Ez[z], Covz[x]).

6.3 Tulokset

Téaydessd avaruudessa lasketut Epy[z] sekd MCMC:114 saadut ratkaisut nikyvit kuvassa
6.3. Ongelma on téssa ratkaistu parametreilla o, = 0,01, 8 = 0,01, n = 50, [ = 1 seka
Ny = 200000 MCMC-ketjun pituutena.

Ongelmien 1 ja 2 ratkaisuun vaadittava jakobiaani laskettiin edellisessé osuudessa ku-
vatulla Laplace-approksimaatiolla kdyttden 10000 otosta. Ratkaisuna saadun LIS-kannan
dimensioksi saatiin 9, kun mukaan otettiin vield yksi ominaisarvo ykkdstd suurempien
liséiksi. Algoritmien nopeuden vertailuksi kiytetdén seuraavaa suuretta:

Maaritelma 6.1. MCMC-ketjun efektiivinen otoksen koko N.g saadaan laskettua
Num

1 Ny =~

Nop Dicd 7

missd Ny on MCMC-ketjun pituus ja 7; on Sokalin adaptiivinen typistetty periodogram-
miestimaattori (katso esim. [10]). Méadritellain MCMC-ketjun otosnopeus:

(6.10) Nog =

]\/veﬂC

(6.11) V=
13V

misséd ty; on MCMC-ketjun laskemiseen kiytetty aika.
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Posterior MAP
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-o MAP
—— Pr Mean
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Sample speed: 5.5314

Kuva 6.1: Vasemmalla: simuloitu profiili, priorin keskiarvo sekd LevMar-algoritmilla rat-
kaistu xyap. Oikealla: MCMC:114 saatu 95% luottamusvali seké, joukko posteriorin otok-
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Kuva 6.2: Vasemmalla: LIS:std sekd CS:std poimitut ja ldhtoavaruuteen takaisin pro-
jisoidut MAP-estimaatit sekd niiden summa téyteen avaruuteen verrattuna. Oikealla:
MCMC:lla LIS.std saatu 95% luottamusvéli seké joukko redusoidun posteriorin otoksia.
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Kuva 6.3: Vasemmalla: redusoidusta posteriorista MCMC:1l4 poimittu otos projisoituna
takaisin ldhtoavaruuteen. Oikealla: CS:std poimittu otos.

Taulukko 6.1: Otosnopeuksia kiyttden tayttd avaruutta sekéd LISid ilmakehén diskretoin-

neilla 50, 75, ja 100 kerrokseen.

n = 50 n="7 n =100

V [ Vg |V [ Vs | V| Vg

Ajol |52 794 |7,71499 | 4,1 | 36,5
Ajo2 | 551910 | 7,8 | 459 | 6,6 | 34,3
Ajo3 14,8 |69,0 | 62 |44,1 | 6,7 | 34,8
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Kuvista 6.3 ja 6.3 ndhdaan tdydessé avaruudessa seké LIS:ssé lasketut MAP-estimaatit
ja MCMC-ketjulla poimitut odotusarvo sekd 95% virherajat. Vastaavasti taydelle avaruu-
delle saadaan V = 5,2 seké LIS:lle V = 794.
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6.4 Yhteenveto ja jatkokehitysideoita

Taulukosta 6.3 ndhdadn LIS-dimensioreduktion nopeuttavan MCMC:n laskentaa ongel-
man dimensiosta riippuen jopa yli 10-kertaiseksi. Téssé tutkielmassa ratkaistu yksinkertai-
nen versio FTIR -mittauksen inversiosta on helppo ja erittdin nopea ratkaista tilastollisen
inversion periaatteella kiyttden LevMar -algoritmia tai jotain vaihtoehtoista optimointi-
menetelmad, joten vaikka MCMC:t4 ei tassé valttamétta tarvittaisi ongelman ratkaisuun,
toimii tama tapaus erittidin lupaavana esimerkkinéd dimensioreduktiostrategian varmenta-
miseksi. Tulosten pohjalta saavutettu nopeushyoty néyttaisi pienentyvéan ilmakehéan dis-
kretisoinnin tihentyessé, mutta tdméan huomion varmentaminen vaatisi jatkotutkimusta.

Tamén tutkielman tuloksia on tarkoitus kiyttda oikean F'TIR-mittauksen kd&dntami-
seen kiyttden Simo Tukiaisen kehittdmad SWIRLAB-tyokalua Matlabille [13] ja ohjel-
moimalla siithen vaihtoehto kiyttda LIS-menetelméd datan kaddntdmiseen. SWIRLABissa
kiytettava suora malli vaatii funktion parametrin muodossa, joka on ldhella priorin kes-
kiarvoa. Téassd tyossd kiytetty sakkofunktion muoto (y — f(®,x,)) antaa alustavien tes-
tien perusteella virheellisid tuloksia. Laskennallisten kokeilujen perusteella nahtiin, etta
jos MCMC:n kayttaméat funktiot 6.9 kirjoitetaan LIS-avaruudesta poimittaessa muodossa

(6.12) P (y®ur) = 7 (y — [(@pzr +20), e~ N(0,1,),

paadytadn poiminnan jilkeen samaan tulokseen posteriorin odotusarvon ja kovarianssin
suhteen ja samalla otosnopeudella kuin mitd aiemmin kuvatulla muotoilulla. Kaavojen
yhtenevyyttéd on tarkasteltu liitteissa.

LIS-aliavaruuden l6ytdminen ja rakentaminen perustuvat suoran mallin jakobiaanin
evaluointiin. Artikkelissa [5] on tuloksien késittelyn yhteydessid huomattu, ettei esitetty
tapa LISin loytamiseksi valttaméatta ole tarpeeksi hyvéa lineaarinen approksimaatio kaikis-
sa ongelmissa. Approksimaation tekemisté epélineaarisessa tapauksessa kaavoilla 5.34 ja
5.35 tulisi tutkia tarkemmin seké kehittda ja verrata vaihtoehtoisia tapoja sen tekemiseen.
Monte Carlo -estimaattorin 5.35 laskeminen Laplace-approksimaatiolla on edelleen vain
yksi vaihtoehto numeerisen arvon laskemiseksi. Julkaisussa [5] on esitetty yksi mahdollinen
tapa nostaa tarvittu méaara posteriorin otoksia ongelman 2 ratkaisemiseksi adaptiivisella
algoritmilla evaluoimatta koskaan taytté posterioria. Kyseessd on ns. aliavaruus-MCMC
-menetelma, ja se on esitelty tarkemmin tutkielman liitteissa.

Algoritmin 1 implementaatio ja testaus olisi mahdollinen jatkotutkimuksen aihe. Toi-
saalta laskennallisesti kokeilemalla huomattiin myos, ettd tdmén tyon Jakobiaanin eva-
luoiminen ainoastaan pisteessd xy ja sen kdyttdminen LISin rakentamiseen tuotti ldhes
saman tuloksen kuin Monte Carlo -estimaattorin 5.35 Laplace-approksimaatio. Taéméa mo-
tivoisi algoritmin 1 testaamista ratkaisemalla ensimmaisessa askeleessa ongelma 2 MAP-
estimaatin sijaan pisteessa xg. Néin sddstyttaisiin kokonaan MAP-estimaatin laskemiselta.
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Loppupuhe

Pro gradu -tutkielman tekeminen Ilmatieteen laitoksen IKA-ryhméssé oli antoisa ja opet-
tavainen kokemus, ja haluankin kiittda kaikkia ryhmén jaseniéd erinomaisesta tyoilmapii-
ristd. Erityiskiitos ohjaajilleni Samuli Siltaselle, jonka Bayesian Inversion -kurssi heratti
mielenkiintoni ja innostukseni tilastollista inversiota kohtaan, Johanna Tammiselle erit-
tain rakentavasta palautteesta tutkielman kirjoitusvaiheessa, sekd Marko Laineelle suun-
nattomasta méarasta apua sekd ohjelmoinnin etté tutkielman matematiikan ymmaéartami-
sen kanssa. Suurkiitos myos Niklas Itéselle tutkielmani oikolukemisesta sekd perheelleni
ja ystavilleni, jotka ovat kestédneet késittamattomia hopinditéani gradun kirjoitusprosessin
aikana.
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Liitteet

Lemman 5.3 todistus

Todistus. Gaussinen priorijakauma 7m,.(x) ~ N(x¢, Zp), © € R, ¥, € R™" voidaan

oletusten perusteella kirjoittaa olevan muotoa exp(—%E ), missé
E= (r—x)"2 o —x

(6.13 oo
= (Pp(xr —20r) + Pu(2L —201)) X, (Pr(r — 0,) + PL(TL —201)) -

Merkitéin @, (z, — zo, = b" ja 1 (x1 —x1) = b+. Nyt edellinen kohta voidaan kirjoittaa
muodossa

T ANT 1737 1
E= (b +b5)7S, (5 +bb)

= ) D o0+ b0+ b,

i=1 j=1

= D_oylbiby+ D oty + 3 opt 4y otbihy
ij ij ij ij

missé 0, vastaavat matriisin X! alkioita seki ), i =2 ie1 25— LISm ja CSim ortogo-

naalisuudesta seuraa, ettd b"b+ = b+b" = 0. Téten

E= ) o't +Y o;'bb)
= (Pr(zr — 20,) 5,1 (B (2 — mor)) + (PoL(2L — 201)) 8, (PL (2L — 01))-

Tésta saadaan esitys mp.(z) = 7, (Ppx,)m (P ), missd 7w, ~ N(P,zor, Bpr) ja L ~
N(®,x01,3,,). Normaalijakauman ominaisuuksista (katso esim. [11]) seuraa edelleen,
etta

(6.16) (0 ®,x,) = m,.(2,) ~ N(O] ®,20,,0/'2,0,) = N(x0,, 1,).

(6.14)

(6.15)
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Kaavojen 6.9 ja 6.12 yhtenevyys

Merkitdan julkaisussa [12]| esitetyn priorireduktistrategian ja SWIRLAB-mallin [13] mu-
kaisesti

(6.17) r =z + B,

missid X ~ N (2o, X,), Bpr = PPT, o ~ N(0,1) ja B, = [V Aiug, . .., vV Aug], missi en-
simmaéiset k ominaisarvoa ja -vektoria on saatu singulaariarvohajotelmasta ¥, = UAUT.
Merkitddn Ppo := z ja hajotetaan z = xy + z LIS- ja CS -osiksi:

r= Illz+(1-I)z
= I(zo+2)+ (1 —1)(x+ 2)
= Iz+ (1 —-1I)z + Iz + (1 — 1)y
= Oz, +P, 2, + .

(6.18)

Parametrit z,., 2z, ja xy ovat satunnaismuuttujina méaritelmén mukaan riippumattomia.
Néin posteriorin tiheysfunktiolle saadaan

m(zly) o< w(y|z)mpe(2)
Y|Pz + 2y 4 x0)Tpr (Prz + Py zy + 0)
qu)rzr + xO)ﬂ-(y’(I)J_ZJ_)ﬂ-PT((I)rzr)ﬂ-PT(q)J_ZJ_ + .I’o)

y|q)rzr + x0>7rpr(q)rzr)7rpr(q)J_ZJ_ + ZL'())

(6.19) -7

= T

P

™

Artikkelin [12] késittelyn mukaan z ~ A(0, ¥,,), mistd seuraa suoraan, etté z, ~ N(0,1,), 2, ~
N(0,1,). Néin ollen kaavat 6.9 ja 6.12 ovat yhtenevid, kunhan MCMC-poimijassa kéyte-
tdan z.:n priorijakaumana valkoista kohinaa. Ketjuun tulee tdyteen avaruuteen projisoin-

nin jalkeen myos lisidtd priorin keskiarvo g sekd otos CS:n jakaumasta N(0,1,).

Vaihtoehtoinen LIS-algoritmi

Merkitaén seuraavassa algoritmissa LISin dimensiota iteraatiolla & symbolilla (k).

Algoritmi 1 (Globaalin LISin rakentaminen aliavaruus-MCMC -menetelmallé). Laske-
taan ensin posteriorijakauman MAP-estimaatti xyap € X Asetetaan alustava otosjoukko
ongelmalle 2: x = {xpap}. Ratkaistaan ongelma 2 ja saadaan \I/S)l), alustava LIS-kanta
@fﬂ) ja tdmadn vasen kddnteismatriisi @%). Alustetaan Markov-ketju aloitustilana LIS:iin
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projisoitu posteriorijakauman odotusarvo @ xMAp Jokaisella askeleella k > 1 toiste-
taan seuraavat toiminnot:

(1) Aliketjun simulointi. Simuloidaan r(k)-uloitteista aliavaruus-MCMC -ketjua niin
monta iteraatiota, ettei lopetustila 9 korrelot endd aloitustilan kanssa. Projisoidaan 6 ta-
kaisin tila-avaruuteen pisteeksi (IJ( (9 ja liitetddn se otosjoukkoon:

(k
X+ =y U Lol 1.

(i) LISin mkentaminen Ratkaistaan ongelma 2 otosjoukolla x*+tV). Pdivitetddn
LIS-kannaksi ®* k+1) ja © klﬁl Asetetaan seuraavan aliketjun aloitustilaksi © ]zgﬂ)T(I)(())Q.

(111) Suppenemzsen tarkastaminen. Lopetetaan algoritmi jos Hessin matriisin mak-
simievaluaatiomddrd saavutetaan, tai kun painotettu aliavaruusetdisyys saavuttaa tietyn
alarajan. Muutoin asetetaan k < k+1 ja palataan kohtaan (7).

Askeleessa (iii) kiytetty suppenemisehto perustuu LIS-avaruuksien véliseen etaisyy-
teen. Taméa voidaan maéritella tavalla, joka rankaisee muutoksia dominoivissa suunnissa
(suuret ominaisarvot 7) raskaammin kuin vihemmén informatiivisia suuntia (pienet 7).
Maéritelladn kriteeri seuraavasti:

Maaritelma 6.2 (Painotettu aliavaruusetiisyys). Maaritellddn iteraatiolle k kanta-painokerroin

-pari Y¥) = {\I/SZZ;), D(k)}, missé \11%1) on ongelman 2 vastauksena saatu ortonormaali

LIS-kanta ja ng]@) = 0; (@(k))i on diagonaalimatriisi, joka koostuu normalisoiduista pai-
nokertoimista

(k)

(6.20) A h o1 (k)
¢ r(k) . (k)
J=175
jotka on laskettu ongelman 2 ominaisarvoista {%k), e ,7(1(2)} sekd 0;; on Kroeneckerin

delta-funktionaali. Kahdelle peridkkéiiselle askeleelle k ja k+1 lasketaan painotettu aliavaruusetdisyys

k T (k1
2 DEO.YE) < i (5, 0w) " () D) |

Painotettu aliavaruusetaisyys ja sen sovellukset esimerkiksi kuvankéasittelysséd on esi-
telty laajemmin julkaisussa [7].

Tutkielmassa kaytetyt merkinnat

I(\) Valon intensiteetti
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Rank(A) Matriisin A aste

P Projektio

T,8 Valkaisu

LLr Cholesky-hajotelma
o Keskihajonta

G Kontribuutiomatriisi
A Keskiarvoistava ydin
dsignal Vapausaste

d3,(P,Q) Todennikoisyysjakaumien P ja Q Hellinger-etéisyys
d%(P,Q) Todennikdisyysjakaumien P ja () Forstner-etiisyys
(A,B)  Yleistetty ominaisarvo-ongelma

n(x) Sakkofunktio

Joukko asteen r paivityksié

Rayleigh-suhdeluku

Otosjono

<

=X
)

Hessen matriisin odotusarvo posteriorin yli
Projektio LIS:iin
LIS-kanta

< 5

<

Matlab-koodi

%% Likelihood —informed subspace (LIS) based dimension reduction
%
% Otto Lamminpaa Jan 2016

close allj;clear all;

%0

% Paths for Marko Laine’s MCMC toolbox and Methane cross sections
addpath /Users/lamminpa/Documents /MATLAB/otto/special _assignment
addpath /Users/lamminpa/Documents /MATLAB/otto/ matlabtools/mecmcstat

% Options and parameters

m_len = 50; % number of athmospheric layers

d = 1; % figure number;

altind = 0; % 1 for using f(Px + x0) —approach
nsimu = 100000; % size of MCMC chain

meth = ’am’; % MCMC method; ’'mh’, ’am’, or ’dram’
obs sigma = 0.01; % error sigma, std: .01

th = 0.01; % prior covariance multiplier, std: .01
1 = 1; % prior correlation length, std: 1
plotlims = [0 20 0.1 1];

vec = @Q(x) x(:);

% Create data

n_simu = 400;

x = linspace (0,3%pi,n_simu);

z = (3+x+x.*sin(x))./35; % scaling
=z (1)

% Downsampling operator

m_points = floor (linspace (1,n_simu, m_len));
H = zeros(length(m points),n simu);

for ii = 1l:length(m _points)

60



H(ii ,m_points(ii)) = 1;
end

R = obs_sigma~2xeye(m_len);
Rinv = inv(R);

% Prior covariance matrix
C = NaN(n_simu);
for ii=1:n_simu
for jj;ii:nisimu
Clii , jj)=theexp(—(x(1i)—x(jj))~2/2/1);
C(jj . 11)=C(ii,jj);
end
end
C = C +eye(size (C))*xle—6; % add nugget
smallC = HxCxH’;
Cinv = inv (smallC);
L = chol(smallC, ’lower ’); % Cholesky factorization

% Prior mean
z_prior = (3+x+0.2%pi*sin(x))./35;

% More parameters

xmu = Hxz_prior (:);
hx = Hxx (:);
splt = floor (n_simu/m_len);

% Build the avaraging operator

obs = zeros(m_len,n_simu);
for iii = 1:m_len
if iii =1
obs (iii, 1l:splt+1) = 1;
elseif iii == m_len
obs(iii , end—(splt+1):end) = 1;
else
obs (iii , splt=*(iii —1)+1—splt:splt*(iii —1)+splt+1) = 1;
end
end

A = 1/(splt*2+1)xobs;

% Load cross—sections
B=load (’abs_coef.dat ’);

% Interpolate cross—sections
Bi = zeros(length(B(:,1)), n_simu);
for iii = 1l:length(B(:,1))
Bi(iii ,:)=exp(interpl(log(1:50),log(B(iii ,2:end)),log(linspace(1,50,n_simu))));
end
badgrid= floor (linspace (1, floor (n_simu/m_len)*m_len,m_len));
badcross = Bi(:,badgrid);
lambda = length (B(:,1));
R = obs_sigma~2xeye (lambda);
Rinv = inv(R);
K = A;
A=badcross*(A.*5el18); % 5el8 is a scaling factor

At=badcross*K;
%% Simulate measurement

m0 = exp(—Axz(:));
ml = m0 + 0.0l*obs_ sigmaxrandn(size(m0));
m = m0 + obs_ sigmaxrandn(size (m0));

figure (99)
plot (m);
%% Posterior MAP

% Build the scaled —down averaging operator

obsl = zeros(m_len,m_len);
splt2 = floor (m_len/m_len);
for iii = 1:m_len
if iii ==
obsl(iii, 1l:splt2+41) = 1;
elseif iii = m_len
obsl(iii , end—(splt2+1):end) = 1;
else
obsl (iii, splt2=*(iii —1)+1—splt2:splt2*(iii —1)+splt2+1) = 1;
end
end

Al = (1/(splt2%2+41))*obsl;
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Al=badcross*(Al.x5e18); % Scaling for visuals

% Compute posterior MAP using Lev—Mar
prijaco = @Q(x) —inv(L);

prifun = @(x) (vec(x)—xmu);

prires = @(x) L\vec(prifun(x));

fun = @Q(x) exp(—Al*xx(:)); % exp operator

jaco = @(x) bsxfun(@Qtimes,—Al,...
exp(—Al*x(:)))/obs_sigma; % jacobian of exp

res = @Q(x) (m — fun(x))/(obs_sigma);

fullres = @(x) [res(x); prires(x)];
fulljaco = @(x) [jaco(x); prijaco(x)];

[MAP, cmat| = lsqlevmar (fullres , fulljaco , xmu);

% Plot MAP

figure (d);

clf;

plot (Hxz (:) ,hx);
hold onj;

plot (MAP,hx, ’o——");

plot (xmu(:) ,hx, ’'r—");
title (" Posterior MAP’);
legend ("Truth’, 'MAP’, ’Pr Mean’);

%% MCMC for full posterior
clear ’model ’;

> ).
clear params ’;

% Data—misfit function
£ 2 @(x) exp(—(Alex(:)));

% Initialize MCMC
model.ssfun = @(x,data) (norm(data.m-f(x))~2)/data.obs_sigma"~2;

model. priorfun = @(x,a,b) (x(:)—xmu)’*Cinvx*(x(:)—xmu);
model N = 1;
data = struct(’m’, m, ’obs_sigma’, obs_sigma);

for iii=1:m_len
params{iii} = {sprintf(’f _%d’,iii),MAP(iii), —inf, inf};

end

options.nsimu = nsimu;
options.method = meth;
options.qcov = cmat;

%% Launch MCMC
[results , chain] = mcmcrun(model, data, params, options);
save (’chain.mat’, ’results’, ’chain ’);

%% Plot MCMC results
chain2 = chain(end/2:end,:);
pchain = plims(chain2,[0.025,0.975]) ’;

a = mean(chain2);

a = a(:);

b = cmat;

bb = sqrt (diag(b));

¢ = x(m_points);

% size(eff) = n_simu/mean(tau) :: use iact(chain) to get tau

% def samplespeed = samples/sec; size (eff)/results.simutime
samplespeed = (results.nsimu/mean(iact (chain)))/results.simutime

figure (d+1);

clf;
plot(z,x,’g—",a,c,’b—",...
z _prior ,x,’c——"MAP,c,’ m—.",...
a+2xbb,c,’ r——",a—2%bb,c, ' r——")
xlabel ([>Chain length: ’, num2str(options.nsimu), 7, Rejected: ’, num2str(results
title (’Full Space MCMC’);
legend (’Truth’, ’>Full space CM’, ’Prior mean’);

figure (d+2); clf

hold on

hf = fillxx (hx, pchain(:,1),pchain(:,2),[0.8,0.8,0.8]);

hc = plot(chain2(end—50:end,:) ,hx,"—y’);

for i=2:length (hc),hc(i).Annotation.LegendInformation.IconDisplayStyle="off ’;end
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errorbar (MAP,hx,2%bb,  horizontal ’); % get rid off legends

plot (xmu,hx, ’k——") % prior

plot (z,x,’b—");

hold off

%ylim ([ —0.02,1.02])

title (sprintf(’Profiles from full MCMC'))

xlabel ([ ’Sample speed: ’, num2str(samplespeed)]);

hl = legend(’95% chain limits ’,’ Samples from chain’,sprintf(’Opt’),’ Prior’, ’Truth’);

%% LIS construction

% Sample some points from prior with mu = MAP

kk = 10000;

jack = zeros(size(jaco(MAP)));

LL = chol(cmat, ’lower ’);

sample = LL*randn (length (MAP), kk)+repmat(MAP, 1, kk);

% Build Jacobian
for iii = 1:kk
jack = jack+jaco (sample(:,iii));
end
jack = jack./kk;

LR = chol (R, ’lower ’);

whitejack = LR\jack=xL;

[U,W] = eig(whitejack >« whitejack);
U = fliplr (U);

V = flip (diag(W));

trunc = find (sqrt(V)>1);

trunc = [trunc; trunc(end)+1];
lisdim = length (trunc);
lisbasis = L*U(:,trunc);

csbasis = LxU(:, trunc(end)+1l:end);
theta = inv (L) ’*U(:,trunc);
cstheta = inv(L)’*U(:, trunc(end)+1l:end);

PI = lisbasisx*theta ’;
I_PI = csbasisxcstheta ’;
%% LIS MAP

% Compute LIS MAP using Lev—Mar

fun_ 1 = @(x) exp(—Al*x(:));

jaco_1 = @(x) bsxfun(@times,—Alxlisbasis ,...
exp(—Alxlisbasis*x(:)))/obs sigma;

res 1 = @(x) (m — fun_1(x))/(obs_sigma);
prires 1 = @(x) L\(vec(x)—xmu);
fullres 1 = @(x) |[res I(lisbasis*x(:)); prires_l(lisbasis*x(:))];

prijaco_1 = @(x) —L\lisbasis;
fulljaco_1 = @(x) [jaco_1(x(:)); prijaco_l(lisbasis*x(:))];

[MAP_1, cmat_1] = lsqlevmar (fullres_1, fulljaco_1, theta’sxxmu);

redMAP
redCOV

= lisbasis*MAP_H»csbasis*cstheta’*xmu;
= lisbasis*cmat_lxlisbasis ’+I_PI*smallC*I_PI’;
%% Plot LIS MAP

figure (d+3);

clf;

plot (redMAP, hx);

hold on;

plot (lisbasis*MAP 1, hx,’g——");

plot (csbasis*cstheta *xmu, hx,’r——");

plot ( MAP,hx, ’o——");

title (’LIS MAP’);

legend (’LIS4CS’, LIS’ ,’CS’,’ Full ’);

%% LIS MCMC
clear ’model ’;

s ).
clear params ’;

% Data—misfit function
f = @(x) exp(—Alxx(:));

% Initialize MCMC

model N = 1;

data = struct(’m’, m,

if altind ==
model.ssfun = @(x,data) (norm(data.m-f(data.P+x(:)+xmu))~2)/data.obs_sigma~2;

’obs_sigma’, obs_sigma, 'P’, lisbasis);
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for iii=1:lisdim

params{iii} = {sprintf('f_%d’,iii), 0, —inf, inf, 0, 1};

end

else
model.ssfun = @Q(x,data) (norm(data.m-f(data.Pxx(:)))"~2)/data.obs sigma”~2;
prmu = theta ’*xmu; -

for iii=1:lisdim
params{iii} = {sprintf ('f %d’,iii), MAP_1(iii), —inf, inf, prmu(iii), 1};

end
end
options.nsimu = nsimu;
options.method = meth;
options.qcov = cmat_1;

%% Launch MCMC
[results , chain] = mcmcrun(model, data, params, options);

save (’lischain .mat’, ’results’, ’chain’);
%% Transform back to full space
if altind ==
XX1 = chainx*lisbasis ’;
fullchainO = chainxlisbasis ’ + xmu’;
fullchain = fullchainO + randn(size(fullchainO ,1),m len—lisdim )xcsbasis ’;
XX2 = zeros(size (fullchain0)) + xmu'+randn(size(fullchain0 ,1),m len—lisdim)*csbasis ’;
XXX = fullchain ; -
summean = mean(fullchain);
lismean= mean (XX1);
lismean = lismean (:);
csmean= mean (XX2);
csmean = csmean (:);
else
% CS sample
cssample = repmat ((cstheta '« (xmu))’,options.nsimu,1);
cssample = cssampletrandn(size (cssample));

% Transform back to original space
XX1 = chainx*lisbasis ’;
XX2 = cssamplexcsbasis ’;

% Compute means
lismean= mean (XX1);

lismean = lismean (:);
csmean= mean (XX2);
csmean = csmean (:);

% Full chain

XXX = XX14XX2;

summean = lismean+csmean;
end

%% Plot it!
chain2 = chain(end/2:end,:);

bb = cov(chain2);
b = lisbasis*bbxlisbasis > + I_PI*smallC*I_PI’;

b = redCOV;

xoptsdred = sqrt(diag(b));

¢ = x(m_points);

samplespeed = (results.nsimu/mean(iact(chain)))/results.simutime

pchain = plims (XXX,[0.025,0.975]) ’;

figure (d+4);

clf;
plot (z,x,’g—",summean,c,’b—",...
z _prior ,x,’c——",...
lisbasis *MAP_H-csbasis*cstheta ’sxmu,c, 'm—.’,...
summean+2+xoptsdred ,c, ’r ——’,summean—2xxoptsdred ,c,’r——")
xlabel ([’ Chain length: ’, num2str(options.nsimu),’ Rejected: ’, num2str(results.rejected)])

title (’LIS MCOMC ) ;
legend (’Truth’, LIS CM’,’ Prior Mean’)

figure (d+5); clf

hold on

hf = fillxx (hx, pchain(:,1),pchain(:,2),[0.8,0.8,0.8]);

he = plot (XXX(end —50:end ,:) ,hx,”—y’);

for i=2:length(hc),hc(i).Annotation.LegendInformation.IconDisplayStyle="off ’;end
errorbar (summean, hx,2* xoptsdred , ’horizontal ’); % get rid off legends

plot (xmu,hx, k——=") % prior

plot (z,x, b-");
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hold off

%ylim ([ —0.02,1.02])

title (sprintf (> Profiles from reduced MCMC, k=%g’,lisdim))

xlabel ([ ’Sample speed: ’, num2str(samplespeed)]);

hl = legend(’95% chain limits’,’samples from chain’,sprintf(’opt, dim(LIS)=%g’,lisdim),’ prior’, ’truth’);

%%

pchain = plims (XX1,[0.025,0.975]) ";

figure (d+6); clf

hold on

hf = fillxx (hx,pchain(:,1),pchain(:,2),[0.8,0.8,0.8]);

hc = plot (XX1(end —40:end ,:) ,hx,’ —y’);

for i=2:length (hc),hc(i).Annotation.LegendInformation.IconDisplayStyle="off ’;end

plot (lismean ,hx, ’k——") % prior

hold off

title (sprintf(’Profiles from LIS’))

hl = legend (’95% chain limits ’, samples from chain’,’ LIS mean’);

pchain = plims (XX2,[0.025,0.975]) ’;

figure (d+7); clf

hold on

hf = fillxx (hx, pchain(:,1),pchain(:,2),[0.8,0.8,0.8]);

hc = plot (XX2(end —25:end ,:) ,hx,’—y’);

for i=2:length(hc),hc(i). Annotation.LegendInformation.IconDisplayStyle="off ’;end

plot (csmean ,hx,’k——") % prior

hold off

title (sprintf(’Profiles from CS’))

hl = legend (’95% chain limits ', samples from chain’,’CS mean’);
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