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1 Einleitung

1.1 Neurophysiologische Motivation

Mit der Methode der Elektroenzephalografie ist es moglich, das elektrische Feld an der
Kopfoberfliche zu erfassen, das von den Neuronen im Cortex hervorgerufen wird. Dafiir
werden meist mehr als 20 Elektroden an der Kopfoberfliche platziert, die in kurzen
Absténden (im Millisekundenbereich) das elektrische Feld messen (siehe z. B. Nunez
und Srinivasan, 2007).

Ein Ansatz zur Analyse der dadurch erhobenen hochdimensionalen Zeitreihen ist die
Ermittlung von sogenannten ,, EEG-Microstates“! (Brodbeck et al., 2012).

Lehmann et al. beobachteten 1987, dass die hochdimensionale Ausprigung (Topogra-
fie genannt) des durch die Elektroenzephalografie gemessenen elektrischen Feldes iiber
gewisse Zeitrdume anndhernd stabil ist (dabei werden Polaritédt und Stédrke der Aus-
pragung vernachléissigt). Weiterhin stellten Lehmann et al. fest, dass der Wechsel von ei-
ner annihernd stabilen Topografie zur nichsten diskontinuierlich erfolgt (Lehmann et al.,
1987). Die Zeitrdume mit anndhernd stabiler Topografie werden als EEG-Microstates
bezeichnet (Brodbeck et al., 2012) und dauern typischerweise jeweils etwa 100 Millise-
kunden an (Lehmann und Michel, 2011).

Die Topografien der EEG-Microstates, die bei der Durchfithrung einer Elektroenzepha-
lografie zu den Zeitpunkten aufgetreten sind, zu denen die Stiarke der Ausprigung des
elektrischen Feldes ein lokales Maximum aufweist?, werden mithilfe einer Clusterana-
lyse in Cluster von dhnlichen Topografien eingeteilt. Sind sich die Topografien zweier
EEG-Microstates ahnlich, deutet dies darauf hin, dass die Gehirnzustdnde wéahrend der
Zeitraume der beiden EEG-Microstates dhnliche Funktionen erfiillen kénnten (Lehmann
et al., 1987). Aus diesem Grund wurden EEG-Microstates von Lehmann et al. (1998)
als mogliche ,,atoms of thought“ vorgeschlagen, aus denen sich die mentale Aktivitét
zusammensetzen koénnte.

In den meisten Studien wurden stets vier Cluster gefunden (Lehmann und Michel, 2011)
und prototypische Topografien bestimmt, sogenannte Karten, die die Cluster reprisen-
tieren und iiblicherweise mit den Buchstaben A, B, C' und D bezeichnet werden.

1.2 Mathematische Problemstellung

Jede Topografie eines EEG-Microstates, die zu den oben beschriebenen Zeitpunkten der
lokalen Maxima der Ausprigungsstiarke des elektrischen Feldes beobachtet wird, lasst
sich einem Cluster zuordnen, sodass man eine Sequenz z = (x, ..., Z,) von Karten mit

In dieser Arbeit wird ,EEG® als Abkiirzung fiir Elektroenzephalogramm verwendet.

2Die Stérke der Ausprigung des elektrischen Feldes zu einem festen Zeitpunkt wird gemessen durch
die Standardabweichung iiber die Messwerte aller Elektroden zu diesem Zeitpunkt, die auch ,,Global
Field Power“ (GFP) genannt wird (siehe z. B. Brodbeck et al., 2012).



() EEG und Stéarke der Auspragung des elektrischen Feldes

Elektrode Nr.

Stérke der Auspragung
des elektr. Feldes

(i)  Konstruktion zum SMI-Modell

Iy Iy I3 s Is ls Iy t
[ [ | [ [ : : —>
M; D C B D
0 B B1 B, Bs B4 Bs Be t
: : Hx x—t : R
Xi D c c B

Abbildung 1.1: (i): Exemplarische Darstellung der Ermittlung einer Sequenz x durch
die Zuordnung der Topografien (als EEG dargestellt) zu den Karten
A, B,C,D in den Zeitpunkten b; der lokalen Maxima der Auspriagungs-
stiarke des elektrischen Feldes.
(ii): Darstellung der Ermittlung der = entsprechenden Markov-Kette X
durch die zu (i) parallele Konstruktion zum SMI-Modell.

Werten in {A, B, C, D} erhilt?, die die beobachteten EEG-Microstates in ihrer zeitlichen
Reihenfolge darstellt (sieche Abbildung 1.1 (i)).

Auf diese Weise gewonnene Sequenzen von Karten werden in dieser Arbeit modelliert als
diskrete homogene Markov-Kette 1. Ordnung. Dieser Modellierungsansatz wurde in der
Vergangenheit fiir mehrere Studien verfolgt, indem die Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir eine Sequenz  geschitzt wurden durch die Anzahl der Ubergéinge in z von einer

3Die Bestimmung der Sequenz z wird in Anhang A ausfiihrlich erliutert.
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Karte r zu einer Karte s relativ zur Auftrittshdufigkeit des Ausgangszustandes r (siehe
z. B. Wackermann et al., 1993; Lehmann et al., 2005; Schlegel et al., 2012; Brodbeck
et al., 2012).

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Struktur der auf diese Weise geschiitzten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zu beschreiben und dabei die Anzahl der Parameter zu redu-
zieren.

Zu diesem Zweck wird zur Modellierung von Sequenzen von Karten ein Modell ein-
gefithrt, das durch die spezielle Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homo-
genen Markov-Kette 1. Ordnung charakterisiert ist. Das Modell wird in dieser Arbeit
,Sampled Marked Intervals-Modell“ (SMI-Modell) genannt nach der mathematischen
Konstruktion, durch die sich die speziellen Ubergangswahrscheinlichkeiten herleiten las-
sen. Bei dieser Konstruktion wird eine homogene Markov-Kette (X;)ien, 1. Ordnung
dadurch erzeugt, dass ein zuféilliger markierter Intervallprozess ((I;, M;)) ;o zu zufalli-
gen Zeitpunkten (B;)ien, abgetastet wird, wobei die technischen Annahmen getroffen
werden, dass die zufilligen Intervalle () en und Abtastungszeitpunkte (B;);en, jeweils
durch unabhéngige Poisson’sche Punktprozesse gegeben seien. Fiir die Markierung M;
des Intervalls I; gelte P (M; =r) = p, fiir alle r € {A, B,C, D} und j € N unabhéngig
voneinander und unabhéngig von (I;);jen und (B;)ien, (sieche Abbildung 1.1 (ii)).

Zwischen der Ermittlung der Sequenzen x von Karten und der Konstruktion der Markov-
Ketten (X;);en des SMI-Modells lassen sich Parallelen erkennen, die in Abbildung 1.1
dargestellt werden. Die zufélligen markierten Intervalle ((Ij, M;)),cy lassen sich als
Zeitrdume (1) en interpretieren, fiir die die Topografien des elektrischen Feldes jeweils
annihernd stabil sind und die gréfte Ahnlichkeit zu den jeweiligen Karten (M j)jen auf-
weisen. Die Abtastungszeitpunkte lassen sich vergleichen mit den Zeitpunkten, in denen
die Stéarke der Auspriagung des elektrischen Feldes ein lokales Maximum aufweist. Zu
jedem dieser Zeitpunkte wird die jeweils vorherrschende Topografie dem Cluster zuge-
ordnet, zu dessen Karte sie die grofte Ahnlichkeit besitzt, und dadurch die Karte des
aktuellen EEG-Microstates identifiziert. Entsprechend wird zu einem Abtastungszeit-
punkt B;, ¢ € Ny, die aktuelle Markierung M;, des Intervalls I;, mit B; € I;, abgetastet.

1.3 Aufbau der Arbeit

Fiir diese Arbeit liegen Daten zu Sequenzen von Karten fiir 32 Probanden in vier ver-
schiedenen Schlafstadien vor. Im zweiten Kapitel werden diese Daten vorgestellt und die
Notation zur Beschreibung der Daten eingefiihrt.

Im dritten Kapitel wird das SMI-Modell definiert und die Wahl des Modells anhand der
gegebenen Daten motiviert. Zudem wird die oben dargestellte mégliche Konstruktion des
SMI-Modells aus zufilligen markierten Intervallen und zufilligen Abtastungszeitpunkten
in Form eines ,,Hintergrundmodells®“ ausfiihrlich beschrieben und es wird bewiesen, dass
sich aus diesem Hintergrundmodell das SMI-Modell herleiten ldsst. Das Hintergrundmo-
dell ermoglicht es dann, die Parameter des SMI-Modells anschaulich zu interpretieren.
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Mithilfe der vom Hintergrundmodell gelieferten Interpretationen werden im vierten Ka-
pitel Schétzer fiir die Parameter des SMI-Modells hergeleitet, die in dieser Arbeit fiir die
Anpassung des SMI-Modells an die gegebenen Daten genutzt werden und SMI-Modell-
Schétzer genannt werden.

Mit der Variabilitat der SMI-Modell-Schéatzer beschéftigt sich das fiinfte Kapitel. Es wer-
den dabei zunéichst Formeln fiir die asymptotischen Varianzen der SMI-Modell-Schétzer
hergeleitet. Danach wird untersucht, wie sich die asymptotischen Varianzen in Abh#ngig-
keit von den wahren Werten der Parameter des SMI-Modells verhalten.

Das SMI-Modell wird im sechsten Kapitel getestet mithilfe eines Anpassungstests in
Anlehnung an Pearsons x?-Anpassungstest. AnschlieBend wird untersucht, wie sich die
Anpassungsgiite des SMI-Modells verbessern ldsst, und eine Abwandlung des SMI-Mo-
dells vorgestellt und getestet.

Im siebten Kapitel werden die vorliegende Arbeit zusammengefasst und als Ausblick
weitere Forschungsmoglichkeiten préasentiert.

Die computergestiitzte Auswertung der Daten und sémtliche Simulationen wurden mit
R 2.14.1 durchgefiihrt.
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2 Die untersuchten Daten

In diesem Kapitel werden die Daten beschrieben, die fiir diese Arbeit vorliegen. Gleich-
zeitig werden die im weiteren Verlauf der Arbeit fiir die Daten verwendeten Notationen
eingefiihrt.

Die Vorstellung der Daten erfolgt in Kapitel 2.1. Dabei wird auch kurz darauf eingegan-
gen, wie die Daten erhoben wurden.*

Bei den Daten handelt es sich um Ubergangshiufigkeiten von einem Zustand® r zu
einem Zustand s in einer endlichen Sequenz von Zusténden. Die Sequenzen selbst las-
sen sich aus den Ubergangshiufigkeiten nicht rekonstruieren. Das Kapitel 2.2 befasst
sich mit der Bestimmung der Auftrittshidufigkeit eines Zustandes r in einer dieser un-
bekannten Sequenzen. Da die Bestimmung dieser Auftrittshaufigkeit im Allgemeinen
nicht exakt moglich ist, wird in Kapitel 2.2 aulerdem angegeben, auf welche Weise die
Auftrittshiufigkeit eines Zustandes r» im Rahmen dieser Arbeit approximiert wird.

2.1 Beschreibung der Daten

Die fiir diese Arbeit vorliegenden Daten wurden zur Verfiigung gestellt von der For-
schungsgruppe REST am Zentrum der Neurologie und Neurochirurgie des Klinikums
der Goethe-Universitéit Frankfurt am Main, namentlich von Herrn Dr. med. Helmut
Laufs und Frau Dr. med. Verena Brodbeck.

Fiir die Erhebung der Daten wurden Elektroenzephalogramme (EEGs) von 32 gesunden
Probanden aufgezeichnet. Die Menge aller Probanden sei

J={1,2,...,32}.

Die Aufzeichnungen erfolgten fiir jeden Probanden zum einen im wachen, entspann-
ten Zustand (W) und zum anderen in verschiedenen Schlafstadien. Dabei wurden nur
Schlafstadien des Non-REM-Schlafs® beriicksichtigt, die mit N1, N2 und N3 bezeichnet
werden. Es steht N1 fiir den Ubergang zwischen dem wachen Zustand und dem Schlafen,
N2 steht fiir stabilen Schlaf und N3 fiir Tiefschlaf (Weefl und Landwehr, 2009).

Der wache Zustand W wird im Folgenden ebenfalls als Schlafstadium bezeichnet, sodass
in dieser Arbeit vier Schlafstadien unterschieden werden: W, N1, N2, N3. Die Menge
aller Schlafstadien sei

Z :={W,N1,N2,N3}.

Fiir alle Probanden gibt es fiir die Schlafstadien W, N1 und N2 {iber einen ausreichend
langen Zeitraum’ Messungen (aufgezeichnete EEGs), aus denen die vorliegenden Da-
ten generiert wurden. Das Schlafstadium N3 haben nur 19 von 32 Probanden wihrend

4Fiir eine ausfithrliche Beschreibung der Methoden zur Erhebung der Daten siehe Anhang A.

5Zusténde entsprechen den Karten aus Kapitel 1.

SREM ist die Abkiirzung fiir Rapid Eye Movement.

"Ein Schlafstadium muss insgesamt mindestens 105 Sekunden andauern, um in den Messungen beriick-
sichtigt zu werden (Brodbeck et al., 2012).
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der Messungen ausreichend lang erreicht, sodass nur fiir diese Probanden Daten zum
Schlafstadium N3 vorliegen.

Fiir ein Schlafstadium Z € Z bezeichne J; die Menge aller Probanden, fiir die es Daten
aus dem Schlafstadium Z gibt. Es gilt

Jw=INni=In2=J,

aber
JIns = T \{1,2,3,7,9,10,17, 18, 19, 20, 22, 29, 31}.

Umgekehrt sei Z; die Menge aller Schlafstadien, fiir die es zu einem Probanden J € J
Daten gibt. Beispielsweise ist

Zy={W,NI,N2}  und Z,=2Z.

Fiir den Ausdruck ,fiir jeden Probanden J € J und jedes Schlafstadium Z € Z;“ wird
im weiteren Verlauf der Arbeit nur kurz ,fiir alle Probanden J und alle Schlafstadien
Z“ geschrieben (und analog fiir &hnliche Formulierungen).

Wenn sich aus dem Kontext nicht ergibt, dass eine Variable zu einem Probanden J in
einem Schlafstadium Z gehort, oder diese Zugehorigkeit hervorgehoben werden soll, wird
an die Variable der Index (.J, Z) geschrieben. Aus einer Variable v wird dann also v(*%)
bzw. v 7).

Fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z wurde bei der Datenerhebung aus
den entsprechenden EEG-Abschnitten eine Sequenz
JLZ JLZ
mit
29 e §.={A,B,C,D}Y Vie{0,...,n"D}

)

hergeleitet, wobei A, B,C, D Zustidnde und S Zustandsraum genannt werden. Ist das
EEG fiir einen Probanden J im Schlafstadium Z nicht zeitlich zusammenh#ngend, son-
dern (k — 1)-mal unterbrochen, werden fiir die k zeitlich zusammenhéngenden EEG-
Abschnitte Teilsequenzen

20 = 200D = (GPHUD, L DUDY ey,

1 P p6).(0,2)

ermittelt mit & = k(%) > 1, aus denen sich 2 zusammensetzt durch

v = (af? TR 2) P,

Ty s Ty g s Ty s g e Ty
Die Linge n + 1 = n{):(/%) 11 der j-ten Teilsequenz z%) hiingt dabei sowohl von
(J,Z) als auch von j ab. Fiir die Lénge n + 1 = n(/%) 41 von z ergibt sich

k

k
n+1zz<n<j> —i—l) :k+2n<j>.
j=1

J=1

14



Bemerkung 2.1. Die Linge n(*%) +1 der Sequenz z(*%) fiir Proband J im Schlafstadi-
um Z wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit als konstant angesehen und kann fiir jedes
(J,Z) verschieden sein. Sie héngt im Wesentlichen von der durchschnittlichen Anzahl

von Auswertungszeitpunkten® pro Zeiteinheit ab und zum anderen von der Linge der
betrachteten EEG-Abschnitte.

(J,2)

Fiir diese Arbeit liegen die erhobenen Sequenzen x nicht vor. Stattdessen sind pro

Proband .J und Schlafstadium Z fiir jeden Ubergang (r, s) die Summen n,., = n,({s]’z) der

Ubergangshiufigkeiten m(aj ) = n@’(‘]’z) in den Teilsequenzen x%(»%) aus denen sich
z = (/%) zusammensetzt, gegeben. Da die jeweiligen Teilsequenzen zu zeitlich nicht
miteinander verbundenen EEG-Abschnitten gehoren, werden also fiir die Ermittlung
von n,.s die Uberginge

<x<j> $(<)J'+1>)

nd)?

nicht beriicksichtigt, die in der Sequenz x zwischen dem letzten Zustand der j-ten und
dem ersten Zustand der (j 4 1)-ten Teilsequenz fiir ein j € {1,...,k — 1} auftreten.

Formal wird n,<%> fiir alle r,s € S und j € {1,...,k} definiert durch

nii)—1
n7<"js> = Z 1{:131':7", Tit1=8}"
i=0
Der Wertebereich eines nt’ ist somit {0,...,n9} und es gilt
Z ni) = nl@
r,s€ES

Wie oben beschrieben, wird die Anzahl n,, der Ubergiinge von r zu s, die in der Sequenz
x beriicksichtigt werden, definiert durch

k
Nps 1= E n$i).
i=1

Fiir die Anzahl aller in z beriicksichtigten Uberginge ergibt sich

k

k
Z Nps = Z Zn,@ :Zn<j> =n—(k—1).

r,sES r,s€S j=1 7j=1

8Das EEG wird in den Zeitpunkten ausgewertet, in denen die Stirke der Ausprigung des gemessenen
elektrischen Feldes lokal maximal ist (siehe Kapitel 1 und Anhang A).
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JZ) in dieser

Bemerkung 2.2. (i) Fiir die weiteren Betrachtungen der Sequenzen
Arbeit wird zur Vereinfachung stets angenommen, dass sich jedes (%) nur aus
einer Teilsequenz (1(%) zusammensetzt mit Ubergangshiufigkeiten

n§£>,(J,Z) — n&g’z) A r,s S S

Diese Annahme wird auch dann getroffen, wenn keine Sequenz mit in den Daten

gegebenen Ubergangshiufigkeiten ng’z) existiert.

(ii)) Unter der Annahme, dass 212 = 2 (W(12) gilt, unterscheiden sich die Linge

n%) 41 und die Anzahl ZT,SGS n,(!s]’Z) aller Ubergiinge, die in der Sequenz z(/%)
beriicksichtigt werden, nur um 1:

Z n(37) — p(32),

r,s€S

2.2 Auftrittshdufigkeiten von Zustdnden in den Sequenzen

12) selbst fiir diese Arbeit verfiigbar sind, sondern

lediglich die Ubergangshiufigkeiten m(«;]’z), ist es im Allgemeinen nicht moglich, die ex-
akte Auftrittshiufigkeit eines Zustandes r in einer der Sequenzen z(*%) zu bestimmen.
Die Ursache fiir diesen Umstand wird nachstehend erldutert und es wird angegeben, wie

in dieser Arbeit die Auftrittshiufigkeit eines Zustandes r approximiert wird.

Dadurch, dass nicht die Sequenzen x(

1.2) jeweils nur

GeméB Bemerkung 2.2 (i) wird angenommen, dass sich die Sequenzen z(
aus einer Teilsequenz zusammensetzen. Somit ist n,; = n,@ die Anzahl der Uberginge

von einem Zustand 7 zu einem Zustand s in einer Sequenz x = z(/%) der Lénge n + 1.

Es seien
n—1 n
= =3 Ay wd =Y np =Y Ly VreS.
s€S i=0 tes i=1
Fiir die Auftrittshiufigkeit n/. von r in der Sequenz x folgt dann
n
n, = Z lig=r) = ipg=ry T 100 =00 + 1 =1 (2.1)
i=0

Ist also n., # n,. fiir ein r € S, ergibt sich direkt
n, = max{n.,,n,.}.

Gilt jedoch n., = n,. fiir alle r € S, dann ist es im Allgemeinen nicht moglich, n!. exakt
zu bestimmen.
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So kann n/; bespielsweise nicht exakt ermittelt werden, wenn fiir den Zustandsraum
{A, B} gegeben ist, dass

n%’SZ) = ngf) =1 und n%’L‘Z) = n%]],SZ) =0

gelten. Denn dann ist sowohl die Sequenz (A, B, A) als auch die Sequenz (B, A, B)
moglich. In einem Fall tritt A zweimal auf, im anderen einmal.

Wenn die Auftrittshaufigkeit des Zustandes r lediglich in den ersten n Zusténden

(xo, PPN :L‘n,1)

anstatt in den ersten n + 1 Zustédnden (zg,...,x,) bestimmt wird, unterscheidet sich
die so ermittelte Auftrittshiufigkeit n,. maximal um 1 von n... Der dadurch begangene
Fehler ist fiir grole n vernachlassigbar.

Daher wird in dieser Arbeit die Auftrittshiufigkeit n!. des Zustandes r in x stets durch

die Auftrittshiaufigkeit
n—1
Ny 1= Np. = ans = Z 1{:101-:7"}
ses 1=0

des Zustandes r in den ersten n Zustinden (o, ...,Z,_1) von z approximiert.’

Bemerkung 2.3. Setzt sich x entgegen der fiir diese Arbeit getroffenen Annahme aus
k Teilsequenzen 2V, ..., 2% zusammen, dann werden durch die Definition

Ny 1= E Nys

seS
die Zusténde xf%) fir alle j € {1,...,k} nicht beriicksichtigt beim Bestimmen von
Auftrittshiufigkeiten von Zustinden. Dadurch unterscheidet sich n, maximal um & von
der tatsichlichen Auftrittshiufigkeit von 7 in z. Da k(*%) fiir alle Probanden J und alle
Schlafstadien Z im Vergleich zur Linge der Sequenzen z(*%) klein ist, ist der Fehler
zu vernachlissigen, sodass die Annahme aus Bemerkung 2.2 (i) keine Probleme bereitet
und weiterhin fiir die folgenden Kapitel dieser Arbeit getroffen wird.

9Sofern nicht explizit auf n!. verwiesen wird.
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3 Das SMI-Modell

(J,2)

Die in Kapitel 2.1 beschriebenen Sequenzen z (:E((]J’Z), ey :z:i‘(]’JZZ))) werden fiir jeden

Probanden J und jedes Schlafstadium Z in dieser Arbeit als homogene Markov-Kette 1.
Ordnung auf folgende Weise modelliert:

Modell 1 (SMI-Modell, mit Zustandsraum S = {A, B,C, D}). Die Sequenz

= 12 — (QC(()JZ)7 . ,x;{f%)

werde aufgefasst als die ersten n 4+ 1 = n(/%) 41 Zustiinde

J,.Z J.Z
(x5, x5

einer Markov-Kette (Xi(J’Z))igNO mit Zustandsraum S := {4, B,C, D} und der Start-

verteilung (pa, pB, pc, pp) sowie der Ubergangsmatrix P = (Prs)r,ses, gegeben durch

) 7ps , falls r # s,
Prs mps+1—7m ,fallsr=s,

wobel
e (0,1]

und
PA,PB,PC,pp € (0,1) mit pa + pp +pc +pp = 1.

Dieses Modell und im Speziellen die Struktur der Ubergangswahrscheinlichkeiten p,.
werden in Kapitel 3.1 motiviert und in Kapitel 3.2 durch Modell 2 fiir beliebige endli-
che Zustandsridume verallgemeinert. Im Anschluss daran wird ebenfalls in Kapitel 3.2
ein Hintergrundmodell (Modell 3) beschrieben, aus dem sich das SMI-Modell mathema-
tisch herleiten ldsst. Zudem wird dieses Hintergrundmodell es erlauben, die Parameter
PA,PB,PC,pp und insbesondere m zu interpretieren.

Das Hintergrundmodell wird mithilfe von stochastischen Prozessen definiert. Dabei wird
die Zeitachse durch einen Prozess in zufillige Intervalle geteilt, denen jeweils ein zufilliger
Zustand zugeordnet wird (zufllige markierte Intervalle). Ein zweiter Prozess beschreibt
die Abtastungszeitpunkte, zu denen die Zustéinde des aktuellen Intervalls bestimmt wer-
den. Diese Zusténde ergeben in zeitlich aufsteigender Reihenfolge eine Folge (X;)ien,
von zufélligen Zusténden (siehe Abbildung 3.1 fiir ein Beispiel).

Fiir die Prozesse und deren Zusammenwirken werden im Hintergrundmodell bestimmte
technische Annahmen getroffen, sodass sich die Formeln fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten p,s des SMI-Modells mathematisch aus dem Hintergrundmodell herleiten las-
sen. Aufgrund der Konstruktion des Hintergrundmodells werden sowohl die Modelle 1
und 2 als auch das Hintergrundmodell selbst in dieser Arbeit ,, Sampled Marked Intervals-
Modell“ (SMI-Modell) genannt.
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O (X)i=(D,C,C,A A BA,..)

Abbildung 3.1: Exemplarische Darstellung des Hintergrundmodells

Abschlieend werden in Kapitel 3.2 Eigenschaften des SMI-Modells bzw. des Hinter-
grundmodells untersucht, speziell Eigenschaften der Markov-Kette (X;);en, sowie der
Parameter pa,pp,pc, pp und 7.

3.1 Motivation

Die Sequenz z im oben angegebenen SMI-Modell (Modell 1) ist durch eine homogene
Markov-Kette 1. Ordnung X modelliert. Brodbeck et al. (2012) betrachteten bei ihren
Untersuchungen der gegebenen Daten ebenfalls x als Markov-Kette, trafen jedoch im
Unterschied zum SMI-Modell keine besonderen Annahmen an die Struktur der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Stattdessen wurden die Ubergangswahrscheinlichkeiten

N n
p%) = nT:

fiir das volle Modell geschéitzt. Unter der Voraussetzung, dass X eine homogene Markov-
Kette 1. Ordnung ist, stellen diese geschiitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten @(f;) des
vollen Modells durch die Verwendung aller méglichen 12 Parameter das genaueste Abbild
der Realitat dar.

In Abbildung 3.2 sind in Anlehnung an Brodbeck et al. (2012) die aus den gegebenen
Daten geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten pﬁ’;)’(J’Z) getrennt nach Schlafstadium
Z fiir jeden Probanden J eingetragen. Jeder Proband wird dabei in einer anderen Farbe

dargestellt.

Bei der Betrachtung der Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁ%)’(‘]’z) in Abbildung 3.2 lasst

sich insbesondere fir Z € {N1,N2,N3} vermuten, dass diese Ubergangswahrschein-
lichkeiten keine rein zufilligen Werte annehmen, da ein Grofiteil der eingezeichneten,
verbindenden Linien der verschiedenen Probanden pro Schlafstadium einen #hnlichen,
gegebenenfalls parallel verschobenen Verlauf aufweist.

Ziel ist es nun, die Struktur der geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten f)q(f;) des

vollen Modells zu charakterisieren. Dazu werden anhand von Abbildung 3.2 zwei Beob-
achtungen angestellt, die anschlielend mithilfe der gegebenen Daten diskutiert werden.
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Abbildung 3.2: Ubergangswahrscheinlichkeiten aller Probanden getrennt nach Schlafsta-

dium. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten des vollen Modells sind pro
Proband und Schlafstadium geschétzt durch ;67(«1;) = nys/ny. Die Linien
verbinden fiir jeden Probanden, jedes Schlafstadium und jeden Zustand
s jeweils die vier geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁg’s), ﬁgz,

1. Beobachtung: Fiir einen festen Zustand s liegen die drei Ubergangswahrscheinlichkei-
ten ;5512) mit r # s eines Probanden J im Schlafstadium Z ungefdhr auf einer Hohe,
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also beispielsweise fiir s = D die Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁf:l)), ﬁg%, ﬁ(é’)l))'

2. Beobachtung: In den Schlafstadien N1, N2 und N3 sind die Ubergangswahrschein-

lichkeiten ﬁgé) des vollen Modells von einem festen Zustand s zu sich selbst fiir den

Grofiteil der Probanden erhoht im Vergleich zu den ﬁsfé) mit r # s. Diese Erhohung
fiir einen festen Probanden J in einem festen Schlafstadium Z ist fiir jedes s € S
ungefihr gleich grofl. Im Schlafstadium W ldsst sich diese Beobachtung teilweise

ebenfalls anstellen.

Diese beiden Beobachtungen werden nun quantifiziert und aus ihnen jeweils eine forma-
le Schlussfolgerung fiir die Beschreibung der ungefihren Struktur der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten des vollen Modells gezogen.

Zur 1. Beobachtung
Sei ein Proband J € J und ein Schlafstadium Z € Z; gegeben. Fiir ein festes s € S ist
der maximale Abstand zwischen den drei Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁﬁ’;) = ;5&";)’("’2)
mit r # s gegeben durch

W) = max |5 — piY) |

r,i#£s

Fiir die Menge {th’Z) :s€8,J e J,Z € Z;} ergeben sich die in der Tabelle angege-
benen Quantile.

Minimum 1. Quartil Median 3. Quartil 90%- Maximum
Quantil
0.002 0.018 0.030 0.042 0.058 0.101

Die Hilfte aller th’Z) ist also kleiner oder gleich 0.03 und 90% aller th’Z) sind kleiner
als 0.06.

Wa&hlt man fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z aus allen s € S den

schlechtesten Fall aus, also
h(1%) .= max th’Z),
S

sind 50% von diesen h(/%) kleiner als 0.05 und 90% kleiner als 0.08. Die in den Daten
beobachteten Werte h(”%) sind in Abbildung 3.3 fiir jeden Probanden getrennt nach
Schlafstadium eingezeichnet.

Insgesamt bestétigt sich also die 1. Beobachtung, dass fiir einen Probanden J im Schlaf-
stadium Z fiir festes s die ﬁ&ls))’(‘]’z) mit 7 # s sich in den meisten Féllen nur wenig
voneinander unterscheiden. Dies fithrt zu der ersten Bedingung an die Struktur der

Ubergangswahrscheinlichkeiten p,., die vom SMI-Modell erfiillt werden soll:

Fiir einen festen Zustand s seien alle drei Ubergangswahrscheinlichkeiten p,
mit r # s gleich groB.
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Abbildung 3.3: Maximale Abstéinde h(/%) pro Proband getrennt nach Schlafstadium.
Jeder Punkt entspricht (%) = max, (maxr,#s |]§£1;) — ﬁg?!) fiir einen

festen Probanden J und das jeweilige Schlafstadium Z.

Formal bedeutet dies
VseES: prs=0Ds Vort#s. (3.1)

Zur 2. Beobachtung

Um die beobachteten Erhdhungen der geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁgg)
im vollen Modell von einem Zustand s zu sich selbst im Vergleich zu den jeweils anderen
drei ﬁg) mit r # s abschéitzen zu koénnen, ist es notwendig, einen ungefihren gemeinsa-
men Wert ﬁ(i ) fiir die drei ;aﬁf;) zu ermitteln. Hier bietet sich der Mittelwert an, sodass

zunéchst als Schéitzer )
~(1 ~(v
p-(s) = gngs)
t#s
betrachtet wird.
Es fallt auf, dass die vier Differenzen dEL‘J’Z), dg’z) , d(CJ’Z), dg’z), die durch

d2) = p32) _ 5Dy e g

*S

gegeben sind, pro Proband J und Schlafstadium Z in vielen Fillen dicht beieinander
liegen. Abbildung 3.4 zeigt die maximale Abweichung

max |d{»%) — 4(12)|

zwischen den vier Differenzen dfj{’z), dg’z), dg]’z), dg’Z) jedes Probanden.
Konkret unterscheiden sich die Differenzen df&]’z),dg’z),dg ’Z),d(DJ’Z) eines festen Pro-

banden J in den Schlafstadien W, N1 und N2 in der Hilfte aller Fille um ungefihr
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Abbildung 3.4: Maximale Abweichung der Differenzen da, dp, dc, dp voneinander
pro Proband getrennt nach Schlafstadium. Jeder Punkt entspricht
maxs o |ds — dy| fiir einen festen Probanden und das jeweilige Schlaf-
stadium.

hochstens 0.04 und in 90% aller Fille jeweils um ca. hochstens 0.06. In N3 lassen sich

vermehrt grofiere maximale Abweichungen maxg ,, |ng’Z) - d&‘]’z)] zwischen den vier Dif-
ferenzen eines Probanden J finden, in der Hohe von bis zu 0.2. Der Median liegt fiir N3
bei ca. 0.07.

Insbesondere fiir die Schlafstadien W, N1 und N2 liegen d%’z),dg’z),dg’z),dg’z) in
vielen Fillen also relativ dicht beieinander. Daraus ergibt sich die zweite Forderung an
das SMI-Modell:

Fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z gelte

d=d"? = d{? = dJ? = a7 = a7,

D.h. an das SMI-Modell wird fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten Pss von einem Zu-
stand s zu sich selbst die Bedingung

3def0,1]: pss=prs+d Vr,seSr#s, (3.2)
gestellt, wobei nach Bedingung (3.1) fiir festes s gilt, dass p,s = pys ist fiir alle r,t # s.

Beispiel 3.1. Zur Verdeutlichung der beiden Beobachtungen sind in Abbildung 3.5 ex-
emplarisch fiir die Probanden 2 und 5 im Schlafstadium N2 die Werte der oben erwdhnten

ﬁf«qé),ﬁf}s) und d, eingetragen.

Proband 2 dient dabei als Beispiel fiir einen Probanden, bei dem die Bedingungen (3.1)
und (3.2) anndhernd erfiillt werden. Mit Proband 5 wird ein Beispiel gezeigt, bei dem
die beiden Bedingungen nur grob erfiillt werden.
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Abbildung 3.5: Geschiitzte Ubergangswahrscheinlichkeiten im Schlafstadium N2 fiir Pro-
band 2 (links) und Proband 5 (rechts). Die griinen Linien geben die Hohe
von p.s; an, die Langen der roten Linien entsprechen ds. Die Kreise mar-
kieren ;65};,), die Kreuze pys = p.s + 6, sd (1. Modell).

Die Schétzer pﬁ? werden in Form von Kreisen in Abbildung 3.5 dargestellt. Fiir jedes

feste s € S sind die vier Ubergiinge (r,s) mit » € S durch gestrichelte vertikale Lini-

en gruppiert. Zudem sind die Kreise der drei ﬁfng) mit r # s einer jeden Gruppe griin

ausgefiillt. Fiir jedes s werden sie zur Berechnung von ﬁ(sl ) (Mittelwertbildung) herange-

(1)

zogen. Die berechneten p.;” werden jeweils durch eine griine horizontale Linie markiert.

Bei Proband 2 sind fiir jedes feste s € S die drei ]37(@) mit r # s ungefihr gleich gro8,
sodass sie nur schwach um ihren Mittelwert streuen. Hier wird die Bedingung (3.1) also
anndhernd erfiillt. Dagegen weichen fiir Proband 5 die entsprechenden Werte der ﬁgfé)
relativ stark voneinander ab mit der Konsequenz, dass sie stirker um ihren Mittelwert

streuen. Beispielsweise unterscheiden sich ﬁﬁ%’(&m) und ﬁg)é(‘r”m) um etwa 0.085.

Die roten Linien in Abbildung 3.5 entsprechen ihrer Linge nach den Differenzen

ng,Z) _ ﬁg),(J,Z) _ ﬁ_(sl),(J,Z)'

Im Idealfall, der fiir die Bedingung (3.2) sprechen wiirde, sind alle roten Linien gleich
lang. Dies ist fiir Proband 2 néherungsweise der Fall, denn es ist

max |d>N?) — d3N?)| ~ 0.015.
S,uES

Fiir Proband 5 unterscheiden sich die Langen der roten Linien um bis zu

max |dN?) — dON2)| ~ 0.072.
s,uesS
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Die Bedingung (3.2) ist also fiir Proband 5 nur grob erfiillt, wobei jedoch das Ergebnis
(1)

fiir eine andere Definition von p.5” besser ausfallen kann.

3.2 Verallgemeinerung des SMI-Modells und moégliches Hintergrundmodell

Das SMI-Modell (Modell 1) fiir die Sequenzen z(*»%) von Zustéinden wird nun auf belie-
bige endliche Zustandsrdume S verallgemeinert formuliert und es wird gezeigt, dass das
(verallgemeinerte) SMI-Modell per Definition die Bedingungen (3.1) und (3.2) erfiillt.

Danach wird der Frage nachgegangen, wie eine Markov-Kette X mit den durch das SMI-
Modell beschriebenen Eigenschaften zustande kommen kénnte. Dafiir wird ein mogliches
Hintergrundmodell fiir X angegeben und bewiesen, dass eine durch das Hintergrundmo-
dell konstruierte Markov-Kette X die geforderten Eigenschaften des SMI-Modells be-
sitzt. Mithilfe des Hintergrundmodells lassen sich die Parameter p,, r € S, und 7 des
SMI-Modells anschaulich interpretieren, sodass Hinweise fiir sinnvolle Schétzer geliefert
werden.

Den Abschluss bilden Ergebnisse zur stationéren Verteilung und zur Irreduzibilitit der
Markov-Kette X, zu den Erwartungswerten E [n,] und E [n,s] sowie Bemerkungen zu
den Parametern.

Fiir die Verallgemeinerung des SMI-Modells werden die Zustdnde der Markov-Kette X
nicht mehr mit den Buchstaben A, B,C, D bezeichnet, sondern zur einfacheren Hand-
habung durchnummeriert, sodass

S:={1,2,...,a}

der verallgemeinerte endliche Zustandsraum ist, wobei die Anzahl a € N der paarweise
verschiedenen Zusténde fest gegeben sei. Durch die Zuordnung

A1,B+2,C+3,D«4

lésst sich das verallgemeinerte SMI-Modell auf die gegebenen Daten anwenden.

Modell 2 (SMI-Modell, mit Zustandsraum S = {1,...,a}). Die Sequenz
(59, 202
werde aufgefasst als die ersten n + 1 = n(%) + 1 Zustinde
(Xo,...,Xn)
einer Markov-Kette (X;);en, mit Zustandsraum
S:={l,...,a}

und der Startverteilung

pT = (plv s 7pa)
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sowie der Ubergangsmatrix P = (prs)rses, gegeben durch

s , falls r # s,
Prs = mps+1—7m [ fallsr=s,

wobei
e (0,1]

und

a
Piy---,Pq € (0,1) mit Zprzl.

r=1

Bemerkung 3.2. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,,, r,s € S, erfiillen die Bedin-
gung (3.1), denn fiir s € S hiingen die p,s; mit r # s nur von s ab, sodass gilt

VseS: ps=7mps=ps Vr,teS, rt+#s.

Weiterhin erfiillen die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,s auch Bedingung (3.2) wegen
Pss =Tps+1—m=prs+d Vr,s €S r#s,

mit d:=1—7€[0,1).

Im n#chsten Schritt wird ein mogliches Hintergrundmodell konstruiert, das eine Er-

klarung fiir das Zustandekommen des SMI-Modells mit seiner speziellen Struktur der
Ubergangswahrscheinlichkeiten bietet.

Dieses Hintergrundmodell setzt sich zusammen aus vier Konstruktionsschritten:
1. Der Einteilung der Zeitachse in zufillige Intervalle,

2. der zufilligen Zuordnung von Zusténden zu den Intervallen (Markierung der In-
tervalle),

3. der Bestimmung von zufilligen Abtastungszeitpunkten und

4. dem Ablesen des Zustandes des jeweils aktuellen Intervalls zu den Abtastungszeit-
punkten

(siehe Abbildung 3.1 auf Seite 19 fiir ein Beispiel).

Damit sich aus dem Hintergrundmodell das SMI-Modell ableiten l&sst, miissen technische
Annahmen an die zufilligen Elemente der Konstruktion gestellt werden:

1. Die zufilligen Intervalle seien durch einen homogenen Poisson’schen Punktprozess
auf RT mit Intensitit A\; > 0 gegeben,

2. die zufilligen Abtastungszeipunkte seien durch einen homogenen Poisson’schen
Punktprozess auf R mit Intensitit Ao > 0 gegeben,
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3. beide Prozesse seien unabhéingig voneinander und

4. fir jedes Intervall erfolge die Zuordnung des Zustandes r € S mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit p, unabhingig voneinander und unabhéngig von beiden Prozessen.

Fiir die folgende formale Beschreibung des Hintergrundmodells wird die Tatsache ausge-
nutzt, dass fiir die durch einen homogenen Poisson’schen Punktprozess Z = ). 0p, auf
R* mit Intensitéit A > 0 gegebenen Punkte Pp, P, ... gilt, dass die Wartezeiten P; und
P; — P,_; unabhingig exp(\)-verteilt sind, i > 2 (siehe z. B. Meintrup und Schiffler,
2005).

Modell 3 (SMI-Modell, Hintergrundmodell). Sei a € N die Anzahl der paarweise ver-
schiedenen Zustdnde und S := {1,...,a} die Menge dieser Zusténde. Sei (7});en eine
Folge unabhéngiger exp (A1 )-verteilter Zufallsvariablen. Seien Ty := 0 und T := Tj_1 +7;
fiir alle j € N. Die zufilligen Intervalle Iy, Io, ... seien definiert durch

I := [Ti*laT’j) VjeN.

Es seien Wahrscheinlichkeiten py, ..., pq € (0,1) gegeben mit > ¢ p, = 1 und dazu eine
Folge (Mj);jen unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit

P(M;=r)=np, VreS,jeN

Die Zufallsvariable M; steht fiir den Zustand, der dem Intervall I; zugeordnet wird (Mar-
kierung des Intervalls I;).
Sei weiterhin (f;)ien, eine Folge unabhéngiger exp(Ag2)-verteilter Zufallsvariablen und
By := Bp sowie B; := B;_1 + f; fiir alle ¢ € N. Dadurch werden die zufélligen Abtas-
tungszeitpunkte By, By, ... definiert.
Samtliche Zufallsvariablen (7;);en, (M;) en und (5;)ien, seien unabhéngig voneinander.
Ist j € N der Index des Intervalls mit B; € I; fiir ein ¢ € Np, wird der zugehorige
Zustand M; abgelesen. Die Folge (X;)icn, der abgelesenen Zustidnde ist somit fiir alle
i € Ny definiert durch

Xi = Z l{BiEIj}Mj'

JEN

Die Intervalle I; und die zugehdérigen Zusténde M seien fiir alle j € N nicht beobachtbar.
Die Abtastungszeitpunkte B; und die Zustinde X; zu diesen Abtastungszeitpunkten
seien in diesem Modell beobachtbar fiir alle ¢ € Nj.

Das Beispiel zum Hintergrundmodell aus Abbildung 3.1 wird im folgenden Beispiel auf-
gegriffen und erweitert.

Beispiel 3.3. In Abbildung 3.6 wird das Beispiel zum Hintergrundmodell aus Abbil-
dung 3.1 ergéinzt um die Bezeichnungen der nun eingefiihrten Variablen I; (Intervalle),
M; (Markierungen der jeweiligen I;) und B; (Abtastungszeitpunkte). Zur besseren Uber-
sicht wurden dabei die Intervalle und die Abtastungszeitpunkte jeweils auf einer eigenen
Zeitachse dargestellt.
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Abbildung 3.6: Exemplarische Darstellung des Hintergrundmodells mit Variablenbe-
zeichnungen

In Abbildung 3.6 liegt By in I; und somit erhélt Xg den Wert M; = D. Dementsprechend
ist X1 = C, da By € I gilt und My = C ist. Weil By im selben Intervall wie B liegt,
muss Xo = X1 = C gelten.

Es ist auch moglich, dass zwei hintereinander folgende X; und X;y; gleich sind, wenn
zwei verschiedenen Intervallen I;, und I, in denen B; bzw. B;y1 liegen, der gleiche
Zustand zugeordnet wurde, d.h. wenn M;, = M, , erfiillt ist. Dies ist in diesem Beispiel
der Fall fiir X5 und Xy4.

i1

Zudem kann es Intervalle I; geben, in denen keines der B; fiir i € Ny liegt, wie im Fall
von Intervall Is. Der Zustand M des Intervalls /; wird dann {iberhaupt nicht abgetastet.

Bemerkung 3.4. Nach den Voraussetzungen des Hintergrundmodells sind zwar (B;)en,
und (X;)ien, beobachtbar, sie liegen fiir diese Arbeit jedoch nicht als gegebene Daten
tatséchlich vor. Die einzigen gegebenen Daten sind fiir alle r, s € S die absoluten Héufig-
keiten der Ubergiinge

n
n’I“S = § 1{X¢=7‘/\Xi+128}
1=0

in (Xo,...,X,) von r nach s fiir ein n € N.

Es wird nun gezeigt, dass die durch das Hintergrundmodell gewonnene Folge (X;)ien,
gerade die Eigenschaften des SMI-Modells erfiillt.

Proposition 3.5. Die durch das Hintergrundmodell 3 beschriebene Folge (X;)ien, ist
eine Markov-Kette mit Zustandsraum S = {1,...,a}, Startverteilung (p1,...,pa) und
Ubergangsmatric P = (pys)rscs, gegeben durch

s , falls r # s,
Prs = mps+1—m , fallsr =s,
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wobei
7 =P (Biy1 € I, fiir ein k> j| B; € 1)

konstant ist fiir alle i € Ny, j € N. Insbesondere gilt

T = M
YT

€(0,1).

Bevor die Proposition bewiesen wird, wird in der nachstehenden Bemerkung der Para-
meter m genauer betrachtet.

Bemerkung 3.6. (i) Der Parameter 7 lisst sich interpretieren als die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass zwischen den Abtastungszeitpunkten B; und B,y fiir festes
1 € Ny mindestens ein Intervallwechsel stattfindet, d.h.

7 = P (Intervallwechsel zwischen B; und B;y1) .

Entsprechend gibt 1 — 7 =P (B;y1 € I | B; € 1) die Wahrscheinlichkeit dafiir an,
dass beide Abtastungszeitpunkte B; und B;y; im selben Intervall liegen, gegeben
B; € I;. In diesem Fall gilt X; = X;11.

(ii) Das 7 aus dem Hintergrundmodell liegt in (0, 1), wihrend in den Modellen 1 und
2 auch m = 1 zugelassen ist. Der Fall 7 = 1 ldsst sich jedoch als Grenzfall des
Hintergrundmodells interpretieren mit A\; — oo und endlichem As.

Da beim Hintergrundmodell (Modell 3) zuféllige markierte Intervalle ((1;, M;)) en
abgetastet werden zu Abtastungszeitpunkten (B;);en,, werden die nach Proposi-
tion 3.5 (bis auf den Fall 7 = 1 bzw. bis auf die Méchtigkeit von S) dquivalenten
Modelle 1, 2 und 3 in dieser Arbeit alle ,Sampled Marked Intervals-Modell* (SMI-
Modell) genannt. Wenn auf die spezielle Konstruktion des Modells 3 verwiesen
werden soll, wird im weiteren Verlauf der Arbeit jedoch weiterhin die Bezeichnung
»Hintergrundmodell“ fiir das Modell 3 verwendet.

Beweis (Proposition 3.5). Wegen der Unabhéngigkeit von (7;);en, (8i)ien, und (M;);en
voneinander, ist es nicht von Bedeutung fiir die Startverteilung von (X;);en,, in welchem
Intervall By liegt. Bedingt darauf, dass By € I; gilt, folgt Xo = M; und somit

P(Xo=r|Byelj)=P(M;=r)=p, Vrebs.

Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich die Behauptung fiir die
Startverteilung.

Als Néchstes wird gezeigt, dass 1 — 71 = P(Bj1 € I;| B; € I;) fiir alle i € Ng,j € N
konstant ist.

Seien i € Ng,j € N. Ist B; € I; = [Tj—1,Tj—1 + 7;) gegeben, so ist bekannt, dass

Tj >BZ'—TJ;1
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erfiillt wird. Bedingt auf dieses Ereignis und darauf, dass B; und 7;_; bekannt sind, ist
7j — (Bi = Tj—1) exp(A1)-verteilt (wie 7;) wegen der Gedéachtnislosigkeit der Exponential-
Verteilung. Bildlich gesprochen lésst sich also eine exp(Aj)-verteilte Zufallsvariable TJ/»
ab dem Zeitpunkt B; starten, um die rechte Grenze von I; zu ermitteln. Zum sel-
ben Zeitpunkt startet ebenfalls die exp(Aq)-verteilte Zufallsvariable f;41. Das Ereignis
{Bi+1 € I;} tritt nun genau dann ein, wenn ;1 < Tj/» ist.

Formal bedeutet das

1—m=P(Biy1 €1;|B; € 1)
=P (Bi+1 <Tj|Tj—1 < B; <Tj)
=P (B;i+ Bix1 <Tj_1+ 7| Tj—1 < B; <Tj_1 +75)
=P (B; —Tj—1+ Piy1 <7;|0< By = Tj—1 < 75)

und mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
1—-nm=P(B; —Tj—1+ Pit1 <7 |0< B; —Tj—1 < 15)

:/ / P(C+b<7'j|c<Tj,C:Bi—ijl,b:ﬁZ#l)P(BiJrlEdb)P(Bi—TJ;lEdC)
0 0 Vbh

von 7j

:/ / P(b<Tj‘C:BZ’—Tj_1)P(,BH_1€db)]P)(Bi—Tj_ledC)
0 0

:/ ]P)(b<7'j‘ OSBi—Tj_l)]P)(,BH_l S db)
0 —

unabh. von 7;
:/ P <7)P(Bit1 € db),
0

wobei die Gedéchtnislosigkeit der Exponential-Verteilung in der dritten Zeile eingeht.

Da 7; exp(A)-verteilt ist fir alle i € Ny und Si41 exp(Ag)-verteilt ist fiir alle j € N,
héngt der letzte Ausdruck und damit 1 — 7 nicht von ¢ oder j ab. Genauer hingt 1 — 7
und somit auch 7 nur von den Parametern A\; und A9 ab, wie die folgende Rechnung
zeigt:

1—7T:/OOP(b<Tj)]P’(,Bi+1 S db)
0

— /OO e,,\le2€,)\2b db
0

- AlAng /0 (A1 + Ag)e~ P20l qp
DY EDY
Daraus folgt direkt
= A+ A
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Da A1, A2 > 0 sind, gilt auflerdem 0 < 7 < 1.

Nun sind noch die Markov-Eigenschaft zu zeigen und die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Prs zU bestimmen.

Mit Wahrscheinlichkeit 7 ist B; mit ¢ > 0 der erste Abtastungszeitpunkt in einem
Intervall I; fir ein j € N, d.h. B; € I;, aber B;_y ¢ I;. Dann nimmt M; und somit
auch X; unabhéngig von der Vergangenheit den Wert r mit Wahrscheinlichkeit p, an,
also unabhéngig von By, Xi, I;, M; fir k=0,...,i —1lund [ =1,...,5 — 1.

Mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7 findet zwischen B;_; und B; kein Intervallwechsel statt.
Dann gilt X;_1 = X;. Ist zudem gegeben, dass auch ein By mit ¥ < ¢ — 1 im selben
Intervall liegt wie B;_1 und B;, liefert dies keine zusétzliche Information fiir X;. Von
allen Xy, fiir die die zugehorigen By mit k < ¢ — 1 in einem vorangegangenen Intervall
liegen, ist X; unabhingig.

Insgesamt gilt also
P(X; =m;| Xio1 =mi1,...,Xo=mg) =P (X; =m; | X;_1 =m;_1)
fiir alle i € N und myg,...,m; € S. Somit ist (X;);en, eine Markov-Kette 1. Ordnung.

Zum Abschluss des Beweises werden nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmt.
Es sei das Ereignis

A; := {Intervallwechsel zwischen B;_; und B;} VieN
definiert und A sein Gegenereignis. Die Ereignisse haben die Wahrscheinlichkeit
P(A;)) =7 bzw. P(A5)=1-m.

Wie oben naher ausgefiihrt, sind X;_; und X; unabhéngig voneinander, bedingt darauf,
dass zwischen B;_1 und B; mindestens ein Intervallwechsel stattfindet. Auflerdem ist
(M;)jen unabhéngig von (A;)ien,. Somit gilt

]P)(Xl = 8|Xi_1 = T,Ai) = P(XZ = S’A,) = P(XZ = S) .
Findet zwischen B;_; und B; dagegen kein Intervallwechsel statt, gilt X;_; = X;. Das

fithrt zu
P(X,L = S|Xi,1 :T,Ag) :]P)(Xi,1 :S|Xi,1 :T).

Daraus ergibt sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
prs =P(X; =s|Xi—1 =71)
= ]P)(AZ)]P)(XZ = S‘Xl',l = T,Ai) —I—]P)(Af)]P(XZ = 5|XZ',1 = T,Ag)
= WP(XZ = S) + (1 —W)P(Xi,1 = S|Xi,1 = 7“)

s , falls r # s,
s +1—7m , fallsr =s.
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Aus der Konstruktion des Hintergrundmodells folgt direkt, dass

P(X;=r)=P(M;, =7r)=p,
gilt, wobei j; € N so gewihlt sei, dass B; € I;; ist. Dies impliziert die folgende Proposi-
tion.

Proposition 3.7. Fir die Markov-Kette (X;)ien, des SMI-Modells ist die Startvertei-
lung (p1,...,pq) die stationdre Verteilung.

Rechnerischer Beweis. Auch ohne das Hintergrundmodell lidsst sich die Stationaritét
nachweisen. Dafiir ist zu zeigen, dass p = (p1, ..., pa)T ein linker Eigenvektor der Uber-
gangsmatrix P = (pys)r scs zum Eigenwert 1 ist.

Fiir die Eintrége von P gilt

Prs = TPs + 57",5(1 - 71'),
wobei 9§, s das Kronecker-Delta sei. Damit ldsst sich die Ubergangsmatrix darstellen als
P =mep" 4+ (1 —m)I, wobei e = (1,...,1)T € R® und I die (a x a)-Einheitsmatrix sei.
Wegen p'e =py + -+ p, = 1 folgt direkt
p'P=mplep’ +(1—mp" =mp’ +(1—m)p’ =p",

O
Korollar 3.8. Seien n € N und Z;, := 1(x,—py fir alle i € {0,...,n} undr € S. Fiir
die in Kapitel 2 definierten Auftritts- bzw. Ubergangshiufigkeiten

n—1 n—1
ny = E Nys = E Zz',r und Ny = E Zj,ij—l—l,s
=0 =0

seS

gelten dann
E[n,] =np, und En. = npprs VrseS.

Beweis. Seien r,s € S. Da nach Proposition 3.7 der Vektor (p1,...,p,) die stationére
Verteilung von (X;)en, ist, gilt

P(X;,=r)=pr Vi € Ny.
Somit folgen direkt

n—1
En] =Y E[Z,] =nP(Xg=r)=np,
=0
und
n—1 n—1
Ene) =) E(ZjsZjp1s = P(X; =7, X101 =) = np,pps.
=0 =0

Proposition 3.9. Die Markov-Kette (X;)ien, des SMI-Modells ist irreduzibel.

Beweis. Da m > 0 und ps > 0 fiir alle s € S gelten, sind alle p,s = mps + 6, s(1 —7) >0
und die Markov-Kette irreduzibel. O
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3.2.1 DieFidller=1und 7 =0

Angenommen, man betrachtet die Markov-Kette (X;);en, mit Ubergangsmatrix
P=mep' +(1—m)I

des SMI-Modells, dann ist 7 € (0,1].

Der Fall 7 = 1 fithrt zu P = ep', also zu p,s = p, fiir alle 7, s € S. Eine Unterscheidung,
ob r = s oder r # s gilt, muss nicht mehr durchgefiihrt werden. Daher sind die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten p,.s unabhéngig von r und alle X; sind unabhéngig voneinan-
der. Durch die Unabhéngigkeit der X ist (n1,...,n,) multinomial(n, p1, .. ., p,)-verteilt.

Im Hintergrundmodell ist 7 = 1 nicht mdglich (siehe Proposition 3.5 bzw. Bemerkung
3.6.(ii)). Ubertragen auf die Bilder des Hintergrundmodells (als Grenzfall mit A\; — oo
und endlichem A2) bedeutet 7 = 1 jedoch, dass je zwei verschiedene Abtastungszeitpunkt
B; und By fast sicher in verschiedene Intervalle [, und [, fallen, also mit j; # jy fiir alle
i,i" € Ny, denn mit Wahrscheinlichkeit 7 = 1 findet zwischen B; und B;y; mindestens
ein Intervallwechsel statt.

Der Fall m = 0 ist weder im SMI-Modell noch im Hintergrundmodell méglich, denn es
wiirde der entartete Fall P = I und somit X; = X fast sicher fiir alle 7, j € Ny auftreten.
In Bildern des SMI-Modells, wiirde dies bedeuten, dass es nur ein Intervall I; = R* gibt,
in das alle Abtastungszeitpunkte B; fallen.

Fiir 7 = 0 und 7w = 1 ergeben sich also Markov-Ketten (X;);en,, die sich auf besondere
und einfache Weise verhalten. Aus diesem Grund werden im weiteren Verlauf dieser
Arbeit bei Untersuchungen zum SMI-Modell die Félle 7 = 0 (bzw. 7 — 0) und 7 = 1
besonders hervorgehoben, wenn sie zur besseren Anschauung beitragen.

3.2.2 Anzahl der Parameter

Als Ziel fiir diese Arbeit wurde in Kapitel 1 formuliert, die Struktur der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit im vollen Modell zu beschreiben und dabei die Anzahl der Parameter
ausgehend vom vollen Modell zu reduzieren. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer
Markov-Kette mit 4 moglichen Zustinden weisen im vollen Modell 4% — 4 = 12 Parame-
ter auf, denn insgesamt gibt es 42> = 16 Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, und fiir jedes
r € {A,B,C, D} wird ein Parameter abgezogen wegen ) prs = 1.

Dagegen lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten des SMI-Modells fiir den Zu-
standsraum S = {A, B,C, D} durch 4 Parameter beschreiben, ndmlich durch den Para-
meter 7 sowie 0.B.d.A. durch die Parameter p4,pg, pc, wobei pp =1 — (pa + ps + pc)
ist. Das SMI-Modell lésst sich also durch 1 + 4 — 1 = 4 Parameter beschreiben, wenn S
die Méchtigkeit |S| = 4 hat.

Fiir einen Zustandsraum S mit |S| = a € N ergeben sich analog a? — a Parameter fiir
das volle Modell und a Parameter fiir das SMI-Modell. Durch das SMI-Modell wird also
eine Reduktion um a? — 2a Parameter erreicht.
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Bemerkung 3.10. Ist S = {1,...,a} der Zustandsraum, werden im weiteren Verlauf
dieser Arbeit zur Beschreibung des SMI-Modells stets die Parameter pi,...,p, und 7
angegeben, obwohl 0.B.d.A. p, ersetzt werden kann durch

pazl_zpr

r#a
und das SMI-Modell durch die Parameter p1, ..., p,—1 und 7 schon ausreichend beschrie-
ben wird.
Um das SMI-Modell auf die gegebenen Daten anwenden zu kénnen, miissen pq, ..., pq

und 7 geschéitzt werden. Mit der Schitzung beschéftigt sich das folgende Kapitel.
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4 Anpassung des SMI-Modells

In diesem Kapitel werden Schétzer fiir p1,...,p, und « fiir die Anpassung des SMI-
Modells an die Daten eines Probanden J in einem Schlafstadium Z hergeleitet und
Figenschaften der Schétzer diskutiert.

Bei den Schétzern handelt es sich fiir p, um

n
Py = — Vres,
n

wobei n, in Kapitel 2.2 definiert wurde durch

n—1
Ny = ans = Z Li=r) Vres,
i=0

seS

und fiir 7 um

n_znrr
T

T () —
o(1-#)
t
Die Sequenzen (xéJ’Z),...,xEI{}?;)), die den gegebenen Daten n,s; = ng,z) zugrunde

liegen, werden gemiB dem SMI-Modell als erste n + 1 = n(/%) 4+ 1 Zustéinde einer
Markov-Kette
X2 = X = (X;)ien,

aufgefasst. Die Uberlegungen in diesem Kapitel zu den Schitzern werden sich stets auf
diese Markov-Kette X bzw. auf die weiteren Zufallsvariablen des Hintergrundmodells
(Modell 3), (Ij)jENa (Mj)jEN und (Bi)ieN()lO, beziehen.

Beim Schitzen der Parameter ist zu beachten, dass lediglich die Ubergangshéufigkeiten
nys in den ersten n + 1 Zustédnden der Markov-Kette (X;);en, gegeben sind, nicht je-
doch (1) jen, (Mj)jen, (Bi)ien, oder (X;)ien, selbst. Dadurch sind Informationen nicht
verfiighar, die fiir das Schétzen hilfreich wiren, etwa ob zwischen zwei hintereinander
folgenden Abtastungszeitpunkten ein Intervallwechsel stattfindet oder nicht. Auf diese
Finschriankung wird in den entsprechenden Unterkapiteln nédher eingegangen.

In Kapitel 4.1 wird der Schétzer p, fiir p, behandelt und in Kapitel 4.2 der Schétzer 7 fiir
7. In beiden Unterkapiteln werden zunéchst die Ideen vorgestellt, die zu den jeweiligen
Schétzern gefithrt haben.

Anschlielend werden in den Kapiteln 4.1.1 bzw. 4.2.1 die Maximum-Likelihood-Schétzer
(ML-Schétzer) fiir p, bzw. fiir 7 bestimmt auf der Basis von Zufallsvariablen, die die
fiir das Schétzen von p, bzw. 7 relevanten Informationen aus dem Hintergrundmodell

10(1;)jen: zufillige Intervalle; (M) en: den Intervallen zugeordnete zufillige Zustinde; (B;);en, : zufillige
Abtastungszeitpunkte
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enthalten. Konkret werden die ML-Schétzer ermittelt auf der Basis von Teilfolgen von
(Mj)jen bzw. auf der Basis von (A;)ien mit

A; := {Intervallwechsel zwischen B;_; und B},

wenn die realisierten Werte der jeweiligen Zufallsvariablen gegeben wiren. Die ML-
Schéitzer werden dann mit den oben definierten Schéitzern p, bzw. 7 verglichen, um
festzustellen, wie sich die Tatsache bei den Schitzern p, und 7 duflert, dass die relevan-
ten Informationen aus dem Hintergrundmodell nicht verfiighar sind.

Zudem werden die Schétzer p, und 7 in den Kapiteln 4.1.2 bzw. 4.2.2 fiir simulierte
Datensétze (nys)rscs berechnet, um die Abweichung der Schétzer von den wahren Wer-
ten p, und 7 fiir endliche Datensétze zu untersuchen. Die Simulationen erfolgten dabei
systematisch fiir verschiedene wahre Werte der Parameter py,...,p, und .

Das Kapitel 4.3 beschéiftigt sich mit einer weiteren Moglichkeit fiir die Anpassung der Da-
ten an das SMI-Modell, bei der die ML-Schétzer diesmal auf der Basis von (X, ..., X,)
berechnet werden. Es wird sich zeigen, dass fiir ihre Berechnung nur die Ubergangshiufig-
keiten n,s sowie der realisierte Wert xy von X benttigt werden und wie mit dem unbe-
kannten xg verfahren werden kann.

Wie aus den Schitzern p1,...,p, und @ die Schétzer p,s fiir p,s in dieser Arbeit im
Kontext des SMI-Modells ermittelt werden, wird in Kapitel 4.4 erldutert.

In Kapitel 4.5 werden zum Abschluss die Werte der Schétzer présentiert, die fiir die
Anpassung des SMI-Modells an die gegebenen Daten berechnet wurden.

4.1 Schatzer fiir p,

Fiir alle r € S wird in dieser Arbeit fiir die Anpassung des SMI-Modells

n—1
ﬁ',‘ = & — Zs Nrs — Zi:(} 1{Xi:T} (41)
n n n

als Schiétzer fiir p, verwendet.

Dies ist ein naheliegender Schitzer, da (pi,...,p,) nach Proposition 3.7 die stationére
Verteilung von (X;);en, ist und somit

P (Xz = 7") = Pr
gilt fiir alle ¢ € Ny. Daraus folgt direkt, dass p, erwartungstreu ist.

Korollar 4.1. Fir alle r € S ist der Schdtzer p, = n,/n ein erwartungstreuer Schitzer
fiir py.
Beweis. Sei r € S. Nach Korollar 3.8 gilt E [n,] = np, und damit

E [pr] = E[n,/n] = pr.
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Bemerkung 4.2. 1. Fiir p, wird X,, nicht beriicksichtigt, sondern nur Xg, ..., X,_1.
Dies liegt an dem in Kapitel 2.2 beschriebenen Umstand, dass aus den gegebenen
(nrs)rses im Allgemeinen lediglich

n—1 n
Ny = Nyp. = Z 1{X¢:r} bzw. N, = Z l{X,:r}
=0 i=1

ermittelt werden kann, aber nicht die Auftrittshiufigkeit von r in (Xo,...,Xy),
die in Kapitel 2.2 bezeichnet wurde mit

n
n;, = Z 1{X1':7“}'
=0

2. Mit Ausnahme des Spezialfalls 7 = 1 ist der Schétzer p, kein ML-Schétzer auf
der Basis von (Xp,...,X,—1), da die Zufallsvariablen Xg,..., X,_; fir 7 < 1
abhingig voneinander sind. Auf den ML-Schétzer auf der Basis von (Xo, ..., X,)
wird in Kapitel 4.3 niher eingegangen.!!

4.1.1 Vergleich mit ML-Schéatzer auf der Basis von Hintergrundmodell-Variablen

Es wird nun ein ML-Schétzer fiir p, hergeleitet, der sich ermitteln lasst, wenn Informa-
tionen aus dem Hintergrundmodell gegeben wéren, die fiir das Schétzen von p, relevant
sind. Konkret wird der ML-Schétzer @ML’H bestimmt auf der Basis aller Mj, fiir die es
ein B; gibt, das in dem zu M; gehorenden Intervall I; liegt, d.h. auf der Basis von

{M;:jeN,Fie{0,...,n} mit B; € I;}.

Der ML-Schétzer @M LH wird dann verglichen mit dem Schétzer p,, sodass deutlich wird,
wie sich die Nicht-Verfiigbarkeit der relevanten Informationen aus dem Hintergrundmo-
dell auf den Schétzer p, auswirkt.

Die Wahrscheinlichkeit p, wurde im Hintergrundmodell eingefiihrt als Wahrscheinlichkeit
pr="P (MJ = T) 5

dass dem Intervall I; der Zustand r zugeordnet wird. Im Gegensatz zum ML-Schétzer
auf der Basis von (Xj, ..., X}, ) lassen sich ML-Schétzer fiir p, auf der Basis von gewissen
Teilsequenzen (Mj, )req1,...;p von (Mj)jen der Linge [ € N auf einfache Weise durch die
relative Haufigkeit
!
Zk:l 1{M]k =r}
l

"Bei diesem ML-Schitzer wird X,, wieder mitberiicksichtigt.

37



berechnen, da die M; unabhéngig voneinander und identisch verteilt sind und somit die
absolute Auftrittshiufigkeit
l
Z 1{Mjk =r}
k=1

des Zustandes 7 in der Teilsequenz gerade binomial(l, p,)-verteilt ist (siehe z. B. Kersting
und Wakolbinger, 2008).

Fiir die Bestimmung des ML-Schétzers @M LH wihlt man die Teilsequenz (M, )k=1,....
so, dass fiir jedes k € {1,...,l} eini € {0,...,n} mit B; € I;, existiert und umgekehrt
fir jedes ¢ € {0,...,n} ein k € {1,...,1} mit B; € I;,. Das [ gibt dann die Anzahl der
durch (By,..., B,) getroffenen Intervalle an.

Um die Anzahl der getroffenen Intervalle zu bestimmen, ist es niitzlich, die Anzahl n,.,
der Ubergénge von r zu r zu zerlegen in

Npp = Npp + Ny,

wobei 7, die Anzahl der Ubergiinge mit Intervallwechsel und 7, ohne Intervallwechsel
bezeichne. Die Anzahl der Intervalle, die von By, ..., B, getroffen wurden, ist mit dieser

Notation gerade
(TL+ 1) —Zﬁtt = 1+ Z ntu+2ﬁtt,
tes tues tes
t#u
denn von By, ..., B, konnen maximal n + 1 paarweise verschiedene Intervalle getroffen
werden und ), 7y gibt die Anzahl der Paare (B;—1, B;) an mit ¢ € {1,...,n}, fiir die
B;_1 und B; im selben Intervall liegen.

Bedingt auf

(n—i—l)—zmt:l

fir ein [ € N ist die Anzahl n]. — 7, der getroffenen Intervalle, denen der Zustand r
zugeordnet ist, binomial(l, p,)-verteilt und als ML-Schétzer ﬁler’H fiir p, auf der Basis
von

{M;:jeN,3ie{0,...,n} mit B; € I;}

erhéilt man ,
SMLH _ Ty = Tor
T n + 1-— Zt ’FLtt )
Wegen
/ —
Ny — Ny ) _ Ipr
— | n+1- =1l =—=
n+1—ztﬁtt ; tt ] I br
fiir alle [ € N ist ﬁlr\/[L’H erwartungstreu.
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Bemerkung 4.3. Fiir 7 = 1 tritt in Bildern des Hintergrundmodells'? stets ein Inter-
vallwechsel zwischen zwei Abtastungszeitpunkten auf. Dann ist 7y = O fiir alle t € S
und ,

AMLH _ T

" n+1
ist der ML-Schétzer fiir p, auf der Basis von (Xo,...,X,), denn die Anzahl der i €
{0,...,n} mit X; = r ist in diesem Fall binomial(n + 1, p,)-verteilt. Analog ist

der ML-Schitzer fiir p, auf der Basis von (X, ..., Xp—1).

Fazit
Im Gegensatz zum Schétzer p, werden beim ML-Schétzer @M LH sowohl im Zéhler als
auch im Nenner nur die Ubergéinge mit Intervallwechsel mitgezahlt.

Fiir den Schétzer p, sind die Informationen beziiglich der Intervallwechsel nicht verfiig-
bar, sodass ein Zustand M; = r eines Intervalls I; doppelt oder héufiger gezéhlt werden
kann. Wurde ein I; bereits durch genau ein B; getroffen, wird es mit Wahrscheinlichkeit
1 — 7 auch durch B;y; getroffen, sodass M; ein zweites Mal gezéhlt wird. Wiederum
mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7 wird /; dann auch von B; 2 getroffen und M, ein drittes
Mal gezéhlt usw. Dies geschieht mit der gleichen Wahrscheinlichkeit unabhéngig davon,
ob M; = r ist oder nicht, und unabhingig vom Intervall I;. Dadurch erwartet man,
dass sich die durch doppeltes und héufigeres Zéhlen eines Zustandes M; verursachten
moglichen Abweichungen des Schiitzers p, vom wahren Wert p, im Mittel ausgleichen.
Dementsprechend ist der Schétzer p, erwartungstreu, wie in Korollar 4.1 gezeigt wurde.
Je kleiner 7w jedoch ist, desto stérkeren Schwankungen ist p, intuitiv unterworfen im

Vergleich zu ﬁ,M L.H

4.1.2 Uberpriifung von j, durch Simulation

(J,2)

Um das Verhalten der Schétzer p, zu untersuchen fiir typische Langen n der fiir

diese Arbeit gegebenen Sequenzen z(*%) wurden fiir a = 4 und
p1, P2, p3,pa € {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7}, 7 € {0.25,0.50,0.75,1.00}

fir jede nicht redundante Kombination (p1,p2,ps,ps, ) mit > p, = 1 jeweils 1000
Markov-Ketten mit n = 1000 Ubergingen dem SMI-Modell gemif simuliert. Fiir je-
de dieser simulierten Markov-Ketten wurden anschlieBend die Ubergangshiiufigkeiten
(nys)r,scs bestimmt und damit pq, p2, P3, pa berechnet.

In Abbildung 4.1 wird eine Auswahl der ermittelten p; abgebildet. Dafiir wurden fiir jedes
p1 € {0.1,0.3,0.5,0.7} und jedes € {0.25,0.50,0.75,1.00} jeweils die Simulationen einer
der oben beschriebenen Parameter-Kombinationen (p1, p2, p3, p4, 7) herangezogen.

2Tm Hintergrundmodell selbst ist der Fall 7 = 1 nicht méglich (siehe Kapitel 3.2.1).
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Uberpriifung von 61 durch Simulation

[«))
=} mean = 0.699 mean = 0.699
sd =0.024 p.=0.7 sd =0.014
~ o
: - g
mean = 0.701 mean = 0.7
10 sd =0.038 sd =0.019
o T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
N~
o mean = 0.498 mean = 0.5
sd =0.027 p;=0.5 sd =0.016
IS} ° J . Q0
mean = 0.502 ° mean = 0.501
™ sd = 0.042 sd =0.022
<QF_' o T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
wn
o mean = 0.298 mean = 0.3
sd = 0.025 . p;=0.3 sd =0.014
™
3 ] -
mean = 0.301 mean = 0.3
- _| sd = 0.038 sd =0.018
o T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
™
o mean =0.1 mean = 0.1
— sd =0.017 p:=0.1 sd = 0.009
— o,
o A 7 S
— mean = 0.1 mean = 0.1
b sd =0.025 sd =0.012
?- T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
Tt

Abbildung 4.1: Schétzer p; fiir simulierte Daten.

Jede Punktwolke besteht aus 1000 Punkten, die fiir die Werte der
Schétzer p; stehen, die aus den fiir eine ausgewéihlte Parameterkombina-
tion (p1,p2, p3, pa, ©) simulierten Ubergangshiufigkeiten (Mrs)r,se{1,2,3.4}
berechnet wurden. Die horizontalen bzw. vertikalen grauen Linien, die
sich hinter den Punktwolken kreuzen, geben den Wert von p; bzw. 7 an,
die fiir die jeweiligen Simulationen verwendet wurden. Die y-Koordinate
eines Punktes gibt p; fiir eine Simulation an, die x-Koordinate ist die
Summe des wahren Wertes von 7 und einer N(0, 0.01)-verteilten Zufalls-
variable (Punkte sind ,,gejittert®).

Mittelwerte (mean) und Standardabweichungen (sd) beziehen sich auf
alle p; einer Punktwolke und sind auf drei Stellen gerundet.
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Es ist zu beobachten, dass der Mittelwert der simulierten p; héchstens um +2/n vom
wahren Wert p; abweicht und die Streuung von p; fiir jedes Parameterpaar (p1,7) umso
grofler ist, je kleiner 7 ist und je ndher p; bei 0.5 liegt. Die Abhéngigkeit der Varianz
von p; von (p1,7) wird in Kapitel 5.1 genauer untersucht, insbesondere im Abschnitt
5.1.3.

4.2 Schatzer fur 7

Der Schétzer fiir w, der in der vorliegenden Arbeit zur Anpassung des SMI-Modells
verwendet wird, ist
~ L ~(g) . TL*ZTTLTT
Ti=a9 = ——L— A 1. (4.2)
n(l - Zs pg)

Es wird nun die Idee hinter diesem Schétzer erlautert.

Wie in Kapitel 3.2 beschrieben wurde, lédsst sich 7 im Kontext des Hintergrundmodells
interpretieren als die Wahrscheinlichkeit, mit der bei einem Ubergang von X; zu X; 1,
also zwischen zwei aufeinanderfolgenden Abtastungspunkten B; und B;y1, mindestens
ein Intervallwechsel stattfindet, i € Ny. Diese Interpretation dient als Ansatz fiir die
Herleitung des Schitzers. Ziel ist es dabei, die relative Hiaufigkeit aller Ubergéinge mit
Intervallwechsel zu ermitteln bzw. zu approximieren.

Bei einem Ubergang von einem Zustand 7 zu einem Zustand s, der sich von r unterschei-
det, findet stets ein Intervallwechsel statt (siehe Kapitel 3.2). Es gibt also mindestens
> _rzs s Ubergiinge mit Intervallwechsel.

Bei einem Ubergang von einem Zustand 7 zum selben Zustand r lisst sich nicht unter-
scheiden, ob dabei ein Intervallwechsel auftritt oder nicht. Daher werden diese Ubergénge
bei diesem Ansatz fiir das Schétzen von 7 nicht beriicksichtigt.

Die absolute Hiufigkeit der Ubergéinge mit Intervallwechsel wird hier deswegen (nach

unten) abgeschétzt durch
ans =n— an.

r#s T
Es folgen drei Schritte bei der Herleitung von 7:

1. Ermittlung eines sinnvollen Terms, durch den die absolute Haufigkeit n — )", n;.,
geteilt wird, um die relative Haufigkeit der Ubergénge mit Intervallwechsel zu
schiatzen. Als Kriterium dient dabei die Erwartungstreue der relativen Haufigkeit.

Dadurch erhilt man
A1) . n-— Zr Ty

2. Ersetzen von p; und p, durch ihre Schitzer p; und p,. Dadurch erhélt man

N n_zrnrr
) = —_—_&=r T
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3. Abschneiden von #(® bei 1. Dadurch erhilt man

ro— 700 — m

T = —— A 1.
N 4 sy Ptbu

1. Schritt: Um aus der absoluten Haufigkeit

n—E Npy = E Nyrs
r

r#s

von Ubergingen zwischen sich unterscheidenden Zustinden die relative Hiufigkeit der
Ubergiinge mit Intervallwechsel abzuschitzen, ist es zweckmiiflig, die absolute Hiufigkeit
nicht durch die Anzahl n aller Uberginge zu teilen, sondern zu beriicksichtigen, dass
sdmtliche Uberginge von einem Zustand r zum selben Zustand r nicht verwendet werden.

Teilt man die absolute Haufigkeit n — > n,, durch

n Zptp?u

t#u

erhélt man wegen

E

”—Z”] :E[ s s ] _ Dors P TDs

n Zt;ﬁu DtPu n Zt;ﬁu DPtPu n Zt;éu DPtPu

einen erwartungstreuen Schétzer fiir m:

A1) . T D M _n- 2o M
n(l1=324p3) N iz Pibu

Anstelle von n steht bei #(1) die erwartete Anzahl von Ubergéingen zwischen verschie-
denen Karten £ und u im Nenner, die man erwartet, wenn bei jedem Ubergang ein
Intervallwechsel stattfinden wiirde, also wenn m = 1 wére, denn es gilt

E Zntu T=1 :nzptpu-

t#u t#u

2. Schritt: In der Formel fiir den erwartungstreuen Schitzer #() werden die wahren
Werte p1,...,p, verwendet. Da diese Wahrscheinlichkeiten jedoch nicht bekannt sind,
sondern geschétzt werden miissen, werden die ps durch ps ersetzt. Das fithrt zu dem

Schéitzer
ﬁ_(u) . n- Zr Ty

n(1=>2.53)
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3. Schritt: Mit einer positiven Wahrscheinlichkeit tritt der Fall ein, dass der Zihler
grofer als der Nenner wird. Das bedeutet, dass mehr Ubergéinge zwischen sich unter-
scheidenden Zustinden realisiert wurden, als man selbst fiir 7 = 1 erwarten wiirde.
Dann gilt #(®) > 1. Da 7 als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden kann, wird der
Schétzer bei 1 abgeschnitten. Damit ist die Herleitung des Schitzers 7 fiir 7, der fiir die
Anpassung des SMI-Modells an die Daten angewandt wird, beendet und es sei

~ n— Zr Ny

=70 =

Con(l= 32,09

Bemerkung 4.4. Interpretiert man 7 als Verhéltnis zweier Groéflen, kann es sinnvoll
sein, auch Werte > 1 fiir einen Schéitzer fiir = zuzulassen. In diesem Fall findet #(®
Anwendung. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird stets angegeben, ob 7 = #(9) oder #(®
als Schétzer fiir 7 verwendet wird.

Al

4.2.1 Vergleich mit ML-Schitzer auf der Basis von Hintergrundmodell-Variablen

Wiren die Variablen (I;)jeny und (B;)ien, aus dem Hintergrundmodell gegeben, liefle
sich der ML-Schitzer #M“H fiir 7 auf der Basis der Ereignisse

A; := {Intervallwechsel zwischen B;_; und B;} Vie{l,...,n},
berechnen. Dieser ML-Schéitzer wird nun bestimmt und mit 7 verglichen.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A; betréigt

P(A) = Vie{l,...,n}

und Aq,..., A, sind unabhingig voneinander. Somit ist die Anzahl

n
> L,
i=1

der Ubergiinge mit Intervallwechsel binomial(n, 7)-verteilt.
Sei
Npy = ﬁrr + Ny

die Zerlegung aus Kapitel 4.1.1, mit der die Anzahl n,, der Ubergéinge von einem Zu-
stand 7 zum selben Zustand 7 zerlegt wird in die Anzahl der Ubergiéinge von r zu r mit
Intervallwechsel (n,,) und ohne Intervallwechsel (72,,). Dann lidsst sich die Anzahl der
Ubergiinge zwischen beliebigen Zusténden mit Intervallwechsel beschreiben durch

n
Z]-Ai :ans+zﬁrr :n_zﬁrr-
=1 T

r#s r
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Fiir den ML-Schitzer #M“H auf Basis von (A1,. .., A,) ergibt sich somit

n
AMLH _ 2iz1 14, _
n

n— ., M
- )

Fazit

Der Unterschied zwischen den Schiitzern 7« und #M“H besteht darin, dass bei 7«
Ubergénge von einem Zustand r zum selben Zustand r mit Intervallwechsel mitberiick-
sichtigt werden, wihrend sie bei 7 vernachléssigt werden.

MLH gie

Dementsprechend werden beim ML-Schétzer fiir die Ermittlung der relativen Hiufigkeit
im Nenner alle n Ubergéinge herangezogen. Im Gegensatz dazu muss der Nenner fiir
# angepasst werden zur geschiitzten erwarteten Anzahl von Ubergéingen zwischen zwei
verschiedenen Zustédnden bedingt darauf, dass m =1 ist.

4.2.2 Uberpriifung von 7(*) durch Simulation

Die Abbildung 4.2 zeigt die durch #(*) geschitzten Werte fiir eine Auswahl von simu-
lierten Markov-Ketten, die in Kapitel 4.1.2 beschrieben worden sind.

Der Mittelwert der simulierten #(*) iiberschiitzt stets den wahren Wert von 7 um bis
zu 4/n mit n = 1000. Zudem erscheint es so, als gébe es einen Trend fiir die Standard-
abweichung, kleiner zu sein, je ,,dichter pi, p2, p3, p4 beieinander liegen, z. B. je kleiner
Zle p% ist. Genauere Betrachtungen fiir die Varianz von #(*) werden in Kapitel 5.3
angestellt.

Um die Werte von ## = #(9) anstatt von #(*) aus den Simulationen zu erhalten, miissen
in Abbildung 4.2 lediglich alle Punkte mit #(*) > 1 auf der x-Achse nach links auf die 1
verschoben werden.

4.3 Vergleich der Schatzer p, und 7 mit den ML-Schitzern auf der Basis
von (Xo,..., X,)

Im Folgenden werden die ML-Schétzer 1511\“, o, PME und AME fiir py, ..., p, und 7 auf

der Basis von (Xj, ..., X,) untersucht.

Dafiir wird zunéchst die Log-Likelihood-Funktion hergeleitet. Anschlieend werden zwei
Ansétze zur Berechnung der ML-Schétzer fir 7 und p, auf der Basis von (X, ..., X},)
beschrieben, der Lagrange-Ansatz und der numerische Ansatz.

Durch Anwendung des Lagrange-Ansatzes wird sich herausstellen, wie bei diesen ML-
Schétzern die Anzahl 71, der Ubergénge von r zu r ohne Intervallwechsel geschétzt wird
und wie sich daraus der ML-Schétzer fiir 7 bildet.

Fiir die konkrete Berechnung der ML-Schétzer wird jedoch der numerische Ansatz ver-
folgt. Die Log-Likelihood-Funktion hingt sowohl von (n,s),scs als auch von zy ab. Da
xg in den vorliegenden Daten nicht gegeben ist, wird geklért, wie sich xy bei der nume-
rischen Approximation der ML-Schétzer vernachléssigen l&sst.
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p1=0.7
p.=0.1
p3=0.1
p,=01

p:=0.5
p.=0.3
ps=0.1
ps=0.1

p.=04
p.=03
p;=0.2
p,=0.1

Uberprifung von 'T\[(u) durch Simulation

mean = 0.504 mean = 1.001
sd =0.03 sd =0.02, .
mean = 0.252 " ‘mean = 0.752
sd = 0.024 sd =0.028
T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
mean = 0.503 mean = 1.001
sd =0.023 sd = 0.022 3
0o sSDel o o 8 P
° :f. 2 é. . . °
mean = 0.252 mean = 0.751
sd =0.018 sd =0.024
T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
mean = 0.502 mean = 1.001
sd =0.021 . sd =0.019 .
mean = 0.252 1 mean = 0.752
sd =0.018 sd =0.022
T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
mean = 0.502 mean = 1.001
sd =0.02 sd =0.018 d
mean = 0.251 mean = 0.752
sd =0.016 sd =0.021
T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 4.2: Schétzer #() fiir simulierte Daten.

Jede Punktwolke besteht aus 1000 Punkten, die fiir die Werte
der Schitzer #(*) stehen, die aus den fiir eine ausgewihlte Para-
meterkombination (p1,p2,ps, ps, 7) simulierten Ubergangshiufigkeiten
(Mrs)r,se{1,2,3,43 berechnet wurden. Die vertikalen grauen Linien geben
fiir die getroffene Punktwolke den Wert von w an, der fiir die jewei-
ligen Simulationen verwendet wurde. Die x-Koordinate eines Punktes
entspricht dem Wert von 7#(%) fiir eine Simulation, die y-Koordinate ist

eine normalverteilte Zufallsvariable (Punkte sind , gejittert“).

Mittelwerte (mean) und Standardabweichungen (sd) beziehen sich auf

alle #(®) einer Punktwolke und sind auf drei Stellen gerundet.
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Sei = (z0,...,2,) € S"TL. Dann gilt fiir die Likelihood-Funktion

n—1
P(X = fIf) = DPxo pri,zi+1 Pz H pTSTS = Pao H pnTS Hpntt.
=0

r,s€S r,s€S tes
r;és

Um die Likelihood-Funktion weiter zusammenzufassen, werden die Gleichungen
Z Nys = Z Nys — anr =n-—- anr
r,s€S r,s€S res resS
r#s
und
Lipo—sy + ans = 1{pp=s) T ans — Ngs = Nl — N Vses
res resS
r#s

verwendet, wobei n/, in Kapitel 2.2 definiert wurde als

— Z l{cci:s} = 1{a:0:s} +n.g= l{a:o:s} + ans VseSs.
1=0

res

Mit der Formel
p?‘s:'ﬁps"i_(sr,s(l_ﬂ) Vr,se S

fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten im SMI-Modell erhilt man

P(X = .7}) = Pzo H (ﬂ'ps)n” H(Wpt +1-— 7r)ntt

r,s€ES tes
r#£s
— ZT s Nrs
= (Z 1{x0:s}p8> " 2y e H Ds 7 H(Tl'pt +1-— 7'(')”“
ses seS teS
e Wn—zr Noyr Hpg’als_nss H(,ﬂ-pt + 1 . ,ﬂ.)ntt‘
seS tes

Fiir die Log-Likelihood-Funktion f folgt
fmpis. o pa) = (n—znw) log(m) + Y (nf — nss) log(ps) + >t log(mpy + 1 — 7).
resS s€S teS

Diese Funktion ist fiir die Bestimmung der ML-Schétzer zu maximieren. Dabei ist zu
beachten, dass n,, fiir alle r, s € S in den Daten vorliegt, jedoch zy und somit auch n/
nicht in allen Féllen zuverléssig bestimmt werden kénnen (siche Kapitel 2.2).
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4.3.1 Lagrange-Ansatz

Eine mogliche Methode fiir die Maximierung der Log-Likelihood-Funktion stellt der
Lagrange-Ansatz dar (siche z. B. Forster, 2006) mit der Nebenbedingung > ps =1

Fiir die Betrachtungen wird hier angenommen, dass neben n,.s fiir alle r,s € S auch
xo € S gegeben ist und somit auch n fiir alle s € S.

Die Lagrange-Funktion mit Lagrange-Multiplikator A lautet

£(7r,p1, cee 7pa7)\> = f<7T7p1a o 7pa) +A (1 - Zps)

und die zu lésenden Gleichungen ergeben sich mit ¢ := (7, p1,...,pq, A) zu
O0L(V) =1
RS TR
OL(VY) , 1 T
= — — — = A=0 VresS 4.4
Opr (nr nrr)pr e o +1—m " ( )
OL(Y)
Angenommen, p1,...,p, sind gegeben, dann wére fiir die Berechnung des ML-Schétzers

#ML fiir  noch die Gleichung (4.3) zu l6sen. Es miisste also die Nullstelle eines Polynoms
a-ten Grades bestimmt werden, um eine geschlossene Formel fiir #M" zu finden. Dieser
Weg hat sich insbesondere fiir @ > 2 als nicht praktikabel herausgestellt. Um dennoch
eine Losung fiir die ML-Schitzer pM&, ... pME und #ME auf der Basis von (Xo, ..., X,)
zu finden, lassen sich numerische Verfahren zur Approximation anwenden. In Kapitel
4.3.2 wird beschrieben, wie sich die numerische Approximation der ML-Schétzer mit R
umsetzen lésst.

Bevor diese Beschreibung erfolgt, werden die Gleichungen des Lagrange-Ansatzes so
umgeformt, dass sich Einblicke dazu ergeben, wie beim ML-Schétzer die Aufteilung
Ny = ﬁrr + Ny

in Ubergiinge von r zu r mit Intervallwechsel (7,.) und ohne Intervallwechsel (7.
ermittelt wird. Zudem wird eine interpretierbare Formel fiir #M hergeleitet, die jedoch
versteckt selbst von 7ML abhingt.

Aus Gleichung (4.3) folgt
Q:an _ T +1—m _Zntt(Pt—l)ﬂ'
™ ™ Prr 7 TPt

_anr 7Tp7”+1_7r_7rpr+7r)
T Prr

T

=2 o

7rp7“7‘
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also

und aus Gleichung (4.4) erhélt man

/
n. —mn ™
r rr rr
+
Dr Drr

A= Vrels. (4.6)

Es wird nun gezeigt, dass sich der Lagrange-Multiplikator A interpretieren l&sst als
Schitzer fiir die Anzahl der Intervalle, die von By,..., B, mindestens einmal getrof-
fen werden.

Wie in Kapitel 4.1.1 erldutert wurde, lisst sich die Anzahl dieser Intervalle darstellen
durch
(n+1) — Z Tpy.

Mit Gleichung (4.6) ergibt sich

=(n+1) - Zﬂnw. (4.7)

Dabei ist (1 —7)/p, die Wahrscheinlichkeit bedingt auf einen Ubergang von r zu 7, dass
bei diesem Ubergang kein Intervallwechsel stattfindet. Somit ist
R 1—-m

Ny 1= Ny

Prr

ein Schitzer fiir die Anzahl 7, der Ubergiinge von r zu r ohne Intervallwechsel und
A= (n+1)_zﬁrr
T

ein Schitzer fiir die Anzahl der Intervalle, die von mindestens einem B; mit i € {0,...,n}
getroffen werden.

Ein weiteres Argument fiir diese Interpretation fiir A liefert die Betrachtung des Er-
wartungswertes von A unter der Bedingung, dass pi,...,p, und m bekannt sind. Nach
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Gleichung (4.7) ist

1—m
E[)\‘pla-“?paaﬂ_]:E (n+1)_z Ny pla"'upavﬂ_]
Tr
1—m
=n+1- Z nPrPrr
r Tr
=n+1- (1—W)n2pr
=

=1+ 7mn.
Der Erwartungswert von A fiir gegebene p1,...,p, und 7 ist also gerade die erwartete
Anzahl 1+ 7n der Intervalle, die von By, ..., B, getroffen werden, denn By ist der erste
Abtastungszeitpunkt, der iiberhaupt ein Intervall trifft und somit sicher in einem noch
nicht getroffenen Intervall liegt, und By, ..., B, liegen jeweils mit Wahrscheinlichkeit 7

in einem noch nicht getroffenen Intervall.

Analog zur Rechnung fiir Gleichung (4.7) ldsst sich Ap, bestimmen durch

1—m N
Apr = TL; - Nypp = n; — Ny
rr
und interpretieren als Schétzer fiir die Anzahl der Intervalle, die von By, ..., B, getroffen
werden und denen der Zustand r zugeordnet ist. Damit ergibt sich ein Schitzer n,.,. fiir

die Anzahl 7, der Ubergénge von r zu r mit Intervallwechsel durch

S s !
Npp 1= Ny — Ny = Npp — (nr - )\pr)-

ML

Dieser Schiitzer wird nun bei der Interpretation von 7™~ wieder erscheinen.

Gleichung (4.6) ldsst sich umformen zu

Mo _ e = (= Ap) e
DPrr TPr TPr
und durch Einsetzen der letzten Gleichung in Gleichung (4.5) sowie durch Multiplikation

mit 7 /n ergibt sich

~ML Nypr — (n; - )\pr) ﬁrr
T = — = — . 4.8
ZT: npy ZT: npr ( )

Dabei ist zu beachten, dass die rechte Seite der Gleichung (4.8) abhingig ist von MV,

sodass die Gleichung (4.8) nicht geeignet ist zur direkten Berechnung von #Mb.

Stattdessen zeigt Gleichung (4.8), dass der ML-Schiitzer 7ML bestimmt wird, indem aus
allen geschiitzten Ubergangshéufigkeiten von r zu r mit Intervallwechsel ein Schiitzer fiir
m gewichtet mit p, berechnet wird fiir alle » € S und aus diesen Schétzern der gewichtete
Mittelwert gebildet wird.

Wihrend also fiir die Ermittlung des Schiitzers 7 aus Kapitel 4.2 die Ubergangshiufig-
keiten n,s von einem Zustand r zu einem davon verschiedenen Zustand s herangezogen
werden, dienen fiir die Bestimmung von #M¥ die geschitzten Ubergangshaufigkeiten ﬁw
von einem Zustand 7 zum selben Zustand r mit Intervallwechsel als Grundlage.
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4.3.2 Numerischer Ansatz

Wie zu Beginn des Kapitels 4.3 gezeigt wurde, ist die Log-Likelihood-Funktion gegeben
durch

fmp1,. ., pa) = (n — Z nw) log(m) + Z(n; — ngs) log(ps) + Z ny log(mpy + 1 — ).
r s t

Um die ML-Schitzer #ME, ﬁll\/[L, cee ﬁg/IL zu bestimmen, miissen die Parameter gefunden
werden, fiir die die Log-Likelihood-Funktion maximiert wird.

Neben 7 und py, . .., p, héngt diese Funktion nur von den gegebenen (7n,s), scs und vom
unbekannten xy ab, wobei xg fiir die Bestimmung von

n; = l{ac():s} + ans
r

benétigt wird. Da zp in den gegebenen Daten nicht zur Verfiigung steht, muss xg ver-
nachléssigt werden bei der numerischen Approximation der ML-Schétzer

~ML ~ML ~ML
™ yP1 5Py -

Es wird deshalb fiir diese Arbeit die Log-Likelihood-Funktion bedingt auf Xy = xg
maximiert. Dadurch wird n/, zu n.s = Y, n, fiir alle s € S.

Die numerische Approximation von #M" und p}%, ... pML ist mit R durch die Funktion
optim realisierbar. Die Funktion optim approximiert von einem Startpunkt aus durch
ein iteratives Verfahren die Parameter, die eine gegebene Funktion maximieren.

Ziel ist es, die ML-Schitzer pM* und #MY auf der Basis von (Xo,...,X,) mit den
Schiitzern p, und #(*) aus den Kapiteln 4.1 und 4.2 zu vergleichen.'® Dafiir wurden
aus den in Kapitel 4.1.2 beschriebenen simulierten Datensétzen jeweils die Schétzer ﬁTML
und #M¥ ermittelt. Fiir die Ermittlung der ML-Schétzer mit der Funktion optim wur-
den zufillige Startwerte fiir die Iterationen gewéhlt, die mit der Methode ,,Nelder-Mead“
durchgefithrt wurden.

In Abbildung 4.3 werden fiir ausgewéhlte Parameter (p1,p2,ps,ps) und fiir jedes 7 €
{0.25,0.50,0.75,1.00} pro simulierter Markov-Kette die beiden Schiitzer #(*) und 7ML
gegeneinander aufgetragen. Es wird deutlich, dass die beiden Schétzer eine Korrelation
von anndhernd 1 aufweisen. Je grofler der wahre Wert von 7 ist, desto stidrker weichen
die beiden Schétzer tendenziell voneinander ab.

In Abbildung 4.4 werden fiir ausgewéhlte Parameter (p1,p2,ps,ps) und fiir jedes 7 €
{0.25,0.50,0.75,1.00} pro simulierter Markov-Kette die beiden Schitzer p; und pii-
gegeneinander aufgetragen. Dabei wurden die Parameter (p1, p2, p3, p4) so gewéhlt, dass
p1 jeden Wert aus {0.7,0.5,0.3,0.1} einmal annimmt. In der Abbildung zeigt sich, dass

BDer Vergleich erfolgt mit #(*) und nicht mit # = #(9, da #(*) mehr Informationen enthilt.
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Vergleich von 7" mit ML-Schatzer X' fiir 1t
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Abbildung 4.3: Vergleich des Schiitzers 7#(*) mit dem ML-Schétzer #MV fiir verschiedene
Parameter (p1,p2,ps,pa) jeweils fiur 7 = 0.25,0.50,0.75,1.00. Fiir jede
simulierte Markov-Kette sind die Werte der beiden Schétzer durch einen
Punkt (ﬁ(“),ﬁML) dargestellt. Die eingezeichneten Diagonalen sind die
Winkelhalbierenden des ersten Quadrants.
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Abbildung 4.4: Vergleich des Schiitzers p; mit dem MIL-Schiitzer pMU fiir verschie-
dene Parameter (p1,pe,ps,ps) mit p1 € {0.7,0.5,0.3,0.1} jeweils fiir
m = 0.25,0.50,0.75, 1.00. Fiir jede simulierte Markov-Kette sind die Wer-
te der beiden Schitzer durch einen Punkt (1, p}") dargestellt. Die ein-
gezeichneten Diagonalen sind die Winkelhalbierenden des ersten Qua-

drants.
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auch die Schétzer p; und ﬁll\/IL eine Korrelation von annihernd 1 aufweisen.!® Je kleiner
der wahre Wert von 7 ist, desto stirker weichen die Schitzer p; und P} tendenziell
voneinander ab.

Insgesamt ldsst sich in den Abbildungen 4.3 und 4.4 erkennen, dass sich die Schitzer
7 und 7ML bzw. H; und P anndhernd gleichen. Der Vorteil der Schiitzer 7 bzw.
# = #(9) und p, ist, dass sie sich mit weniger Rechenaufwand (und somit in kiirzerer Zeit)
berechnen lassen als die ML-Schiitzer 7ML und pMY. Die ML-Schiitzer bieten den Vorteil,
dass fiir sie die asymptotische Verteilung der Teststatistik bekannt ist bei einem in Ka-
pitel 6 vorgestellten y2-Anpassungstest fiir das SMI-Modell, wihrend die Verteilung der
Teststatistik bei Verwendung der Schétzer 7 und p, durch (zeitintensive) Simulationen
approximiert werden muss."®

In dieser Arbeit ist die Entscheidung auf die Verwendung der Schétzer  und p, gefallen,
die im Folgenden auch SMI-Modell-Schétzer genannt werden.

4.4 Schatzer fir p,,

Es wird nun erldutert, wie aus den geschétzten Parametern py, ..., p, und 7 letztendlich
die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, fiir r,s € S = {1,..., a} geschétzt werden.

Sei
19 = (7’[',])1, cee 7pa)

ein Parameter-Vektor fiir das SMI-Modell. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,., kon-
nen dann als Funktionen aufgefasst werden, die von 19 abhédngen durch

DPrs = prs('lg) = Tps + 5r,s(1 — 7T).

Schétzt man nun 9 durch

~

’19 - (7%72517 cee 713(1)7
folgt fiir den Schétzer p,, fiir p,s auf natiirliche Weise

~

Drs == prs(é) = Tps + 5T,8(1 - 7T).

4.5 Die aus den Daten berechneten Schatzer
Nachfolgend werden die aus den vorliegenden Daten berechneten SMI-Modell-Schétzer

J.Z)

(1,2) A(J,2) ﬁ(J,Z)’ﬁ(é],Z) and 7

pA 7pB (O

fiir alle Probanden J und alle Schlafstadien Z présentiert.

14Beim Vergleich der beiden Abbildungen 4.3 und 4.4 ist zu beachten, dass die gezeigten Ausschnitte
aus der x- und y-Achse in Abbildung 4.4 halb so grof} ist wie in Abbildung 4.3.
15 Auf diesen Umstand wird in Kapitel 6.1.1 genauer eingegangen.
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Aus den Daten berechnete Schatzer 6A, ﬁB, ﬁc, ﬁD
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Abbildung 4.5: Aus den Daten berechnete Schitzer ﬁgJ’Z) getrennt nach Zustand r € S
und nach Schlafstadium Z. Die y-Koordinate eines Punktes entspricht
dem Wert von 13&”’ fiir einen Probanden J und ein Schlafstadium Z,
die x-Koordinate ist eine normalverteilte Zufallsvariable (Punkte sind

»gejittert®).

In Abbildung 4.5 sind die SMI-Modell-Schétzer ﬁi{z),ﬁgz),ﬁ(‘]z) 5(S2) jeweils nach
Schlafstadium Z gruppiert dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sich pro festen Zustand
r und festes Schlafstadium Z die Werte 137(0‘]’2) der verschiedenen Probanden stets um
weniger als 0.4 untereinander unterscheiden. Der kleinste aus den Daten berechnete
Wert fiir einen Schétzer p, ist > 0.08 und der gréfite berechnete Wert ist < 0.53.

Fiir einen festen Zustand r € {4, B, C} haben jeweils die Schétzer 7% fiir die Schlaf-
stadien W, N1, N3 ungeféhr die gleiche Gréflenordnung. Die Schéitzer zum Schlafstadium
N2 weichen ab von dieser Groflenordnung, fiir die Zustéinde A und B nach oben und fiir
den Zustand C' nach unten.

Die Schétzer p(DJ’Z) werden im Durchschnitt kleiner mit der Tiefe des Schlafes.

In Abbildung 4.6 sind die Schétzer 77(( J)Z) gruppiert nach Schlafstadium zu sehen. Die
graue gestrichelte Linie in dieser Abbildung gibt die Hohe 1 an. Im Schlafstadium W
liegen die Schétzer von sieben Probanden {iber der gestrichelten Linie, fiir das Schlaf-

stadium N1 liegt der Schétzer eines Probanden dariiber und fiir die Schlafstadien N2
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Abbildung 4.6: Aus den Daten berechnete Schétzer 7%((3)2) getrennt nach Schlafstadium

Z. Die y-Koordinate eines Punktes entspricht dem Wert von 7}((3)2) fiir

einen Probanden J und ein Schlafstadium Z, die x-Koordinate ist eine
normalverteilte Zufallsvariable (Punkte sind , gejittert®).

und N3 sind alle Schatzer Kleiner als 1. Um aus 73, den SMI-Modell-Schiitzer #(2)

zu gewinnen, wird das Minimum

#(12) _ ()

(J,Z)/\l

gebildet.

Im Durchschnitt nehmen die Werte der Schétzer fr(z)z mit der Tiefe des Schlafes ab.
Wiéhrend in den Schlafstadien W, N1 und N2 die Werte im Bereich von ungefihr 0.90
bis 1.02 liegen, beobachtet man fiir das Schlafstadium N3 Werte zwischen 0.60 und 0.93,
wobei der Durchschnitt hier bei ca. 0.77 liegt.

Je kleiner der Wert fiir m bzw. fiir 7 ist, desto wahrscheinlicher ist es im Hintergrund-
modell, dass bei einem Ubergang ein Intervallwechsel stattfindet. Nach Proposition 3.5
ist
i AL+ Ao

wobei A\; der Parameter des homogenen Poisson’schen Punktprozesses ist, durch den
die zufélligen Intervalle (I;)jen gegeben werden, und o der Parameter des homoge-
nen Poisson’schen Punktprozesses ist, durch den die zufilligen Abtastungszeitpunkte
(B;)ien, gegeben werden (siehe Definition von Modell 3 in Kapitel 3.2). Ein kleines 7
bedeutet, dass A1 klein ist relativ zu Ao, also dass in Erwartung in jedem Intervall I;
mehr Abtastungszeitpunkte liegen als fiir ein grofies 7.
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Zum Abschluss dieses Kapitels werden in Abbildung 4.7 die geschitzten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p,s des SMI-Modells (Kreuze) als Beispiel fiir die Probanden 2 und 5
im Schlafstadium N2 gezeigt'® und mit den geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten

ﬁg) des vollen Modells (Kreise) verglichen.
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Abbildung 4.7: Geschitzte Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, im SMI-Modell (Kreuze)
fiir die Probanden 2 (links) und 5 (rechts) im Schlafstadium N2 im Ver-
gleich zu den geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten ]37(3;) des vollen
Modells (Kreise). Die blauen Linien geben die Hohe von 7ps an, die

Léngen der orangenen Linien entsprechen jeweils 1 — 7.

Man sieht in Abbildung 4.7, dass sich die Schétzer des SMI-Modells und des vollen
Modells fiir Proband 2 im Schlafstadium N2 anndhernd gleichen. Dagegen weichen die
Schiitzer des SMI-Modells und des vollen Modells fiir Proband 5 im Schlafstadium N2
zum Beispiel bei den Ubergéingen (C, A), (D, A), (C, D) und (D,C) relativ deutlich

voneinander ab.

Bevor die Anpassungsgiite des SMI-Modells in Kapitel 6 untersucht wird, beschéftigt
sich das folgende Kapitel 5 zuniichst mit den Varianzen der Schitzer p, und 7).

%Die Probanden 2 und 5 im Schlafstadium N2 wurden auch schon fiir das Beispiel 3.1 herangezogen.
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5 Varianzen der Schatzer

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Varianzen der beiden Schiitzer p, und #(*), die
im vorangegangenen Kapitel fiir das SMI-Modell definiert wurden durch

~ Ny
Pr= —
n
und
7i_(u) _ - Zr Torr

S on(l=32,53)

Fiir beide Varianzen werden Formeln hergeleitet und anhand dieser Formeln das Verhal-
ten der beiden Varianzen in Abh#ngigkeit der Parameter m und p1,...,p, untersucht.
Die Varianz des Schitzers # = #(9) ist hichstens so groB wie die Varianz von #(%), da #
das Minimum von #(*) und 1 ist.

In Kapitel 5.1 wird die Varianz von p, behandelt. Die Varianz von #(* wird in Kapitel
5.3 mit der Delta-Methode!” approximiert. Fiir diese Methode werden Formeln fiir die
Kovarianzen Cov(n,s, ny,) benotigt, deren Herleitung in Kapitel 5.2 erfolgt.

5.1 Varianz von p,
Ziel in diesem Kapitel ist es, die folgende Proposition zu beweisen.
Proposition 5.1. Sei r € S. Dann gilt fiir

Pr= ans/n

seS
im Kontext des SMI-Modells

Var(ﬁr) _ 2—7 ) pr(l—pr) + O(TL_Q).

s n

Zunéchst wird in Kapitel 5.1.1 die Intuition zur Formel fiir Var(p,) im Fall n — oo
erlautert, danach folgt in Kapitel 5.1.2 der Beweis zu Proposition 5.1.

Anschliefend wird in Kapitel 5.1.3 das Verhalten der obigen Formel fiir Var(p,) in
Abhéngigkeit der Parameter p1,...,p, und 7 untersucht.

5.1.1 Intuition

Geht man davon aus, dass m = 1 gilt, ist die Auftrittshiufigkeit

n—1
Ny = ans = Z 1{X,L-:r}
=0

seS

"Die Delta-Methode wird in Anhang B beschrieben.
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des Zustandes r € S in (Xp,...,X,—1) binomial(n, p,)-verteilt. Denn in Bildern des
Hintergrundmodells findet bei jedem Ubergang von X; zu X;,1 mindestens ein Inter-
vallwechsel statt zwischen den entsprechenden B; und B;41, sodass alle X; mit ¢ € Ny
unabhéngig voneinander sind und jeweils mit Wahrscheinlichkeit p, den Wert r anneh-
men. Damit folgt direkt die fiir den Binomial-Fall bekannte Varianz

Var(p,) = FrI = Pr).
n

Fir 0 < m < 1sind X, ..., X, abhéngig voneinander, weil zwei X;, und X;, denselben
Wert annehmen miissen, wenn die entsprechenden Abtastungszeitpunkte B;, und B;,
im selben Intervall liegen. Bedingt auf eine feste Aufteilung der Abtastungszeitpunkte
(Bi)ien, auf die Intervalle (I;)jen lésst sich aus jedem von By,...,B,_1 getroffenen
Intervall I;, genau ein B;, € I, auswihlen, sodass die Zufallsvariablen X; ,..., X
der verkleinerten Stichprobe unabhingig sind, wobei [ € N die Anzahl der getroffenen
Intervalle sei.

Wie in Kapitel 4.3 dargestellt, ist die erwartete Anzahl der von By,..., B,_1 getrof-
fenen Intervalle gerade 1+ w(n — 1) = 1 — 7 + mn. Asymptotisch lésst sich der Term
1 — 7 vernachléssigen, sodass man in Erwartung auf mn getroffene Intervalle kommt.
Bedingt darauf, dass mn = [ € N die Anzahl der getroffenen Intervalle und somit der
unabhéngigen X; , ..., X;, ist, ergibt sich die Varianz

l
Var (Zk:l 1{X¢k=7“}> _ pr(1 —pr) _ pr(1—pr)

l I o
Im Vergleich zum Fall 7 = 1 erhélt man also fiir den Fall 0 < 7 < 1 durch den kleineren
Stichprobenumfang von 7n statt n unabhéngiger Zufallsvariablen eine um den Faktor

1/ groBere Varianz.

Da beim Schétzer p, fiir p, nicht nur die ausgewahlten X , ..., X;,, sondern alle Zufalls-
variablen Xy, ..., X, _1 verwendet werden, vergroflert sich die Varianz fiir 0 < 7 < 1 im
Vergleich zum Binomial-Fall w7 = 1 durch einen weiteren Effekt.

Fiir 0 < m < 1 treten Sequenzen (B;,...,Biyy) der Linge m + 1 > 1 von Abtas-
tungszeitpunkten, die alle im selben Intervall I; liegen, mit positiver Wahrscheinlichkeit
auf und dementsprechend auch Sequenzen (Xj, ..., X;4+,,) von abhéngigen Beobachtun-
gen gleicher Ausprigung. Dadurch sind im Vergleich zum Binomial-Fall 7 = 1 hohere
Konzentrationen einzelner Zustéinde moglich.

Besonders deutlich wird dies fiir 7 — 0. In diesem Fall gilt
]P)(XO:: nfl)Z(l—’ﬂ’)n_l%l.

Die hoheren Konzentrationen lassen p, stéirker um seinen Erwartungswert p, streuen.

Tatséchlich vergroflert sich die Varianz asymptotisch noch einmal um den Faktor 2 — ,
d.h. insgesamt um den Faktor (2 — 7)/7, wie in Proposition 5.1 gezeigt wird.
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5.1.2 Mathematische Herleitung

Nachdem die intuitiven Einflussfaktoren beschrieben worden sind, die fiir 0 < 7w < 1
im Vergleich zu m = 1 zu einer Vergréferung der Varianz von p, fithren, wird nun der
Beweis fiir Proposition 5.1 gefiihrt.

Beweis (Proposition 5.1). Seir € S. Mit Z; := Z; , := 1{x,—} erhilt man

Wegen

n—1 n—1
Var (py —Var ( ZZ> 3 <Z Var(Z;) + 2 Z Cov(Z;, Zj)> (5.1)
=0

i,j=0
1<j

geniigt es zunéchst, Cov(Z;, Z;) und Var(Z;) = Cov(Z;, Z;) zu berechnen.

Seien 4,5 € {0,...,n — 1} nicht notwendigerweise verschieden, 0.B.d.A sei i < j. Da
Z;, Z; Indikatorvariablen sind, gilt

Cov(Zi, Z;) = B[ Z:Z;) — B[ Zi] E|Zj]
P(Xi=rX,=r)—P(X,=r)P(X;=1)
P

(Xi=rX; = )—pz.

Unter der Bedingung, dass die zu X; und X; gehorenden Abtastungszeitpunkte B; und
Bj in verschiedenen Intervallen liegen, sind X; und X, unabhéngig und insbesondere ist

P(X;=rX;=r) :pg.

In diesem Fall ist also Cov(Z;, Z;) = 0.

Bedingt man dagegen darauf, dass die entsprechenden B; und B; sich im selben Intervall
befinden, so nehmen X; und X; den gleichen Wert an, sodass

PXi=rX;=1r)=p,
folgt. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn bei allen j — i Ubergiingen
(Xia Xi+1)7 R (Xj—17 X])

zwischen X; und X; kein Intervallwechsel stattfindet. Dies geschieht pro Ubergang un-
abhingig mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7. Insgesamt erhélt man also

P (B; und B; liegen im selben Intervall) = (1 — 7).
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Diese Uberlegungen fithren mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit zu
Cov(Z;, Zj) =P (X; =r,X; =7) — p?
=1 =m) " (pr—p) + (1~ (=770
= (L=m)""p.(1 = py).
Insbesondere impliziert dies im Fall ¢ = j die bekannte Varianz
Var(Z;) = pr(1 = p;)
fir die Indikatorvariable Z;.
Entscheidend fiir den Wert der Kovarianz Cov(Z;, Z;) ist die Differenz j — i. Es gibt
genau n — d Paare (X;, X;) mit j —i =d fir ¢,5 € {0,...,n — 1}, i < j. Der kleinste

Wert, den d annehmen kann, ist 1, der grofite n — 1. Fiir die Summe der Kovarianzen
aus Gleichung (5.1) ergibt sich daher

n—1 n—1
Z Cov(Z;, Zj) = Z(TL —d)(1 - W)dpr(l —Dr)
i,'j:'O d=1
1<J
n—1 k
= Z(l_ﬂ-) pr(l_pr)
k=1 d=1
B n—1 1— (1 _ ,n.)k-l-l B B
-3 (o 1) nap)
1w (1—mht
- r(l_ r)
> ()
1—-m el
= — ((n -1)->» (1- 7r)k> pr(1 —py)
k=1
_ 17—T7r <n— 1—(1—m) )pr(l—pr),

wobei in der zweiten Zeile die Summanden umsortiert werden und in der dritten und
sechsten Zeile jeweils die Formel fiir Partialsummen von Geometrischen Reihen verwen-
det wird.

Mit diesem Ergebnis sowie mit Var(Z;) = p,(1—p,) folgt aus Gleichung (5.1) die gesuchte
Formel

R e e L)

_(r+2-2mp(1-p,) 21— m)(1— (1 — ﬂ)n)pr(li—pr)
™ m2n?
— (2 — 71-)pr(l _pT) + O(TZ_2). (]

™
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Bemerkung 5.2. Der durch O(n~?) zusammengefasste, asymptotisch vernachlissigbare
Term a1 )
bril—Dp
—2(1 - m)(1 - (12
von Var(p,) ist negativ, d.h. die Varianz wird durch Var(p,) = (2 — m)p,(1 — p,)/(7n)
iiberschétzt.

Da p,(1 — p,) sein Maximum 1/4 fiir p, = 1/2 annimmt und 1 — 7 < 1 gilt, l&sst sich
der absolute Fehler abschétzen durch

7T)n)pr(l _pr) 1

—2(1 — 1—(1-— .
(1 =m)( ( m2n? 2m2n2

Je groBler n ist bzw. je ndher 7 bei der 1 liegt, desto kleiner ist die angegebene obere
Schranke (27r2n2)71 des absoluten Fehlers.

5.1.3 Einfluss der Parameter des SMI-Modells auf Var(p,)

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Parameter pq, ..., p, und 7w des SMI-Modells
auf die Varianz von p, geméfl der Formel

2—m p(1—pr)
™ n

Var(p,) = +0(n7?)

von Proposition 5.1 untersucht, wobei der asymptotisch vernachlissighare Term O(n~?2)
nicht beriicksichtigt wird.

Einfluss von pq,...,p,

Seien m € (0,1] und n € N fest gegeben. Dann ist p,(1 — p,) der verbleibende variable
Term in der Formel von Var(p,). Die Varianz von p, héngt in diesem Fall nur von
pr ab und insbesondere bei gegebenem p, nicht von den anderen Wahrscheinlichkeiten

P1y---sPr—1,Pr+1s---5Pa SOlange

a
Zpt =1- Dr
t=1
t#r
erfiillt wird.

Durch p,(1—p,) wird eine nach unten gesffnete Parabel beschrieben mit einem Maximum
von 1/4 in p, = 1/2. Die Parabel ist in Abbildung 5.1 auf der linken Seite dargestellt.

In den entarteten Féllen p, = 0 und p, = 1 gilt

pr(l - pr) =0
und somit nach der Formel von Proposition 5.1

Var(p,) = 0.
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Abbildung 5.1: Graphen von p,(1 — p;) und (2 — 7) /7.

Dieses Ergebnis fiir die Varianz deckt sich damit, dass fiir p, = 0 alle X; # r und fiir
pr = 1 alle X; = r sind, also der Schétzer p, gegeben ist durch p, = 0 bzw. p, = 1.

Einfluss von 7

Seien nun n € N und pq,...,p, € (0,1) mit ), p; = 1 fest gegeben. Der variable Term
von Var(p,) lautet dann (2 — 7)/7 und ist in Abbildung 5.1 auf der rechten Seite fiir
0 < w < 1 illustriert.

Fiir 7 = 1 sind alle X; unabhéngig voneinander, sodass man sich fiir n, im Binomial-
bzw. Multinomial-Fall befindet, der in Kapitel 3.2 beschrieben wurde. Dementsprechend
gilt

9
7r:1

T
mit der Konsequenz, dass die bekannte Formel

pr(l—pr)

Var(p,) = n

folgt. Fiir 7 = 1 nimmt (2 — 7)/7 zudem sein Minimum auf (0, 1] an.

Der Term (2 — m)/7 ist streng monoton fallend fiir 7 > 0. D.h. je kleiner = ist, desto
grofer ist auch die Varianz von p,.'® Insbesondere gilt
. 2—T
lim
=0 T

= OQ.

8Dje Intuition zu diesem Umstand wurde bereits im Kapitel 5.1.1 beschrieben.
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Fazit

Zusammenfassend bestétigt sich der Eindruck aus Kapitel 4.1.2, dass die Varianz von
P umso grofler ist, je ndher p, bei 0.5 liegt und je kleiner 7 ist. Dabei ist der Einfluss
von p, auf die Varianz von p, beschriankt, wiahrend die Varianz durch den Einfluss von
7 beliebig grofl werden kann.

5.2 Kovarianzen von Auftritts- und Ubergangshiufigkeiten in
Markov-Ketten

Fiir die Approximation von Var(7) mithilfe der Delta-Methode, die in Anhang B erldu-
tert wird, werden die Kovarianzen Cov(n,s, ny,) zweier Ubergangshiufigkeiten n,; und
Ny mit 7, 8,t, u € S bendtigt, deren Berechnung im Folgenden das Ziel ist.

Dafiir werden zuniichst in Kapitel 5.2.1 die Kovarianzen Cov(n,,ns) zweier Auftritts-
hiufigkeiten n, und ng der Zustdnde r bzw. s in den ersten n Zusténden Xy, ..., X1
bestimmyt fiir eine beliebige homogene Markov-Kette (X;)ien, 1. Ordnung mit endlichem
Zustandsraum und einer Ubergangsmatrix, die den Eigenwert 1 mit Multiplizitit 1 und
sonst keine anderen Eigenwerte auf dem Einheitskreis besitzt.

Der Beweis fiir die Formel fiir die Kovarianzen Cov(n,, ns) zweier Auftrittshiufigkeiten
wurde von Good (1961) erbracht.

Aus der Formel von Good ldsst sich dann in Kapitel 5.2.2 die Kovarianz Cov(n,s, ny,)
zweier Ubergangshiufigkeiten herleiten. Die Idee ist dabei, dass man die Paare

Y, = (Xz‘—hXi) ViE{l,...,n}

als Markov-Kette mit Zustandsraum S x S betrachtet und die Formel fiir Cov(n,/,ny)
anwendet mit
v = (r,s) und s = (t,u).

5.2.1 Formel fiir Cov(n,,ns)

Es wird nun die bereits erwiahnte Formel fiir die Kovarianz zweier Auftrittshiufigkeiten
von Zustédnden in einer Markov-Kette angegeben und bewiesen. Dabei wird der Darstel-
lung von Good (1961) gefolgt.

Proposition 5.3 (Good). Sei (X;)ien, eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum
S, deren Ubergangsmatriz P den Eigenwert 1 mit algebraischer Multiplizitit 1 und sonst
nur Eigenwerte mit Betrag < 1 besitze. Es bezeichne e := (1,. .., 1)T e RIS den rechten
und p = (p1, ... ,p‘s‘)T e RIS den linken Eigenvektor zum Figenwert 1. Die Startvertei-
lung sei zudem durch p' gegeben. Mit

R:=P—ep',
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der Finheitsmatriz I und der Auftrittshaufigkeit

n—1
Ny = Z ]-{Xi:r}
=0

eines Zustandes r € S unter den ersten n Zustinden Xg, ..., Xn,_1 der Markov-Kette
gilt fir alle r,s € S dann

Cov(ns,ns) =n (5r,spr — prps + pr (R — R)*l)m + ps (R(I — R)*l)sﬂn) + O(1).

Beweis. Seien r,s € S. Der Ansatz fiir die Bestimmung der Kovarianz von n, und n; ist
in diesem Beweis

Cov(ny,ns) = E[nyns] — E[n,] E[n]. (5.2)

Zunéchst wird fiir den zweiten Summanden eine Formel hergeleitet und danach fiir den
ersten Summanden.

Da p der linke Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 mit algebraischer Multiplizitét 1 ist,
ist die durch p" gegebene Startverteilung die stationire Verteilung zur Ubergangsmatrix
P. Daher gilt

P(X;=r)=p, Vie Ny

und weiterhin

n—1 n—1
E [’I’LT] E Z Zi,T = Z E [Z’i,T] = np,. (53)
=0 i=0

mit Z; 4 := l1ix,—1) fir allei € Ngund t € S.

Fiir den zweiten Summanden von (5.2) ergibt sich also
—E [n,] E [ng] = —n*p,ps. (5.4)

Im Folgenden wird der erste Summand E [n,ns] bestimmt.
Wegen
n—1 n—1 n—1
e — (z z) (z zj,s> -3 7,2,
i=0 j=0 4,j=0
geniigt es, E [Z; 7 5] fiir alle (i,j) € {0,...,n — 1}? zu betrachten.

Sei zunéchst ¢ = j, dann ist

2. 7. = Zir fallsr =s,
T 0 , falls r # s

und somit
E [Zi,rZi,s] =K [67",52@',7"] = OpsPr-
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Da es genau n Moglichkeiten fiir (i,5) € {0,...,n — 1}? mit i = j gibt, folgt

n—1 n—1

E[nn = Y E(ZiyZjs] = ndrspr + > E[ZirZjs]. (5.5)
i,j=0 p
17

Sei nun ¢ < j und d := j — i. Dann ergibt sich
E [Zi,ij,s] =K [Zi,rZi—l—d,s] = pr(Pd)r,s-

Fiir ein d € {1,...,n— 1} gibt es genau n — d mogliche Paare (4, §) € {0,...,n—1}2 mit
d = j —i. Damit folgt

n—1 n—1 n—1
S EZiZid = Y (0 - dpe(PY)rs = p; (Zm - d)Pd> . (5.6)

i,5=0 d=1 d=1
1<J

)

Fiir den Fall ¢ > j gilt analog

n—1 n—1
Z E [Zz‘,ij,s] = DPs (Z(n - d)Pd> . (5.7)

i,5=0 d=1
1>)

)

Setzt man die Gleichungen (5.6) und (5.7) in Gleichung (5.5) ein, erhélt man

n—1 n—1
E [nyns] = nérspr + Z E[ZiyZjs] + Z E(ZiqZj,s]

4,7=0 1,7=0
1<j 1>]
n—1 n—1
= nby.spr + Dr (Z(n - d)Pd> + s (Z(n - d)Pd> . (5.8)
d=1 7,8 d=1 s,T

Die Matrix Y.~ (n — d)P? lisst sich durch Umsortieren und mithilfe der Formel fiir
Partialsummen von Geometrischen Reihen vereinfachen. Da sich diese Formel nur auf
Matrizen anwenden lasst, deren Eigenwerte alle < 1 sind, wird P in zwei Summanden
Rund ep' zerlegt, sodass der Summand R nur Eigenwerte < 1 besitzt.

Der Summand ep’ hat zwar den Eigenwert 1, wird sich aber ohne die Formel fiir Parti-
alsummen Geometrischer Reihen auf einfache Weise auswerten lassen.

Es sei also
R:=P—ep'.

Der einzige Eigenwert von P vom Betrag 1 ist 1 und gehort zum rechten Eigenvektor e
bzw. zum linken Eigenvektor p. Alle anderen Eigenwerte von P sind < 1. Da die Zeilen
der Matrix ep alle gleich sind, hat siec Rang 1. Deshalb hat ep' nur einen Eigenwert
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> 0. Dieser Eigenwert ist die 1 mit dem zugehorigen rechten Eigenvektor e bzw. dem
zugehorigen linken Eigenvektor p, denn wegen
ple=pi+-+pg =1
gelten
eple=e und plep’ =p'.

Daraus lisst sich folgern, dass die Differenz R = P — ep' der beiden Matrizen nur
Figenwerte vom Betrag < 1 besitzt. Insbesondere ergibt sich

Re:Pe—epTe:e—e:O
und
pT]{::]{T})__pTepT ::pT'__pT'::O_
Es wird nun gezeigt, dass P? in Gleichung (5.8) durch ep” + R? ersetzt werden kann.

Multipliziert man P¢ = (ep' + R)? aus, treten die Terme (ep')? und R? jeweils genau
einmal auf und sonst nur gemischte Terme, die mindestens einen der Faktoren ep' R und
Rep' enthalten und jeweils 0 ergeben, da p' R = 0 und Re = 0 gelten.

Wegen p'e =1 folgt zudem
(ep )i =e(p'e)'p' =ep’  Vd>1
Somit ist gezeigt, dass
Pl=ep' + RT  Vd>1 (5.9)

ist.

Die Formel fiir Partialsummen von Geometrischen Reihen fiir die Matrix R lautet
n—1
Y RI=(I-R")I-R)"
d=0

Dabei ist die Invertierbarkeit von I — R dadurch sichergestellt, dass R nur Eigenwerte
< 1 besitzt. Denn wire I — R nicht invertierbar, gibe es einen Vektor v € RISl mit
(I — R)v =0, also mit v = Rwv. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass R keinen Eigenwert
1 hat.

n—1

Mit den obigen Uberlegungen lisst sich der Ausdruck 3 (n —d)P? aus (5.8) auswerten.
d=1
Es gilt

n—1 n—1
> (n—d)P'=> (n—d)(ep" + R
d=1 d=1
n—1
= n(n2— 1)epT + Z(n —d)R%.
d=1
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n—1
Der Term Y (n—d)R? kann nun mithilfe mehrfacher Anwendung der Formel fiir Partial-
d=1
summen von Geometrischen Reihen und durch Umsortieren der Summanden vereinfacht
werden:

n—1 n—2 n—2
(n—dR*=nRY R*— R (d+1)R?
> > >
d=1 d=0 d=0
n—2 n—2
=nR(I-R"")(I-R™"-RY > R
k=0 d=k
n—2
=n(R-R")I-R)"'-RY (RF-R")(I-R)"
k=0
n—2
=n(R-R"YI-R)"'+(n-1)R"I-R)™"-RY RI-R)"
k=0

=nR(I-R)™ —R'I-R)™—(R-R"“I—-R)?
=nR(I - R~ +0(1).

Es folgt also
n—1 . )

» (n-d)P!= ”(”QlepT +nR(I - R+ 0(1). (5.10)

Fiir Gleichung (5.8) wird der (r, s)-te bzw. (s,r)-te Eintrag der Matrix 22;11 (n — d)P?
benstigt. Mit (ep'),.s = ps und Gleichung (5.10) erh#lt man

n—1
Pr <Z(n - d)Pd> = n<n2_1)prps + npr (R(I - R)_l)'r,s (5.11)
d=1 s

)

und mit (epT)s,r = p, analog

2 9
d=1

n—1
Ds (Z(n - d)Pd> = Mprps + nps (R(I — R)_l)S L (5.12)

Die Behauptung der Proposition folgt nun, indem man in die Gleichung (5.2) zunéchst
die Gleichungen (5.4) und (5.8) einsetzt und anschliefend die Gleichungen (5.11) und
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(5.12):

Cov(ny,ns) = E[nyng] — E[n,] E[n]

n—1 n—1
= n(sr,spr + pr (Z(Tl - d)Pd> + Ds (Z(n - d)Pd> - n2prp5

d=1 d=1

-1
=n <5r,sp7" +2 nTprps + pr (R(I - R)il)r

+ Ds (R(I - R)il)s,r - nprPs) + O(l)
=n <5r,spr — PrPs +p7’ (R(I - R)il)ns +p5 (R(I - R)il)&?«) + O(l)

O]

Bemerkung 5.4. Der Beweis zu Proposition 5.3 zeigt, dass der Fehlerterm, der durch
O(1) dargestellt wird, sich belduft auf

7,8

_ (pr (R*(I-R)™" 4+ (R+R")(I-R)™?)
bpa (RN - R 4 (R+ RO -R)?)).

Als Beispiel wird die Proposition 5.3 auf das SMI-Modell angewendet. Dabei wird sich
ein alternativer Beweis fiir Proposition 5.1 zeigen.

Beispiel 5.5. Seien r,s € S = {1,...,a}. Es wird nun fiir das SMI-Modell gezeigt, dass

2 —
Cov(ny,ng) =n <7T7Tpr(5r7s — p5)> +0(1) (5.13)
gilt, woraus direkt die Formel
R 2—m _
Val“(pr) = pr(l - pr) + O(TL 2)
™

von Proposition 5.1 folgt.
Im SMI-Modell haben die Ubergangswahrscheinlichkeiten die Form
Prs = Tps + 0rs(1 — ),
sodass man die Ubergangsmatrix
P=mep' +(1—m)I

erhilt, wobei p' = (p1,...,ps) durch die Startverteilung gegeben sei.

Die Eigenwerte von P sind 1 mit algebraischer Multiplizitdt 1 und 1—m mit algebraischer
Multiplizitdt a — 1. Dabei gilt 1 — 7 < 1, weil 0 < 7 < 1 ist. Der linke Eigenvektor zum

68



Eigenwert 1 ist p mit algebraischer Multiplizitit 1, da p' die stationire Verteilung der
Markov-Kette ist nach Proposition 3.7.

Damit werden die Voraussetzungen fiir Proposition 5.3 erfiillt.

Es sei
R:=P—ep' =mep' +(1—m)[—ep' =(1—7)(I—ep").

und (R(I — R)™%) . aus der Formel

T8 S,

Nun lassen sich die Matrixeintriige (R(I — R)™!)
von Proposition 5.3 berechnen.

Wegen der Beziehung P? = ep’ + R? fiir alle d > 1 aus Gleichung (5.9) gilt
P(I-P)=P—-P*=R-R?>=R(I - R),
sodass sich mit Pe = e direkt
TR=n(P—ep')=nP(I—ep')=P(I—-(1—n)—nep')=P(I—-P)=R(I—R)
ergibt. Da nach dem Beweis zu Proposition 5.3 die Matrix I — R invertierbar ist, impliziert

die letzte Gleichung
1, 1—-m

I — -1 = — = I - T
R(I — R) —R — U —ep)
und somit
1— 1-
(R(I — R)il)rs = Tﬂ-(ém —ps) sowie (R(I - R)fl)sr = Tﬂ(&»,s —pr)-
Weiterhin gilt
1—m 1—m

) )

br (R(I - R)il)rs = - (57“73}77“ —PrDs) = T(ér,sps — PrPs) = Ps (R(I - R)il)s r’
Aus Proposition 5.3 erhélt man damit
Cov(ny,ns) = n (%pr —peps + 0 (RU~R)7Y), 4 pa (RU - R)Y), ) +O(1)
1—m
=n (pr((sr,s - ps) + 2771_ pT(&n,s — ps)> =+ 0(1)
2—m

=n Tpr(ér,s - ps) + 0(1),

also insbesondere im Fall » = s die in Proposition 5.1 berechnete Varianz
2—7 ) pr(l _pr)

. 1 _
Var(p,) = EVar(nr) = - +0(n7?).
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5.2.2 Formel fiir Cov(n,s,ny,)

In diesem Abschnitt wird fiir das SMI-Modell die Kovarianz der Ubergangshéufigkeiten
nys und ny, bestimmt fiir Zusténde r, s, t,u € S = {1,...,a}. Zu diesem Zweck wird die
Markov-Kette (Y;);en mit Zustandsraum S x S betrachtet, die definiert sei durch

Y, = (Xz'—lsz') VieN.

Die Ubergangshiufigkeit n,; von einem Zustand r zu einem Zustand s in (Xo,...,X,) ist
dann gerade die Auftrittshdufigkeit des Zustandes (7, s) in (Y7,...,Y,,). Die Kovarianzen
der Auftrittshidufigkeiten kénnen daher mit Proposition 5.3 angewandt auf (Y1,...,Y},)
bestimmt werden, sofern die Markov-Kette (Y;);en die Voraussetzungen dieser Proposi-
tion erfiillt.

Konkret ist es das Ziel, folgende Proposition zu beweisen.

Proposition 5.6. Sei (X, ..., X)) die Sequenz der ersten n+1 Zustinde einer Markov-
Kette (X;)ien,, die gemdfS dem SMI-Modell gegeben sei mit Zustandsraum S ={1,...,a}
fir ein a € N und der stationdren Verteilung

pT = (p17 cee 7pa)

sowie der Ubergangsmatm’z P = (prs)rses. Fir die ﬁbergangshc’iuﬁgkeiten Nps UNA Ny
von r zu s bzw. von t zu u in den ersten n Ubergingen gilt

Cov(nps, niy)

247 1
=n <5rs,tuprprs - Tpr‘prsptptu + ;(5s,tprprspsu + 5u,rptptupus)> + 0(1) (514)

Der Beweis zur Proposition 5.6 wird sich auf drei Lemmata stiitzen. Diese Lemmata
behandeln die Aussagen, dass

(a) die oben definierte Folge (Y;);en eine Markov-Kette bildet mit zu bestimmender
Ubergangsmatrix Q und Startverteilung ¢,

(b) die Markov-Kette (Y;);en die Voraussetzungen von Proposition 5.3 erfiillt mit sta-
tionérer Verteilung ¢ und
(c¢) die Formel
1
R(I-R)™'=-R

™

mit R:=Q —eq' gilt.

Damit wird sich aus Proposition 5.3 die zu zeigende Formel (5.14) fiir Cov(ny,s, 1)
herleiten lassen.
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Lemma 5.7. Sei (X;)ien, wie in Proposition 5.6 gegeben. Durch
Y = (Xi-1, Xi) VieN
wird dann eine Markov-Kette (Y;)ien 1. Ordnung definiert mit Zustandsraum S x S und
Startverteilung q' = (q(rs))(r’s)GSXS, gegeben durch
Ars) = Prprs Y (r;s) €S xS,
sowie mit der Ubergangsmatriz Q = (Qrs,tu) (r,s),(tu)esx s, gegeben durch
Qrs,tu = 0s,tPtu Y (r,s),(t,u) € S x8S.

Da die Zustéinde der Y; die Uberginge (r,s) von einem r € S zu einem s € S in der
Markov-Kette (X;)ien, sind, wurde in Lemma 5.7 eine neue Notation fiir Matrix- und
Vektor-Eintriage verwendet, die nun kurz erldutert wird. Danach folgt der Beweis zum
Lemma.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von (r, s) zu (t,u) stehe in der Ubergangsmatrix Q in
der ((r — 1)a + s)-ten Zeile und der ((t — 1)a + u)-ten Spalte, wobei a = |S| ist. Die
Reihenfolge der Zustédnde in den Zeilen und Spalten sei also

(1,1),(1,2),...,(La), (2,1),(2,2),...,(2,0), ... ,(a,1),(a,2),...,(a,a).

Fiir den Eintrag in der zu (r,s) gehorenden Zeile und der zu (t,u) gehorenden Spalte
der Matrix M wird die Notation

M(r,s),(t,u) oder Mrs,tu

genutzt. Analog wird der zu (r, s) gehérende Eintrag eines Vektors v mit v, ) oder v(,)
bezeichnet und in die ((r — 1)a + s)-te Zeile geschrieben.

Auflerdem sei das Kronecker-Delta 6, 4, definiert durch

1, falls (r,s) = (¢, u),
67"5,tu = 5(r,s),(t,u) =
0 , falls (r,s) # (t,u).
Beweis (Lemma 5.7). Fiir den Nachweis der Markov-Eigenschaft 1. Ordnung seien ¢ € N

und (mi,m}),...,(m;,m)) € S xS, 0B.d.A. mit mj, = myy fiiralle k € {1,...,7—2},
damit das Ereignis

{}/1 = (m17 mll)) e 7)/2'—1 = (mi—].) m;—l)}
moglich ist. Ausdriicklich sei m]_; # m; zugelassen. Dann gilt
Y; = (mi? m;) ’Y;—l - (mi—17m2—1)7 ce. 7Y1 = (mlvm/l))

Xio1,Xi) = (mg,m;) | Xy = mij_y, Xico = mj_y, ..., X1 =ml, Xo =m))

(

(( i-
((Xi—l =mg, Xi = mj | Xjo1 = mj_y, Xj—o = m;—z)
(

le. = (mhm;) | Y;Jfl = (miflam;—l)) )
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wobei in der dritten Zeile die Markov-Eigenschaft von (X;);en, eingeht.

Die Startverteilung berechnet sich unmittelbar zu
q('rs) = H’D(Yl = (7",5)) = ]P)(XO = T’,Xl = S) = DrPrs \v (’I",S) c S xS,

Ein Ubergang in (Y;);en von (7, s) zu (¢, u) ist nur moglich, wenn s = ¢ ist, und geschieht
dann mit der Wahrscheinlichkeit py,. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt also

Qrs,tu = 6s,tptu v (7"7 S), (t7 U) €S xS

Das nichste Beispiel soll die Struktur der Ubergangsmatrix @Q verdeutlichen.
Beispiel 5.8. Fiir a = 2 sieht die Ubergangsmatrix @ folgendermafen aus:

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(1,1) P11 P12 0 0
(1,2) 0 0 P21 D22
(2,1) P11 P12 0 0
(2,2) 0 0 P21 D22

Lemma 5.9. Die Ubergangsmatriz Q der Markov-Kette (Y;);ien besitzt den FEigenwert 1
mit algebraischer Multiplizitit 1 und sonst nur Figenwerte mit Betrag < 1. D.h. (Y;);en
erfillt die Voraussetzungen von Proposition 5.3. Insbesondere ist ¢! die stationdre Ver-
teilung.

Beweis. Es wird die folgende Behauptung gezeigt: Die Eigenwerte von () sind 1 mit
Multiplizitit 1, 1 —7 mit Multiplizitit a —1 sowie 0 mit Multiplizitéit a® —a fir 0 < 7 < 1.
Ist 7 = 1, so hat der Eigenwert 1 —7 = 0 die Multiplizitit a® — 1 und der Eigenwert 1 die
Multiplizitat 1, wobei alle angegebenen Multiplizitdten die algebraischen Multiplizitdten
sind.

Sei zunéchst 0 < m < 1. Der rechte Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist e und der trans-
ponierte linke Eigenvektor ist die Startverteilung ¢' aus Lemma 5.7, die gegeben ist
durch

Urs) = PrPrs Y (r,s) € S xS.

Denn (p1,...,ps) ist nach Proposition 3.7 die stationdre Verteilung von (X;)ien, und
fiir alle ¢ € N gilt somit

P(Y; = (Ta 8)) =P (Xi—l =rX;= 3)
=P (Xifl = ’I“) P (Xl =S | Xz;l = ’I")
=DrPrs-
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Also ist ¢! die stationire Verteilung von (Y;);en und q ein linker Eigenvektor von @ zum
Eigenwert 1.

Es wird nun gezeigt, dass alle anderen Eigenwerte von @ kleiner als 1 sind. Dafiir wird
nachgerechnet, dass sich a — 1 linear unabhéngige rechte Eigenvektoren v1,...,v,-1 zum
Figenwert 1 — 7w beschreiben lassen durch

(Vi) (rs) = 0i,sPa — Oa,sPi Vie{l,...,a—1},(r,s) € S xS.
Beispielsweise haben fiir a = 3 die Eigenvektoren v; und vy die Form

vir = (p37 07 —P1,DP3, 0) —DP1,P3, 07 _p1)7
T
Vg = (0,]93, —D2, 07p37 —Pp2, O7p37 _p2)

Fiir allei,7 € {1,...,a— 1} ist

pa , falls i = j,
(vi)1; = {

0 ,fallsi#j.
Daraus folgt wegen p, > 0, dass v1, ...,v,—1 linear unabhéingig sind
Dass es sich bei vy, ...,v,_1 um Eigenvektoren zum Eigenwert 1 — 7w handelt, zeigt die

folgende Rechnung:

(Q'Ui)(rs) = Z Z Qrs,tu((vi)(tu))

t=1 u=1

= Z Z 5s,t(77pu + 5t,u(1 - 7"'))((Si,upa - 5a,upi)

t=1 u=1
= Z(Trpu + 5s,u(1 - 7))(5i,upa - 6a,upi)
u=1

= MP;iPa — TPaPi + (1 - 7T)((Si,spa - 5a,spi)
= (1 =m)((vi)rs))-

Die verbleibenden a?—a Eigenwerte miissen 0 sein, da die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Qrstu = 0s,tPpy fiir alle r = 1,...,a gleich sind und @ somit nur genau a paarweise
verschiedene Zeilen besitzt, d.h.

dim (Kern(Q)) = a* — a.
Da die ermittelten geometrischen Multiplizitdten der Eigenwerte 1, 1 — 7 und 0 in der
Summe a? ergeben, entsprechen die geometrischen den algebraischen Multiplizititen.

Setzt man 7w = 1, gilt 1 — 7w = 0, sodass der Eigenwert 0 in diesem Fall die algebraische
Multiplizitdt (a — 1) + (a? — a) = a? — 1 hat. Der Eigenwert 1 bleibt mit algebraischer
Multiplizitédt 1 erhalten.

Damit ist gezeigt, dass (Y;);en die Voraussetzungen von Proposition 5.3 erfiillt. O

73



Lemma 5.10. Fiir die Ubergangsmatriz Q und die stationire Verteilung ¢! der Markov-
Kette (Y;);en sei

R:=Q—eq'.
Dann gilt

1

1
(R(I - R)_l) = ;Rrs,tu = ;(ds,t _pt)ptu v (Tv S)’ (tvu) €Sx5S

rs,tu
Beweis. Es gilt
Rrs,tu = Qrs,tu — Gtu = 5s,tptu — PtPtu = (5S,t - pt)ptu'
Nun wird 1
(I—Rr1:I+;R
bewiesen, denn daraus folgt direkt
1 1

RU—RYM:U—U—R»U—thﬂlfmq—I:I+;R—I:;R

und somit die gesuchte Formel
1

(R(I - R)_I)T.&tu = ;(ds,t - pt)ptu-

Zu diesem Zweck beobachtet man zunachst

(Q2)rs,tu = DPstPtu-
Diese Formel ldsst sich dadurch erkéren, dass die Markov-Kette (Y;);en nur dann in zwei
Schritten von (r, s) nach (¢,u) gelangt, wenn der erste Schritt zu (s, ) und der zweite zu
(t,u) fithrt.
Fiir den Beweis von

1
(I-R)™'=TI+=R

T
genigt es wegen

1 1

™ 71'
zu zeigen, dass
ist. Unter Beriicksichtigung von R? = Q? — eq' und der oben hergeleiteten Formel fiir
(QQ)Tsﬂfu erhalt man

(1-mR-R?)

) s ( (1 —m)( -eqT)—-Qz-%eqT)
((1 -7 Q+7Teq QQ)

(1 = 7)0s,tPtu + TPtPtw — PstDeu
( s + s t(l - W))ptu — PstPtu
= PstPtu — PstPtu

rs,tu

rs,tu
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Es folgt also insgesamt
1
(I-R)"'=TI+=R

3

O]

Damit sind alle Lemmata, die fiir den Beweis von Proposition 5.6 benstigt werden,
bewiesen worden.

Beweis (Proposition 5.6). Die Proposition 5.3 gibt eine Formel an fiir die Kovarianzen
der Auftrittshiufigkeiten zweier Zustinde unter den ersten n Zustidnden einer Markov-
Kette, die gewisse Voraussetzungen erfiillt. Die Markov-Kette (Y;);en erfiillt nach Lemma
5.9 gerade diese Voraussetzungen.

Fir (Y1,...,Y,) ist die Auftrittshdufigkeit eines Zustandes (r, s) gerade die Ubergangs-
haufigkeit n,s von r zu s in (Xo, ..., X,,), wobei (X;)ien, eine Markov-Kette geméfl dem
SMI-Modell ist. Mit Proposition 5.3 gilt also

COV(”TS? ntu)

:”GWW%w—%m%m+ﬂwNRU—RYﬁmm+mwﬂRU—RY5mm)+O“)

Fiir (R(I — R)™'), . ldsst sich nach Lemma 5.10

rs,t

1 1
(R(I — R)il) (5s,t - pt)ptu = ; (5r,sptu - Q(tu))

rs,tu = ;

einsetzen, sodass sich folgende Rechnung ergibt:

Cov (nrs > ntu)

1 1
=n <5rs,tuQ(rs) — 4(rs)d(tu) + ;Q(rs) (68,tptu - Q(tu)) + ;q(tu) (5U,Tp7‘8 - Q(rs))> + O(l)

2 1
=n <5rs,tu¢J(rs) = Ars)d(ru) — —rs)d(ru) T — (Osd(rs)Pra + 5u,rQ(tu)Prs)) +0(1)

m
247 1
=n (6rs,tuprprs - Tprprsptptu + ;(ds,tprprspsu + 5u,rptptupus)) + O(l)

O]

Bemerkung 5.11. Durch Aufsummieren iiber alle s € S und u € S liefert Gleichung
(5.14) von Proposition 5.6 asymptotisch die gleiche Formel fiir Cov(n,,n;), die schon
durch Gleichung (5.13) in Beispiel 5.5 angegeben wurde.

Fiir den Nachweis wird verwendet, dass fiir alle r,t € S die Formeln

a a a a a
Z Z 5rs,tuprprs = Z 5r,tp7"pr8a Z 5s,tp7‘prs = PrPrt, Zprs =1
s=1 s=1

s=1u=1 s=1
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und
Prt = Tt + 6rt(1 — )

gelten.
Damit folgt

Cov(n,,nt) = Cov (Za: Ny, za:ntu> = Za: Za: Cov(nys, Nty
s=1 u=1

s=1u=1
e 247 1
= Z Z n 6Ts,tup7"prs — ———PrPrsPtPtu + *(5s,tprprspsu + 6u,rptptupus) + O(1>
s=1u=1 i i
a a
247 1 1
= Z n <5r,tprprs — ———DPrPrspt + 5s,tp7‘prs) + Zn (5u,rptptu> + O(l)
s=1 T g u=1 g

247

1
=n 5r,tpr - Prpe + ;(prprt + ptptr)> + 0(1)

T
T
1-— 2 — 2
=n <1 + 27T7T) OrtPr — (W) prpt> +O(1)

=0 (2Tl - ) + 000

(
=1 (e = 2 it L oo+ 601 = )+ ey + 6,401 = 7)) ) + O
(

5.3 Varianz von #(®

In diesem Unterkapitel wird die Varianz vom Schitzer #(*) untersucht. Der Schétzer #(®)
wurde in Kapitel 4.2 angegeben durch

7f{_(u) _ n— Zr Ny _ Zr;és n"’s/n
n(1=307)  1— 240k

und unterscheidet sich vom Schiitzer # = #(9) dadurch, dass #(*) nicht bei 1 abgeschnitten
wird. Es muss also bei der Bestimmung der Varianz von #(*) kein Gewicht auf der 1
beriicksichtigt werden. Die Varianz von # ist durch die Varianz von #(*) nach oben
beschrénkt.

Da sich im Zéhler und im Nenner von #(*) Zufallsvariablen befinden, die abhéingig vonein-
ander sind, wird die Delta-Methode zur Approximation der Varianz von #(*) verwendet.
Die Delta-Methode wird in Anhang B beschrieben.

Die nachstehende Proposition gibt eine Formel fiir die Varianz von #(*) an.
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Proposition 5.12. Im Kontext des SMI-Modells gilt
—m2 4+ 7+ p? (2772 — 7+ (=472 4 27)p, + (372 — 27) Zp?)
. 5 : +0(n7?).
n <1 — Zp,%)
k

Diese Proposition wird in Kapitel 5.3.1 hergeleitet. Anschlielend erfolgt in Kapitel 5.3.2

die Untersuchung des Einflusses von den Parametern pq,...,p, und 7 auf die Varianz
~(u)

von 7\%,

Var (fr(“)) ~

5.3.1 Herleitung

Fiir den Beweis zur Proposition 5.12 wird zunéchst durch das nachstehende Lemma
5.13 eine Approximation fiir Var (77(“)) in Abhéingigkeit von Kovarianzen von Auftritts-
und Ubergangsh#ufigkeiten angegeben, die mithilfe der Delta-Methode ermittelt wird.
Danach werden die in Kapitel 5.2.1 berechneten Formeln fiir die Kovarianzen in diese
Approximation eingesetzt.

Lemma 5.13. Im Kontext des SMI-Modells gilt

a a 2
Var (ﬁ(u)) - Z Z Cov(nyr, ngt) — 4mp,.Cov(ng,, ny) + 4m°p,p:Cov(n,, nt)‘

5 (5.15)
r=1t=1 n2 (1 _ Zpi>
k

Beweis. Fiir den Beweis wird die Delta-Methode in vier Schritten angewendet:
1. Ermittlung eines Parameter-Vektors T' = (77, ...,7;) minimaler Dimension,
2. Berechnung der partiellen Ableitungen

orW(T)
or;

3. Einsetzen von ¥ = E[T] in die partiellen Ableitungen,

4. Anwendung der Formel

l l

A (w)
Var(i®) = 3" 3" 9 anT)

i=1 j=1

or(T)
9T

- Cov(T;,T}).
T=9

T=y
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1. Schritt: Die Anzahl n € N der betrachteten Ubergiinge in der Markov-Kette (X;);en,
des SMI-Modells sei fest gegeben.

Wegen

a
n = E Nys

r,s=1

kann 0.B.d.A. n,, dargestellt werden durch

Ngg = N — E Npys.

(r,s)#(a,a)

Als Konsequenz kann die Formel fiir pj folgendermaflen angegeben werden:

a
1
=D Ny , falls k # a,
ﬁk — = a—1 a
% (n — > ntu> , falls k = a.
t=1 u=1

Es héngt also
> nij/n

130
k
ab von a? — 1 Parametern, deren Vektor mit 7" bezeichnet werde:

T := (n11,n12, -+, Mas --- yNa—1,1Na—1,2y - - -y Na—1,a5 Nal; Na2; - - - ana,afl)-
Die Formel fiir #(*) in Abhéngigkeit von T ist gegeben durch

2. nij/n
7c[_(u) (T) _ i#j

1 a—1 a 2 a—1 a 2\
- — Z( nkl) —i—(n—ZZntu)
" \ k=1 \i=1 t=1 u=1

Fiir die Anwendung der Delta-Methode auf #) zur Approximation der Varianz wird
vorausgesetzt, dass pr # 1 und pi # 1 sind fiir alle £ € S. Dadurch ist sichergestellt,
dass #(®) zweifach stetig differenzierbar ist, weil in diesem Fall der Nenner von () (T')
sowie die Nenner der 1. partiellen Ableitungen # 0 sind.

Da in den vorliegenden Daten fiir jeden Probanden und jedes Schlafstadium alle vier
Zustinde A, B,C, D mindestens einmal auftreten, stellt die getroffene Voraussetzung
keine Einschrinkung dar.
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2. Schritt: Nun werden Formeln fiir die partiellen Ableitungen

F(u) (T
P it () # (0.0)
bestimmt, die fiir die Anwendung der Delta-Methode bené6tigt werden.

Es werden drei Fille unterschieden:

() s£r=a
(b) s=r#a,
(c) s#r#a.

Diese Unterscheidung riithrt daher, dass fiir s # r = a der Nenner von #(W nicht von Mg
abhingt und fiir s = r # a der Zahler nicht von n,, abhéingt.

Fall (a) s # r = a: Der Nenner wird fiir die partielle Ableitung nach n,s = ngs als

Konstante behandelt. Im Zahler kommt n,s genau einmal als Summand vor. Also ist

or(T)  9r™(T)  1/n
Onys  ONgs _1—2“5%

fir s #r =a.

Fall (b) s = r # a: In diesem Fall kann der Z#hler fiir die partielle Ableitung nach
n. als Konstante angesehen werden. Im Nenner tritt n,, fiir festes r in der vorderen
quadrierten Summe fiir £ = [ = r auf und in der hinteren quadrierten Summe fiir
t=u=r.

Fiir die partielle Ableitung des Nenners von #(*)(T') nach n,, gilt somit

9 1 a—1 a 2 1 a—1 a 2
e (-2 (5) (- 55)

t=1 u=1
9 a 9 a—1 a
109 B U8 wh o [
=1 t=1 u=1
a—1
= (ﬁr ~1+ Zm)
t=1
2
= _ﬁ (pr _pa)

Daraus resultiert
> nij/n

i 5 (Dr — Pa) fiir s =r # a.

(1-37)
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Fall (c) s # r # a: Fiir den letzten Fall weist 7#(*)(T) den Term n,, sowohl im Zihler
als auch im Nenner auf. Durch die Produktformel lassen sich Zahler und Kehrwert des
Nenners jeweils einzeln ableiten, mit dem jeweils anderen Term multiplizieren und die
Produkte addieren.

Daher folgt mit den Argumenten der Fille (a) und (b) direkt

Znij/n
7(u) i#j
07T Un 2. A (p-p) fwrstria

Oy :1—Zkﬁ2 n R
C ()

3. Schritt: In diesem Schritt wird in die partiellen Ableitungen der Vektor

¥ :=E[T]
des Erwartungeswertes von T eingesetzt, wobei
E [nys] = nprprs = npr(mps + 0y s(1 — 7)) Vr,se S

nach Korollar 3.8 gilt.

In allen drei oben beschriebenen Fiéllen tritt p, fiir ein r € S auf. Beim Einsetzen von 9
in die partiellen Ableitungen erhilt man statt p, den Ausdruck

1 a a
. (9) = — = = fiir k
Pr(1) n;npkpkl Dk ;pkl Dk ir k #a

und ebenso

a—1 a a—1
Pa(V) = % (n - Zznptpm> =1-Y pi=pa
t=1

t=1 u=1

Fiir ) n;j/n erhdlt man durch Einsetzen der Erwartungswerte
i#]

S rfn ) 0)= Sy in=n (12
k

i#] i#]

97 (T)
Onrs

fiir alle (r, s) # (a,a) herleiten:
T=29

Mit den letzten Ergebnissen ldsst sich
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1
o(1-24t)
27 (pr — Pa)
S R
1+ 27(pr — pa)

(-50)

Die drei Formeln fiir die verschiedenen Félle lassen sich zusammenfassen zu einer einzigen
Formel durch

fiir s £ r = a,

fiir s =r # a,

orW(T)
ons

fiir s # r # a.

97 )(T)

ONys

_ (=) +2mpr—pa) (r,8) # (a,q). (5.16)

T= n <1 - %pi)

Damit ist die Formel fiir die partiellen Ableitungen von #(*)(T) an der Stelle T = ¥
bestimmt.

4. Schritt: Nach der Delta-Methode (sieche Anhang B) lésst sich Var (fr(")) auf folgende
Weise approximieren:

W) . % ~  or(T)
v <7T( )> - rgl t%:zl Onrs T=y

(r.s) £ (a0) (t.0)%(a,a)

Durch das Einsetzen der Formel fiir die partiellen Ableitungen aus Gleichung (5.16) in
die obige Approximation (5.17) erhélt man

9rt(T)

Do - Cov(nps,ney). (5.17)

T=9

Var (fr(“)> A Z Z (1= 9rs) (1 = Ot) Cov(nyrs; Neu) (5.18)
r,s=1 t,u=1 n? (1 - Zk) pz)z
(r8)#(a,a) (tu)#(a,a)

- - 2m (pt_pa) (1 _57"5)
+ Z Z 5 Cov(ns, nu) (5.19)
r,s=1 tau=1 n? (1 - Zk pz)
(r,8)#(a,a) (tu)#(a,a)

- - 2 T~ FPa 1-90 u
+ Z ™ (pr = pa) ( 5 2t )Cov(nrs,ntu) (5.20)
r,s=1 tau=1 n? (1 - Zk pk)
(r,8)#(a,a) (t,u)#(a,a)

. - 27 (pr - pa) 2 (pt - pa)
+ E E 5 Cov (s, Nty).- (5.21)
r,s=1 tyu=1 n? (1 - Zk p%)
(r.8)#(a,a) (tu)#(a,a)
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Die Zeile (5.18), die Summe der Zeilen (5.19) und (5.20) sowie die Zeile (5.21) werden
im Folgenden nacheinander weiter umgeformt. Zur besseren Ubersicht wird der Nenner
n?*(1-3, pz)2 dabei nicht mitgeschrieben.

Der Ausdruck (1—0dy,,) aus der ersten Zeile ist genau dann # 0, wenn ¢ = w ist, und sonst
nimmt er den Wert 1 an. Somit folgt fiir den Term aus der ersten Zeile (ohne Nenner)

Z Z (1 - 57’,8) (1 - 6t,u) COV(’I%TS, ntu)

r,s=1 tau=1
(r,8)#(a,a) (t,u)#(a,q)

a

= Z (1—94,,)Cov <nr5, Z ntu> = COV(Z Ty, Z ntu)

r,s=1 t,u=1 r,s=1 t,u=1

(r,s);ﬁ(a,a) t;ﬁu ’f‘-‘,és t;ﬁu

= Cov (n — Za:nrr,n — za:ntt> = Cov (Za: nr,ﬂ?z&:ntt>
r=1 t=1 r=1 t=1
= Z Z Cov (nypr,ngt) -

r=1 t=1
Fiir die Summe der Ausdriicke aus den Zeilen (5.19) und (5.20) gilt (ohne Nenner)

a3 ST (= pa) (1= 8t) Covlngs, ney)

r,s=1 t,u=1

(r,s)#(a,a) (tu)#(a,a)

a—1 a a
:4772 (pr — pa) Cov <Z Mg, Z ntu)
r=1 s=1

t,u=1

(t,u)#(a,a)

a—1 a
=4m Z (pr - pa) Cov (nra n-— Z ntt)
r=1 t=1
a—1 a a—1 a
=47 ZPTCOV (nr, n— Z ntt> — 47p,Cov (Z Ny, N — Z ntt>
t=1 r=1

r=1 t=1

a—1 a a
=47 ZpTCOV (nr, n— Zntt> — 47p,Cov (n — Ng, N — Z ntt>

r=1 t=1 t=1

a a

=47 ZpTCov (nr, n— Z ntt>

r=1 t=1

a a
=—Adr Z ZpTCOV (ny, nyt) -
r=1t=1
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Fiir den Ausdruck aus der Zeile (5.21) folgt entsprechend (ohne Nenner)

472 Z Z (pr - pa) (pt - pa) COV(nrs; ntu)

r,s=1 t,u=1
(r,8)#(a,a) (tu)#(a,a)
= 472 Z Z Dr (pt - pa) COV(nTa ntu)
r=1 tu=1
(tu)#(a,a)

= 472 Z ZprptCov(nr, ng).

r=1 t=1

Damit folgt direkt die Aussage von Lemma 5.13:

Var <ﬁ(u)) - Ea: i: Cov(ngp, ny) — dwp,Cov(ng, ny) +247r2prptCov(nr, nt)'
r=1 t=1 n2 (1 _ Zﬁ)
k
L]

Bemerkung 5.14. In der Approximation (5.15) von Var (fr(“)) aus Lemma 5.13 ist der

vordere Summand
a

“ Cov(nyr, ny
»> ( )

2
r=1 t= 2 pQ

gerade die Varianz des Schiitzers

A(l) o n—- Z Ny
(1 - kak)

aus Kapitel 4.2, dessen Unterschied zum Schiitzer #(*) darin besteht, dass bei #(1) im
Nenner fiir alle £ € S der wahre Wert p;, und nicht der Schéitzer pj steht. Da der Nenner
von #(1) konstant ist, lisst sich die Varianz von #(1) berechnen durch

Var (#0 Var (n _ Zr n”“) Cov (Z Ty, Zt ntt Cov(nypr, nyt)
( ) "2(1—21’%)2 n? (1 =32, p}) ZT:ZnQ (1= k)

Somit geben in der Approximation (5.15) von Var (fr(“)) aus Lemma 5.13 die beiden
hinteren Summanden

za: i —4mp,Cov(n,, ng) + 4m2ppCov(n,, ny)
2
r=1 t=1 n2 <1 _ sz>
k

die Anderung der Variabilitit an, die dadurch entsteht, dass beim Schétzer 7 im
Nenner durch pj geschitzte Werte fiir p; stehen.
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Im Folgenden wird der Beweis zu Proposition 5.12 gefiihrt, indem in die Approximation
(5.15) von Var (fr(“)) aus Lemma 5.13 die Formeln fiir die Kovarianzen aus den Kapiteln
5.2.1 und 5.2.2 eingesetzt werden.

Beweis (Proposition 5.12). Nach Lemma 5.13 gilt

(I (I (111)

a

Var (ﬁ-(’@) ~ Z Za: Cov(nyy, nyt) —4mp,Cov(ng, ny) —1—247r2p7qptCov(nr, nt). (5.22)
r=1t=1 n2 <1 _ Zp%)
k

Es werden nun die Formeln fiir die Kovarianzen aus den Kapiteln 5.2.1 (Gleichung (5.13)
in Beispiel 5.5) und 5.2.2 (Proposition 5.6) in die obige Approximation eingesetzt. Diese
Formeln lauten im Kontext des SMI-Modells

2—m

Cov(ng,nt) =n ( - Dr(6r —pt)> +0(1) (5.23)

und
COV(”T’S? ntu)
24w 1
=n 5rs,tuprprs - Tprprsptptu + ;(5s,tprprspsu + 6u,rptptupus) + 0(1) (524)
Fiir alle r,t € S folgt aus der letzten Gleichung direkt

Cov(ny, net)

a
= Z Cov(nys, nyt)
s=1

a

247 1

= Z n <5rs7ttprprs - . DrPrsPtP1t + ;(537tprp7"spst + 6t,rptpttpts)> + O(l)
s=1

247
T

1
=n <5r,tp7"prr - DrDePit + ;(prprtptt + 6t,rprprr)> +0(1)

1+7 24w 1

=n (&,t PP =~ —DrPePu + ;pr(ﬂpt +0r4(1 — W))ptt> +O(1)
2 2

=n | 8t =DrPrr — —PrPepu | + O(1)
T e

2
:?nprptt (6rt —pt) + O(1). (5.25)

Fiir den Term unter (II) in der Approximation (5.22) ergibt sich aus Gleichung (5.25)
somit
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_4r Z Zp,,Cov(nr, Nt)
r t
=—8n Z szptt (0 —pt) + O(1)
r t

Y (prr - Etjptptt) +o()

:—Sn;pg (wpr+1wzt:pt(7rpt+17r)> +0(1)

=—8n> p} (ﬂpr - (ﬂ Z;ﬁ) +(1-m)—(1-m) Z:pt) +0()
=8y p? (pr - Zp?) +0(1). (5.26)

Der Term unter (III) in der Approximation (5.22) ldsst sich mit Gleichung (5.23) schrei-
ben als

4’ Z ZprptCov(nr, ny) =42 —m)mn Z prpt (0rt —pt) + O(1)
r t r t

=4(2-m)mn Y _p} (pr - pr) +0(1). (5.27)

In der Summe ergeben die Terme unter (II) und (III) in der Approximation (5.22) gemif
den Gleichungen (5.26) und (5.27) also

— 47 Z ZprCov(nr, ny) + 472 Z ZprptCov(nr, n)
T t T t
=—8m Y p’ (pr - Zzﬁ) +4(2—m)mn Yy p} (pr - Zzﬁ) +0(1)
r t r t
=— 47r2n2p,% (pT - Zp?) + O(1). (5.28)
T t

Es fehlt noch die Rechnung fiir den Term unter (I) in der Approximation (5.22). Hier
lasst sich Gleichung (5.24) einsetzen und man erhilt
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Z Z Cov(npy, i)
r t

2+ 1
=ny 3 (5rr,ttprprr - PrperPepee + — (0riprpfy + 5r7tprpfr)> +0(1)
r t

s

2 2+
:nzzprprr <5r,t (1 + ﬂ_prr) - T ptPtt) + O(l)
r t
mp,+1—m 2+
:nzprprr ((1 +2 P - ) - - Zpt(ﬂ'pt‘i‘ 1 —7T)> +O(1)
r t

:nszprr <2pr_1+ 2 MM—(2+W)ZP?> +O(1)
t

s s
r

=nY pe(rp, +1—7) <2pr+7r(2+ﬂ)zpf> +0(1). (5.29)

Die letzte Zeile lasst sich durch Ausmultiplizieren vereinfachen zu

anr(wpr-i-l—ﬂ') <2pr+ﬂ'— (2+7T)Zp?> +0(1)

r

=n <Zpg (2pr7r+ (2 +7T)7T2pf>
+> pr(1—7) <2pr+7r— (2+7r)zp?>> +0(1)

t

=n <Zp? <2pr7r+7r2—(2+77)7rz:pf—|—2(1—7r)>

t

+(1—7) <7T—(2—F7T)Zp,%>> +0(1)
=n <(1—7r)7r+2p,% (2%2—7r+2pr7r— (2+7r)7r2pf)) + O(1).

t

Aus Gleichung (5.29) wird dann

Z Z Cov(nyr, nyt)
r t

=n <(1 —m)m+ Zp,% (2#2 — 7+ 2p,m — 2+ )7 pr)) + O(1). (5.30)

t
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Setzt man die Gleichungen (5.30) und (5.28) in die Approximation (5.15) ein, folgt

Var(fr(“)) < i i Cov (N, nyt) — dmpyCov(ng, ny) + 472 p,peCov(n,, ny)

2
r=1t=1 n2 (1 — sz>

k

n ((1 —m)m+ > p? <27T2 — 7+ 2pm— (24 W)”Zﬁ))
r t
= P)
n2 <1 — Zp%)
k
Am’n Y py (pr - Zzﬁ)
r t

(o)

(1 —7)m+ > p? (2772 — 7+ (2m — 4n?)p, + (372 — 2m) Zp,?) )
- 5 : +0(n 7).
n<1—2p,2€>
k

Damit ist Proposition 5.12 bewiesen.

+ 0 (n_Q)

5.3.2 Einfluss der Parameter des SMI-Modells auf die Varianz von #(%)

In diesem Kapitel wird der Einfluss der Parameter pq, ..., p, und 7w des SMI-Modells auf
die Varianz von #(*) gem&B der Formel

—m2 + 7+ p? (2772 — 7+ (=472 + 27)p, + (372 — 2m) Zp%)
r t

(%)

von Proposition 5.12 untersucht, wobei die Varianz von #(*) mit der rechten Seite gleich-
gesetzt wird und der asymptotisch vernachlissigbare Term O(n~2) nicht beriicksichtigt

+0(n™?)

Var (fr(“)) R

wird.

Es wird also

—m2+ 7+ p? (2772 — 7+ (=472 + 2m)p, + (372 — 27) Zp?)
T

T

f(m,p1,. . pa) ==

als Nédherung fiir Var (fr(“)) betrachtet.
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Fiir @ > 1 lasst sich 0.B.d.A. p, ersetzen durch 1 — Zg;ll ps, sodass f nicht von p,
abhéngt. Daher wird von nun an f(m,p1,...,pe—1) anstelle von f(m,p1,...,ps) geschrie-
ben. Sollte in Ausnahmefillen doch der Parameter p, verwendet werden, ist dieser je
nach Kontext als p, oder 1 — Zg;% ps Zu lesen.

Werden zudem ein oder mehrere Parameter fest gewéhlt, werden im weiteren Verlauf des
Kapitels auch diese in der Regel aus dem Parameter-Vektor (7, p1, ..., pq—1) gestrichen,
um zu verdeutlichen, von welchen variablen Gréflen f in diesem Fall abhingt.

Begonnen wird bei der Untersuchung mit dem Fall @ = 2, bei dem nur die Parameter m
und 0.B.d.A. p; frei wahlbar sind, da ps = 1 — py ist. Anschlielend wird der Fall a = 3
behandelt, gefolgt vom Fall ¢ = 4 , der fiir die in dieser Arbeit untersuchten Daten
zutrifft (S = {A, B,C, D}, also |S| = 4).

In allen Fillen wird die Varianz von #(*) mithilfe von f insbesondere auf die folgenden
Punkte hin untersucht:

(a) Form des Graphen von f fiir beliebige p1,...,p, und T,
(b) Werte fur p1, ..., pq, fiir die f(p1,...,pq) minimal bzw. maximal wird fiir festes 7,

(¢c) Werte fiir 7, fir die f(7) minimal bzw. maximal wird fiir feste p1,...,pa.

Zum Schluss dieses Kapitels werden die fiir a € {2, 3,4} und teilweise fiir beliebige a > 1
gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst.

In allen folgenden Abbildungen von Graphen von f wird n = 1 gesetzt. Um die in den
Abbildungen abzulesenden Funktionswerte von f auf beliebige n € N zu iibertragen,
miissen diese Funktionswerte mit 1/n multipliziert werden.

(3

von f den Wert 0 annimmt, wenn pp = 1 ist fir ein k£ € {1,...,a}, wird in diesem
Kapitel stets

Da der Nenner

pl?"'vpa<1

angenommen, auch fiir den Ausdruck pg 7 1.

Der Fall ¢ =2
Zunichst wird f in Abhéngigkeit von p; fiir festes m betrachtet. Abbildung 5.2 zeigt
Graphen von f(p;) fiir verschiedene feste Werte von 7.

Die Graphen sind symmetrisch mit Spiegelachse bei p; = 0.5, da f fiir p; und 1 — py
stets dieselben Werte annimmt bei festem 7.

Fiir # =0 ist f(p1) =0, da in jedem Summanden des Zéhlers von f der Faktor 7 steckt
und pi1,p2 < 1 sind. Diese Aussage besitzt Giiltigkeit fiir alle a > 1.
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f(p,) fur verschiedene Werte von 1t

=0 m=0.01 nm=0.1 m=0.2
o 7] o 7] o 7] o 7]
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— — — —
o o u o o
o T T T o T T T o T T T o T T T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
m=0.3 n=0.4 m=0.5 m=0.6
Q: Q: \\\"/// . \\\‘./// . \\\\,,//
[aV) o~ [aV) N
~— — - - -
—
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Abbildung 5.2: Graphen von f(p;) auf [0.01,0.99] fiir verschiedene feste Werte von .

Die Graphen fiir festes 7 > 0 haben die Form eines breiten Tals mit steilen Seitenwénden.
An den Réndern des Definitionsbereichs von f gilt dann

li = I = o0.
pf%f(pl) ml%f(m) 00

Je ndher sich m am Bereich von ca. 0.4 bis 0.6 befindet, desto schmaler wird das Tal.

Aus Symmetriegriinden nimmt f(p;) fiir festes 7 > 0 ein Extremum an, wenn p; = 0.5
ist. Genauer sind die partiellen Ableitungen von f(p1,p2) nach p; und ps im Lagrange-
Ansatz (siehe z. B. Forster, 2006) gleich und ihre Formeln unterscheiden sich nur durch
Vertauschen der Bezeichnungen p; und ps. Somit ist eine Losung des Gleichungssystems
fiir p; und ps beim Lagrange-Ansatz gerade gegeben, wenn p; = po gilt.

Bemerkung 5.15. Sei a > 1 beliebig. Dann folgt wiederum aus Symmetriegriinden
(bzw. iiber den Lagrange-Ansatz), dass f(pi,...,pe—1) €in Extremum annimmt an der
Stelle

1
p= = pai(=pa) =,

Die Graphen aus Abbildung 5.2 legen nahe, dass es sich fiir a = 2 bei dem Extremum
in p; = 0.5 um ein globales Minimum handelt.
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Der Funktionswert von f(m,p1) an der Stelle p; = 0.5 ldsst sich berechnen durch

(2 —7)

f(m,0.5) =

und ist umso grofler, je grofer 7 ist. Dass f(m,0.5) monoton wachsend ist in 7, kann
man auch in Abbildung 5.2 beobachten.

f() fiir verschiedene Werte von p,

p1=0.01 p1:0.1 p1:0.2
n o o
T ™ ™ ]
o o
| S\ S\
— S ] < |
— —
o i, i,
o _] o _]
T T T T T T °q T T T T T °q T T T T T
/E 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
= p.=0.3 p:=0.4 p:=0.5
o o o
™ 7 o 7] o 7]
o o o
S T T
o | < | o |
— - —
) /_\ ) / i /
o o o

Abbildung 5.3: Graphen von f(w) auf [0.01,0.99] fiir verschiedene feste Werte von p;.
Zu beachten ist, dass fiir p; = 0.01 die y-Achse den Bereich von 0 bis
25 abdeckt, wiahrend die y-Achsen fiir die anderen Werte von p; jeweils
den Bereich von 0 bis 3 abdecken. Fiir p; > 0.5 ergeben sich die gleichen
Graphen wie fiir 1 — p;.

Halt man p; fest und lédsst 7 variabel, so beobachtet man parabel-formige Graphen fiir
f(m), wie in Abbildung 5.3 zu sehen ist fiir verschiedene feste Werte von py.

Wegen f(m,p1) = f(0,p1) = 0 fiir 7 = 0 startet der Graph von f(7) in 0 fiir alle festen
0 < p1 < 1. Je ndher der feste Wert von p; bei 0.5 liegt, desto flacher wird die Parabel
und desto weiter rechts liegt der Scheitelpunkt. Fiir p; \, 0 bzw. p; " 1 befindet sich
der Scheitelpunkt bei 7\, 0.5, fiir p; = 0.5 befindet er sich bei 7 = 1.
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Bemerkung 5.16. Das 7, fiir das f(7) maximal wird bei festem p;, ldsst sich formal
bestimmen durch partielles Ableiten von f(m,p;) nach = und Nullsetzen der Ableitung.
Fiir allgemeines a € N gilt

8f(777p17 LIRS 7pa—1) . —27 + 1 + er?" (47T -1 + (_87T+ 2)pT’ + (67T - 2) thg)

o n(l— kaz)Q

Unter der Voraussetzung p1,...,p, < 1 wird der Ausdruck 0 fiir

—1+3, 02 (1—2p, +25,p7)

Tmax(P1s - -y Pa—1) = Tmax =
ma; ( 1 a 1) ma; _2+erg (4—8pr+62tp%)
L e (S 2 = 3, p7)
2 1+, 2 (24 +32,07) )
wobei r und t fiir alle Summen 1, ..., a durchlaufen.

Fiir den Fall a = 2 ist mpax(p1) in Abhéngigkeit von p; als griine Kurve eingetragen in
Abbildung 5.4, in der zudem die Funktion f(m,p;) als Konturplot dargestellt wird. In
dieser Abbildung sieht man die Giiltigkeit von

0.5 < Tmax(p1) <1 Vp €(0,1).

f(T[, pl) mit nmax(pl)

Abbildung 5.4: Konturplot von f(m,p1) mit eingezeichnetem Graphen von mymax(p1)
(griin). Konturlinien sind fiir den Bereich von 0.1 bis 2.5 in 0.1-Schritten
eingetragen. Die grauen Linien an den Seiten begrenzen den Definitions-
bereich von f.
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Der Fall a =3

Wieder werde zuniichst 7 fest gewédhlt und dabei sei 7 > 0 (fiir 7 = 0 ist f = 0 fiir
p1,p2,p3 € (0,1)). Es wird nun f in Abhéngigkeit von p; und py untersucht, wobei
p3=1—p1 —p2 gilt.

In Abbildung 5.5 ist auf der linken Seite als Beispiel der Konturplot von f(p1,pe) fiir
m = 0.5 gegeben.

f(pl, pz) fur t=0.5 (1 _ Z pi)—Z
3 o
— S
S NN
g_ g_/-3\
= s
S N
© o
N N .
o | S -
I

S Q g 2 © 7}
o 5 1 I I I I S : : | | -

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0

P1 0,

Abbildung 5.5: Konturplot von f(pi,p2) fiir # = 0.5 (links) und von (1 — kaz)_2

(rechts).

Die grundlegende Form des Graphen von f(p1,p2) lédsst sich, wie auch schon im Fall
a = 2, fiir 7 > 0 beschreiben als Tal, wobei das Tal nun dreidimensional ist. Die Tal-
Form des Graphen von f(p1,p2) wird im Wesentlichen vom Faktor

1
n (1= pi)Q

bestimmt, der von 7 unabhéngig ist und dessen Graph in Abbildung 5.5 auf der rechten
Seite zu sehen ist. Lediglich die Richtung der Ausdehnung und die Tiefe des Tals werden
durch den Zéhler von f beeinflusst.

So dehnt sich das Tal fur kleine 7 stérker in Richtung der Punkte (0.5,0.5), (0,0.5) und
(0.5,0) aus, wiahrend sich das Tal fiir grole 7 stérker in Richtung der Punkte (1,0), (0,1)
und (0,0) ausdehnt. Dies ldsst sich erkennen beim Vergleich von Konturplots fiir f und
Konturplots fiir den Zahler von f, die fiir verschiedene Werte von 7 in Abbildung 5.6
gezeigt werden.

Der Term .

n (1 - kai)Q
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f(py, p,) fiir verschiedene Werte von 1t
m=0.01 m=0.33 m=0.67
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Abbildung 5.6: Konturplot von f(pi1,p2) (oben) und vom Zihler von f(pi,p2) (unten)
fiir verschiedene Werte von 7.

nimmt sein Minimum an, wenn ), pz sein Minimum annimmt. Die partielle Ableitung
von ), pi nach p, lautet 2p, fiir alle r, sodass nach dem Lagrange-Ansatz ein Extremum
angenommen wird, wenn p, = p;, gilt fiir alle r, s € {1, 2,3}, d.h. wenn

1

plzpzzpszg

ist. Da auf der Diagonalen der Hesse-Matrix in jeder Zeile eine 2 eingetragen ist und alle
Eintrage auflerhalb der Diagonalen 0 sind, ist die Hesse-Matrix positiv definit und somit
ist das Extremum ein Minimum. Zusammenfassend wird

v

n (1=, pi)Q
minimal fiir p; = p2 = p3 = %
Bemerkung 5.17. Die Bestimmung der Minimalstelle von

1
n (1 - kai)Q
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ldsst sich verallgemeinern fiir beliebige @ > 1. Analog zur obigen Argumentation folgt,
dass das Minimum angenommen wird fiir

pr=-=pa=-.
a
Wie in Bemerkung 5.15 beschrieben, lisst sich aus Symmetriegriinden feststellen, dass

durch
1

p1=P2=P3=§

eine Extremalstelle von f(p1,p2) beschrieben wird. Die berechneten Werte legen, wie
im Fall a = 2, auch im Fall a = 3 nahe, dass in dieser Stelle ein globales Minimum
angenommen wird.

Der Wert von 7, fiir den f(7) maximal wird bei gegebenem (p1,p2), ldsst sich mit der
Formel fiir myax aus Bemerkung 5.16 bestimmen. Der Konturplot von myax(p1, p2) ist in
Abbildung 5.7 auf der linken Seite gegeben. Auf der rechten Seite zeigt Abbildung 5.7
Graphen von Tpax(P1) = Tmax(P1, p2) fiir verschiedene feste Werte von po.

Die fiir den Konturplot berechneten Werte von myax(p1,p2), also mit
p1,p2 € {0.01,0.02,,...,0.99},

liegen im Intervall [0.506,0.956]. Die kleinsten Werte werden angenommen fiir p, 1
fir ein r € {1,2,3}, die grofiten Werte werden angenommen fiir p, = ps 7 0.5 fiir
r,s € {1,2,3} mit r # s.

Thnax(P1, P2) p,=0.01 p,=0.2
[ [
/\O /\o
& A s
3~ 3~
257 25170
0 _| 0 _|
© TT T T T 1 © TT T T T 1
0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8
P1 P1
p>=0.33 p>=0.66
[e)] [e)]
S S
A |\ <.
£ S £ S
; n _| n _|
T © T T T T T 1 © T T T T T 1
1.0 0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8
P1 P1

Abbildung 5.7: Konturplot von 7yax(p1,p2) (links) mit Querschnitten fiir verschiedene
Werte von py (rechts).
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Der Fall a =4
Betrachtet man die Konturplots von f(pe,ps) fiir verschiedene feste Werte von p; und
m, wie in Abbildung 5.8, so stellt man fest, dass jeweils die Talférmigkeit der Graphen
erhalten bleibt.

f(po, ps) fur verschiedene Werte von p; und 1t
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Abbildung 5.8: Konturplot von f(p2,ps3) fiir verschiedene Werte von p; (pro Zeile) und
von 7 (pro Spalte).

Der maximale Wert, den p2, p3 und py fiir gegebenes p; annehmen kénnen, ist 1 — p;.
Eine Extremalstelle von f(p2,p3) befindet sich dann aus Symmetriegriinden im Punkt
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mit

Die fiir die Konturplots berechneten Funktionswerte deuten darauf hin, dass es sich bei
der Extremalstelle jeweils um eine globale Minimalstelle handelt fiir ein festes p;.
Fiir jedes m € {0.25,0.50,0.75,1.00} ist der geringste Funktionswert von f im jeweiligen
Konturplot fiir den Fall p; = 0.25 zu finden, und zwar an der Stelle
1

P1=Pp2=DP3 =Ps= 1
Zusammenfassung der Beobachtungen
Fir 7 =0ist f =0 fiir alle p1,...,p, € [0,1) mit Y p, = 1.

Ist 7 > 0 gegeben, hat der Graph von f(pi,...,ps—1) die Form eines a-dimensionalen
Tals. Die Tal-Form wird durch den Faktor
1
n (1= pi)2
herbeigefiihrt (unabhéngig von 7). Die Richtung der Ausdehnung des Tals wird durch
den Zihler von f(p1,...,pa—1) bestimmt in Abhéngigkeit von 7.

Dariiber hinaus nimmt der Faktor
1

n (1 - kai)Q

sein globales Minimum an fiir

1
pr= Vre{l,...,a}.

Die Funktion f(pi,...,pe—1) nimmt ein Extremum an fiir
1
pr=- Vred{l,...,a}.
Die fiir a = 2, 3, 4 berechneten Werte lassen darauf schlielen, dass es sich um ein globales
Minimum handelt.

Sind neben 7 auch py,...,p; fest gegeben, wird von f(pi+1,...,Pa—1) aus Symmetrie-
griinden ein Extremum angenommen fiir
1 - Zi:l Dr
Pe+1 = =Pa = Ta—t

Die fiir a = 2, 3,4 berechneten Werte lassen darauf schlieflen, dass es sich in den meisten
Fallen um ein globales Minimum handelt auf dem eingeschrankten Definitionsbereich
von f.

Fiir feste py, . .., pg ldsst sich der Wert mpax von 7, fiir den f(7) maximal wird, berechnen
mithilfe der Formel aus Bemerkung 5.16. Die fiir a = 2,3 berechneten Werte fiir myax
lassen darauf schlieBen, dass mmax im Intervall [0.5, 1] liegt.
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6 Uberpriifung des SMI-Modells

Nachdem die Modell-Schiitzer pi,...,p, und # = 79 fiir die Anpassung des SMI-Mo-
dells an die gegebenen Daten in Kapitel 4 entwickelt worden sind, stellt sich nun die
Frage, ob sich die Daten durch das SMI-Modell beschreiben lassen oder sich die Daten
signifikant vom SMI-Modell unterscheiden.

Um fiir einen Probanden J zu einem festen Schlafstadium Z die jeweilige Anpassungsgiite
des SMI-Modells zu untersuchen, wird in Kapitel 6.1 ein Anpassungstest angewendet, der
sich an Pearsons y2-Anpassungstest orientiert. Die zugehorigen p-Werte werden dabei
durch Simulationen von Markov-Ketten geméfl dem SMI-Modell und die daraus resul-
tierenden empirischen Verteilungsfunktionen der y2-Statistiken bestimmt.

Es wird sich zeigen, dass auf einem Signifikanz-Niveau von 5% fiir weit mehr als die
Halfte aller Paare (J,Z) die Nullhypothese verworfen wird, dass die gegebenen Daten

(ng’z))m einer Markov-Kette der Linge n(/%) + 1 entstammen, die die Bedingungen
des SMI-Modells erfiillt.

Aus diesem Grund wird in Kapitel 6.2 untersucht, inwiefern das SMI-Modell von den
gegebenen Daten abweicht. Dazu wird die Eigenschaft ausgenutzt, dass im SMI-Modell
mit Wahrscheinlichkeit 7 bei einem Ubergang von Xj zu Xgyp in der Markov-Kette
(Xi)ien, mindestens ein Intervallwechsel im Hintergrundmodell stattfindet unabhéngig
vom Ausgangszustand Xj. Fiir die geschitzten Parameter des SMI-Modells gilt
fr:pfszl_pfr Vr,seSr+#s.
Ps 1- Pr

Geht man davon aus, dass das SMI-Modell die Verteilung der gegebenen beobachteten

Daten (n&sj’z))rs beschreibt, dann kénnte man in den obigen Gleichungen den Schétzer

(

Prs durch den Schéatzer ﬁr? des vollen Modells ersetzen, ohne dass die daraus resultie-
renden Werte von

o
— bzw. —,
Ds 1—pr

die dann mit positiver Wahrscheinlichkeit verschieden sind fiir jedes Paar (r,s) bzw.
(r,r), zu stark von 7 abweichen.

Auch hier werden gemifi dem SMI-Modell simulierte Markov-Ketten betrachtet, um fiir
den Ubergang von r zu s bzw. von r zu r die typische Abweichung der obigen Briiche von
7 zu ermitteln. Durch den Vergleich der typischen Abweichung mit der tatsédchlichen, aus
den gegebenen Daten ermittelten Abweichung der entsprechenden Briiche von 7 lassen
sich Riickschliisse darauf ziehen, welche Ubergangswahrscheinlichkeiten p,s durch das
SMI-Modell nicht ausreichend erfasst werden und in welche Richtung das SMI-Modell

korrigiert werden miisste.
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Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten des SMI-Modells, bei denen pro Schlafstadium
die groBte Anzahl von Probanden signifikante Abweichungen von den geschitzten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten des vollen Modell zeigt, wird in Kapitel 6.3 der Versuch un-
ternommen, die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten durch eine um drei Pa-
rameter erweiterte Version des SMI-Modells (Modell 4) zu korrigieren.

6.1 Ein \2>-Anpassungstest fiir das SMI-Modell mithilfe von Simulation

In diesem Unterkapitel wird ein Anpassungstest beschrieben und durchgefiihrt, der sich
an Pearsons y?-Anpassungstest orientiert und mit dem fiir einen Probanden J und ein
Schlafstadium Z die folgende Nullhypothese getestet wird:

Nullhypothese HO(J’Z): Die beobachteten Ubergangshiufigkeiten (n&i’z))m sind so ver-

)

teilt wie die Ubergangshiufigkeiten einer Markov-Kette der Linge n(*%) 4+ 1 mit
Zustandsraum S = {A, B, C, D}, die die Bedingungen des SMI-Modells erfiillt.

In Kapitel 6.1.1 wird zuniichst ein kurzer Uberblick iiber die Entwicklung von x?2-
Anpassungstests fiir Markov-Ketten gegeben ausgehend von Pearsons y2-Anpassungs-
test. Die bei den y2-Anpassungstests betrachteten Test-Statistiken X2 sind jeweils asym-
ptotisch x?-verteilt. Werden bei der Berechnung von X? Parameter geschiitzt, beeinflusst
dies die Anzahl der Freiheitsgrade der y2-Verteilungen. Die Bestimmung der Anzahl der
Freiheitsgrade der jeweiligen y?-Verteilungen wird in diesem Kapitel ebenfalls themati-
siert.

Da, wie sich zeigen wird, bei der Verwendung der Schétzer pi,...,p, und 7 die An-
zahl der Freiheitsgrade nicht bekannt ist, werden die Verteilungen der Test-Statistiken
X(QJ 2) fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z beim Test der Nullhypothe-

se H(SJ’Z) mithilfe von durch Simulationen erzeugten empirischen Verteilungsfunktionen

approximiert. Die Beschreibung des genauen Vorgehens beim Testen von HSJ’Z) erfolgt
in Kapitel 6.1.2.

Die Ergebnisse der einzelnen Tests zu den Nullhypothesen HSJ’Z) werden in Kapitel
6.1.3 vorgestellt, ebenso wie die Ergebnisse der simultanen Tests der Nullhypothesen
aller Probanden in einem Schlafstadium Z.

Um zu iiberpriifen, dass durch das Testverfahren aus Kapitel 6.1.2 die Nullhypothesen
HSJ,Z)

Voraussetzung, dass HéJ’Z) richtig ist, werden in Kapitel 6.1.4 drei Datensétze

jeweils nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% abgelehnt werden unter der

(nifh) ., ke {1,2,3},
gemifl dem SMI-Modell mit zufilligen Parametern

pi o8 i pl™ und AR

98



erzeugt und anschliefend fiir diese die p-Werte zu den analogen Nullhypothesen Hék}
bestimmt. Daraufhin wird fiir diese p-Werte die Nullhypothese getestet, dass die p-Werte
uniform auf [0, 1] verteilt sind.

In Kapitel 6.1.5 werden mogliche Griinde dafiir erldutert, dass eine der Nullhypothesen

H (()J’Z) abgelehnt wird.

6.1.1 Mathematischer Hintergrund

Im Jahre 1900 wurde von Pearson der y?-Anpassungstest vorgestellt (Pearson, 1900).
Dieser Anpassungstest priift die Nullhypothese, dass die zuféllige Aufteilung (n1, ..., nk)
von n unabhéngigen Beobachtungen X7, ..., X, einer Zufallsvariablen auf k verschiede-
nen Kategorien zu einer Verteilung F{ konsistent ist.

Fiir die Anzahl n; der Beobachtungen, die in Kategorie ¢ fallen, mit Zle n; = n, wird
die x2-Statistik beschrieben durch

2=y (ns — Eo [n3])?

= Eoln]

wobei mit Eg [n;] die unter der Nullhypothese erwartete Anzahl von Beobachtungen der
Kategorie i bezeichnet werde. Die Teststatistik X2 ist unter der Nullhypothese asymp-
totisch x?(k — 1)-verteilt. Die Nullhypothese wird auf einem Signifikanzniveau von «
verworfen, wenn X2 groBer ist als das (1 — «)-Quantil der x?(k — 1)-Verteilung (siehe
z. B. Wasserman, 2004).

Méchte man dieses Testverfahren auf eine endliche Markov-Kette (X;);cqo,... ) mit endli-
chem Zustandsraum S iibertragen, kann man alle geordneten Paare von Zusténden (r, s)
als Kategorien auffassen, auf die sich die Paare (X;_1, X;) aufteilen, i € {1,...,n}. Ist
|S| = a, gibt es also a? Kategorien.

Waéhrend jedoch beim von Pearson behandelten Fall die Beobachtungen unabhingig
voneinander sind, héngen die nun betrachteten ((Xi-1,X:))ief1,....ny voneinander ab.
Auflerdem ist es etwa fiir reduzible Markov-Ketten (X;);en, moglich, dass ein Zustand r
angenommen wird, von dem aus sich ein Zustand s nicht mit positiver Wahrscheinlichkeit
in endlichen vielen Schritten erreichen lasst.

Dieser beiden Probleme hat sich Bartlett im Jahr 1951 angenommen und Vorausset-
zungen an die Markov-Kette angegeben, unter denen sich der y2-Anpassungstest auf
Markov-Ketten iibertragen lésst (Bartlett, 1951):

Satz 6.1. Sei X eine Markov-Kette der Ldinge n + 1 mit endlichem Zustandsraum
S = {1,...,a} und Ubergangsmatric P = (ps)rs. Fiir alle r,s € S sei n, die Auf-
trittshiufigkeit des Zustandes r in X und n,s die Ubergangshiufigkeit vom Zustand r
zum Zustand s in X. Ist die Markov-Kette reguldr, d.h. es existiert ein m € N, sodass
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samtliche Eintrdge von P™ grifler 0 sind, dann ist

XQ _ i (nrs - nrprs>2

n
Sy rPrs

asymptotisch x?-verteilt mit c — a Freiheitsgraden, wobei ¢ die Anzahl der Eintrige in P
ist, die > 0 sind. Sind alle p,s > 0, impliziert das also a®> — a Freiheitsgrade.

Beweisskizze. Tm Wesentlichen muss gezeigt werden, dass die Ubergangshaufigkeiten n,.
asymptotisch normalverteilt sind. Genauer gilt (nach Billingsley, 1961):

((nrs - nrprs)/\/a)r,ses nﬂf N(O, E)

mit Kovarianzmatrix ¥ gegeben durch

er,tu = 6r,t(5s,uprs - prspru)-

Sei r € S fest gewéhlt und ¢, := |{s € S : p,s > 0}|. Dann folgt, dass

2 - (nrs - nrprs>2
Ay e

nr p’f‘
s=1 S

asymptotisch y2-verteilt ist mit ¢, — 1 Freiheitsgraden.

Da die Statistiken X2, ..., X2 asymptotisch unabhingig sind, ist

x? = Za:;vf =
r=1

a

Z (nrs - nrprs)z

n
rs—=1 rDrs

asymptotisch x2-verteilt mit > ¢_, (¢, — 1) = ¢ — a Freiheitsgraden, wobei ¢ = > ¢_, ¢,
ist. O

Bemerkung 6.2. Wegen der asymptotischen Betrachtung in Satz 6.1 kann die Start-
verteilung der Markov-Kette X beliebig gewéhlt werden.

Mit Satz 6.1 lisst sich die Nullhypothese untersuchen, dass die Ubergangsmatrix der
Markov-Kette (Xi)ie{o,...,n}a die den Ubergangshaufigkeiten n, zugrunde liegt, die Form
P = (prs)rses hat. Die entsprechende Teststatistik ist dann

XQ _ Z (nrs - n?’prs)2 ‘

n
r.seS rPrs

x2-Anpassungstest mit geschitzten Parametern

Da die Werte von p,s nicht bekannt sind, miissen sie fiir das SMI-Modell geschétzt
werden. Es ist dann zu klédren, ob und wie sich das Schitzen von Parametern auf die
asymptotische Verteilung von X2 auswirkt.
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Der folgende Satz, der eine Adaption eines Satzes von Cramér (1946) an den vorliegenden
Markov-Ketten-Fall mit Zustandsraum S = {1,...,a} ist und urspriinglich auf Fisher
(1924) zuriickgeht, nennt Voraussetzungen, unter denen die asymptotische Verteilung
von X2 bekannt ist.

Satz 6.3. Scien die Ubergangswahrschez’nlichkeiten Prs = prs(¥) > 0 Funktionep m
Abhdingigkeit eines d-dimensionalen Parametervektors 9 = (91, ...,9%4), der durch 9 ge-
schdtzt werde. Dann ist

X2 — Z (nrs - nTprs(&))Z

~

r,s€S Ny Prs (19)

~

asymptotisch x2-verteilt mit a®> — a — d Freiheitsgraden, falls die Schitzer 1§1, .o
asymptotisch normalverteilt und effizient sind.

Dabei heifit ein Schitzer 9 effizient, wenn er erwartungstreu ist und Var(d) = I(9)~!
gilt mit der Fisher-Information I(¢) von ¥ (siehe z. B. Held, 2008).

Bemerkung 6.4. Unter bestimmten Regularitéitsvoraussetzungen, die von Billingsley

(1961) fiir den betrachteten Markov-Ketten-Fall gegeben werden, ldsst sich die Formel

a®? — a — d fiir die Freiheitsgrade beispielsweise fiir den ML-Schétzer von 1 anwenden.

Die zu berechnende Teststatistik X2 hat fiir das SMI-Modell die Form

X2 = Z w (6.1)

b
rseS rPrs

mit Prs = #Ps + Ops(1 — 7).

Die Schétzer p,s hingen per Definition in Kapitel 4.4 von a Parametern ab, ndmlich von
7 und 0.B.d.A. von pq,...,Pe_1 mit p, = 1— Z#a Pr. Der Satz 6.3 lasst sich hier jedoch
nicht anwenden, da nicht bekannt ist, ob die Modell-Schétzer p1,...,p, und 7 effizient
sind.

Um trotzdem Aussagen iiber die Verteilung von X2 treffen zu kénnen, wird im folgenden
Abschnitt die empirische Verteilungsfunktion von X2 durch Simulation bestimmt.

6.1.2 Beschreibung der Durchfiihrung des Anpassungstests

In diesem Abschnitt wird die X2-Statistik aus Gleichung (6.1) fiir jeden Probanden .J und
jedes Schlafstadium Z aus den gegebenen Daten berechnet, um die Anpassungsgiite des
SMI-Modells zu untersuchen. Da die (asymptotische) Verteilung von X2 nicht bekannt
ist, wird die empirische Verteilungsfunktion von X2 mittels Simulation ermittelt.

Dazu werden die Ubergangshiufigkeiten n,., fiir 10000 Markov-Ketten der Linge n + 1
geméifl der Verteilung simuliert, die durch das SMI-Modell mit den Parametern

ﬁlaﬁ27ﬁ3a]§4 und 7
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gegeben ist (py = 1 — p1 — p2 — p3). Dabei werden die benétigten Schiitzer aus den Daten
berechnet nach den Formeln aus Kapitel 4.

Um die Variablen zu kennzeichnen, die zu den verschiedenen simulierten Markov-Ketten
gehoren, wird der Index [i] fiir die i-te simulierte Markov-Kette verwendet.

Es wird nun der genaue Vorgang fiir den Anpassungstest durch Simulation beschrieben

fiir einen Probanden J im Schlafstadium Z.

Gegeben sind die Daten n,.s = ng’z) fiir alle r,s € S = {1,2,3,4}.

1. Berechne n = Zmes nps und ng = Y gy fiir alle t € S.

2. Berechne die Schitzer py,po,ps3, ps gemiB Gleichung (4.1) und # = #(9) gemiB
Gleichung (4.2) aus den n,;.

3. Berechne die geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten p,s = #ps + ,5(1 — 7).
4. Berechne X(2J7 7 =X 2 gem#fl Gleichung (6.1).

5. Simuliere 10000 Markov-Ketten X1:(12) — xlil — (X([f], . ,X,[f]) der Liinge n+1

mit Startverteilung (p1, p2, P3,p4) und Ubergangsmatrix P= (Prs)r,scs und fithre
die Schritte 6 bis 9 fiir jedes X[/ aus, i = 1,...,10000.

6. Bestimme n% = nﬂ’(‘]’z) und nw fiir alle r,s € S.

7. Berechne die Schétzer ﬁ[li ], ﬁ[;], ﬁg}, ﬁz] und 7 aus den n[ﬁl

8. Berechne die Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁﬂ = ﬁ[i]ﬁ[sﬂ + 6, 5(1 — iy,

, N2
2 ) (nﬂ - nk}ﬁq[}l)
9. Berechne &5 ;) = &p = Z [i]

Ald]
r,s€S Nr Prs

10. Bestimme aus der empirischen Verteilung von (X[%O den empirischen
i€{1,...,10000}
p-Wert durch

. {i € {1,...,10000} : X7 > X?}|
P 10000 '
(J,Z). 1 - .. . (J,2) .
Nullhypothese H;”"’: Die beobachteten Ubergangshiufigkeiten (n,«s )Ts sind so ver-

)

teilt wie die Ubergangshiufigkeiten einer Markov-Kette der Linge n(*%) + 1 mit
Zustandsraum S = {A, B, C, D}, die die Bedingungen des SMI-Modells erfiillt.

Grofle Werte von X(zJ 2) sprechen dafiir, dass die beobachteten Ubergangshiufigkeiten

zumindest teilweise stark von den durch das SMI-Modell erwarteten Ubergangshiufig-
keiten abweichen. Die Nullhypothese HSJ’Z) wird auf einem Signifikanzniveau von «
abgelehnt, wenn weniger als .- 100% der simulierten X[%] (J.2) grofler sind als X(QJ Z) d.h.

wenn der p-Wert p(/4) < « ist.
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6.1.3 Ergebnisse des Anpassungstests bei Anwendung auf die gegebenen Daten

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des Anpassungstests bei einem Signifikanzni-
veau von 5% vorgestellt. Der Anpassungstest wurde entsprechend dem in Kapitel 6.1.2
beschriebenen Vorgehen auf die gegebenen Daten angewendet fiir jeden Probanden J
und jedes Schlafstadium Z.

Einzelne Tests
Um eine Vorstellung von der Gréfle und Verteilung der errechneten X(QJ 2) und X(QJ 2),(i]
zu bekommen, werden zunéchst die Probanden 2 und 5 betrachtet, die schon in den

Kapiteln 3.1 und 4.5 fiir Beispiele herangezogen wurden.

In Abbildung 6.1 werden die Ergebnisse fiir Proband 2 dargestellt und in Abbildung 6.2
die fiir Proband 5. Die Abbildungen zeigen fiir jedes Schlafstadium die Histogramme der
10000 simulierten & % mit den zugehorigen p-Werten des Anpassungstests. Dabei ist zu
beachten, dass Proband 2 das Schlafstadium N3 nicht erreicht hat. Die Balken der Histo-
gramme sind so normiert, dass die Flichen der Balken in der Summe 1 ergeben. Damit
lassen sich die Histogramme als empirische Dichtefunktion interpretieren. In jedem Hi-
stogramm sind sowohl der durch die Daten beobachtete Wert Xéy 2) bzw. /’\,’(257 2) (griine

Linie) als auch das 95%-Quantil der simulierten Xﬁ} (2,2) Pzw. Xﬁ] (5.2) (rote Linie) auf
der x-Achse markiert.

Anpassungstest durch Simulation fiir Proband 2
w N1
p-Wert: 0.001 ] p-Wert: 0.96

[ce] [ee]

o o

o =

< <

= =

o o
e o [ I I I I I I ] o [ I I I I I I ]
'(5) 0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
g N2
S
o p-Wert: 0.933

[ce]

o

o

<

=

e —— emp. 95%-Quantil

8 — Xz(Daten)

o [ I I I I I I ]

0 5 10 15 20 25 30 35
X? (Daten und Simulationen)

Abbildung 6.1: Anpassungstests durch Simulation fiir Proband 2, alle erreichten Schlaf-
stadien. Die p-Werte sind auf 3 Stellen gerundet.
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Anpassungstest durch Simulation fiir Proband 5
W N1
p-Wert: 0.107 p—-Wert: 0.001

[ee] [ee]

o o

o o
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o o

o o
o 8 L. 8
Zz © [ I I I I ] o [ I I I I ]
.5 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
S N2 N3
S
o o p—Wert: <]_O_4 o p-Wert: 0.014

o o

o o

< <

= =

o o .

—— emp. 95%—Quantil
8 h 8 H — X2 (Daten)
o [ I I I I ] o [ I I I ]
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X? (Daten und Simulationen)

Abbildung 6.2: Anpassungstests durch Simulation fiir Proband 5, alle erreichten Schlaf-
stadien. Die p-Werte sind auf 3 Stellen gerundet.

Es fallt bei der Betrachtung mit blolem Auge auf, dass sich die empirischen Dichtefunk-
tionen eines Probanden zu den verschiedenen Schlafstadien sehr dhnlich sind. Dement-
sprechend liegen die eingezeichneten 95%-Quantile dicht beieinander zwischen 15.45 und
15.84. Bei Beriicksichtigung der verschiedenen Mafistibe auf der x-Achse ldsst sich zu-
dem feststellen, dass die empirischen Dichtefunktionen auch fiir die beiden Probanden 2
und 5 annédhernd gleich sind. Dies entspricht den in Kapitel 6.1.1 eingefiihrten theoreti-
schen Betrachtungen der asymptotischen Verteilung von X2, dass diese Verteilung nur
von der Anzahl der Freiheitheitsgrade abhingt, die durch die Anzahl a der Zustidnde
und die Wahl der Schétzer gegeben und fiir alle Probanden und Schlafstadien gleich ist.

Fiir Proband 2 ergeben zu den verschiedenen Schlafstadien die p-Werte

oW % 0.001, pN) ~0.960, p3N? ~0.933.

Passend dazu, dass Proband 2 im Schlafstadium N2 in dieser Arbeit bisher als Beispiel
aufgefithrt worden ist fiir einen Fall, bei dem die geschéitzten Ubergangswahrscheinlich-

keiten p,s des SMI-Modells sehr nah an den entsprechenden Schétzern f)?(}é) = Nyps/ny

des vollen Modells liegen (siehe Kapitel 4.5), wird die Nullhypothese HéQ’m) bei einem
relativ hohen p-Wert von pN2) ~ 0.933 nicht verworfen. Wihrend auch fiir N1 die

Nullhypothese H(()Z’Nl) nicht verworfen wird, zeigen die Daten fiir das Schlafstadium W
signifikante Abweichungen von den Modellannahmen des SMI-Modells.
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Bei Proband 5 zeigt sich ein umgekehrtes Bild. Fiir das Schlafstadium W wird die Nullhy-
pothese nicht abgelehnt, fiir die Schlafstadien N1, N2 und N3 wird sie verworfen. Auffillig
ist dabei, dass X(5 N2) & 96 einen extrem groﬁen Wert annimmt. In dieser Arbeit wurde
Proband 5 im Schlafstadium N2 als Beispiel genannt fiir einen Fall, bei dem durch das
blofle Betrachten der Unterschiede zwischen den Schétzern p,s und p( Y in Abbildung 4.7
vermutet werden konnte, dass sich die Struktur der Ubergangswahrscheinlichkeiten des
SMI-Modells nicht mit den beobachteten Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁff;) des vollen
Modells vereinbaren l&sst.

Ubersicht aller p-Werte
W N1 N2 N3 W N1 N2 N3 W N1 N2 N3

<
OIS ORI
-
- I -
=

[>Xy4 0.112 | 0.028 | 0.006 | 0.001

p—-Wert
m =005 B <0.05 B <0.05/32(W,N1,N2) @ <0.05/19 (N3) kein Test

Abbildung 6.3: Ubersicht iiber die p-Werte aller mithilfe von Simulation ausgefithrten
Anpassungstests fiir das SMI-Modell. (Die von der Legende abweichende
Féarbung fiir Proband 28 in N1 erkldrt sich durch den Rundungsfehler.)

Abbildung 6.3 zeigt eine Ubersicht der p-Werte p(/4) aller Probanden J und Schlaf-
stadien Z. Die griinen Quadrate geben an, dass die Nullhypothese fiir die zugehorigen
Proband-Schlafstadium-Kombinationen (.J, Z) durch den Anpassungstest auf einem Si-
gnifikanzniveau von 5% nicht abgelehnt wird. Bei einem roten oder violetten Quadrat
wird die entsprechende Nullhypothese verworfen.

So lasst sich auf einen Blick erkennen, dass fiir einen Probanden die Nullhypothesen
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zu N1, N2 und N3 nicht immer geschlossen verworfen bzw. geschlossen nicht verworfen
werden (im Unterschied zu den Probanden 2 und 5) und dass das Testergebnis zu W
nicht immer das Gegenteil der Ergebnisse zu N1, N2 und N3 liefern muss.

Weiterhin sieht man in Abbildung 6.3, dass es Probanden gibt, fiir die zu keinem Schlaf-
stadium die Nullhypothese verworfen wird, namlich fiir die Probanden 11 und 22. Dage-
gen wird fiir die Probanden 6, 9, 10, 16, 17 und 31 jede der Nullhypothesen verworfen.

Insgesamt dominieren p-Werte < 5% die Ergebnisse der Anpassungstests. Fiir das Schlaf-
stadium W werden bei 19 von 32 Probanden die Nullhypothesen verworfen, fiir N1 bei
14 von 32, fiir N2 bei 23 von 32 und fiir N3 bei 12 von 19 Probanden.

Simultanes Testen
Fiir ein festes Schlafstadium Z wurde bisher fiir jeden Probanden J die zugehorige
Nullhypothese H(gJ’Z) einzeln auf einem Signifikanzniveau von 5% iiberpriift. Es wird

nun die Nullhypothese H(SZ) formuliert, dass fiir alle Probanden J die Nullhypothese

HéJ’Z) richtig ist:

Nullhypothese H(SZ): Die beobachteten Ubergangshiufigkeiten (n%’z))rs sind fiir alle

Probanden J € Jz so verteilt wie die Ubergangshéufigkeiten einer Markov-Kette
der Lénge n{*%) 41 mit Zustandsraum S = {4, B, C, D}, die die Bedingungen des
SMI-Modells erfiillt.

Um H((]Z) nur mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 5% irrtiimlich abzulehen, wird
die obere Grenze (0.05) fiir die p-Werte, die zur Ablehnung einer der Nullhypothesen
HéJ’Z) fiihren, entsprechend nach unten angepasst. Durch die Bonferroni-Korrektur wird
diese Grenze konkret von 0.05 auf 0.05/32 fir W, N1 und N2 bzw. auf 0.05/19 fiir
N3 korrigiert, da es fiir N3 19 Probanden und somit 19 Einzel-Nullhypothesen gibt
und fiir die anderen Schlafstadien entsprechend 32 (fiir Bonferroni-Korrektur siehe z. B.
Wasserman, 2004).

In Abbildung 6.3 geben die violetten Quadrate an, dass die zum entsprechenden Schlaf-
stadium Z gehorende Bonferroni-korrigierte Grenze vom p-Wert unterschritten wird und
daher HéZ) abgelehnt wird auf einem Signifikanzniveau von 5%. Wie in der Abbildung
aulerdem zu erkennen ist, gibt es fiir jedes Schlafstadium mindestens sechs Probanden,
deren p-Werte kleiner sind als die jeweilige Bonferroni-korrigierte Grenze 0.05/32 bzw.

0.05/19, sodass die Hypothesen Héw), H((]Nl), H(()N2) und HSN3) alle verworfen werden.

Die Nullhypothese HéZ) lésst sich fiir jedes Schlafstadium Z auch untersuchen iiber die

Teststatistik
2 2
Xy =D Xz
JeJz

Da die Teststatistiken X(QJ 2) unabhingig und asymptotisch y2-verteilt sind, folgt direkt,
dass X(2Z) ebenfalls asymptotisch y?-verteilt ist.
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Soll die Nullhypothese wieder mittels Simulation tiberpriift werden, kann man auf die

bereits ermittelten und unabhéngigen X[% (1.2) zuriickgreifen durch

2 . 2 -
Xy = Y. Xz  Vie{l,...,10000}.
JeTz

Die daraus resultierenden empirischen Dichten werden in Abbildung 6.4 dargestellt. Die
empirische Dichtefunktion in N3 nimmt eine andere Form an und liegt weiter links als
die empirischen Dichtefunktionen in den anderen drei Schlafstadien, da fiir N3 nur die
Daten von 19 und nicht von 32 Probanden zur Verfiigung stehen.

Anpassungstest durch Simulation fur alle Probanden simultan

W N1

§ p-Wert: <107 g p-Wert: <107

o o

o o

— —

o o

o o

8 3
8 9 S
2 g | T T T | = T T T |
.‘D;) 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
o N2 N3
€
¢ 8 p-Wert: <10 S p-Wert: <107

o o

o o

— —

o o

o o

—— emp. 95%—Quantil

= 8 — sz) (Daten)

o o

= T T T | = T T T T

0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

X{z) (Daten und Simulationen)

Abbildung 6.4: Anpassungstests durch Simulation fiir alle Probanden simultan, alle
Schlafstadien.

Durch die Simulationen wurde fiir jede der vier Nullhypothesen HSZ) ein p-Wert < 1074

bestimmt, sodass die Nullhypothesen HSZ) auch durch diesen Test verworfen werden.

Insgesamt zeigen die Daten in jedem Schlafstadium signifikante Abweichungen von den
Modellannahmen des SMI-Modells. Lediglich fiir jeweils weniger als die Hélfte aller Pro-
banden in den Schlafstadien W, N2 und N3 werden die Nullhypothesen H, éJ’Z) auf einem
Signifikanzniveau von 5% nicht verworfen sowie bei weniger als 60% aller Probanden in

Schlafstadium N1.
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6.1.4 Uberpriifung des Fehlers 1. Art fiir die Durchfiihrung des Anpassungstests

In Kapitel 6.1.2 wurde die Durchfithrung der Hypothesentests fiir die Nullhypothesen
HéJ’Z) angegeben. Bei dieser Durchfithrung werden fiir einen festen Probanden J und
ein festes Schlafstadium Z Markov-Ketten gemafi dem SMI-Modell simuliert, um eine
empirische Verteilung der X 2J o -Statistik und somit einen entsprechenden empirischen

p-Wert zu ermitteln. Als Parameter fiir das SMI-Modell werden dabei die SMI-Modell-
Schétzer ﬁg‘]’z), ﬁgJ’Z), ﬁgJ’Z), ﬁflJ’Z) und (/%) verwendet. Die Nullhypothese HéJ’Z) wird
nach der in Kapitel 6.1.2 beschriebenen Durchfiithrung verworfen, wenn der aus den
simulierten Markov-Ketten ermittelte empirische p-Wert p(%) < 0.05 ist. Es ist jedoch
nicht klar, dass dieser p-Wert unter der Annahme, dass die Nullhypothese HSJ’Z) wahr
ist, nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 5% kleiner als 0.05 ist (Fehler 1. Art ist nicht

bekannt).
Daher werden nun dreimal jeweils 1000 Markov-Ketten

x ety o x{R1000F e 1 9 3},
der Lange 5001 gem&fl dem SMI-Modell mit zufilligen Parametern

pi o pi ol und ()

simuliert und fiir jedes k € {1,2,3} wird getestet, ob die jeweils 1000 p-Werte

plll}  plki1000}

die zu der nachstehenden Nullhypothese Hék’l} durch die in Kapitel 6.1.2 beschriebene
Durchfiithrung fiir alle I € {1,...,1000} ermittelt werden, uniform auf [0, 1] verteilt sind.

Nullhypothese Hék’l}: Die Ubergangshiufigkeiten nilg’l} der Markov-Kette X {51} sind
so verteilt wie die Ubergangshéufigkeiten einer Markov-Kette der Lénge 5001 mit
Zustandsraum S = {A, B, C, D}, die die Bedingungen des SMI-Modells erfiillt.

Die Parameter pik’l} und 751 werden fiir die Durchfiihrung der Anpassungstests ge-

schétzt durch die Schitzer ﬁik’l} und 74| die nach Gleichung (4.1) bzw. (4.2) berechnet
werden.

Fiir den Test der Nullhypothese Hék’l} wird fiir festes [ € {1,...,1000} analog zu der in
Kapitel 6.1.2 beschriebenen Durchfiihrung die empirische Verteilung der Teststatistik

4 (nw} _ n{k,z}ﬁ{k,n)?
X{Qk = Z - I I}T {kl}”
7 ny’ ﬁ?‘s7

r,s=1

ermittelt mithilfe weiterer 1000 Markov-Ketten
X[llv{kvl}’ o 7X[1000L{k,l}7

108



die gemsB dem SMI-Modell mit Parametern pi™ pitt} plktr skl

werden.

und #1080 simuliert

In Abbildung 6.5 ist fiir jedes k € {1, 2,3} das Histogramm der p-Werte plhd} dargestellt,
das jeweils vermuten lasst, dass die p-Werte uniform-verteilt sind.

Priifen lidsst sich die Nullhypothese Hék}, dass die p-Werte auf [0, 1] uniform-verteilt
sind, mit Fishers Kombinationstest (siche z. B. Wolf, 1986). Bei diesem Test wird die

Teststatistik
1000

_ {k,1}
2 lz:; log (p )

betrachtet, die unter der Nullhypothese Hék} gerade y2-verteilt ist mit 2-1000 Freiheits-
graden.

Die zu Hék} gehérenden p-Werte pl*} lauten fiir die simulierten Datensiitze
ptt ~ 048, pP~013, pt 0091

Die Nullhypothesen Hék} werden also auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht verwor-
fen.

. K1) g
Histogramme der p—Werte p( D fir k= 1,2,3
k=1 k=2 k=3
p-Wert: 0.48 p-Wert: 0.13 p-Wert: 0.91
T 8 ] & &
=)
s 34 8 3
I
o _| o _| o _|
< < <t
o _| o _| o
N N N
o — o - o
T T T T 1 | N R S — — T T T T 1
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
p—Werte p(l") p-Werte p(z") p-Werte p(a")

Abbildung 6.5: Histogramme der p-Werte pt*!} getrennt nach k = 1,2, 3. Die angegebe-
nen p-Werte beziehen sich auf Fishers Kombinationstest.

Es wird daher davon ausgegangen, dass der a-Fehler 5% betrigt, falls eine der Nullhy-
pothesen HéJ’Z) verworfen wird, wenn der zugehérige p-Wert p(/%) < 0.05 ist.

19 Aus Laufzeitgriinden werden entgegen der in Kapitel 6.1.2 beschriebenen Durchfithrung nur 1000 und
nicht 10000 Markov-Ketten simuliert fiir die Ermittlung der empirischen Verteilung von X {2,67[}.
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6.1.5 Griinde fiir die Ablehnung des SMI-Modells

Die in Kapitel 6.1.3 angewendeten Anpassungstests haben zwar als Ergebnis, dass das
SMI-Modell zu verwerfen ist, sie liefern jedoch keinen konkreten Hinweis darauf, weshalb
das SMI-Modell signifikant von den Daten abweicht.

Ein naheliegender Erklirungsansatz ist, dass sich die spezielle Struktur der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten des SMI-Modells nicht in erforderlichem Mafle mit den gegebenen
Daten vertriagt. Denn ein grofler Wert von X(Q(L z) der zu einer Ablehnung der Nullhypo-
these fiihrt, deutet darauf hin, dass mindestens fiir ein Paar (r, s) € S x .S die beobachtete
Ubergangshéufigkeit n,.s stark von dem durch das SMI-Modell erwarteten Wert n,pys
abweicht. Je grofler diese Abweichung ist, desto unwahrscheinlicher ist es, dass sie durch
Zufall beobachtet worden ist, unter der Annahme, dass das SMI-Modell richtig ist.

Es konnen in diesem Zusammenhang also zum einen Fille auftreten, bei denen eine
(und damit mindestens eine zweite) Ubergangswahrscheinlichkeit abgesindert werden
miisste und ansonsten die durch das SMI-Modell vorgegebene Struktur der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten richtig ist. Zum anderen ist es moglich, dass die gesamte Struktur
verworfen werden muss.

Dariiber hinaus gibt es beispielsweise die Moglichkeiten, dass die beobachtete Sequenz
(Xi)iefo,...,n) einzelne oder alle Bedingungen an eine homogene Markov-Kette 1. Ordnung
nicht erfiillt.

Obwohl die Daten durch die Anpassungstests fiir die Mehrheit der Probanden und beim
simultanen Testen signifikante Abweichungen von den Modellannahmen des SMI-Mo-
dells zeigen, kann das SMI-Modell trotzdem niitzlich sein und einen Erkenntnisgewinn
bringen, wenn man der oben beschriebenen Frage nachgeht, inwiefern das SMI-Modell die
Struktur der Ubergangswahrscheinlichkeiten des vollen Modells nicht richtig beschreibt.
Dabei ist auch von Interesse, ob die Abweichung der gegebenen Daten vom SMI-Mo-
dell fiir jeden Probanden bzw. fiir jedes Schlafstadium eine andere Form annimmt oder
konsistent ist.

Dieser Fragestellung wird in Kapitel 6.2 nachgegangen.

6.2 ldentifizierung der Abweichungen des SMI-Modells von den Daten

Im Folgenden soll die Frage geklirt werden, bei welchen Ubergingen (r, s) das SMI-Mo-
dell am stérksten von den gegebenen Daten abweicht.

Dazu wird die Formel fiir die im SMI-Modell geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten

N

ﬁ’r’s = ﬁ-ﬁs + 51”75(1 - 71—)

nach 7 aufgelost, sodass man

o 1-%
ﬁ:%: pj'T VT'?SES,T#S, (62)
Ps 1—pr
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erhalt.

Wenn die Nullhypothese HSJ’Z) wahr ist, dass die gegebenen Ubergangshéiuﬁgkeiten
nﬁi’z) eines Probanden J in einem Schlafstadium Z einer Markov-Kette der Lénge
n(/%) 4+ 1 entstammen, die die Bedingungen des SMI-Modells erfiillt, dann erwartet
man, dass die Schitzer p,s des SMI-Modells und die Schétzer ﬁgfg) des vollen Modells fiir
alle r,s € S in den meisten Fillen relativ dicht beieinander liegen, denn es gilt mit der
Delta-Methode?°

R ~ R n ~
E [prs] =E [Wps + 57“,3(1 - 77)] ~ Tps + 57‘,5(1 - 77) = Prs = Z;p‘m ~E [pgf;)} .
T

Ersetzt man fiir r,s € S in Gleichung (6.2) die Schéitzer p,s bzw. p,, des SMI-Modells

durch die Schéitzer ﬁ%) bzw. ]3,(#) des vollen Modells, dann erwartet man, dass sich die

entsprechenden resultierenden Werte von

) Y A 1y
Ty 1= — und 7 =

Ds 1 _ﬁr

nicht stark von 7 unterscheiden.

Im Folgenden werden fiir alle Probanden J und Schlafstadien Z die Differenzen
7%,(,‘57’2) — 702 Vr,seS

dahin gehend untersucht, ob ihre Werte unter der Nullhypothese HéJ’Z) signifikant von
der 0 abweichen bei einem Signifikanzniveau von 5%. Dazu werden fiir die Differenzen
95%-Konfidenzintervalle mithilfe von simulierten Markov-Ketten approximiert, sodass
darauf geschlossen werden kann, fiir welche Ubergiinge (r,s) die Werte von #(*%) und
7%7(«;,]’2) signifikant voneinander abweichen fiir einen Probanden J in einem Schlafstadium
Z.

In Abbildung 6.6 sind die Differenzen frg’z) — #(4.2) in studentisierter Form (standardi-
siert mit geschétztem Mittelwert und geschétzter Standardabweichung) fiir alle Proban-
den J und Schlafstadien Z eingetragen. Unter anderem zeigt sich in dieser Abbildung,
dass im Schlafstadium N2 bei den Ubergiingen (r,s) € {(C, D), (D,C)} die Abweichun-

gen zwischen ﬁ,gi’m) und 7#(/N2) fiir mehr als die Hilfte aller Probanden so grof ist,
dass sich die Differenzen #(N2 — #(JN2) (studentisiert) auBerhalb ihres approximati-

ven 95%-Konfidenzintervalls befinden. Dies kénnte, wie in Kapitel 6.2.1 niher ausgefiihrt
wird, ein Hinweis darauf sein, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die Uberginge
(C,D) und (D, C) im Schlafstadium N2 systematisch nicht richtig erfasst werden durch
das SMI-Modell.

Genauere theoretische Voriiberlegungen zu den Differenzen 7,; — 7 werden in Kapitel
6.2.1 erldutert. Die Beschreibung der Durchfithrung der Ermittlung der approximativen
95%-Konfidenzintervalle mithilfe von Simulationen erfolgt Schritt fiir Schritt in Kapitel
6.2.2. Zum Abschluss werden die Ergebnisse in Kapitel 6.2.3 diskutiert.

20Djie Delta-Methode wird in Anhang B beschrieben.
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6.2.1 Voriiberlegungen

Das SMI-Modell ist dadurch charakterisiert, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei
einem Ubergang von X; zu X;,; in der Markov-Kette (Xi)ien, im Hintergrundmodell
mindestens ein Intervallwechsel auftritt, unabhéngig von der Zeit und dem Ausgangszu-
stand X; konstant 7 betrigt. Aus der Definition der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Prs = TPs + 5r,5(1 - 71—)

folgen direkt

W:% Vr,seSr#s,
Ds
und .
= ixs Vres.
1_pr

Fiir die Schétzer p1, po, P3, P4 und 7 gilt analog

. 1_
ﬁ:%: pfr Vr,seSr+#s,
Dbs 1—pr

wobei ## = 7(9) ist, also bei der 1 abgeschnitten wird.

Ersetzt man p,; im Zahler fiir » # s durch den Schétzer pﬁ;) = nys/n, des vollen Modells,

werde der dadurch entstehende Term bezeichnet mit

A pg“g) Nrs N
Tipg 1= —— = — + —. (6.3)
Ds Ny Mg
Analog sei
A 1- ﬁv(}vi) Ny — Ny n
ftrp = 4 = : , (6.4)
— Pr Ny n—"ny

(v)

wobei hier p,, durch p;y’ = ny./n, ersetzt wird.

Die Werte von 7,5 bzw. 7. werden hier als Verhiltnisse zweier Zahlen und nicht als
Wahrscheinlichkeiten aufgefasst, sodass s und 7, nicht bei 1 abgeschnitten werden.
Unter der Annahme, dass die gegebenen Daten n,s = n%’Z) eines Probanden J im
Schlafstadium Z dem SMI-Modell mit Parametern py, po, p3, p4 und 7 entstammen, ergibt
sich fiir den Erwartungswert von 7,5, r # s, mithilfe der Delta-Methode

~ NPrPrs n Drs ~
E [ﬂ'rs] ~ = s =T
npy nps Ds
und fiir den Erwartungswert von 7., entsprechend
~ ~ nﬁr - nﬁrﬁrr n 1-— ﬁrr N
E [WTT] ~ = . — = — = T.
npr n—np,  1—p,
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Der Erwartungswert der Differenzen #.; — 7 und 7, — 7 betréigt also ungefihr 0.

Ziel ist es, 95%-Konfidenzintervalle fiir die Differenzen #,s—7 bzw. 7, —7 fiir einen festen
Probanden J in einem festen Schlafstadium Z mithilfe von simulierten Markov-Ketten
zu approximieren, unter der oben getroffenen Annahme, dass das SMI-Modell die Vertei-
lung der Ubergangshiufigkeiten beschreibt. Die simulierten Markov-Ketten werden dabei
verwendet, um den Erwartungswert von 7,.s —7, der nur ungefahr 0 betréigt, und die Stan-
dardabweichung dieser Differenz zu schiitzen, sodass sich das 95%-Konfidenzintervall fiir
die studentisierte Form von 7,5 —# durch das Intervall [—2, 2] approximieren lésst (durch
Simulationen hat sich gezeigt, dass die Differenzen 7,.; — 7 approximativ normalverteilt
sind). Liegt eine der Differenzen (in studentisierter Form) nicht in ihrem approximier-
ten 95%-Konfidenzintervall, weist das darauf hin, dass sich 7,5 und # bzw. 7, und 7
signifikant voneinander unterscheiden.

Es wird nun erdrtert, wie sich signifikante Unterschiede zwischen 7. und 7 bzw. zwischen
7 und 7 deuten lassen. Dafiir wird zur besseren Lesbarkeit der wahrscheinliche Fall
angenommen, dass sich die 0 im 95%-Konfidenzintervall von 7, — & bzw. von 7,s — 7

befindet.

Zunichst wird der Fall r # s betrachtet, fiir den
137("2) - ]31"5

- (6.5)

7%7‘3 -7 =
gilt. Wenn die 0 im 95%-Konfidenzintervall liegt und die Differenz 7, — & gréfier (bzw.
kleiner) als die obere (bzw. untere) Grenze des 95%-Konfidenzintervalls ist, dann folgt
nach Gleichung (6.5)

}57(2:) > Drs (bzw. ]37("2) < Prs)-

(v)

Die Schitzer pys und p,s weichen aber nicht notwendigerweise signifikant voneinander
ab, da auch der Nenner p; in Gleichung (6.5) den Wert der Differenz 7,; — 7 beeinflusst.

Das Konfidenzintervall fiir #.; — # wird ermittelt unter der Annahme, dass die in den
Daten gegebenen Ubergangshiufigkeiten n,., verteilt sind wie die Ubergangshiufigkeiten
einer Markov-Kette gemafl dem SMI-Modell, wobei fiir die Simulationen zur Ermittlung
des 95%-Konfidenzintervalls die Parameter p1,...,H, und 7 verwendet werden. Unter

[7]

dieser Annahme gilt fiir den Erwartungswert des Schétzer ﬁsi fiir ps aus den simulierten
Daten

E 5] = E [nfl/n] = p.

Ist die Nullhypothese nicht richtig und wird als Alternativhypothese das volle Modell
(v)

i ) +ucg als richtig angenommen, gilt auch in diesem Fall

mit Parametern (13

E[p] = E [nll/n] = b,

113



denn ng]/n ist auch im vollen Modell der Schitzer fiir ps und erwartungstreu. Daher
wird der Einfluss des Nenners ps der Gleichung (6.5) darauf, ob die Differenz 7,s — 7
auflerhalb ihres 95%-Konfidenzintervalls liegt, als gering erachtet.

Fiir den Fall r = s ergibt sich

A . . R ~(v) o
o= (1 —p%)) - (1 _prr) _ Drr _p7(}7i) _ Zt;érprit] - Zt;érprt (6 6)
" 1 _137" 1 _ﬁr Zt;ér ﬁt

Wenn die 0 im 95%-Konfidenzintervall liegt und die Differenz @, — & grofler (bzw.
kleiner) als die obere (bzw. untere) Grenze des 95%-Konfidenzintervalls ist, dann folgt
nach Gleichung (6.6)

B < (bzw. ) > fry),
gerade andersherum als im Fall r # s.

Die Schétzer ]55};) und P, weichen wie im Fall r # s nicht notwendigerweise signifikant

voneinander ab, da auch der Nenner 1 — p, in Gleichung (6.6) den Wert der Differenz
7 — 7 beeinflusst.

Analog zum Fall » # s wird der Einfluss des Nenners 1 — p, darauf, ob die Differenz
70 — 7 auBerhalb oder innerhalb ihres 95%-Konfidenzintervalls liegt, als gering erachtet.

Bemerkung 6.5. Anhand der letzten Umformung in Gleichung (6.6) lisst sich erken-
nen, wie die Differenz .. — 7 fiir ein € S abhéngt von

Y — s Vs#r

Beobachtet man fiir ein s # r oder fiir mehrere s # r, dass die Differenz 7,5 — @
auflerhalb ihres 95%-Konfidenzintervalls liegt, dann wird in den meisten Fillen auch
]57(“1;) — Prs betragsweise grof} sein fiir die entsprechenden s # r, sodass tendenziell davon
ausgegangen werden kann, dass auch 7., — 7 im Absolutbetrag grofle Werte annimmt,

die ggf. auBlerhalb des 95%-Konfidenzintervalls liegen.

6.2.2 Durchfiihrung der Ermittlung des 95%-Konfidenzintervalls durch Simulationen

Nach den theoretischen Voriiberlegungen wird nun das genaue Vorgehen fiir die Simu-
lationen fiir einen Probanden J im Schlafstadium Z beschrieben, mit deren Hilfe die
95%-Konfidenzintervalle fiir 7,s — # approximativ bestimmt werden.

Gegeben sind die Daten n,; = n&s]’z) fiir alle r,s € S = {1, 2,3,4}.

1. Berechne n = Zmes nps und ng = Y ooy fiir alle t € S.
2. Berechne 7y, fiir alle t,u € S aus den n,s geméf den Gleichungen (6.3) und (6.4).

3. Berechne die Schitzer p1, po, ps3, s geméif Gleichung 4.1 und 7@ geméifl Gleichung
4.2 aus den Ubergangshéaufigkeiten n,..
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4. Berechne die geschétzten Ubergangswahrseheinlichkeiten Drs = TPs + 0. s(1 — 7).

5. Berechne die Differenz Dy, := 7y, — @ fiir alle ¢t,u € S.

6. Simuliere 10000 Markov-Ketten X1 = <X([)i], . ,Xr[f]) der Léange n + 1 mit Start-

verteilung (p1, pa, P3, p4) und Ubergangsmatrix P= (Prs)r,scs und fithre die Schrit-
te 7 bis 10 fiir jedes X aus, i = 1,...,10000.
[i]

7. Bestimme n;; fiir alle r,s € S.

i

U

fiir alle t,u € S aus den n[fl

[i]

9. Berechne den Schiitzer #! aus den Nps.

8. Berechne ﬁi

i — 7l fiir alle t,u € S.

10. Berechne die Differenz D)) = !/

11. Berechne fiir alle t,u € S die empirische Standardabweichung §;, der Differenzen
D% iiber alle 7 € {1,...,10000} durch

1/2

1=

=1

1 10000 . | 10000 . 2
Sy = | ———— Dy — —— Dy,
Stu 10000 — 1 2 ( e~ 0000 2 t“)

12. Bestimme AEZ’Z) = Ay = (g — 7) /84y fiir alle t,u € S.

Ist fiir t,u € S der Absolutbetrag \A%’Z)] > 2, deutet dies auf Abweichungen von der
Nullhypothese hin mit den in Kapitel 6.2.1 diskutierten Folgerungen.

6.2.3 Ergebnisse

In Abbildung 6.6 sind die berechneten Agi’z) fiir alle Probanden J nach Schlafstadium
Z getrennt eingetragen. Zu jedem Ubergang (7, s) wird in der Abbildung angegeben, wie
viele Probanden auflerhalb des approximativen 95%-Konfidenzintervalls liegen.

Besonders auffillig in der Abbildung 6.6 sind die starken Ausschlige nach oben von
A(C‘Jj’:l)\m) und A(DJ’C{\I ? fiir das Schlafstadium N2 bei jeweils 20 Probanden. Auch fiir die
anderen Schlafstadien Z € Z\{N2} stechen jeweils zwei bis drei Ubergénge (r, s) hervor,
die im jeweiligen Schlafstadium die grofite Anzahl von Probanden J aufweisen, fiir die
Ag’z) > 2 ist, sodass Ag’z) oberhalb seiner oberen 95%-Konfidenzintervallgrenze liegt.
Zusammenfassend lassen sich in den verschiedenenen Schlafstadien folgende Ubergiinge
(r, s) hervorheben, fiir die AZD) S 9 e moglichst vielen Probanden gilt (die jeweiligen
Zustdnde r und s werden fiir jedes Schlafstadium Z im weiteren Verlauf der Arbeit in

alphabetischer Ordnung mit 252) bzw. zéZ) bezeichnet):
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W: (A, B) und (B, A) (bei 9 und 12 Probanden)?!, d.h.
z%w) = A, zéw) = B.

N1: (A, B) und (B, A) (bei jeweils 11 Probanden), d.h.

z%Nl) = A, ngl) = B.

N2: (C,D) und (D, C) (bei jeweils 20 Probanden), d.h.

z%NQ) = C, AN = D.

N3: (A,D), (D, A) und (D, D) (bei 10, 11 und 11 Probanden), d.h.

N =4, =D,

(
21 29

Fiir jedes Schlafstadium Z treten die meisten Ag’z) > 2 fiir die Ubergéinge

(r5) € { (7. 557). (7, 47) |

auf, die einander entgegengesetzt sind, wobei der Ubergang (D, D) in N3 einen Spezialfall
darstellt.

Wegen der in Bemerkung 6.5 beschriebenen Abhéngigkeit von 7pp — @ und pa — T
hingt auch App von Ap4 ab. Daher wird der Ubergang (D, D) im Schlafstadium N3
im Folgenden nicht mituntersucht.

Liegt A, auBerhalb seines 95%-Konfidenzintervalls fiir einen Ubergang (r, s), unterschei-
den sich die geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten p,s und ﬁSf;) (gef. signifikant)
voneinander, wie in Kapitel 6.2.1 erlautert wurde. Wenn sich A, dabei oberhalb der

oberen Grenze des 95%-Konfidenzintervalls befindet, also A,s > 2 ist, dann gilt
Prs < DL

Es besteht also die Moglichkeit, dass p,s im SMI-Modell zu klein geschitzt wird, sodass
die gegebenen Daten nicht ausreichend genau beschrieben werden. Fiir ein Schlafstadium
Z konnte somit zu einem der oben angegebenen Ubergéinge

(r.) € { (A7, 47). (47, 27) }

(oder zu beiden Ubergingen) die Ubergangswahrscheinlichkeit @(fé) des vollen Modells
durch den Schétzer p,s des SMI-Modells fiir gewisse Probanden unterschétzt worden

ZTm Schlafstadium W treten fiir die Ubergéinge (C, C) und (C, D) bei 11 bzw. bei 9 Probanden Werte
von Afn‘,{;z) auf mit |Af«;{;z)| > 2, von denen aber nur 3 bzw. 5 Werte grofler als 2 sind.
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sein. Dies konnte dann ein Hinweis darauf sein, dass es in jedem Schlafstadium gewis-
se dominierende Abfolgen von Zustéinden?? gibt, die mit hoheren Wahrscheinlichkeiten
auftreten als andere. Diese Abfolgen kénnten beispielsweise der Form

Z%Z) N Zéz) - ZEZ) Oder Zéz) — ZEZ) — Z§Z)

sein.

Eine weitere mogliche Erklirung dafiir, dass das SMI-Modell die Ubergangswahrschein-
lichkeiten fiir bestimmte entgegengesetzte Uberginge (ziz),zéz)) und (zéz),zgz)) un-
terschétzt, konnte bei der Methode der Datenerhebung gefunden werden. Wie in Kapitel
1 beschrieben wurde, werden fiir die Ermittlung der Sequenzen z(#%) die Messwerte eines
EEGs, die zu bestimmten Auswertungszeitpunkten beobachtet werden, durch eine Clus-
teranalyse in vier Cluster eingeteilt. Liegen die Messwerte zu hintereinander folgenden
Auswertungszeitpunkten bildlich gesprochen auf der Grenze zwischen zwei Clustern, die

(2) (2)
2

den Zusténden z,”’ und zy ’ entsprechen, wire es moglich, dass die Messwerte abwech-

selnd den Clustern bzw. Zustédnden Zgz) und zéz) zugeordnet werden, obwohl sich die

Messwerte kaum unterscheiden und eigentlich alle denselben EEG-Microstate reprisen-
tieren, also im selben Cluster liegen miissten.

Im néchsten Unterkapitel wird das SMI-Modell dahingehend abgeindert, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten fiir die oben getrennt nach Schlafstadium Z aufgelisteten
Ubergiinge

(zgz), 252)) und (zéz), z%Z))

nach oben korrigiert werden, jedoch nicht fiir den Ubergang
N3) (N3
(%, 25"") = (D, D)

in N3.

6.3 Das Erweiterte SMI-Modell

In Kapitel 6.2.3 wurde ausgefiihrt, dass die Moglichkeit besteht, dass die Ubergangswahr-
scheinlichkeit fiir den Ubergang (r, s) durch den Schiitzer p,s des SMI-Modells zu klein
geschiitzt wird, wenn A, grofler ist als die obere Grenze seines 95%-Konfidenzintervalls,
also wenn A,s > 2 ist.

Fiir jedes Schlafstadium Z wurden zudem zwei entgegengesetzte Uberginge
(z§Z), zéz)) und (zéz), z%z))

zwischen zwei Zustianden

21 = zgz) und  z9 = zgz)

22Im EEG-Microstate-Kontext entsprechen die Abfolgen von Zustinden der sogenannten Syntax, also
der Abfolge der EEG-Microstates, die z. B. von Lehmann et al. (2005) und Schlegel et al. (2012)
mithilfe von Markov-Ketten untersucht wurde.
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hervorgehoben, fiir die Ag‘f’g) > 2 bzw. Ag’z? > 2 fiir moglichst viele Probanden J gilt.
Fiir die Ubergéinge (21, 22) und (22, 21) wird also nach den Ausfithrungen in Kapitel 6.2.3
in Erwiigung gezogen, dass die zugehoérigen Ubergangswahrscheinlichkeiten im SMI-Mo-
dell fiir viele Probanden, eventuell systematisch, zu klein definiert werden und somit
auch die entsprechenden Schitzer des SMI-Modells zu kleine Werte ergeben.

Die beiden Zustéinde z; und 2z werden in Tabelle 1 in Abhéingigkeit vom jeweiligen
Schlafstadium Z noch einmal angegeben.

Schlafstadium W N1 N2 N3
z1 A A C A
29 B B D D

Tabelle 1: Zustinde 21,29, fiir die Ai{ﬁ) > 2 bzw. Ag’f) > 2 fiir moglichst viele Pro-

banden J gilt.

Das SMI-Modell wird im Folgenden dahin gehend abgeéndert, dass die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p,, ., und p.,,, grofler definiert werden, damit sie bzw. ihre Schétzer
nither an den Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁgj)@ und ﬁgg)zl des vollen Modells liegen.
Werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten Dzy2, UNd D, vergroflert, miissen andere

Ubergangswahrscheinlichkeiten entsprechend verkleinert werden.

6.3.1 Idee und Definition

Nachstehend wird zuniichst die Idee fiir die neue Definition der Ubergangswahrschein-
lichkeiten vorgestellt. Anschlieflend erfolgt die formale Definition des abgednderten SMI-
Modells, das als ,,Erweitertes SMI-Modell“ bezeichnet wird.

Ausgehend vom SMI-Modell mit Zustandsraum S in Verbindung mit dem Hintergrund-
modell lisst sich ein Ubergang von r € S nach s € S als zweistufiges Zufallsexperiment
auffassen, das in Abbildung 6.7 illustriert wird.

In der ersten Stufe findet im Sinne des Hintergrundmodells mit Wahrscheinlichkeit 1 —
kein Intervallwechsel statt, sodass ein Ubergang von r zu r erfolgt. Mit der Gegen-
wahrscheinlichkeit 7 tritt ein Intervallwechsel auf und in der nichsten Stufe wird mit
Wahrscheinlichkeit p, der Zustand s ausgewiihlt, sodass ein Ubergang von 7 zu s erfolgt,
wobei r = s moglich ist.

Die Idee fiir die neue Definition der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist, dass man in den
Fallen, in denen man von z; oder von z9 aus startet, zwischen der ersten und zweiten
Stufe eine weitere Stufe einfiigt, durch die sich die Wahrscheinlichkeit erhdht, zo bzw.
z1 zu erreichen. Bei Start in einem Zustand in r € S\{z1, 22} bleibt es bei den oben
beschriebenen zwei Schritten des SMI-Modells.

Das dreistufige Zufallsexperiment bei Start in z; ist in Abbildung 6.8 dargestellt. Ver-
tauscht man in Abbildung 6.8 die Variablen z; und 29, erhélt man eine Darstellung des
dreistufigen Zufallsexperiments bei Start in zs.
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Abbildung 6.7: Zerlegung eines Ubergangs im SMI-Modell in ein zweistufiges Zufallsex-
periment.

Abbildung 6.8: Zerlegung eines Ubergangs im Erweiterten SMI-Modell in ein dreistufiges
Zufallsexperiment fiir den Ausgangszustand z;.

Startend bei z; (bzw. 22) wird im dreistufigen Zufallsexperiment in der ersten Stufe mit
Wahrscheinlichkeit 1—7 der Zustand z; (bzw. z2) ausgewihlt und mit Wahrscheinlichkeit
m geht es mit der neu eingefiigten zweiten Stufe weiter. In der zweiten Stufe wird mit
Wahrscheinlichkeit 1 — « fiir ein festes

a € (0,1]

gerade der andere Zustand zy (bzw. z1) gewdhlt und mit Wahrscheinlichkeit o gelangt
man zur dritten Stufe, bei der mit Wahrscheinlichkeit ps der Zustand s € S ausgewéhlt
wird.

Durch die Auswahl von zwei speziellen Zustdnden z; und 25 sowie durch die Einfiihrung
einer neuen Wahrscheinlichkeit o wird das SMI-Modell durch die neue Definition der
Ubergangswahrscheinlichkeiten um drei Parameter erweitert. Das resultierende Modell
wird daher ,,Erweitertes SMI-Modell (fiir die Zusténde z; und 29)“ genannt.

Es folgt die formale Definition des Erweiterten SMI-Modells.
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Modell 4 (Erweitertes SMI-Modell (fiir die Zustédnde z; und z9)). Seien a > 2 und S :=

{1,...,a}, sodass z; = zgz), 29 = zéZ) € S, z1 # 29, gilt. Die Sequenz (:c(()J’Z), o ,xi{}?;))
von Zustinden aus S werde aufgefasst als die ersten n + 1 = n(»%) 4+ 1 Zustiinde

(Xo, ..., X,) einer Markov-Kette (X;);en, mit Zustandsraum S und der Startverteilung

pT - (p17 cee ,pa)
sowie der Ubergangsmatrix P(e™) = (pg«irw))mes, gegeben durch
U 7"” S? .
plorw) .= Ps 7 fir r € S\{z1, 22},
™s+1—7 ,r=s,
Taps s € S\{z1, 22},
P =S maps+1—m L s=z,
m(aps+1—a) ,s= 2z,
und analog
TP , s € S\{z1, 22},
PO =S maps+1—m 5=z,
m(aps +1—a) ,s= 2z,
wobei
a,m € (0,1]
und

a
P1s---,Pq € (0,1) mit ZpT =1.
r=1
Bemerkung 6.6. (i) Fiir o = 1 entspricht das Erweiterte SMI-Modell dem SMI-Mo-
dell.

(ii) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pﬁirw) des erweiterten SMI-Modells fiir die Zu-
stdnde z1, z9 lassen sich fiir alle r, s € .S ausdriicken durch

P = (1= 8y = Grsy) (s + 001 = )
(B + 01 (@D + 85,6 (1 = ) + (1= 8,) sy + 8s,2) (1 — @)
= mps+os(1—m)
- Brer + 0rza) (@ = Py + (1= 81) (B + 8} (1 = )

Prs + (5r,z1 + 57‘,7;2) <<a - 1)7Tps + (1 - 5r,s)(5s,z1 + 65,22)”(1 - a)) .

Fiir die Begriindung beobachtet man im Fall r € S\{z1, 22}, dass

(erw)

DPrs = Prs = TPs + 57“,3(1 - 77)
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gilt. Ist dagegen r € {z1, 22}, so setzt sich p,(fgrw) stets aus map,, im Fall r = s

zusitzlich aus 1 —7 und im Fall r # s € {z1, 22} zusétzlich aus 7(1 — ) zusammen.

Im Gegensatz zum SMI-Modell ist (p1,...,p,) beim Erweiterten SMI-Modell mit o < 1
nicht die stationére Verteilung, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 6.7. Seien a > 2, 21,20 € S = {1,...,a} mit z1 # z2 und T := {21, 22}.
Sei auferdem (X;)ien, eine Markov-Kette gemdfS dem Erweiterten SMI-Modell fiir die
Zustdinde z1 und zo.

Die stationdre Verteilung

pT = (pla"' 7pa)

von (X;)ien,) ist dann gegeben durch

apr

azpt+ Z Du

teT ueS\T

,falls m € S\T,

Dz + (1 B a)pzz

Jfalls 1 = 21,
Pr=q2-a)(aXp+ ¥ p)
terT ueS\T
P+ (1= a)ps falls r = 2.

e-a)(aXm+ X )

L teT ueS\T

(erw)

Beweis. Da prs /> 0 gilt fiir alle r,s € S, ist die Markov-Kette (X;);en, irreduzibel
und somit besitzt sie eine eindeutige stationére Verteilung. Es lésst sich nachrechnen,
dass p = (P1,...,Pa)" ein linker Eigenvektor von P) zum Eigenwert 1 ist, also die
stationére Verteilung beschreibt. O

6.3.2 Anpassung des Erweiterten SMI-Modells

Als Schétzer fiir die Parameter o, m und pq, ..., pg des Erweiterten SMI-Modells werden
in dieser Arbeit die ML-Schétzer

erw),ML A~ (erw),ML (erw),ML ~(erw),ML
ML 2 (erw) D s plew)

a B

auf der Basis von (Xp, ..., X, ) verwendet. Der Ansatz zur Ermittlung der ML-Schétzer
gestaltet sich analog zu dem in Kapitel 4.3.2 beschriebenen Ansatz fiir die ML-Schétzer
auf der Basis von (Xj,...,X,) im SMI-Modell.

Die ML-Schétzer wurden fiir die gegebenen Daten numerisch in R mit der Funktion
optim und der Methode ,,Nelder-Mead“ approximiert. Als Startwerte fiir die Iterationen,
die von der Funktion optim durchgefithrt wurden, wurden

a(Start) _ 7r(Start) = 0.80, quStart) - = p(DStart) — 095
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gewihlt.

Die Schétzer ﬁgw)’ML fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pﬁ?w) werden dadurch be-

stimmt, dass pa,pB,po,pp, ™ und « in der Formel fiir pﬁrw) durch ihre ML-Schétzer
ersetzt werden (analog zu Kapitel 4.4).

Als Beispiel fiir die Anpassung des Erweiterten SMI-Modells durch die ML-Schétzer
werden die geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁ&esrw)’ML fiir die Probanden 2
und 5 im Schlafstadium N2 in Abbildung 6.9 dargestellt zusammen mit den Schéitzern

prs des SMI-Modells und den Schétzern ]57(4;) des vollen Modells.

N2, P 2 N2, P 5
1) 1)
o ] o ] $ o pY
X 6|’S
< < ] x po "
o o % X ¥ x
X X X X
X X
& °°
o~ | % o~ | X X
o o X
X% X ¥ ¥ 3
~ | ~ | g% Xxxx
O|||||||||||||||| O||||||||||||||||
AA  CA AB CB AC CC AD CD AA  CA AB CB AC CC AD CD
BA DA BB DB BC DC BD DD BA DA BB DB BC DC BD DD
Ubergang rs Ubergang rs
Abbildung 6.9: Geschiitzte Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁ,(ﬂirw)’ML im Erweiterten
SMI-Modell (rote Kreuze) fiir die Probanden 2 (links) und 5 (rechts)
im Schlafstadium N2 im Vergleich zu den geschétzten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p,s des SMI-Modells (schwarze Kreuze) und ﬁﬁg) des vol-
len Modells (Kreise).
Fiir das Schlafstadium N2 ist z; = ngQ) =C und 2z = zéNQ) =D.

Bei Proband 2 zeigen sich in Abbildung 6.9 fiir das Schlafstadium N2 kaum Unterschiede
zwischen den Schitzern der Ubergangswahrscheinlichkeiten des SMI-Modells und des Er-
weiterten SMI-Modells (die roten Kreuze iiberdecken die schwarzen Kreuze). Das spricht
zum einen dafiir, dass o(®™")ML ~ 1 ist, und zum anderen dafiir, dass die ML-Schitzer
anndhernd die gleichen Werte liefern wie die SMI-Modell-Schétzer p 4, pp, po, pp und 7.

Bei Proband 5 lisst sich in Abbildung 6.9 fiir das Schlafstadium N2 erkennen, dass sich

die geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten pﬁirw)’ML und ﬁffs)) fiir die Ubergéinge

(r.s) € {7 47), (£, M) | = (€. D). (D, O}
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anndhernd gleichen, wihrend der Schétzer p,s des SMI-Modells sich relativ stark von ]37(@)

unterscheidet fiir (r,s) € {(C, D), (D, C)}. Das Ziel, die Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir genau diese Ubergéinge den Schitzern des vollen Modells anzugleichen, wurde hier
also durch das Erweiterte SMI-Modell erreicht.

Im Vergleich mit den Schétzern des SMI-Modells liegen die Schitzer des Erweiterten
SMI-Modells (fiir die Zustéinde C' und D) fiir alle Ubergénge niher oder #hnlich nah an
den Schitzern des vollen Modells aufler fiir die Ubergénge (B, B), (C, B) und (B, C).

Insgesamt zeigt sich in den Beispielen fiir Proband 2 und 5, dass die Schéitzer des Erwei-
terten SMI-Modells (fiir die Zusténde C und D) fiir die meisten Ubergénge mindestens

so dicht wie die Schéatzer des SMI-Modells an den Schétzern des vollen Modells p,(fg)
liegen.

6.3.3 Ein x2-Anpassungstest fiir das Erweiterte SMI-Modell

Der y2-Anpassungstest aus Kapitel 6.1 wird nun fiir jeden Probanden J und jedes Schlaf-
stadium Z auf das Erweiterte SMI-Modell angewendet.

Nach Satz 6.3 und Bemerkung 6.4 ist die Teststatistik
( . (erw) ,ML> 2
Nyps — NyPrs

~(erw),ML
r,s€S TS

x? = (6.7)

asymptotisch y?-verteilt mit a> — a — d Freiheitsgraden, wobei d die Anzahl der zu
schitzenden Parameter sei und a = |S|.

Im Erweiterten SMI-Modell fiir die Zustinde z; und zo miissen die Parameter 7, o sowie
0.B.d.A. p1,...,pa_1 geschitzt werden. Die Parameter z; und 25 sind fest vorgegeben
und miissen somit nicht geschétzt werden. Fiir das Erweiterte SMI-Modell gilt also

d=a+1.

Fiir die gegebenen Daten ist a = 4, sodass X? asymptotisch x2-verteilt ist mit
42 4 (4+1)=7
Freiheitsgraden.

Analog zu Kapitel 6.1 wird fiir jeden Probanden .J und jedes Schlafstadium Z mithilfe
der X2-Statistik die folgende Nullhypothese getestet:

(/,2)

H(gerw)’(‘]’z): Die beobachteten Ubergangshiufigkeiten (nm )rS sind so

Nullhypothese

verteilt wie die Ubergangshéufigkeiten einer Markov-Kette der Lénge n(/%) 4 1
mit Zustandsraum S = {A, B,C, D}, die die Bedingungen des Erweiterten SMI-

Modells fiir die Zustiande z%Z) und zéz) erfiillt.
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In Abbildung 6.10 sind die p-Werte dargestellt, die berechnet wurden durch
J,Z) 2 2
pgerw; .— ]P) (X(J,Z) < % ) 9

wobei X(ZJ 2) der aus den Daten fiir Proband J und Schlafstadium Z nach Gleichung (6.7)

berechnete feste Wert sei und X? eine y2-verteilte Zufallsvariable mit 7 Freiheitsgraden.
Wie schon in Abbildung 6.1 zeigen auch in Abbildung 6.10 die griinen Quadrate an,
dass die zugehorige Nullhypothese Héerw)’(‘]’z) auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht

verworfen wird, im Gegensatz zu den roten und violetten Quadraten.

Ubersicht aller p-Werte
W N1 N2 N3 W N1 N2 N3 W N1 N2 N3

i
=&Y 0.093 | 0.436 | 0.297 | 0.001
~EEEE ~EEE
e
-

-
P30 0.622 [ 0.098
P20 0.0 P31 !

o IR~ (O

=k K} 0.042 [0.395 | 0.042

> Ke] 0.083 | 0.079 0
9

P11 0006|056

p-Wert
m =0.05 B <0.05 B <0.05/32(W,N1,N2) @ <0.05/19 (N3) kein Test

Abbildung 6.10: Ubersicht iiber die p-Werte aller Anpassungstests fiir das Erweiterte
SMI-Modell.

Im Vergleich zum SMI-Modell wird die Nullhypothese Héerw)’(‘]’z) fiir das Erweiterte

SMI-Modell fiir merklich weniger Proband-Schlafstadium-Kombinationen (J, Z) auf ei-
nem Signifikanzniveau von 5% verworfen, ndmlich

o fiir W bei 13 statt 19 Probanden,
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e fiir N1 bei 4 statt 14 Probanden,
e fiir N2 bei 5 statt 23 Probanden und

e fiir N3 bei 10 statt 12 Probanden.

Vor allem fiir die Schlafstadien N1 und N2 lassen sich die Daten deutlich besser an das
Erweiterte SMI-Modell als an das SMI-Modell anpassen.

Ermittelt man die p-Werte durch Simulationen analog zur Durchfithrung des Anpas-
sungstestes, die in Kapitel 6.1.2 beschrieben wurde, wird fiir die Schlafstadien W und
N1 jeweils eine Nullhypothese mehr abgeleht, fiir N2 werden 3 Nullhypothesen weniger
abgelehnt und fiir N3 wird eine Nullhypothese weniger abgelehnt.

FEine weitere Moglichkeit besteht darin, die Nullhypothese Héerw)’(z) fiir ein festes Schlaf-

stadium Z mittels Bonferroni-Korrektur zu testen, dass alle Nullhypothesen Héerw)’(‘]’z)

simultan wahr sind. Wahrend die analoge Nullhypothese HSZ) fiir das SMI-Modell fiir al-
le Schlafstadien Z bei Anwendung der Bonferroni-Korrektur verworfen wird (siehe 6.1.3),
wird die Nullhypothese H(()erw)’(z) fiir das Erweiterte SMI-Modell nur fiir die Schlafsta-
dien W, N1 und N3 nach Bonferroni-Korrektur auf einem Signifikanz-Niveau von 5%
verworfen. Durch den Anpassungstest zeigen die Daten fiir das Schlafstadium N2 keine
signifikanten Abweichungen von den Modellannahmen des Erweiterten SMI-Modells.

Insgesamt wird deutlich, dass sich die gegebenen Daten durch das Erweiterte SMI-Modell
besser beschreiben lassen als durch das SMI-Modell. Dieses Ergebnis wiirde man auch
erwarten, da das SMI-Modell fiir &« = 1 ein Spezialfall des Erweiterten SMI-Modells
ist und die Struktur der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir das Erweiterte SMI-Modell
aufgrund der drei zusétzlichen Parameter z1, zo und « flexibler gewiahlt werden kann.

Das SMI-Modell weist jedoch den Vorteil auf, dass es sich durch das Hintergrundmodell
beschreiben lisst, das den Prozessen bei der Ermittlung von EEG-Microstate-Sequenzen

nachempfunden ist (siche Kapitel 1.2). Soll das Hintergrundmodell erhalten werden, ist
daher das SMI-Modell dem Erweiterten SMI-Modell vorzuziehen.
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7 Schlussbetrachtung

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Modell vorgestellt fiir Sequenzen von Karten (im Kontext von
EEG-Microstates), die sich formal beschreiben lassen als endliche Folgen von Zusténden
aus einem endlichen Zustandsraum.

Unter der Annahme, dass sich diese Sequenzen als homogene Markov-Kette 1. Ordnung
modellieren lassen, wurde anhand der fiir diese Arbeit vorliegenden Daten eine spezielle
Struktur fiir die Ubergangsmatrix der Markov-Kette motiviert.

Das daraus resultierende SMI-Modell fiir die Sequenzen von Karten, ldsst sich dadurch
konstruieren, dass man zufillige markierte Intervalle zu zufilligen Zeitpunkten abtastet,
wobei die Intervalle und Abtastungszeitpunkte durch unabhingige Poisson’sche Punkt-
prozesse gegeben sind. Im Vergleich zum vollen Modell mit 12 Parametern ist die Anzahl
der Parameter des SMI-Modells auf 4 Parameter reduziert.

Fiir die Parameter des SMI-Modells wurden Schétzer zur Anpassung des SMI-Modells
an die Daten vorgestellt und diskutiert. Anschlieend wurden Formeln fiir die asympto-
tischen Varianzen dieser Schétzer hergeleitet. Dabei wurde auch eine Formel fiir Kova-
rianzen von Auftrittshiufigkeiten von Zustédnden in allgemeineren Markov-Ketten nach
einem Ergebnis von Good (1961) bewiesen.

Die Anpassungsgiite des SMI-Modells an die gegebenen Daten wurde mit einem Anpas-
sungstest iiberpriift, der sich am x?-Anpassungstest von Pearson orientiert. Es zeigte
sich, dass fiir einen Grofiteil der Probanden in den jeweiligen Schlafstadien das SMI-Mo-
dell von den Daten signifikant abweicht.

Ausgehend von diesem Ergebnis wurde untersucht, fiir welche Ubergéinge von einem Zu-
stand r zu einem Zustand s in den als Markov-Kette modellierten Sequenzen von Karten
die Abweichungen zwischen den gegebenen Daten und dem SMI-Modell am deutlichsten
sind. Dabei wurden fiir jedes Schlafstadium zwei einander entgegengesetzte Ubergiinge
(21, 22) und (22, 21) identifiziert, die von allen Ubergiéingen, die grofte Anzahl von Pro-
banden aufweisen, bei deren Daten sich fiir die jeweiligen Ubergiinge signifikante Abwei-
chungen vom SMI-Modell zeigen.

Abschlielend wurde das Erweiterte SMI-Modell vorgestellt und untersucht, bei dem diese
Abweichungen fiir die zwei entgegengesetzten Ubergénge (z1, z2) und (22, 21) durch die
FEinfithrung von drei weiteren Parametern moglichst vermieden werden.

7.2 Ausblick

Aufbauend auf die Ergebnisse und Beobachtungen dieser Arbeit schliefen sich weiter-
fithrende Untersuchungsmoglichkeiten in Bezug auf das SMI-Modell an.

In Kapitel 6.2.3 wurde die Moglichkeit erértert, dass die Ubergéinge (21, 22) und (22, 21)
fiir zwei bestimmte Zusténde z1, zo hiiufiger in den Sequenzen z(*%) auftreten, als man
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fiir das SMI-Modell erwarten wiirde. Als eine moégliche Erkldrung dafiir wurde genannt,
dass bei der Erhebung der Sequenzen (%) die Topografien zu den Auswertungszeit-
punkten teilweise keinem der ermittelten Cluster eindeutig zuzuordnen ist, sondern bild-
lich gesprochen auf der Grenze zwischen zwei Clustern liegen. Dadurch konnte es pas-
sieren, dass etwa der Zustand z; mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit dem i-ten Aus-
wertungszeitpunkt zugeordnet wird, obwohl zo der nicht beobachtbare wahre Zustand
wére, und umgekehrt. Zu diesem Umstand liefle sich ein Hidden Markov Model (HMM)
untersuchen, bei dem die nicht beobachtbaren wahren Zustinde als Markov-Kette (z.
B. durch das SMI-Modell) modelliert werden und abhéngig vom wahren Zustand mit
gewissen Wahrscheinlichkeiten andere Zusténde beobachtet werden.

Es ldsst sich aufgrund von Abbildung 4.6 auf Seite 55 vermuten, dass der Parameter
7(/N3) fiir jeden Probanden J und das Schlafstadium N3 signifikant kleiner ist als die
Parameter 7#(*%) in den anderen drei Schlafstadien Z. Dieser Vermutung kénnte man
beispielsweise mit einem Permutations- oder t-Test nachgehen.

Schliefllich wire es interessant, im Hintergrundmodell zum SMI-Modell die zufilligen
Intervalle und Abtastungszeitpunkte nicht durch Poisson’sche Punktprozesse zu definie-
ren, sondern beispielsweise durch Gamma-Prozesse, und die Eigenschaften der dadurch
resultierenden Sequenzen (Xj, ..., X)) zu analysieren.
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A Ermittlung von EEG-Microstate-Sequenzen

Fiir jeden Probanden J wurde in verschiedenen Schlafstadien®® Z das elektrische Feld
an der Kopfoberfliche aufgezeichnet durch die Methode der Elektroenzephalografie mit
30 Elektroden {iiber einen Zeitraum von mehreren Minuten.

Im Folgenden wird erldutert, wie aus den aufgezeichneten Elektroenzephalogrammen
(EEGs) fiir jeden Probanden J zu den verschiedenen Schlafstadien Z die Sequenzen

1.7 5z
x(J,Z) — <$(() ), A ,x;(J,Z))>

ermittelt wurden, aus denen wiederum die fiir diese Arbeit vorliegenden Ubergangshiiu-
figkeiten ngfsj’z) bestimmt wurden. Dabei wird auch auf die Theorie der EEG-Mircostates

eingegangen.

Fiir jeden Probanden liegen in einem zeitlichen Abstand von jeweils 4 Millisekunden
Messwerte eines mit 30 Elektroden aufgezeichneten EEGs vor. Die Messwerte eines Pro-
banden J in einem Schlafstadium Z zum Zeitpunkt

_ J,(J2) (J,2)
LE Tz = {07, 4"}
seien bezeichnet durch " " ©
t t t
Yuz) = (“(J,Z),l’ aa ’”(J,Z),:so) :

Dabei hiangen die genauen Messzeitpunkte t,gJ’Z) ebenso von (J, Z) ab wie die Anzahl
l(7,z) der Messzeitpunkte. Auflerdem seien fiir jeden Probanden J die Mengen

Twys TNy TaNeys TorNs)

der Messzeitpunkte paarweise disjunkt.

Es ist moglich, dass Messwerte zu gewissen Zeitpunkten aus verschiedenen Griinden un-
brauchbar sind, etwa weil sich der Proband zu heftig bewegt hat, und deshalb verworfen
werden. Auflerdem werden die Messwerte und -zeitpunkte von einem Probanden J zu
einem Schlafstadium Z nicht verwendet, wenn sich der Proband J nicht mindestens 105
Sekunden in diesem Schlafstadium befunden hat wiahrend der Aufzeichnung des EEGs.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass fiir jeden Probanden J jeweils die Messwerte
zu allen Zeitpunkten
telJTuz
z

verwendet werden.

Von Lehmann et al. (1987) wurde beobachtet, dass die Topographie (hochdimensionale
Auspriigung) des durch eine Elektroenzephalografie gemessenen elektrischen Feldes an

ZInformationen zu den Probanden und Schlafstadien in Kapitel 2.1.
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der Kopfoberfliche iiber gewisse Zeitraume anndhernd stabil ist, abgesehen von Polaritét
und der Stdrke der Auspriagung. Das bedeutet, dass die Vektoren véyz)
direkt aufeinanderfolgende Zeitpunkte ty,...,t, € 7(jz) annéhernd auf einer Geraden
liegen. Nach einem dieser Zeitrdume mit annidhernd stabiler Topographie erfolgt ein
diskontinuierlicher Wechsel zum néchsten Zeitraum mit annidhernd stabiler Topographie.

Diese Beobachtung fiithrt zur Definition von EEG-Microstates:

fiir gewisse

Definition A.1. |EEG microstates are time epochs in the sub-second range in which the
scalp potential topographies appear as discrete segments of electrical stability, separated
by sharp and short transitions, switching abruptly into the next period of stability.
(Brodbeck et al., 2012)

Weiterhin schldgt Lehmann et al. (1987) vor, die EEG-Microstates zu bestimmen, indem
man nur die Messwerte in den Zeitpunkten betrachtet, in denen das elektrische Feld lokal
maximal stark ausgeprégt ist. Denn um diese Zeitpunkte herum sei die Topographie des
elektrischen Feldes besonders stabil und durch die starke Ausprigung des elektrischen
Feldes werde der Einfluss von Messfehlern (,,Noise“) geringer.

Gemessen wird die Stérke der Ausprigung des elektrischen Feldes durch die ,,Global Field
Power“ (GFP), die gerade der empirischen Standardabweichung iiber alle 30 Messwerte
zu einem festen Zeitpunkt ¢ € 7z entspricht. D.h. fiir einen Probanden J und ein
Schlafstadium Z wird die GFP berechnet durch

1 (t) 1) )?
GFP (5 2(t) == (30 > (U(L,,Z)ﬂ. - v(m) Vte Tz,

1=1

(®)

wobei V()7 gerade das arithmetische Mittel
(1) L~ 0
(¢ t
Y12) T 30 21 Y(1,2),i
1=

(t)
(

1,2) sel.

der Komponenten von v

Die lokalen Maxima von GFP werden GFP-Peaks genannt. Die Zeitpunkte, in denen ein
GFP-Peak fiir Proband J und Schlafstadium Z auftritt, seien bezeichnet mit

(J,2) J,Z
by ,bgu,;),

wobei auch die Anzahl n(;z) + 1 der GFP-Peaks fiir jedes Paar (J,Z) unterschiedlich
sein kann.

Im néchsten Schritt wird eine Menge prototypischer Topographien gesucht, die jeweils
eine Gruppe #hnlicher Messwerte zu den Zeitpunkten der GFP-Peaks représentieren.
Dazu werden die Messwerte
b?) (5677,
U< 0 n(J,2)

(1,Z) ""’U(J,Z)
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zu den Zeitpunkten der GFP-Peaks mithilfe einer Clusteranalyse in Cluster eingeteilt.
Das fiir die Erhebung der vorliegenden Daten verwendetete Verfahren der Clusteranaly-
se wird ,, Topographical Atomize and Agglomerate Hierarchical Clustering” (T-AAHC)
genannt (Brodbeck et al. (2012), fiir technische Details Handy (2009)). Fiir jeden Pro-
banden J und jedes Schlafstadium Z werden durch die Clusteranalyse k(jz) Cluster
ermittelt. Zu jedem dieser Cluster

cE C(J,Z) = {C%J’Z), . C(J’Z) }

k2
wird ein 30-dimensionaler Vektor m(®) als Reprisentant iiber die Durchschnittsbildung
aller Messwerte in diesem Cluster berechnet.

In einem anschlieBenden Schritt werden fiir ein festes Schlafstadium Z die Vektoren m/(©)

aller Cluster
[AS U C(J7z)
JeTz

sdmtlicher Probanden J wieder durch das T-AAHC in neue Cluster eingeteilt. Dadurch

wurden in den fiir diese Arbeit vorliegenden Daten fiir jedes Schlafstadium Z vier Cluster
PP

gefunden. Die Menge der Cluster im Schlafstadium Z sei C(4). Die 30-dimensionalen Vek-

toren, die jeweils einen der Cluster ¢ € C(%) repriisentieren und Karten (maps) genannt

werden, seien mit
AZ7 BZ7 CZ7 DZ

und die Menge dieser Karten mit Sz bezeichnet.

Fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z wird nun allen Zeitpunkten

0 v Ongg g

der GFP-Peaks diejenige Karte m € Sz zugeordnet, die die grofte Ahnlichkeit zu dem

(J,2) ..

ok ) aufweist. Die Ahnlichkeit wird gemessen iiber den Ab-
(J4,2)

solutbetrag des empirischen Korrelationskoeffizienten von m und v( k ) Fiir jedes

k € {0,...,n¢5z)} werde :E,(CJ’Z)

Formal bedeutet das

jeweiligen Messwert U<

definiert als die auf diese Weise ermittelte Karte m.

30 b(J,Z) b(J,Z)
> (U((J,kZ),i) - U((J,kZ) >> (mi - m)

2" .= arg max =
k . g 9 1/2 2 /2"
meSy 30 (b(J,Z)) (b(J,Z>> 30
L _\k PR
D\ vz’ — > |\mi—m
i=1 =1
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Somit erhélt man fiir jeden Probanden J und jedes Schlafstadium Z eine Sequenz

12y _ (. .(J,2) J.Z
{E( )_(g(;o ,...,fL‘gL(J’Z)))

von Karten aus S5.

Die Zuweisung der Kartenbezeichnungen
AZ7 BZ7 CZ7 DZ

erfolgte bei der Erhebung der vorliegenden Daten fiir jedes Schlafstadium Z so, dass die
Karten moglichst dhnlich sind zu den jeweiligen entsprechenden Referenzkarten

A,B,C,D

aus anderen Studien.

In den gegebenen Daten wird bei den Sequenzen z(*%) daher beispielsweise nicht zwi-
schen den Karten
Aw, AN1, ANz, AN3

aus den verschiedenen Schlafstadien unterschieden, sondern diese Karten alle mit A
bezeichnet (analog fiir B, C, D).

Somit ist der Zustandsraum fiir alle (%) gegeben durch

S :={A,B,C,D}.

B Die Delta-Methode

Sei (Zi,...,Zm) ein reell-wertiger Vektor von Zufallsvariablen und f eine Funktion auf
R™. Erfillt f in Korollar B.2 nidher bestimmte Differenzierbarkeitsbedingungen, lésst
sich die Delta-Methode anwenden. Die Delta-Methode liefert eine Approximation fiir
E [f(X)] mithilfe der Taylor-Approximation erster Ordnung an der Entwicklungsstelle
E[X] und darauf aufbauend eine Approximation fiir Var(f(X)). Fiir die Taylor’sche
Formel wird hier die benétigte Version 1. Ordnung angegeben.

Satz B.1 (Taylor’sche Formel 1. Ordnung). Sei U C R™ offen, a € U und f : U — R
eine zweifach stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle x € U mit a + Az € U
fir alle A € [0,1]:

f(z) = f(a)+ < gradf(a),z —a > +Ra(x)
mit
Ry(z) = % < Hessf(a+ Xo(x —a))(x —a),xr —a> fir ein o € (0,1).

Dabei bezeichne gradf den Gradienten und Hessf die Hesse-Matrixz von f.
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Beweis. Siehe z. B. Forster (2006). O

Korollar B.2 (Delta-Methode). Sei Z = (Z1,...,Zy,) ein Vektor von Zufallsvariablen
mit Werten in U C R™ offen und sei ¥ = (V1,...,0y) mit ¥; .= E[Z;]. Sei weiterhin f
eine auf U zweifach stetig differenzierbare Funktion und bezeichne

0
fz( ): gil)‘% =01,..s2m="m

die erste partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle ©. Dann gelten

E[f(Z)] = f(9)

und
Var(f(Z)) = Y _(£/(1))*Var(Z;) + 2 Z FL9) f1(9)Cov(Zi, Z;).
i=1 ,j=1
i<j

Beweis. Der Beweis folgt den Ausfithrungen von Casella und Berger (2002). Nach der
Taylor’schen Formel 1. Ordnung erhélt man

f(z) = f(9)+ < gradf(9),z — 0 > +Ra(2) VzeU

und somit
E[f(2)] = f(9) + ) fIOE[Z — 0] + E[Rs(2)].
i=1
Da E [Z;] = v, ist, folgt E [Z; — ¥;] = 0 und somit

E[f(2)] = f(0) + E[Ro(Z)] = f (V).

Mit dieser Approximation fiir E [f(Z)] und erneuter Anwendung der Taylor’schen Formel
ergibt sich

Var(f(Z)) =E
~E

=1
=D (f()*Var(Z) +2 > f1(0)f}(0)Cov(Z;, Z;)
i=1 i,j=1
1<j
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