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1 Einleitung

Wir werden uns in dieser Arbeit mit der Analyse einer zufélligen Baumstruktur befassen, welche
wir Hoppe-Baum nennen werden. Als ersten Schritt starten wir mit der Definition des Baumes und
Zusammenh#ngen zu dem zufélligen rekursiven Baum, der schon viel untersucht wurde. Man findet
einige Ergebnisse zum zufilligen rekursiven Baum zusammengefasst in dem Ubersichtsartikel [12]

von Smythe und Mahmoud.

Definition des Hoppe-Baumes

Zunéchst meinen wir im Kontext dieser Arbeit mit einem Baum einen zusammenhéngenden, kreis-
freien Graphen mit einem ausgezeichneten Knoten genannt Wurzel. Als Abstand zweier Knoten
in einem Baum bezeichnen wir die Anzahl der Kanten des Pfades zwischen den Knoten. Anhand
der Wurzel lisst sich der Baum in Level unterteilen: Auf Level k € N liegen genau die Knoten, die
Abstand k zur Wurzel haben. Ebenso kénnen wir anhand der Wurzel Vorfahren und Nachfahren
definieren: Wir sagen fiir zwei Knoten 4, 7, ¢ # j, im Baum, dass ¢ Vorfahr von j ist (und j Nach-
fahr von ) , falls sich ¢ auf dem Pfad von der Wurzel zu j befindet. Wir nennen aulerdem ¢ Vater
von j (und j Kind von ), falls ¢ ein Vorfahr von j ist und ¢ und j Abstand 1 haben.

Der Hoppe-Baum ist ein zufilliger Baum, dessen Verteilung von einem Parameter 9 € RT abhiingt.
Die Dynamik des Baumes ist hierbei durch die Dynamik der Hoppe-Urne gegeben. In dem Ur-
nenmodell gibt es eine ausgezeichnete schwarze Kugel und weitere farbige Kugeln. Wann immer
die schwarze Kugel gezogen wird, wird sie zusammen mit einer farbigen Kugel zuriickgelegt, deren
Farbe in der Urne noch nicht vertreten ist. Wird eine farbige Kugel gezogen, wird sie zusam-
men mit einer weiteren Kugel derselben Farbe zuriickgelegt. Die Urne startet nun mit nur der
schwarzen Kugel und es wird in jedem Schritt eine Kugel zufillig aus der Urne gezogen, wobei
die Wahrscheinlichkeit, die schwarze Kugel zu ziehen, proportional zu ¢ ist, alle weiteren Kugeln
werden mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu 1 gezogen.

Im Hoppe-Baum iibernimmt nun die Wurzel des Baumes die Rolle der schwarzen Kugel und wir
erhalten analog zu der Urne folgende Dynamik:

Wir starten den Baum mit der Wurzel, die wir Knoten 1 nennen. Dieser Knoten erhélt Gewicht
1. Die weitere Verteilung des Baumes wird nun rekursiv iiber die Anzahl n € N der Knoten im
Baum definiert. Wir erhalten einen Hoppe-Baum mit n Knoten aus einem Baum mit n — 1 Knoten
wie folgt: Wéhle einen der vorhandenen n — 1 Knoten zufillig als Vaterknoten aus, wobei Knoten
1 (also die Wurzel) mit Wahrscheinlichkeit M% und alle weiteren Knoten mit Wahrscheinlich-

2
keit m ausgewihlt werden. Knoten n wird als Kind des ausgewéhlten Knotens in den Baum
eingefiigt. Typischerweise einigen wir uns darauf, dass die Kinder eines Knotens immer von links
nach rechts geméifl Einfiigezeit sortiert sind, was fiir diese Arbeit allerdings allein in der Darstel-
lung der Grafiken eine Rolle spielt. In dem Hoppe-Baum hat also die Wurzel Gewicht 9 und alle
weiteren Knoten Gewicht 1, fiir das Einfiigen neuer Knoten wird der Vaterknoten proportional zu
den Gewichten gezogen.

Wir benennen die Knoten im Baum geméif ihrer Einfiigezeit, d.h. Knoten ¢ ist der Knoten, der

als i-tes in den Baum eingefiigt wurde.



Abbildung 1: Eine mégliche Entwickelung des Hoppe-Baumes bis n = 4 Knoten mit Wurzelgewicht
¥ = 2. Darunter die entsprechende Entwicklung der Hoppe-Urne.

Abbildung 1 zeigt ein Beispiel eines Hoppe-Baumes mit Wurzelgewicht ¥ = 2 und n = 1,...,4

Knoten. Die rechteckigen Knoten deuten die moglichen Positionen fiir das Einfiigen des néchsten
Knotens an, an den Kanten stehen die Wahrscheinlichkeiten fiir das Einfiigen an die entsprechende
Stelle. Darunter wird die Entwicklung der entsprechenden Hoppe-Urne abgebildet.

Man beachte, dass die Anzahl der Kinder der Wurzel im Hoppe-Baum genau der Anzahl verschie-
dener Farben in der Urne entspricht. Bezeichnet K, diese Anzahl, so erhélt man eine leicht zu ana-
lysierende Darstellung fiir K,,, ndmlich K,, = Z?ﬂ 14,, wobei A; das Ereignis bezeichnet, dass der
i-te Knoten Kind der Wurzel ist. Offensichtlich sind As, ..., A, unabhingig und P(A;) = #.
Des Weiteren stehen die Groflen der Teilbdume an der Wurzel in direkter Beziehung zu der Anzahl
von Kugeln entsprechender Farbe in der Urne. Aus der Analyse der Hoppe-Urne von Donnelly und

Tavaré in [5] erhalten wir also bereits das folgende Ergebnis fiir die Gréflen der Teilbdume.

Theorem 1.1. Seien Ny(Ll)7 Ny(f), ... die Grifen der Teilbdume der Kinder der Wurzel, aufsteigend

)

nach Einfiigezeit des jeweiligen Kindes nummeriert, wobei wir Nr(Lk =0 fir k > K,, vereinbaren.

Dann gilt fiir jedes feste r € N

NY NP N =
( 7 L B, B2(1 = By),.... B, [[(0— By) | fiir n— oo,
n

n n Pl
wobei By, ..., B, unabhingig und identisch beta(1,1)-verteilt sind. Insbesondere gilt also
NV
LB,
n



wobei B beta(1,)-verteilt ist.

Wir werden im weiteren Verlauf das Wurzelgewicht 9 oftmals geklammert als oberen Index
notieren, an dieser Stelle ist also zu beachten, dass bei N,Sl), e ,N,(LK”) die Zahl (k) im oberen
Index nicht das Gewicht der Wurzel im Hoppe-Baum bezeichnet, sondern die Nummer des Teil-
baumes. Das Gewicht der Wurzel wird an dieser Stelle unterschlagen, um nicht noch mehr Indizes

einzufiithren.

€ (1)
Bemerkung 1.2. Man erhdlt sogar N;: — B fast sicher, da (#) ein beschrinktes,
n>2

nichtnegatives Martingal ist.

Der zufillige rekursive Baum und sein Zusammenhang zum Hoppe-Baum

Den zufilligen rekursiven Baum kann man auf zwei Arten einfithren. Zum einen ist ein zufilliger
rekursiver Baum mit n Knoten gleichverteilt unter alle rekursiven Biumen mit n Knoten (ver-
gleiche [12]), auf diese Art der Definition werden wir an dieser Stelle aber nicht n&her eingehen.
Fiir uns interessanter ist die dquivalente, auf einer stochastischen Dynamik basierende Definition.
Beim Einfiigen eines neuen Knotens wird uniform einer der vorhandenen Knoten als Vater fiir
den neuen Knoten ausgewéhlt. Der zufillige rekursive Baum ist demnach ein Hoppe-Baum zum
Parameter 1 = 1. Alle Ergebnisse aus dieser Arbeit gelten bei Wahl 9 = 1 also auch fiir zufillige
rekursiven Bidume und sind fiir zuféillige rekursive Badume bereits bekannt. Das Ziel der Arbeit
besteht in erster Linie darin, Ergebnisse iiber zufillige rekursive Badume auf die Hoppe-Béume zu
verallgemeinern.

Wir finden aber auch fiir beliebige ¢ € RT den zufilligen rekursiven Baum in dem Hoppe-Baum
wieder. Besonders fiir Kapitel 3 und 5 ist die folgende Zerlegung des Hoppe-Baumes sehr inter-
essant: Wir betrachten den ersten Teilbaum des Hoppe-Baumes und den Rest des Baumes getrennt.
Mit dem ersten Teilbaum meinen wir den Baum, der aus Knoten 2 und all seinen Nachfahren be-

steht. In Abbildung 2 ist die Zerlegung fiir einen Hoppe-Baum mit 10 Knoten angedeutet.

S

DIGD | I,

Abbildung 2: Die Zerlegung eine Hoppe-Baumes in den ersten Teilbaum und den Restbaum. Im
ersten Teilbaum (linker Rahmen) haben alle Knoten Gewicht 1, im Restbaum hat die Wurzel

weiterhin Gewicht ¥ und alle weiteren Knoten Gewicht 1.

Zu beachten bei dieser Zerlegung ist, dass alle Knoten im ersten Teilbaum Gewicht 1 haben.



Fiigen wir also einen neuen Knoten in den Teilbaum ein, so wird fiir diesen uniform aus allen
Knoten des Teilbaums ein Vaterknoten ausgewéhlt. Bedingt auf die Grofle des Teilbaums, ist die
Teilbaumstruktur die eines zufilligen rekursiven Baumes (natiirlich abgesehen von der Numme-
rierung der Knoten). Der Restbaum in der Zerlegung besteht aus der urspriinglichen Wurzel des
Hoppe-Baumes und alle Knoten, die nicht im ersten Teilbaum liegen. Hier hat die Wurzel weiter-
hin Gewicht ¥ und alle weiteren Knoten Gewicht 1, also ist der Restbaum bedingt auf seine Grofle

wieder ein Hoppe-Baum zum Parameter .

Groflen des Hoppe-Baumes, die in dieser Arbeit betrachtet werden

Ziel der Arbeit ist es, einen groben Uberblick iiber ein paar charakteristische GroSen im Hoppe-
Baum zu gewinnen. In Kapitel 2 befassen wir uns mit der Tiefe der Knoten im Hoppe-Baum,
also den Abstand der Knoten zur Wurzel. Wir werden eine Darstellung der Tiefe als Summe un-
abhéngiger Zufallsvariablen herleiten, welche die Tiefe zu einer leicht zu analysierenden Grofle
macht. Danach befassen wir uns mit der Hohe des Hoppe-Baumes, womit das Maximum aller
Tiefen gemeint ist. Zentrale Idee bei der Analyse der Hohe wird es sein, die bekannten Ergebnisse
fiir den zufélligen rekursiven Baum auf den Hoppe-Baum zu iibertragen, indem wir ihn, wie in
der Einleitung bereits angesprochen, geeignet zerlegen. Anschlieend werden wir die Anzahl der
Blédtter im Baum betrachten, wobei wir einen Knoten als Blatt bezeichnen, wenn er keine Kin-
der besitzt. Die zentrale Idee bei der Analyse der Anzahl der Bldtter wird es sein, diese Grofle
zu einem Martingal zu reskalieren. Das letzte Kapitel handelt dann von der internen Pfadlénge,
welche wir als Summe aller Tiefen im Baum definieren. Die interne Pfadlange kann in gewissem
Kontext die Gesamtkomplexitéit des Baumes beschreiben. Sie wurde insbesondere fiir zufillige
Binédrsuchbidume studiert, da die interne Pfadldnge hier die Anzahl der Vergleiche, die der Sor-
tieralgorithmus Quicksort benétigt, ausdriickt (vergleiche [6] oder [9]). Auch hier werden einige
Ergebnisse durch Reskalierung zu einem Martingal erzielt, insbesondere folgern wir, dass die inter-
ne Pfadlédnge nach Reskalierung fast sicher konvergiert. Im zweiten Teil des letzten Kapitels wird
die Verteilung des Grenzwertes betrachtet, Hauptergebnis hier ist die Existenz einer unendlich oft
differenzierbaren, schnell abfallenden Dichte.

Als Notation werden wir typischerweise die betrachtete Anzahl der Knoten in den unteren Index
der Zufallsvariablen schreiben und zudem den Parameter ¥ geklammert im oberen Index notieren.
Wir bezeichnen im Hoppe-Baum mit n € N Knoten und Wurzelgewicht ¥ € R™ mit Dﬁf” die Tiefe
des n-ten Knotens, Hr(bﬁ) die Hohe des Baumes, Lgf ) die Anzahl der Blatter und Iy(fg) = Z?:l Dz@)
die interne Pfadlange.

Wir starten an dieser Stelle mit einem kleinen Lemma, um die Asymptotik zweier Summen zu
klaren, die im Verlauf der Arbeit 6fters auftreten werden. Anschlieend werden die Ergebnisse der
Arbeit aufgelistet.



Lemma 1.3. Sei ¥ > 0 beliebig. Dann gilt

n—1
1
E - = U@ +n)—-TW+1)=logn+cy+o(1),
— 9+

S (%) = @ro

i=1

wober V(z) = (= ie Digamma Funktion bezeichnet und cy und dy Konstanten sind, fir die
bei W T die D Funktion bezeich d ddy K d, fir d

Folgendes gilt: Fir ¢ € N ist

| =

Cy —

)

i=1

~

2 9
™ 1
dﬁ = 7;’4’;g;%§7

wobet v = limy, o Z?:l % —logn = 0,5772156649 die Fuler Konstante bezeichnet.
Fiir beliebige 9 > 0 gilt

19

1
= VI +1)=~v— - —
Cy (I +1)=v ;:12. €9,
5 9]
T 1
dy = ——E )
9 6 ¢=1i2 9

mit €y € [0, ﬁ}, Oy € [O, ﬁ]

Beweis. Siehe Ende der Einleitung.

O

Zentrales Ergebnis fiir die Tiefe ist Theorem 1.4. Einige Folgerungen sind in Theorem 1.5

aufgelistet. Insbesondere siecht man in 1.5, dass der Parameter 9 nur geringen Einfluss auf Erwar-

tungswert und Varianz der Tiefe hat.

Theorem 1.4. Se: D,(f) die Tiefe des n-ten Knotens im Hoppe-Baum. Dann gilt fir jedes n > 2

n—2
) 4
DM S1+% B,

i=1

wobei Bﬁ-lf—l ey B19+»1m—2 unabhdngig sind und Bﬁi Bernoullz’(ﬂ%‘_i)—verteilt ist fir jedes

ief{l,...,n—2}.

Theorem 1.5. Fliir die Tiefe Déﬁ) des n-ten Knotens im Hoppe-Baum gilt

n—2
(9) = =
E[DW] = 1+;19+if10gn+619+1+0(1)7
n—2 1 n—2 1 2
DWWy  — —~ — ) =1 - !
L(D;) -5 N(0,1),
1
(9) =
dryv (£(Dy7) g poy) = O logn)’



(9) _ (9)
wobei cy,dy die Konstanten aus Lemma 1.3 sind, D}, = D, —ED, ] ist, N'(0,1) die Standard-

V Var(DﬁLﬂ))

normalverteilung und I1 | die Poissonverteilung zum Parameter E[D%ﬂ)] bezeichnet.

B[D”

Fiir die Analyse der Hohe wird Theorem 1.6 erarbeitet. In Korollar 1.7 sind die Konsequenzen
fir Erwartungswert und Varianz der Hohe aufgelistet. Wie auch bei der Tiefe hat die Konstante

¥ nur wenig Einfluss auf den Erwartungswert der Hohe.

Theorem 1.6. Sei Hr(tﬂ) die Hohe des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie
M, = E[HT(Ll)] =elogn — %log logn 4+ O(1) die erwartete Héhe des zufilligen rekursiven Baumes
mit n Knoten. Dann gibt es fiir jedes ¢’ < i eine Konstante C = C(c'), so dass fiir beliebige t > 2
gilt

P (H,gm ~ M, > t) < Ce et

Bezeichnet K = supneN{|Mn — (e logn — %log log n) |} < 00, 50 gibt es auferdem fiir jedes ¢’ <

eine Konstante C = C(c') und o = sodass fiir alle t > 2541 g4l
l—ea

2e
<
1+4+c’e’?

P (Hy” — M, < —t) < Ceot,

Korollar 1.7. Se: H,(f” die Hohe des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie M, = E[H,(f)] =
elogn — %log logn + O(1). Fernen seien ¢, C, C, o > 0 wie in Theorem 1.6 gewdhlt. Dann gilt
C 2K +1 C

+

/! ,2c’ 7
e 1—ea 2K+
aexp ( T oo

|E[H)] — M,,| < max{ 2+
C

Insbesondere gilt E[Hr(fg)] = elogn — 3 loglogn + O(1).
Des Weiteren gilt
Var(H?) = O(1).

Zentrale Idee bei der Analyse der Anzahl an Bléttern ist die Reskalierung zu einem Martingal,
die in Theorem 1.8 angegeben ist. Folgerungen sind unter anderem der Erwartungswert, eine
Konzentrationsungleichung und ein starkes Gesetz grofier Zahlen. Fiir die weitere Analyse wird

noch die Varianz berechnet und eine Grenzwertsatz gezeigt.

Theorem 1.8. Sei L, = L%ﬁ) die Anzahl an Bldittern im Hoppe-Baum mit n Knoten.
Dann liefern X1 =0 und

n—1 d(n—1)
X, =W+n-2)(L, -
@+n )< " ( 2 +2(19+n—2))>
fir n > 2 ein Martingal (Xp)n>1 beziiglich der natiirlichen Filtration (Fp)n>1 gegeben durch
Fn=0(Ly1,...,Ly) firn>1.

Korollar 1.9. Fir die Anzahl L,, = L%ﬁ) der Blditter im Hoppe-Baum mit n Knoten gilt firn > 2

n—1 dn—-1)  n+9-1 1
Bl ="+ s = +O<n>'




Theorem 1.10. Fiir die Anzahl der Bldtter L, = Lgf) im Hoppe-Baum mit n > 3 Knoten gilt
fiir jedes t > 0

P(|Ly, — E[Ly]| > t) < 2exp < 2U2(0 +n — 2)2 >

S0+ 2i - 5)?

Insbesondere erhalten wir also fiir jedes t > 0 die Schranke

(Lo~ E[Ly]| > ) < 2exp (-;n) |

Theorem 1.11. Fiir die Anzahl der Blitter L, = LS?) im Hoppe-Baum mit n Knoten gilt fast

sicher
Ly, "
— = fiir n — oo.
n

DN | =

Theorem 1.12. Sei L%ﬂ) die Anzahl der Bldtter im Hoppe-Baum mit n Knoten. Dann gilt

var (1) = =t o (1),

Theorem 1.13. Sei L%ﬂ) die Anzahl der Bldtter im Hoppe-Baum mit n Knoten. Dann gilt
LY — ELY
Ln —Eln] 4 ,

Var(Lgf))

wobet Z standardnormalverteilt ist.

Auch bei der Analyse der internen Pfadlédnge starten wir mit der Reskalierung zu einem Martin-
gal. Anschlieend bestimmen wir die Varianz der internen Pfadlédnge und folgern fiir das Martingal
fast sichere Konvergenz. Im zweiten Teil des Kapitels iiber die interne Pfadlédnge betrachten wir die
Verteilung des Grenzwertes genauer und zeigen die Existenz einer unendlich oft differenzierbaren,

schnell abfallenden Dichte iiber die Analyse der charakteristischen Funktion des Grenzwertes.

Theorem 1.14. Sei firi>1 Dlw) die Tiefe des i-ten Knotens im Hoppe-Baum, sowie
L(lﬁ) =>r, Dlw) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten. Ferner sei fiir n > 1
Fp = O'(Dgﬂ), ce D;ﬂ)) die von Dgﬂ), . ,D,(lﬁ) erzeugte o-Algebra. Dann ist durch

n—1
1 1
A N (C) -
" d+n—-1" ;ﬂ—l—i

ein an (Fpn)nen adaptiertes Martingal (Z,(Lﬁ))neN gegeben.

Korollar 1.15. Sei I,(f) =>", Dl@) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten.
Dann gilt

n—1
1
E[Ifr(?)] — (19 +n— 1) Z:ZI m = nlogn + cogn + O(n>7
wobei ¢y = =V +1) =~ — ZZLijl% — ey fir ein g9 € |0, #] die Konstante aus Lemma 1.3

bezeichnet.



Theorem 1.16. Sei I,(Lﬂ) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie

Z,gﬂ) I(ﬁ) Yo 11 51; das Martingal aus Theorem 5.1. Dann gilt

19+n 1

n

5 -
Z0y =2
Var(Z 3 ;(1‘}—1—2—1) +o(1).

Insbesondere gilt also auch

9 n—1 1 2
9) 2 L 12 2
Var(I,')) = (19 ;(§+i_1>>(ﬁ+n 1)% + o(n”).
Korollar 1.17. Die reskalierte interne Pfadlinge (Zq(lﬂ))nzl mit 7 = W

gradig integrierbares Martingal und konvergiert somit fast sicher und in L, gegen eine integrierbare

Zufallsvariable Z((,g) .

ist ein gleich-

9 _ g
Theorem 1.18. Fird > 0 sei Z ) der Grenzwert der reskalierten internen Pfadlinge (%TE[_I{}) oy
n>1

welche nach Korollar 1.17 fast sicher konvergiert. Dann gilt
Z0 L Bz0 4+ (1-B)ZY + Blog B + (1 - B)log(l — B) + (y — c)B,

wobei B, ZY), 78 unabhingig sind mit Verteilungen L(B) = Beta(1,9), L(Z (1)) E(Z&l))),
£(Z§§)) = E(Zég)), v =~ 0,5772156649 die Euler Konstante ist und cy die Konstante aus Lemma
1.3 bezeichnet.

Theorem 1.19. Sei ¢ > 0 beliebig und Zég) der Grenzwert der reskalierten internen Pfadlinge

(Lo-pu)

e ) oy welche nach Korollar 1.17 fast sicher konvergiert. Dann gibt es fir die Vertei-
n>1

lung £(Z§f)) ei_ne unendlich oft differenzierbare, schnell abfallende Dichte fy.

Beweis von Lemma 1.3. Die Darstellung Zl 1 ﬁﬂ = U (9+n)—U(J+1) und die Asymptotik
U (9 4+ n) =logn + o(1) folgen direkt aus den Eigenschaften der Digamma Funktion, welche man

bei Abramowitz und Stegun in [1, S. 259] findet (37~ 11 o5 = Y0 +n) — V(I +1) folgt wegen

2
U(z+1) = ¥(z) + 1). Fiir die zweite Summe erhalten wir >, (19%”) = dy < oo Uber die

Majorante (%ﬂ.)Q < %2 Genauere Ergebnisse fiir die Konstanten ¢y und dy erhalten wir iiber die
harmonischen Zahlen:

Bekanntermafen gilt fiir die harmonischen Zahlen H,, = Y I | Z, dass H, = logn + v+ o(1) ist,
und fiir die harmonischen Zahlen zweiter Ordnung HP = Zz 1 12, dass HP) == + o(1) ist.
Fiir ¥ € N erhalten wir die Behauptung direkt aus 21 1 19+z =Hnt9-1 — Zf 1 ; und

Z?:T (ﬂlﬂ') = ’Hf—i)-ﬂ—l - Z?:l %2

Fiir allgemeine ¢ > 0 erhalten wir die Behauptung durch dieQAbschéitzungen ) )
NI s ST <N s b O (k) <2 (5) <2 (i)

und Betrachten des ersten Falls. O

2 Die Tiefe eines Knotens im Hoppe-Baum

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Tiefe des n-ten Knotens im Hoppe-Baum befassen.

Als Tiefe eines Knotens bezeichnen wir seinen Abstand zur Wurzel. Im Folgenden schreiben wir

10



DT(A?) fiir die Tiefe, wobei n € N die Anzahl der Knoten im Hoppe-Baum ist und ¥ € Rt das
Gewicht der Wurzel im Hoppe-Baum bezeichnet.

Ziel wird es sein, die Tiefe als Summe unabhéngiger, bernoulli-verteilter Zufallsvariablen zu schrei-
ben, was die weitere Analyse dann sehr leicht macht. Fiir den Spezialfall 9 = 1, also den Fall eines
zufélligen rekursiven Baumes, ist eine solche Darstellung bereits bekannt, man findet ein solches
Ergebnis bei Dobrow in [4].

In jedem Baum kann man die Tiefe des n-ten Knotens zumindest als Summe von bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen schreiben, indem man alle Knoten des Baumes durchlduft und z&hlt,
wie viele davon Vorfahren des n-ten Knotens sind. Allerdings miissen die Wahrscheinlichkeiten
dafiir sowie die Unabhéngigkeit noch bestimmt werden.

Als ersten Schritt werden wir also fiir beliebige Knoten i, € N\{1}, ¢ < j, die Ereignisse betrach-
ten, dass der i-te Knoten Vorfahr des j-ten Knotens ist. Die Wurzel ist natiirlich immer Vorfahr

jedes weiteren Knotens und wird daher an dieser Stelle ausgeschlossen.

Lemma 2.1. Sei fir2 <i < j <n A;; das Ereignis, dass der i-te Knoten im Hoppe-Baum mit
n € N Knoten Vorfahr des j-ten Knotens ist. Dann gilt:

o P(Aij) = 571

o die Ereignisse As p, ..., Ap_1,, sind unabhdngig.

Beweis. Wir betrachten also fiir beliebiges ¢ < j das Ereignis A; ;. Es ist sofort klar, dass
P(A; 1) = ﬁ gilt, denn zur Zeit i befinden sich im Hoppe-Baum die Wurzel mit Gewicht
¥ sowie ¢ — 1 weitere Knoten mit Gewicht 1. Der Knoten i ist zu diesem Zeitpunkt sicherlich ein
Blatt im Baum, da er als letzter eingefiigt wurde, also muss genau Knoten ¢ als Vaterknoten fiir
Knoten i 4+ 1 gezogen werden, damit ¢ Vorfahr von ¢ + 1 ist. Aufgrund der Gewichte der Knoten
erhalten wir sofort die Behauptung fiir A;;41. Die Situation fiir allgemeine A; ; ist &dhnlich und
wird zunéchst intuitiv geklart, bevor wir die Wahrscheinlichkeit formal ausrechnen.

Wieder ist zur Zeit ¢ der Knoten ¢ ein Blatt im Hoppe-Baum. Nun werden j —¢ — 1 Knoten bis zur
Zeit j—1 zufillig eingefiigt, diese bilden neue Teilbdume an den ersten ¢ Knoten. Die Grofien dieser
Teilbdume ist zwar zufillig, allerdings proportional zu den Wahrscheinlichkeiten, an die Knoten
1,...,i angefiigt zu werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten j dann in den Teilbaum von

i eingefiigt wird, sollte daher wieder sein.

1
I+i—1
Um das formal zu zeigen, definieren wir uns zunéchst fiir £ < [ neue Zufallsvariablen ¢ ; als
Anzahl der Nachfahren des Knotens k bei [ Knoten im Hoppe-Baum. Dann gilt
1+ gi,j1:|

Pdi) = BIP(As less0)] = B | 5] (1)

da i genau dann Vorfahr von j ist, wenn j an i selbst oder einen seiner Nachfahren angefiigt wird.
Um P(A; ;) zu ermitteln, miissen wir also lediglich die Erwartungswerte der ; ; ermitteln. Dazu

nutzen wir folgende rekursive Beobachtung:

&g =81+ 1a,,.

11



Der Ubergang zu Erwartungswerten und Einsetzen von P(4; ;) wie in (1) liefert

14+& -
El&i ;] = E[fi,j—l]JrEL?_’_jj_Ql}
_ w El& ]+ #
T o9+ — W =2
<j19+k )6 +Z<jz9+l—1> 1
== PRESE
k:i+2ﬁ+k k=i+2 l:k+10+l_2 O+k—2
+j—1 9+j—1 1
- 2 T mres
A S U
9+5—1 1

J
BT E[&,i+1]+(19+j—1)k;2 CE N CET D)

vt : ’ 1 !
= WE[51,1+1]+(19+]71) Z <19—|—k‘—2’l9+k_1>

k=it2
I+j—1 , 1 1
= ———FEl&; 9 -1 - — - .
g Pl + (0] )(ﬁ+z 0+J—1>
Nun miissen wir nur noch beachten, dass E[§; ;4+1] = P(A;i4+1) = m ist, wie es bereits am

Anfang des Beweises besprochen wurde. Einsetzen liefert uns

d+j—1 1 _ 1 1
Elg ] = i1
i) R I )<ﬁ+i ﬁ+j—1>

_ 19+]—1( 1 +1)_1

9+ d+i—1
U+ j—1 1
o d+i—1
Einsetzen des Erwartungswertes E[§; ;1] = % —1in (1) liefert uns nun die Wahrscheinlichkeit
d ﬁ+j—2 ﬁ+g—2 9+i—1
Nun bleibt fiir den zweiten Teil des Lemmas noch zu zeigen, dass Az ,,..., A,_1,, unabhingig

sind. Sei dazu 1 < i3 < ... < i < n beliebig Die Unabhéngigkeit ist leicht einzusehen, denn
es gilt offensichtlich (_; A, = Aj, 5, N A;

i1,i .M A;, n, da samtliche Knoten i1, ...,4; nur
dann gleichzeitig Vorfahren von Knoten n smd, wenn alle diese Knoten auf dem Pfad von der

12,13

Wurzel zu n passiert werden und dazu muss A;, ;, N Ai, 5 N ... N A, gelten. Die Ereignisse

A

i1,ins Aisigs - - -y Aiy, n sind nun aber sicherlich unabhéngig, da dort jeweils verschiedene Einfiige-

zeitpunkte betroffen sind. Wir erhalten also

k
ﬂ Aijm
=1

NnA

P(A;

11,02 12,13 n...nN Aik,n)
= P(Ailyiz) Tt P(Aik,n)'

Mit dem ersten Teil des Beweises wissen wir aber bereits, dass P(Ay, ;;,,) = ﬁrl = P(Ai; n)

ist fiir jedes 1 < j < k, somit erhalten wir die Unabhéngig der Ereignisse. O

12



Nun koénnen wir die Verteilung der Tiefe deutlich leichter beschreiben, indem wie die Anzahl

der Vorfahren eines Knotens iiber Indikatorvariablen z&hlen, was uns zu folgendem Ergebnis fiihrt.

Korollar 2.2. Sei D7(f9) die Tiefe des n-ten Knotens im Hoppe-Baum. Dann gilt fiir jedes n > 2

n—2
DV L1+Y B,
=1

B__1 _ wunabhingig sind und B Bernoulli(4L- )-verteilt ist fiir jedes

wobei B_1 I+i

2 R ey

1e{l,...,n—2}.

Beweis. Wieder bezeichnen wir fiir ¢ < n mit A, ,, das Ereignis, dass der i-te Knoten Vorfahr des
n-ten Knotens ist. Sicherlich ist P(A;,) = 1, da die Wurzel des Baumes Vorfahr jedes Knotens
ist. Wir erhalten durch Abzéhlen der Vorfahren

n—1
I)S” ::1+_j£:-1ALn'
=2

Die Unabhéngigkeit der Summanden und die Erfolgswahrscheinlichkeiten ergeben sich nun aus
Lemma 2.1. O

Die in dem obigen Korollar geschilderte Darstellung der Tiefe macht es uns nun leicht, Erwar-
tungswert und Varianz dieser Grofle exakt zu bestimmen. Auflerdem erhalten wir iiber Lindebergs

Version des zentralen Grenzwertsatzes nun auch einen Grenzwertsatz fiir die Tiefe.

Theorem 2.3. Fiir die Tiefe Dgﬁ) des n-ten Knotens im Hoppe-Baum gilt

n—2
1
ED] = 14> 57 = logn+ e+ 1+0(1),
i=1

n—2 1 n—2 1 2
Var(D{)) = Z - — Z <z) =logn + ¢y — dy + o(1),

=1
L(D;) — N(0,1),

n

1
dry (LD, Ngpeon) = O ) ’

logn

) _ grp®
wobei cy,dy die Konstanten aus Lemma 1.3 sind, D}, = %’% ist, N(0,1) die Standard-

normalverteilung und II ] die Poissonverteilung zum Parameter E[D%ﬁ)] bezeichnet.

E[DS

Beweis. Aus Korollar 2.2 wissen wir bereits, dass D%ﬁ) 21+ Z?;f B —_ ist fiir unabhéngige

Bﬁ}kl ey BM}LJ“ , wobei Bﬁ}u Bernoulli(ﬁ_i) verteilt ist. Also gilt
n—2 n—2 1
EDY] = 1 BB, |=1
LIS ST EINS S
=1 i=1
n—2 n—2 1 1 n—2 1 n—2 1 2
Var(DP) = Y Var (B ) =3 (50— o ) = - :
ar(Dy”) ; ar |\ b1 ; I+i  (0+9)2 Lt ; I+
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Fiir Summen 1 + E;:f Bﬁ unabhéngiger, beschriankter Zufallsvariablen mit

Var (1 + Z?;f B . ) — oo erhélt man zusétzlich aus Lindebergs Version des zentralen Grenz-
wertsatzes, dass gilt
L(D}) = N(0,1).

Die Asymptotiken von Erwartungswert und Varianz folgen aus Lemma 1.3, die Konvergenz von
C(Dy(,ﬂ)) gegen die Poissonverteilung erhélt man mittels Poissonapproximation (vgl. [3, Gleichung
(1.23)]). Man erhélt mit A = F [D%ﬂ)} ~ logn fiir den Totalvariationsabstand

dpy (L(DW), TI,) < min{1, A"} (1 +§ (1911,)2) =0 (10;1) .

3 Die H6he des Hoppe-Baumes

In diesem Abschnitt werden wir die Hohe des Hoppe-Baumes betrachten. Als Hohe eine Baumes
bezeichnen wir das Maximum der Tiefen aller Knoten im Baum. Im Folgenden schreiben wir
H,(f” = max{D%ﬁ)7 s ,fo)} fiir die Hohe des Hoppe-Baumes zum Parameter ¥ € Rt mit n € N
Knoten.

Das Hauptergebnis wird sein, dass H,(lﬁ) sehr stark um den Erwartungswert

E [Hfll)] = elogn — $loglogn + O(1) des zufilligen rekursiven Baumes konzentriert sein wird.
Insbesondere werden wir daran sehen, dass der Parameter ¥ > 0 nur sehr geringen Einfluss auf
die Hohe im Hoppe-Baum nimmt. Wir werden aus der Konzentration folgern kénnen, dass auch
der Erwartungswert E [Hr(fg)] = elogn — %log logn + O(1) sein muss und die Varianz von H,(lﬂ)
beschrankt bleiben wird.

Als Vorgehen in diesem Abschnitt werden wir im Gegenteil zu Abschnitt 2 die Ergebnisse fiir den
zufalligen rekursiven Baum voraussetzen und daraus die Ergebnisse fiir den Hoppe-Baum folgern.
Zentral hierfiir ist das folgende Ergebnis fiir die Konzentration der Hohe des zufélligen rekursiven

Baumes, welches man bei Addario-Berry und Ford in [2, Korollar 1.3], findet.

Theorem 3.1. Fiir die Héhe HT(,,l) eines zufilligen rekursiven Baumes mit n Knoten gilt
E[H,(ll)] = elogn—3 loglog n+O(1). Auferdem gibt es fiir jedes ¢’ < 5~ eine Konstante C = C(c'),

die nur von ¢ abhingt, sodass fiir jedesn > 1 und k > 1 gilt
P(|HY — E[HD]] > k) < Ce™*.
Beweis. Fiir den Beweis siehe [2, Korollar 1.3]. O

Mit Hilfe von Theorem 3.1 und einer geschickten Zerlegung des Hoppe-Baumes erhalten wir

folgendes Ergebnis fiir beliebige Parameter ¢ > 0.

Theorem 3.2. Sei Hr(tﬂ) die Hohe des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie
M, = E[HT(Ll)] =elogn — %log logn 4+ O(1) die erwartete Hihe des zufilligen rekursiven Baumes
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mit n Knoten. Dann gibt es fiir jedes ¢’ < 5 eine Konstante C = C(c'), so dass fiir beliebige t > 2
gilt

P (H,@ — M, > t) < Ce .
Bezeichnet K = supneN{|Mn — (elogn — 3 loglogn) |} < 00, s0 gibt es auferdem fiir jedes ¢’ < 5

eine Konstante C = C(c') und o = ﬁ? sodass fiir alle t > 2157:01 gilt

P (H,gﬂ) — M, < —t) < Ceot,

Fiir den Beweis von Theorem 3.2 brauchen wir zunéchst ein Lemma um die Verteilung der

Anzahl von Knoten im ersten Teilbaum besser zu verstehen.

Lemma 3.3. Sei N,Sl) die Grifie des ersten Teilbaumes im Hoppe-Baum mit n Knoten zum

Parameter ¢ > 0. Dann gilt fir beliebige € € (0,1)

P(N® < en) < 3(0 + 1)e.

Beweis. Fiir den Fall € > % ist die Schranke trivial, daher muss die Behauptung nur fiir € € (()7 %]
gezeigt werden.
Hier ist die Schranke fiir n < 2 trivial, da dann en < 1 und damit P(Ny(bl) <en) =0 ist.

Sei also € € (0, ] und n > 3. Zunéchst iiberlegt man sich, dass fiir beliebige k € {1,...n— 1} gilt

n—2>19(19+1)~-~(19+n—(k+2))(k—1)!
k-1 W+ (W+n—-2) '

Dies gilt, weil sich im ersten Teilbaum immer mindestens Knoten 2 befindet und man von den

P(NY =) = (

verbliebenen Knoten 3 bis n genau k — 1 weitere benétigt, die in den ersten Teilbaum eingefiigt

werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass bestimmte Knoten 2 < iy < ... < ix_1 < n in den ersten
Teilbaum eingefiigt werden und die verbliebenen Knoten j, j € {3,...,n}\{i1,...ix—1}, nicht in
den Teilbaum eingefiigt werden, betrigt 19(19“25;&3;? _7(?9(4’?:72)2))(’“_1)!. Daraus erhélt man
9 b n—j
P(N® =) = — :
(N ) 19+n—2_1;[2n—j+19—1

Es folgt fiir € € (0, %]

len] k .
0 n—j
P(NWM < =
(N < en) ;z9+n—21;[2n—j+19—1
I(n—2) 1
< >
19+n—2k:1n—k—|—79—1
< [en]
- n—len]+9-1
en
< Y
- (I-emn-1
en
S m (Wegenn23)
1
< 3(W+1)e (wegenagg).
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Beweis von Theorem 3.2. Es sei H,(lﬂ) die Hohe des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie
M, = E[Hfll)] = elogn — 3loglogn + O(1) und ¢ < 5= beliebig.
Fiir den ersten Teil der Behauptung machen wir uns zunutze, dass die Hche H,(Lﬁ) stochastisch

kleiner ist als 1+ H. (1)

n_1- Der anschauliche Grund hierfiir ist, dass die Hohe am gréfiten wird, wenn

die Wurzel des Hoppe-Baumes nur ein einziges Kind hat. Der Teilbaum an diesem Kind hat dann
n — 1 Knoten und weist die Struktur eines zufélligen rekursiven Baumes auf, da jeder Knoten
im Teilbaum Gewicht 1 besitzt und somit nachfolgende Knoten beim Einfiigen in den Teilbaum

ihren Vaterknoten uniform unter den vorhandenen Knoten wéahlen. Um 1+ H. (1)

n_1 stochastisch als

obere Schranke zu bekommen kann man alternativ die Tiefen im Hoppe-Baum einzeln betrachten,

wir erhalten aus Korollar 2.2, dass D](p) 41 + 23;12 Bﬁ#_ ist fiir unabhéngige Bﬁl’ ..., B
ﬁlﬂ.)—verteilt ist.

Den Tiefen sieht man jetzt sofort an, dass die stochastisch am grofiten werden, wenn ¢ = 0 ist.

1,
o2

wobei B_1_ Bernoulli(
R

Dann ist aber 1 + 23;12 B: L D§17)1 und wir erhalten die Aussage fiir die Hohen, indem wir
zum Maximum der Tiefen iibergehen.
AuBlerdem ist Hflljl stochastisch kleiner als H,(ll), wir erhalten also, dass H,(lﬁ) stochastisch kleiner

ist als 1 + HT(,,I). Dies liefert uns

IN

P(Hfj”—MnZt) P(1+H§>—ant)

- P (H,Q) _EHW] > - 1) .

Mit Theorem 3.1 erhalten wir nun die Existenz einer Konstanten C' = C/(¢), sodass fiir alle t > 2
gilt
P (Hr(zl) _ E[Hfr(zl)] >t 1) < Cve—c'(t—l) _ Cwecle—c’t.

Wihlt man C = Ce®, erhilt man somit

P (H};” - M, > t) < Ce ",

Nun miissen wir noch die Konzentration des linken Tails zeigen. Wir bezeichnen mit NS)
wieder die Grofle des Teilbaumes des ersten Kindes der Wurzel bei einem Hoppe-Baum mit n
Knoten, also die Anzahl der Kinder von Knoten 2 plus den Knoten selbst. Mit H](\igl) bezeichnen
wir die Hohe des Teilbaumes bestehend aus genau diesen N,(Ll) Knoten. Da jeder der Knoten dieses
Teilbaumes gleiches Gewicht hat, ist der Vaterknoten jedes weiteren Knotens, der in den ersten
Teilbaum eingefiigt wird, uniform unter allen bestehenden Knoten im ersten Teilbaum verteilt.
Wir sind also strukturell in derselben Situation wie bei einem zufilligen rekursiven Baum, d.h.

fiir N7(11) =k ist HJ(\;BU in Verteilung die Hohe eines zufélligen rekursiven Baumes mit & Knoten.

Offensichtlich gilt fiir die Hohe H,(Lﬂ) des Hoppe-Baumes fiir beliebige ¢t € R

{Hflﬁ) <tbc{l+ HJ(\;()I) <t} C {HI(\;()U < t}. Dies liefert uns zunéchst

P(H — M, < —t) < P(HY), — M, < —1).
Ny,
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Daraus erhalten wir

PH) = M, < —t) < P({H\) — M, <t} n{N{ > e 'n})

+P{H,) = M, <~} N {N) < e 'n}),

wobei der Grund fiir diese spezielle Zerlegung sowie wie Wahl o = im spéteren Verlauf

<
1+c’e
des Beweises klar wird. Da die Hohe eines zufilligen rekursiven Baumes stochastisch monoton in

der Anzahl der Knoten ist, kénnen wir im vorderen Term statt H](Vl()l) die Hohe eines zufilligen

n

rekursiven Baumes mit [e~*'n] Knoten betrachten und erhalten

PH? =M, < —t) < P{H 00— My < —t}0{N{D > e~}
+P({H](\;£1) - M, <-—t}n {Ny(Ll) < eiatn})
< PH{ oy =My < )+ PN <e'n).
—_—
=P1(n,t) =Pa(n,t)

Fiir den ersten Summanden moéchten wir Theorem 3.1 von Addario-Berry und Ford verwenden.
Es gilt

Pi(nt) = P (H(l)

[e=atn]

- M(e*‘ltn] < —t+ Mn - M(e*"‘"n])

mit M, — M[.-at,) < e(logn —log(e™*'n)) — 3 (loglog n —loglog([e~*'n])) 4+ 2K < eat+ 2K fiir
t >0, wobei K = sup,,cn{|M, — (elogn — 2loglogn)|} < oo bezeichnet. Somit folgt

Pi(nt) < P (H{! iy = Mieorn) < —(1 = ca)t +2K) .

Fir ¢t > 2115;1 ist —(1 — ea)t + 2K < —1 und Theorem 3.1 liefert die Existenz einer Konstanten
Cl = 01(0/) mit

Pl(n,t) < Cle—cl((l—ea)t—2K) — Cle2Kc'e—at’

wobei die letzte Gleichheit gilt, da « so gewihlt ist, dass ¢/(1 — ea) = « gilt.

Fiir den zweiten Summanden gilt nach Lemma 3.3 fiir beliebige ¢t > 0

Py(n,t) =P (N,(ll) < e*atn) < 3(9+ e

Insgesamt folgt mit der Wahl C' = 3(9 + 1) + C1e2K¢’ | dass fiir alle ¢ > 215:; gilt

P(H) — M, < —t) < Py(n,t) + Py(n,t) < Ce .

O

Korollar 3.4. Sei HY" die Hohe des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie M, = E[HT(LU] =
elogn — 3 loglogn + O(1). Fernen seien ¢, C, C,a > 0 wie in Theorem 3.4 gewiihlt. Dann gilt

C 2K +1 C
+

o exp (7(2522)(1 )

9
|E[H"] — M,,| < max{ 2+ 7 T en
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Insbesondere gilt E[Hr(f?)] = elogn — 3 loglogn + O(1).
Des Weiteren gilt
Var(H") = O(1).

Beweis. Allgemein kann bei starker Konzentration von H,(Lﬁ) um M, welche wir in Theorem
3.4 nachgewiesen haben, |E [Hr(lﬁ)] — M,,| nicht allzu gro werden (vergleiche [10, Lemma 4.4] aus
Neiningers Vorlesungsskript). Wir erhalten

EH)-M, < E[(H? - M,)"]

/ P(HY) — M, > t)dt.
0

Nach Theorem 3.2 gibt es Konstanten ¢/, C > 0 mit P(Hflﬂ) - M, >t) < Cec't fiir alle t > 2,
also gilt

&
=4
N~
!
=
A

2+ / Ce ¢t
2
C

2+j<00.
e(,

cl

Analog erhalten wir auch
—(B[H"] = M,) < B[HY —M,)]
— / P(HY — M, < —t)dt
0

2K +1 S
< + + / Ce™ ¢

1—ex 2K+1
2K +1 N C _

= o0
l—ea 52 ’

wobei wir die Konstanten K, C, o > 0 wieder aus Theorem 3.2 erhalten.

Insgesamt folgt also |E[H7(«f9)] — M,| < max {2 + & 2Kl e } und damit insbe-

sondere wegen M, = elogn — 3 loglogn 4+ O(1), dass E[Hf«bﬂ)] = elogn — 3 loglogn + O(1) ist.
Fiir die Varianz nutzen wir, dass bekanntermafen gilt E[(X — E[X])?] < E[(X — K)?] fiir alle
Konstanten K € R. Es folgt

Var(H{")

IN

BI(H — M,)?)
| P g = iy

0

2K +1 2o .
RIS I / (C+ C)e Vit < oo,
1—ea (2541 10

l—ea

wobeil benutzt wurde, dass o < ¢’ ist und damit fiir hinreichend grofie ¢ gilt

P(H — My| > V1) = P(H") = M, > Vi) + P(H{" = M, < —V1) < (C + O)e V",
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4 Die Anzahl der Blitter im Hoppe-Baum

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Anzahl der Bliatter im Hoppe-Baum befassen. Als
Blatt im Baum bezeichnet man einen Knoten, der keine Kinder besitzt. Wir werden im Folgenden
L£f9 ) fiir die Anzahl der Blitter im Hoppe-Baum mit n € N Knoten und Wurzelgewicht ¢ € RT
schreiben.

Fiir die Analyse werden wir L%ﬁ) zu einem Martingal reskalieren, woraus wir mittels Azuma-
Hoeffding Ungleichung zunichst eine Konzentrationsunlgeichung gewinnen, welche uns auch Ge-
setze grofler Zahlen fiir LS?) liefert. Da sich L$f9 ) sehr dhnlich zu der Anzahl weifler Kugeln in
Friedmanns Urne verhilt, lehnt sich die anfangliche Analyse sehr stark an die Analyse von Fried-
manns Urne an, wie man sie auch in Neiningers Vorlesungsskript [10, Satz 3.33] findet.

Als zweiten Schritt in der Analyse von L%ﬂ) werden wir dann die Varianz bestimmen und mittels
eines allgemeinen Vorgehens fiir Martingale aus dem Buch [7] von Hall und Heyde einen Grenz-
wertsatz fir Lg,,ﬁ) beweisen.

Wir starten mit der Reskalierung zum Martingal.

Theorem 4.1. Sei L, = LS{” die Anzahl an Blittern im Hoppe-Baum mit n Knoten.
Dann liefern X1 = 0 und

n—1 dn—1)
X, = -2 L, —
(W +n )< ( 2 +2(19+n—2))>
fir n > 2 ein Martingal (X,)n>1 beziiglich der natirlichen Filtration (Fy)n>1 gegeben durch
Fn=0(L1,...,Ly,) firn>1.

Beweis. Zunichst iiberlegt man sich leicht, dass fiir jedes n > 3 fast sicher gilt

Lnfl Lnfl (19 +n— 3)Ln71
E|lL,|Fn1l=Lp1—————+ (Ln_ 11— = 1, 2
[l Fni] 119+n—2+( Lt )( 19—|—n—2) d+n—2 + @)
da wir beim Einfiigen des n-ten Knotens bei L,,_; Bléattern mit Wahrscheinlichkeit ﬁﬁ-::z ein Blatt

als Vaterknoten auswihlen und damit die Anzahl der Bldtter unverindert bleibt, andernfalls wird

ein Blatt hinzugewonnen. Damit ldsst sich leicht einsehen, dass (X,,),>1 ein Martingal ist, denn
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es gilt fiir jedes n > 3 fast sicher

EXF) = 0tn=2) (BT - (S + 5 )
Qe (R - (P )
_ <ﬁ+n_m(al1+§jZ‘§—(§12_§m51”+ﬂﬁﬁﬁwa>)
= W+n—$(blr—0g12:§ Ziz:?n;ﬂ 2£?;?$ 2W+i—$>)
= @+n-3) (Lm - (2@9%2)2(2(;9;?3)2)(71 T 2(3%?3)))
= w+n—$(hwl—<_W+n_%igi;i5mm_2%H9 %?ﬁg?$)>
= W+n-3) (Lnl B (n;Q * 2(2(1;2)3)»

Fiir n = 2 ist Ly, = 1, da wir hier immer eine Wurzel und ein Blatt haben, somit ist fast sicher

EM&E}:ﬁO—<;+;J>=O:XL

O

Korollar 4.2. Fir die Anzahl L, = LSJ” der Blitter im Hoppe-Baum mit n Knoten gilt firn > 2

n—1 dn—-1)  n+d-1 1
Elln] = = +2w+n7@_ 2 +O(n)

Beweis. Mit Theorem 4.1 wissen wir bereits, dass X; = 0 und X,, = (9+n—2) (Ln — (”Tfl + %))

fiir n > 2 ein Martingal liefern. Insbesondere ist also E[X,] = E[X;] = 0 fiir alle n € N. Dies

(0+n—%(EMJ—(n;1+2£$;Pm>>:O

und damit die Behauptung. O

liefert

Fiir die weitere Analyse bestimmen wir zunichst eine Konzentrationsungleichung fiir die An-
zahl der Blatter. Niitzlich fiir Konzentrationsungleichungen bei Martingalen ist hier die Azuma-

Hoeffding Ungleichung, welche aus [10, Satz 3.29] zitiert wird.

Theorem 4.3. (Azuma-Hoeffding Ungleichung) SeiAq,..., A, eine Martingaldifferenzfolge
mit A; € [a;, b;] fast sicher fir allei =1,...,n. Dann gilt fir allet >0

(3] 20) 2o (g ar)

n

S

i=1
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Theorem 4.4. Fiir die Anzahl der Bldtter L, = L%ﬂ) im Hoppe-Baum mit n > 3 Knoten gilt fir
jedest >0

P(|Ly, — E[Ly]| > t) < 2exp < 2U2(0 + n — 2)2 >

Soia(9+2i—5)2
Insbesondere erhalten wir also fiir jedes t > 0 die Schranke

P(Ly — BIL,J| > 1) < 2exp (—;“n) |

Beweis. Wieder verwenden wir das Martingal (X,,),>1 aus Theorem 4.1 mit
X, = (0+n—2)(L, — E[Ly)) fir n > 2. Dies liefert uns eine Martingaldifferenzfolge (A;);>2 mit
Ay = X5 — X1 =0 sowie fiir i > 3
Ay = Xi— X
— (@+i-2)(Li— BIL) — (0 +1 - 3)(Liy — B[Li_1)
= L,—E[L]+®W+i-3)(L; — Li—1 —E[L; — L;_1]).
———
€[0,1]

Als weitere Abschétzung gilt L; € [1,i—1], da es bei ¢ Knoten natiirlich auch maximal ¢ — 1 Blitter

geben kann und zumindest der i-te Knoten immer ein Blatt ist, also gilt
L; — E[L;] € [1 — E[L;],i — 1 — E[L;]] und damit insgesamt

A; fillt also fast sicher in ein Intervall der Linge ¢; = ¥ + 2i — 5 fiir ¢ > 3. Die Azuma Hoeffding
Ungleichung (Theorem 4.3) liefert also fiir jedes n > 3 und beliebiges t > 0

n 2(4/.2
P Al>t) <2 —— : . 3
(; - ) - eXp( Zi—3(19+22_5)2> )
Dies liefert uns fiir jedes n > 3
P(|Ly — E[Ln])| 2t) = P(Xa| 2 (0 +n—2))

En:Ai >t(19+n—2)>

(seiea)

—
[N

Um eine etwas vereinfachte (und grébere) Schranke zu erhalten, macht man nun noch folgende

Abschétzungen:
2t2(9 +n — 2)?
< expl|l——————5
n(¥ + 2n — 5)2
. 202 (D +n—2)\>
wp [ 2 (2T T2
P n \9+2n-5

Nun kann man sich z.B. iiber Differentiation nach ¢ tiberlegen, dass fiir jedes n > 3 gilt

A

(-t )

3 I4+n—2 _ n—2 . .
infy>o Pian=s = 205 Dies liefert

v+n—2
¢+2n—5

N —
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Damit erhalten wir die weitere Abschéitzung
. W +n—-2° \ _ 22 (17 . 2
Xp\ — xp | —— | = =exp|—=|.
PUS . wr2i-52) =P\ " 2 P\

Bemerkung 4.5. Der FExponent in Theorem 4.4 ist nicht optimal und ldsst sich recht leicht

O

verbessern, indem man eine etwas allgemeinere Form der Azuma-Hoeffding Ungleichung benutzt,

die fiir die Martingaldifferenzfolge nur fordert, dass es fiir alle i € {1,...,n} F;_1 messbare
Zufallsvariablen Z; und Konstanten c; gibt mit Z; < D; < Z; + ¢; und dann dieselbe Schranke mit
—6t2

bi —a; = ¢; liefert. Damit schafft man mit ¢; = U +1—2 asymptotisch einen Ezponenten von =

Allerdings wird die Konstante im FExponenten fiir die weitere Analyse keine Rolle spielen, deshalb
belassen wir es an dieser Stelle mit der etwas schlechteren Schranke.

(®)
Ohne weitere Miihe erhalten wir aus Theorem 4.4 die stochastische Konvergenz von (L;; ) oy
n>1

Korollar 4.6. Fir die Anzahl der Blitter L, = L;ﬂ) im Hoppe-Baum mit n Knoten gilt
L 1
Rl fiir n — oo.
n 2

Beweis. Mit Theorem 4.4 erhalten wir fiir beliebige € > 0

L, — E[L, Y\ nooo
P (’H > 5) = P(|L,, — E[L,]| > en) < 2exp (—52”) =0,
n
also gilt L"_TE[L“] £ 0. AuBerdem wissen wir mit Korollar 4.2, dass gilt
— —.
n 2
Beides zusammen liefert die Behauptung. O

Wir werden die Aussage aus Korollar 4.6 nun noch verfeinern, indem wir mittels Borel-Cantelli

()
Lemma noch die fast sichere Konvergenz von (L:L ) zeigen.
n>1

Theorem 4.7. Fir die Anzahl der Blitter L, = L%ﬁ) im Hoppe-Baum mit n Knoten gilt fast

sicher
L,

— fiir n — oo.
n

DN | =

%

Beweis. Sei € > 0 beliebig.
FﬁrnGNseiAff):{Ln;E[Ln]

n
wir nun, dass P(A(®)) = 0 ist. Das erhilt man aber leicht durch das Borel-Cantelli-Lemma, denn

> s} sowie A®) = limsup,,_, ., A, Als ersten Schritt zeigen

es gilt
e 44 X 2
> P £ 3 2w (-5 <o
n=1 n=1
[Ln]

Das Borel-Cantelli-Lemma liefert P(A(®)) = 0 und somit limsup,, , ‘LT‘%

<2 -1

< ¢ fast sicher.

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, erhalten wir somit

p (Lol ) P<ﬂ {tmsup| = P
n—oo n n

m=1 n—o00
Es folgt also L”_TE[L"] — 0 fast sicher. Mit % — % erhalten wir somit die Behauptung. O
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Als néchsten Schritt wollen wir noch einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Blitter

herleiten. Dazu werden wir zunéchst die Varianz bestimmen.

Theorem 4.8. Sei leﬁ) die Anzahl der Bldtter im Hoppe-Baum mit n Knoten. Dann gilt

Var (1) = R w0 (1),

Beweis. Wir betrachten wieder das Martingal aus Theorem 4.1, das fiir n > 2 durch
X, =0W+n-— 2)(L5§9) - E[L%ﬂ)]) gegeben ist und bezeichnen mit F,, = O‘(Lgﬁ), e 7L%ﬁ)) die
Filtrierung. Es gilt fiir n > 3

) -2
Xo= X, 4 @+ —2)(L) — L B[ - L))
Y9+n—3 N———

=Y,

Y, ist eine Indikatorvariable und wird genau dann 1, wenn als Vaterknoten fiir den n-ten Kno-
ten kein Blatt gew#hlt wird und somit beim Einfiigen des n-ten Knotens ein zusétzliches Blatt

gewonnen wird. Fiir die Varianz des Martingals folgt

Y+n—2

2
19+n_3> E[X2_ ] +2 (0+n—2)7 E[Xy-1(Yy — E[Y, )] + (9 +n — 2)*Var(Yy).

Bl = ( Tins

Fiir den mittleren Term erhalten wir wegen E[X,,_1] =0

E[Xn—l(yn - E[Ynm E[Xn—lyn]

E[anlE[Ynl}—nfl]]

LY,
= B (1‘1””2)]
_ L E[X2 ,]+0
W+ n—-2)W+n-23) net ’
Einsetzen ergibt fiir das zweite Moment
I+n—2\> J4+n—2
E[X?] = —) —2——— | E[X] J+n—2)>*Var(Y,
ol ((194—71—3) (19+n—3)2> Kl (04 m = 2] Var(¥a)
(W+n—-2)(0+n—4) 2 2
= EX -2 Y,).
(19+TL—3)2 [ n—1}+(?9+n )Var( n)

Setzt man Q,, = giZ:SE [X2] erhélt man die Rekursionsvorschrift

Qn = anl + (19 +n— 2)(19 +n— 3)Var(Yn)

und damit wegen Q2 = 0(= X3), dass Q, = > 5(9 +1i—3)(0 + i — 2)Var(Y;) ist. Des Weiteren

gilt fiir den Erwartungswert der Indikatorvariable

ElY;] = E[E[Y;|Fi1]] = E
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Mit Korollar 4.2 wissen wir bereits, dass E[L%ﬂ)] = 2=l 4 O(L) ist, somit ist E[Y;] = 3+ O(%)

und wir erhalten fiir die Varianz des Indikators
Var(Y;) = E[Y;]1 - E[Y;])=-+0O <) .

Es folgt

3

Qn = W+i=3)(0+1i—2)Var(y;)
iﬁ-ﬁ-z— (O +i—2)+O(n)
i=3

3

+ (20 +1)i +9(9 + 1)) + O(n)

B -3)(n—2)2n—-5) 20+ 1)(n—3)(n—2)
= 21 + 3 + O(n)

I U O S
= " +<4 2)71 + O(n).

Daraus erhalten wir fiir die Varianz der Anzahl an Blattern

1
W+n—-2)(9+n-23)

N el A Y
T R"T\1 T T n

Var(L®) = ————=E[X2]= Qn

O

Als néchstes mochten wir einen Zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Bléatter herlei-
ten. Dazu benutzen wir ein allgemeines Verfahren aus [7, Theorem 3.2], um Grenzwertsétze fiir
Martingale zu gewinnen. Zunéichst nennen wir {5, ;, 5. ;|1 <4 < k,,n > 1} ein Martingal Drei-
ecksschema, falls fiir alle n > 1 (S,:)1<i<k, €in an (Fp;)i1<i<k, adaptiertes Martingal ist. Des
Weiteren sagen wir, dass eine Folge (X,,),,>1 stabil gegen eine Zufallsvariable X konvergiert, falls
fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen g und fiir alle beschrinkten Zufallsvariablen W gilt
lim E[Wg(X,,)] = E[Wg(X)]. Mit der Wahl W = 1 erhélt man aus stabiler Konvergenz insbeson-

dere schwache Konvergenz. Mit [7, Theorem 3.2] erhalten wir dann Folgendes.

Theorem 4.9. Sei {S,;, Fnill < i < ky,n > 1} ein quadratintegrierbares Martingal Dreiecks-
schema mit Erwartungswert 0, Martingaldifferenzen X, ; = Spi — Sp,i—1 und sei n? eine fast

sicher endliche Zufallsvariable. Es gelte

P
max | X, ;| = 0,
7
2 P 9
ZXn,i -,
i

E [max X,%Z] ist in n beschrankt,

g
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und -Fn,i C ]:n-i-l,i f’[lT’ 1< < k‘n, n>1.
Dann gilt Sy k., = >, Xni 4z (stabil), wobei die Zufallsvariable Z die charakteristische Funktion
E [exp (—%77%2)] hat.
Die Anwendung dieses Theorems auf ein an (F,),>1 adaptiertes Martingal (Y;,),>1 erfolgt
dann durch die Definitionen S, ; 7\/‘/&7"7(%)1/“ kn, =nund F, ; = F;.
Theorem 4.10. Sei Lsf) die Anzahl der Bldtter im Hoppe-Baum mit n Knoten. Dann gilt
Ly — EILY]
En ] 4 4
Var(Lnﬁ))
wobei Z standardnormalverteilt ist.

Der Beweis von Theorem 4.10 stiitzt sich auf Theorem 4.9 von Hall und Heyde. Fiir die nétigen
Eigenschaften des Martingal Dreiecksschemas benotigen wir ein kleines Lemma, welches als Cesaro-
Mittel bekannt ist.

Lemma 4.11. Sei (a,)n>1 eine beliebige reellwertige Nullfolge. Dann gilt

n
1 n—0o
— E a; — 0.
n i=1

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Da (a,),>1 eine Nullfolge ist, gibt es ein k = k(¢) € N mit |a,| < €

fiir alle n > k. Insbesondere gilt also fiir alle n > k

n
D a
i=1

k
< Z la;| + (n — k)e.
i=1

Daraus folgt fiir den Grenzwert

n

S

i=1

lim sup
n—oo

k
1
< 1i — ; — =
< nhm - (E la;| + (n k)a) €.

i=1

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt limsup,, . |+ > ; a;| = 0 und damit die Behauptung.

Beweis von Theorem 4.10. Nach Theorem 4.1 ist durch X; = 0,
X, =0 +n-2) (LY = EILY)) fir n > 2 und F,, = o(L{"”, ..., LY) ein Martingal gegeben.
Daraus erhalten wir durch S, ; = \/ﬁ){i und F,, ; = F; ein Martingal Dreiecksschema
{Sn,i, Fnill <i<mn,n>1}. Auf dieses Martingal Dreiecksschema méchten wir nun Theorem 4.9
mit n? = 1 anwenden. Als Martingaldifferenzen des Martingal Dreiecksschemas erhalten wir fiir
beliebige n > 2,2 <i<n
1 1 @) (9) . @) _ (@) @) _ @

Xpni=———Xi—Xs_1) = ———=(L;, '—FE[L; ' |+(W+i-3)(L;”’ — L;,_, —E[L; ’—L;_"]),

, V(I’I"(Xn)( 1) VaT(Xn)( i [ i ] ( )( 4 i—1 [ i [ 1])

=Y;

wobei Y; = Ll(-ﬁ) — Lﬁ)l eine Indikatorvariable ist und genau dann 1 wird, wenn als Vaterknoten
fiir den i-ten Knoten kein Blatt ausgewéhlt wird. Um Theorem 4.9 anwenden zu kénnen, brauchen
wir

max | X, i 5o,
K3
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n

2 B 2
ZXn,i%na
i=2

E [max X,QH] ist in n beschrankt.

(3

Es gilt fiir beliebige n > 2 und i < n

1 . 2n+9+ 3
X il = | (L") = BIL]+(0 +i = 3)(Yi — E[Yi))| € S—™,
Var(X,) ~—— —_— Var(X,)
€[—1,i]C[—n,n] e[-1,1]

somit erhalten wir wegen Var(X,,) ~ Tf—; (Theorem 4.8)

max | X, ;| < ———— — 0fs.

2<i<n Var(Xn)

und damit auch insbesondere die stochastische Konvergenz. Ebenso erhalten wir daraus

2
< 2n + 19+ 3 7
- Var(X,)

was insbesondere in n beschréinkt ist. Zu zeigen bleibt also nur noch die zweite Eigenschaft fiir die

‘E [max XZZ}

%

Martingaldifferenzen. Hier gilt fiir beliebige n > 2

ZXM = ﬁZ(LE“ BIL) 4 (0 +i = 3)(Y — E[Yi])?
1
(

_ S _ LN o - vy vy @ i @)
= Vo LW~ BILOD + 2 520+ i3 - Bt - L)

=Ty (n) =Ty (n)

+ ﬁ D0+~ 3% - E[¥))?.

:=T3(n)
Nun miissen wir die Terme 77 (n), T2(n), T3(n) etwas genauer betrachten. Fiir den ersten Term gilt

n3 N )N
T (n )|"i75;(44§;i:g; (l%%éwLZ}> )

3

. L —E[L{)] 2 . . .
wobei s nach Theorem 4.7 fast sicher eine Nullfolge ist. Nach Lemma 4.11
i>2

L — B 2 .
konvergiert also + Ez o | ] fast sicher gegen 0. Aus Theorem 4.8 erhélt man

Varcey — 12 und damit insgesamt T; (n) — 0 fast sicher. Fiir den zweiten Term folgt analog

3

To(n)| < QE;g;CQ‘S;iZZ:

=2

(0 +i— 3)(Y; — E[Yi))i
n?

50— B

<943
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und damit mit denselben Argumenten wie beim ersten Term T(n) — 0 fast sicher. Fiir den Term
T3(n) erinnern wir uns daran, dass wir beim Bestimmen der Varianz von LY (Theorem 4.8)
gesehen haben, dass E[Y;] = 3 + O () ist. Damit erhalten wir

T3 (n)

1
(
VartXn)inFiS)Z (n;)2+m2iw+z‘3)2 (;E[Yi]> <m
, -

1
2

)

i =0(n) f.s.

Es folgt T3(n) = m S, 1(0+1i—3)2+0(1) fast sicher, wobei fiir die Summe gilt

i%ﬁ—&-i— Zz +0(n —+O( 2)

=2

und damit insgesamt wegen Var(X,,) ~ ?—2 (Theorem 4.8) T3(n) — 1 fast sicher. Also gilt insge-

samt » ., Xﬁﬂ- — 1 fast sicher und damit auch stochastisch. Theorem 4.9 liefert

Xn

—— =51 4 Z(stabil),
Var(X,)

wobei Z die charakteristische Funktion [exp (—%tQ)] = exp (—%tQ) hat und damit standardnor-
Xy _ LY -BILY)]
\/V@T(Xn) o \/V(I’I“(Lq(,:”)

genz fiir LS” und damit die Behauptung.

malverteilt ist. Wegen erhalten wir auch die (stabile) Verteilungskonver-

5 Die interne Pfadlinge im Hoppe-Baum

Wir werden nun die interne Pfadlénge im Hoppe-Baum betrachten, welche in gewissem Sinne Aus-
kunft iiber die Komplexitit oder Gesamtgrofle des Baumes liefert. Mit der internen Pfadldnge be-
zeichnet man die Summe der Tiefen jedes Knotens im Baum, wir definieren also I, ) = =>",D; ()
als interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n € N Knoten und Wurzelgewicht 9 € RT, wobei die
einzelnen Tiefen DZ@) bereits in Kapitel 2 studiert wurden. Die Idee fiir das Vorgehen im ersten
Teil des Abschnitts wurde bereits 1989 von Régnier [11] fiir die Analyse des Bindrsuchbaums (und
damit Quicksort) verwendet und 1991 von Mahmoud [8] auf zufillige rekursive Biume angewandt,
um die interne Pfadliange auf Konvergenz zu untersuchen. Wie auch in Kapitel 4 wird dazu L(lﬁ)
zu einem Martingal reskaliert, welches allerdings anders als in Kapitel 4 eine beschrénkte Varianz
haben wird, was uns nach dem Martingalkonvergenzsatz fast sichere und L; Konvergenz liefert.

Im zweiten Teil des Abschnitts werden wir diesen Grenzwert mit den Methoden von Fill und Janson
aus [6] analysieren, was uns die Existenz einer unendlich oft differenzierbaren, schnell abfallenden

Dichte fiir dessen Verteilung liefern wird.
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5.1 Konvergenz der internen Pfadlinge mit Martingalmethoden
Wir starten mit der Reskalierung von Ir(fg) zu einem Martingal.

Theorem 5.1. Sei fiiri>1 Dlw) die Tiefe des i-ten Knotens im Hoppe-Baum, sowie
9) — Sy Dlw) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten. Ferner sei firn > 1
Fp = O'(Dgﬂ), ce D%ﬁ)) die von Dgﬂ), e ,D,(f) erzeugte o-Algebra. Dann ist durch

n—1

1 1
g _ > ) _ -
" 94+n—-1" ;ﬂ—l—i

ein an (Fpn)nen adaptiertes Martingal (Z,(Lm)neN gegeben.

Beweis. Wir setzen Z,, := Z,(f?).
Die Adaptiertheit von (Z,)nen ist klar, da (IT(?))%N an (Fp)nen adaptiert ist. Wir beobachten
zunéchst fiir beliebiges n > 1, dass fast sicher gilt

BN F) = B + DY), |F,

1 + E[DY), | F,)

9 "L 1
= [(19) 1 — D() 1) —
n 19+n71+i222( it )19+n71’

da der (n + 1)-te Knoten Tiefe 1 hat, wenn er Kind der Wurzel im Hoppe-Baum wird, sowie bei
gegebenen Dw) ,Dr(f” Tiefe Dlw) + 1 hat, wenn er Kind des i-ten Knoten im Hoppe-Baum
wird.

Dies liefert uns fast sicher

) (9) 1 - ) 0 n—1 — d+4n
I =1,  r— D; = I 1 4
Bl ] +19—|—n—1iz: ! Jr19—1—71—1+19—|—n—1 d+n—-1"" +5 (4)

——
=1
wobei Z?:Z Dl@) = L(Lﬂ) gilt, da die Tiefe Dyg) der Wurzel gleich 0 ist.
Damit ldsst sich nun leicht einsehen, dass (Z,)nen ein Martingal ist, denn es gilt fast sicher fiir

beliebiges n > 1

3

1
E[Zn+1|]:n] = J+n +1|]: 9+
(1) 1 J+n 1) -
= 1
19+n<19+n—1 - ;
= Zp.

O

Als erstes Korollar aus Theorem 5.1 erhalten wir den Erwartungswert der internen Pfadlénge.

Korollar 5.2. Sei I,(f” =3, Dlw) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten.
Dann gilt

n—1
1
EIM =W +n-1) g T nlogn +cyn + o(n),
i=1
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wobei ¢y = =V +1) =~ — ZWJ 1 — ey fiir ein ey € |0, W]] die Konstante aus Lemma 1.3

=11

bezeichnet.

Beweis. Mit dem Martingal Z(ﬁ) 19+71L 11(19) — Z;le %ﬂ aus Theorem 5.1 erhalten wir
- - Z(ﬁ) 0
V+n—1 I 19 +i I=0

da I 519) = DY” = 0 ist, und damit durch Auflésen nach F [I,(L )] die Behauptung. Die Asymptotik

fiir den Erwartungswert erhélt man aus Lemma 1.3. O

Als néchsten Schritt wollen wir die fast sichere Konvergenz von (Zﬁlﬁ))nzl fiir allgemeines

9)

¥ > 0 nachweisen. Dazu werden wir zunéichst die Varianz von Z,(L ermitteln um zu sehen, dass

diese beschrinkt bleibt. AnschlieBend erhalten wir dann aus dem Martingalkonvergenzsatz die

gewiinschte Aussage iiber die Konvergenz von (Z,(Iﬁ))nzl.

Theorem 5.3. Sei I ) die interne Pfadlinge des Hoppe-Baumes mit n Knoten sowie

Z,gﬂ) I(ﬁ) Z? 11 517 das Martingal aus Theorem 5.1. Dann gilt

19+n 1

n—1

2 = 1 2
0y = 2 _ - -
Var(Z,")) 3 ;:1 (19 . 1) +o(1).

Insbesondere gilt also auch

Var(I(") (

n

-1 2

; (ﬁ+zl> ) (0 n =17 +o(n).

Beweis ES bezeichne wieder D,, := D7(f9) die Tiefe des n-ten Knotens im Hoppe-Baum, sowie
I, =1 =", D; die interne Pfadlange Fn=0(D1,...,Dy) und Z,, := Z"). Es gilt
I,—E[l,] 9+n-21I,1—FE[l,1]  D,— E[D,]

Zp = = .
d+n—1 d+n—1 d+n—2 Y9+n—1
S —
=Zn-1
Wir erhalten also
9+n—2\° O+n—2 1 2
21 2 _ [ —

E[Z}] = <19+7”L— ) ElZ,_ 1]+2(19+n_1)2E[Zn—1(Dn E[Dn})]+<19+n_1> Var(Dy,).

(5)
Die Varianz der Tiefe D,, haben wir bereits in Abschnitt 2 ermittelt, es bleibt also nur noch den

mittleren Term zu bestimmen:

E[anl(Dn_E[DnD] = E[anan]_E[anl]E[Dn]
— Bz, ED n\f o

n—1

1
TPt +Z¢9+(Di+l)>

- E (1””_2”1“)] (weil Dy = 0 ist)
o (20
]+

nl]
1

= E[22 0.
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Setzt man dies nun in (5) ein, erhilt man folgende rekursive Gleichung fiir das zweite Moment

(W +n—2)(0 +n)

B2, = W +n—1)2

E[Z% )+ (q9+711—1>2 Var(D,,).

Diese Rekursion ldsst sich dann etwas leichter 16sen, indem man mit @,, := ﬂ;,finlE [Z2] substi-

2
tuiert. Nun muss lediglich das Ergebnis Var(D,,) = Z;Z; ﬁ - Z?;Ql (m> aus Theorem

2.3 eingesetzt werden und die Rekursionsgleichung gelost werden. Man erhilt

i > 2 "i 1 1 2
19+z—1 J+n—1 d4ns\0+i-1 \d+i-1

- % g<ﬁ+z1)2+0(1)

und damit die Behauptung, da Var(Z,) = E[Z2] ~ Q, ist.

Die Varianz der internen Pfadlénge erhilt man nun aus

@n

@o\l\ﬁ
H,_.

3 s

O

Mit Theorem 5.3 wissen wir nun also insbesondere, dass die Varianz von Z ) beschriinkt bleibt.
Da wir bereits am Anfang des Kapitels gezeigt haben, dass (Z,(L Jn>1 ein Martingal ist, kénnen

wir nun durch den Martingalkonvergenzsatz schliefien, dass (Z,gﬂ))nzl fast sicher konvergiert.

) _
Korollar 5.4. Die reskalierte interne Pfadlinge (Z,gﬂ))n> mit Z(ﬂ) %

gradig integrierbares Martingal und konvergiert somit fast sicher und in L, gegen eine integrierbare
Zufallsvariable Zég)

st ein gleich-

Beweis. In Theorem 5.1 wurde gezeigt, dass (Z,(lﬂ))n21 ein Martingal ist. Mit dem Ergebnis
c = supn21{E[(Z(ﬂ))2]} < oo aus Theorem 5.3 erhalten wir nach der Chebyshev Ungleichung
P(|Z7(Lﬁ)| > t) < 45 fiir beliebige ¢ > 0 und n > 1. Fiir ¢ > 0 erhilt man mit K = £, dass fiir
beliebige n > 1 gilt

9 Fe_c_
E[|Z7(l )|'1{\Z§l‘9)\2K}} g/K Fdt ===

Es folgt, dass (Z,gﬁ))nzl gleichgradig integrierbar ist. Mittels Martingalkonvergenzsétzen erhalten

wir die Konvergenzen. O

5.2 Die Verteilung des Grenzwertes z

. I$) B[]
Wir haben gesehen, dass (W

konvergiert und wollen nun die Verteilung dieses Grenzwertes niher analysieren. Dazu werden wir

) fast sicher gegen eine integrierbare Zufallsvariable Zég )
n>1

die Existenz einer unendlich oft differenzierbaren, schnell abfallenden Dichte mit dem Verfahren
von Fill und Janson aus [6] nachweisen.
Um dies zu zeigen, werden wir fiir die charakteristische Funktion ¢y (t) = E [exp(itZéé9 ))] beweisen,

dass es fiir jeden Exponent p > 0 eine Konstante C’éﬁ) gibt, sodass |py(t)] < C’,gﬂ)\ﬂ_p fiir alle
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t € R ist. Damit werden wir dann durch die Fourier Inversionsformel die Existenz der Dichte
zeigen konnen.
Als ersten wichtigen Schritt fiir die Analyse von ¢y(t) beobachten wir zunéchst, dass der Grenzwert

Zég ) der Gleichung aus dem folgenden Theorem geniigt.

(9) _ (9)
Theorem 5.5. Fird > 0 sei Zég) der Grenzwert der reskalierten internen Pfadlinge (%T?[_Il"]) ,
. n>1

welche nach Korollar 5.4 fast sicher konvergiert. Dann gilt
Z0 L BzW 4+ (1-B)ZY + Blog B+ (1 - B)log(1 — B) + (v — ¢)B,

wobei B, ZY), 78 unabhingig sind mit Verteilungen L(B) = Beta(1,9), L( _&1;)) = L( éé)),
£(2§§)) = E(Zc(g)), v =~ 0,5772156649 die Euler Konstante ist und cy die Konstante aus Lemma
1.3 bezeichnet.

) die Anzahl der Knoten im ersten Teilbaum des Hoppe-Baumes

Beweis. Wir bezeichnen mit N,Sl
mit n Knoten. Die grundlegende Beobachtung fiir den Beweis ist nun folgende: Zerlegen wir den
Hoppe-Baum in den ersten Teilbaum mit Knoten 2 als Wurzel und den verbleibenden Baum, so
ist der ersten Teilbaum fiir N,(Ll) = k in Verteilung ein zufilliger rekursiver Baum mit & Knoten,
da alle Knoten in dem Teilbaum Gewicht 1 haben und damit bei Einfiigen eines neuen Knoten
in den Teilbaum uniform ein Vaterknoten gewihlt wird. Auflerdem ist fiir NT(,,I) = k der verblei-
bende Baum in Verteilung wieder ein Hoppe-Baum mit n — k& Knoten, da hier die Wurzel die
urspriingliche Wurzel des Baumes ist und damit Gewicht ¥ hat. Abgesehen von den Anzahl der
Knoten ist die Struktur der Teilbdume dieser Zerlegung natiirlich unabhéngig. In Abbildung 3 ist

die Zerlegung fiir einen Baum mit 10 Knoten dargestellt. Bildet man also die internen Pfadléingen

S

DIED | IO,

Abbildung 3: Die Zerlegung eine Hoppe-Baumes in den ersten Teilbaum und den Restbaum. Die
interne Pfadlénge im ersten Teilbaum betrigt 4, im Restbaum ist die interne Pfadlénge 7. Bertick-
sichtigt man fiir die 4 Knoten im ersten Teilbaum, dass ihre tatsdchliche Tiefe im Gesamtbaum

um 1 grofer ist, erhédlt man die interne Pfadlinge des gesamten Baumes als 4+4+4-7=15.

beider Teilbdume getrennt und beriicksichtigt, dass jede Tiefe im ersten Teilbaum tatséchlich um
1 groBer ist, wenn man den Knoten im kompletten Baum statt im ersten Teilbaum betrachtet (im
ersten Teilbaum betrachtet wird die Kante von der Wurzel des Hoppe-Baumes zu Knoten 2 nicht
beriicksichtigt), so erhilt man fiir die interne Pfadlinge des gesamten Hoppe-Baumes

9) d F(1 F(9
< I[(\,()n + N+ I,(L_)Nr(gw

n
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wobei (I8) 51, (I8”)n>1 und N unabhéingig sind mit £((IS")n>1) = L((I7)p>1) und
LI s1) = L((I)ps1). Dies liefert

7(1 F(1 1 F(9 F(9 1
-] . NGO Iy = B NG NO NI = B INY)
— n n 1 _ ks n
Y+n—1 Y+n—1 N d+n—1 9+n—NWM_1

F(1 1 F(v 1 [
LN B N+ B, 0 1N - B
d+n—1 9+n—1 ’

. () _ ISV -B[1"]
und damit wegen Z, ' = R e

(1) (1) (1)
W d_ N S N ) s N
Zn d+n—1 ZNW(LI) * (1 d+n—1 anfo) +In n ’

wobei wieder (Z(Ll))nzl, (Z(lﬁ))nzl und NV unabhéngig sind, ﬁ((Z(ll))nZQ = L((Zy(ll))nzl),
E((Z(zﬂ))nzl) = E((Z,(lﬁ))nzl) ist, sowie g, : {%,2,..., 221} — R gegeben ist durch
BUS+EUL) , 1-BUD)]

_ n(
gn(k) = 19+Z_1 k+ I+n—1
N

Mit Theorem 1.1 und Bemerkung 1.2 wissen wir bereits, dass ( p ) fast sicher gegen eine
n>

Beta(1, ¥)-verteilte Zufallsvariable B konvergiert, welche wiederum fast sicher im Intervall (0, 1)

liegt. Insbesondere gilt also N,(Ll) — 00, N — N,(ll) — oo fast sicher und damit ZI(\;()I) — Zc(xlj),
Z (ﬁ)Nu) — ZE:? ) fast sicher wegen der Konvergenz der reskalierten internen Pfadlange aus Ko-
n—1I~Nn

rollar 5.4. Ebenso gilt ZT(?) — Zég) fast sicher, also bleibt nur noch das asymptotische Verhalten
der Funktion g, zu bestimmen. Aus Korollar 5.2 erhalten wir, dass fiir den Erwartungswert der
Pfadliange fiir beliebige 9 > 0 gilt E[I,(Lm] = nlogn + cyn + ry(n), wobei fiir den Restterm gilt

9 (n)

n

— 0 fiir n — oo. Dies liefert

B n nklog(nk) + n(1 — k)log(n(l — k)) — nlogn
gn(k) = 19+n—1k+ d4+n—1
cank +cyn(l —k) —coyn  ri(nk) +ry(n(l —k)) —ro(n)
+
d+n—1 d+n—1
" kloghk+ — (1 —k)log(l — k) + —( 1)k

= — —(1 - - — (1 —c

Jhn—1 BTy & Jtn—1" "

+7“1(nk) +r9(n(l —k)) —ry(n)

d9+n—1

€Y
Setzt man k = NZ , so konvergiert der letzte Bruch mit den Resttermen fast sicher gegen 0 und
)

wir erhalten insgesamt wegen Na 5 B fast sicher, dass fast sicher gilt

NV
gn< )—>BlogB+(l—B)log(1—B)+(cl—c,9+1)B.
n

Setzt man alles zusammen, folgt wegen ¢; + 1 =« (siehe Lemma 1.3) die Behauptung. O

Aus Theorem 5.5 kénnen wir nun einen Zusammenhang der charakteristischen Funktionen von

Zég ) und Zc(xlj) gewinnen, der zentral fiir die weitere Analyse sein wird.
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Korollar 5.6. Fiir die charakteristische Funktion ¢g(t) = E[exp(itZég))} gilt fir jedes t € R

1
Bo(t)] < / 61| 6a (1 — D)1 — ) Ldr.
Bewets. Mit Theorem 5.5 erhalten wir
Elexp(itZ))] = Elexp(it(BZY + (1 - B)ZY) + £(B)))],

wobei die Zufallsvariablen unabhéingig sind, B die Dichte 9(1 — 2)” "1 3j(z) der Beta(1,9)-
Verteilung hat und f(B) = Blog B + (1 — B)log(1 — B) + (v — dy)B ist. Dies liefert

[Po ()] = /1 Elexp(it(@Z{) + (1= 2)ZY + f(2))9(1 - 2)"'dx
0
1
< / |61 (2t) |90 (1 = 2)t)]| | exp(itf(2))| I(1 — 2)" " da
0 =1
und damit die Behauptung. O

Nun werden wir fiir den Anfang zunéchst zeigen, dass wir zumindest fiir ¢ = 1 eine Konstante
C(().lg finden, sodass |¢1(t)] < C(()'lg|t|’% ist. Ist dies geschafft, so folgern wir aus Korollar 5.6
zunéchst fiir jedes ¥ > 0 die Existenz einer Konstante C(g%) mit |¢y(t)] < C(gi))|t|_%. Danach
werden wir, ebenfalls mit Hilfe von Korollar 5.6, daraus die Existenz von Konstanten C,(f?) zu

beliebigen Exponenten p > 0 und beliebigen ¢ > 0 mit |py(t)| < C’I(,ﬁ)|t|_p folgern.

Lemma 5.7. Sei ¢1(t) = E[exp(ith(xlg))]. Dann existiert eine Konstante 08_15), sodass fir allet € R
gilt
(1),—1
l¢1(8)] < Cosltl™>.
Insbesondere gibt es dann auch fiir jedes 0 < p < 3 Konstanten C’,gl) < maX{Cé.ls), 1}, sodass fiir

allet € R gilt
1 —
o1 (t)] < CV 1t 7.

Der Beweis wird analog zu dem Beweis [6, Lemma 2.4] von Fill und Janson gefiihrt, dazu

brauchen wir folgendes Lemma.

Lemma 5.8. Sei h eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf dem offenen Intervall (a,b)
mit
h'(z) > ¢> 0 und h"(z) > 0 fir alle z € (a,b).

Dann gilt fiir allet >0

Beweis. Den Beweis findet man in [6, Lemma 2.2]. O

Beweis von Lemma 5.7 Wir bezeichnen fiir beliebige z,y € R mit hy, : (0,1) — R die
Funktion hg,(u) = ux + (1 — u)y + ulogu + (1 — u)log(l — u) + u und erhalten damit nach

Theorem 5.5 ¢1(t) = Elexp(ith ) 3 (U))], wobei U auf [0, 1] gleichverteilt ist. Unser Ziel wird
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es sein, die stiirkere Aussage E[eih=(U)] < 2/2|t|~2 fiir alle x,y € R zu zeigen, woraus wir durch
die Glattungsregel direkt die Behauptung gewinnen.
Seien z,y € R beliebig. Dann gilt fiir die Funktion A, ,

h, ,(u) =z —y+ 14 logu —log(1 — u),

1 1 1
h;, == = > 4.
e (¥) uJr 1—u  uw(l—w) —

Da h’%y auch negativ werden kann, lédsst sich Lemma 5.8 noch nicht direkt anwenden, aber wir

erhalten als einzige Nullstelle
Wyy(u) =0 <= u=1- (v 1+ 1) = a,, €(0,1).

Sei 4 > 0 passend gewiihlt (die optimale Wahl ergibt sich aus dem Beweis) und seien
a = Qg4+ ’yf%, b =1 (ist a > 1 folgt braucht man nur den trivialen Fall betrachten, der im

Anschluss besprochen wird). Dann gilt fiir alle u € (a,b)

h;7y(u) = / hgy(z)dz >4(u— agy) > 4’yt7%

Y

und Lemma 5.8 liefert fiir die auf (a,b) eingeschrénkte Funktion h, , fiir ¢ > 0

b .
/ elthz,y (u) du

Da auflerdem trivialerweise gilt ‘ f; e“hmvy(“)du‘ <a—o0gy= ’yt_%, erhalten wir insgesamt
T,y

1
/ eithe.y (W) g4, | < (7 + 1> 3.
o B 2y
1

Wihlt man nun v = 750 50 erhilt man /2t~ als Schranke. Fiir das Integral auf (0, Qgy) kann

_1t_
t 2y

[N E

< T
dyt™2

man analog vorgehen, sofern man die Funktion g, ,(u) = hy (1 — w) betrachtet und mit dem

1 Az,y
/ ity () gy / pithy (1) gy,
1 0

—Qa,y

Integral

arbeitet. Man erhélt insgesamt fiir alle ¢ > 0

1 .
/ elthm,y(“)du
0

Wegen ‘fol eithlvy(“)du‘ = ‘fol e‘“hmvy(“)du‘ gilt das Ergebnis auch fiir ¢ < 0 mit der Schranke

< 2V/2t7 3.

2\/§|t|_% und wir erhalten insgesamt fiir beliebige z,y,t € R
| [eithe@)]| < 2020t~

und damit
61(8)] < B |E [exp(ith ;) 700 (0)I1Z0, 2] | < 2v3)t) 4.

1
2
hier fiir [f] < 1 trivialerweise gilt [¢1(1)] < 1< C5”[t| =7 und fiir [ > 1 gilt
[61()] < CeRlt=% < Cgalel~? < GVt~ 3. .

Fiir beliebige Exponenten p € (O } erhélt man die Behauptung mit C’Z(,l) = max{l, Cé'lg}, weil
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Lemma 5.9. Sei ¥ > 0 beliebig und ¢y(t) = E[exp(itZgg))]. Dann gibt es fiir jedes 0 < p <
eine Konstante C},ﬂ), sodass fiir alle t € R gilt

1
2

) a1 —
[po(B)] < 371t 7P

Beweis. Sei 0 < p < 3 beliebig. Nach Lemma 5.7 gibt es eine Konstante Cz(,l) mit |1 ()| < |¢]7P
fiir alle t € R. Mit Korollar 5.6 erhalten wir

1
o ()] < / B1(at)]  |do((1 —2)t)|9(1 — )"~ da
0 —_
<CfMerlt-r =
1
< |t|—Pc;1>ﬁ/ 21— 2)?Yda,
0

<oo

wobei das verbliebene Integral ein beta-Integral ist, was fiir Exponenten —p, (¢ —1) > —1 sicherlich
endlich ist. Es gibt also eine Konstante C’,(,ﬂ), die hochstens C’,(,l)ﬂ fol r7P(1 — x)?~Ldx ist, sodass
fir alle t € R gilt

(o (t)] < SOt

O

Theorem 5.10. Sei ¢ > 0 beliebig und ¢y(t) = E[exp(itZég))}. Dann gibt es fir jedes p > 0 eine
Konstante CI(,ﬁ), sodass fiir alle t € R gilt

9 —
|pa(t)] < SVt 7P

Der Beweis fiir Theorem 5.10 ergibt sich induktiv aus Lemma 5.9 und den folgenden zwei

Lemmata.

Lemma 5.11. Sei ¥ > 0 beliebig und sei 0 < p; < 1 so gewdhlt, dass es fiir p1 und
po :=min{p;, 3} Konstanten CZ(,}) und ngf) gibt mit |1 (t)] < C’Z()P|t|_p1, | (8)| < C,()g)\ﬂ_p? fir

alle t € R. Dann gibt es eine Konstante C’gfim, sodass fiir alle t € R gilt

9 _
Ba(t)] < C) 1t~ @1 P2

Bewets. Sei ¥ > 0 beliebig und p;, p2 wie im Lemma beschrieben. Nach Korollar 5.6 gilt
1
s < [ o) ool -] 91-a)" e
0 ——— —_———
<O (@lth P <Cfy) (1—a)ft)) P2
1
_ + 1 9 — Y—pa—1
< |- p«z)C}gl)qw/o 2P (1= 2) Py,

wobei das verbliebene beta-Integral endlich ist, da —p; > —1 und ¥ —ps — 1 > g —1> —1 sind.
Somit existiert eine Konstante C”) die hochstens C,(,PCl(,f)ﬁ fol 7P (1—2)? P2~ 14y ist, sodass

p1+p2’
fiir alle t € R gilt
9 _
o (t)] < ngl)+p2|t| (p1+p2)
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Lemma 5.12. Sei ¥ > 0 beliebig und sei p > 1 so gewdhlt, dass es Konstanten ngl) und 01(719) gibt
mit |¢1(t)] < CSV 7P und |¢o(t)] < CSV|t|7P fiir alle t € R. Dann gibt es fir p' = p+ min{1,9}
eine Konstante Cz(f), sodass fiir alle t € R gilt

lpo(t)] < O 1t~

Beweis. Sei ¥ > 0 und p > 1 wie im Lemma beschrieben.

Weil |y (£)], |¢1(£)| < 1 sind, gilt nach Voraussetzung fiir alle t € R, dass |¢g(¢)| < min{C 7 [¢|=?,1}
und |¢1(¢)] < anin{C’,()l)|t\_p7 1} sind.

Damit erhalten wir zunichst mit Korollar 5.6 fiir alle ¢ > 2(maX{C’,§1), C](f)})% :

A

60(t)] < / 61 @)1 (1 — )DL — 2)°de

IA

1
/ min{C{V|zt| ™7, 1} min{C{"|(1 — 2)t| 77, 1}9(1 — z)" " dz
0

(g0 p it
_ /O CO|(1 = 2)t|P9(1 — 2)?\dx

2:T1

1—(c]<;9>)%r1
+/ L C’Z(,l)|xt|_pCz(,ﬂ)|(1 —2)t| P91 — x)" " ldx
(@ )pet

:=Ts

1
—|—/ L Clgl)|xt\_p19(1 —x)" "z,
1 (e

:=T3

Wir analysieren nun die drei Terme T3, T5 und T3 getrennt und zeigen fiir jeden Term, dass er

héchstens Const - |¢|~7" mit p/ = p + min{1,9} ist. Wir erhalten fiir den ersten Term

C}()l))%t—l
T, = CWyP 1-2)? (Q—z)~®D gy
p 0 —— —_———

<1 (1), L —(p+1)
<(1-cfre-1)

—(p+1 |
(p )|t|7p(c,(,1))5t71-

IN

9 ys,—1
o (1= (cM)re)
—(p+1)
Da wir uns in dem Fall £ > 2(max{CS",C{"1)» befinden, ist (1 — (C’z(,l))%t’l) 8 < 2PT! und
wir erhalten mit der Konstante v, := 2p+101(179)(01()1))%197 dass gilt

Ty < |t~ HD.

Analog erhalten wir auch fiir den dritten Term
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1
T3 = c<1>|trp/ z P I(1 —z)" tdx
P 1

1
—(C")rit _
Oy p—1)
<(1-(cf")rt

1 \7P, -
e (1= i) e [
1

= Y (1 - (Cz(fg))%t_l)ip It|~? ((ngﬂ))%t—l)ﬂ

1

IN

1
—(Cp") et

91— )" ldx

-p
Wieder erhalten wir wegen ¢ > 2(maX{C,§1), C’](yﬁ)})%, dass (1 - (C,(jﬁ))%t_l) < 2P ist. Also gilt

mit 93 = 2°CY (Cf")
T3 < Asft| =),

Fiir den verbleibenden Term gilt

1—(c§)ﬁ>)%r1
T, = OOl / 2 P(1 — )P gy

1
(Cp )i

ch iyt~ / ) x—P(1—m)—<P+1—”>dx+/
(@)t 3

1
1 17(01()19))5t71

2Pl —z)" P gy

Schiitzt man im ersten Integral (1 — )~ ®+1=?) < (1 — z)~(P+1) < 2P+1 und im zweiten Integral

2P < 2P < 2PFL gh. erhilt man

(S 3

1 17(cg9>)%t—1
T, < 2rttefNoMgf =2 / . z*Pda:Jr/ (1-z
1 1

Nun ist nach Voraussetzung p > 1, somit erhalten wir fiir das erste Integral

1

1
e=(Cp )P et

Fiir das zweite Integral gilt im Falle ¥ < 1, dass p+ 1 — ¢ > 1 ist und damit

1
1—(Cc{M)pt?

)~ P gy

1 1
/2 L aP= [— ! a:(”l)} i <L ((C,S”)%t*)f(p*”.
(CV)p -1 p—1 p—1

1-(CM) B 1 —~(p—)
)19 g -9 <1 (ot
/; (1-2) dx { S(1—a) ] ((cp )it ) .

p—

_1
T=3

Im Falle 9 > 1 gilt

1-(C) B4t - 1-(C)p 1
/ (1— )" Py < / (1—2z)Pde < ——
% 1 P — 1

Wir erhalten also fiir den zweiten Term

T <7 <|t|*(p+1) + ‘t|f(p+min{1ﬂ9})>
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_ p—min{1,9}
p

mit 9 = 207105V 0Ly max { (C50) 7 (0f)

Insgesamt erhalten wir somit fiir alle ¢ > Z(max{C’z(,l), C}(jﬁ)})%7 dass gilt
[po ()] < mlt]” D + 7 (W’(”“) + It\*(“min{lﬁ})) A
und damit im Fall || > 1
g ()] < (1 + 22 + ) [t~ PTmin{LID),

Da im Fall |t| < 1 gilt, dass |pg(t)| < 1 < [t|~®Tmin{L.9}) st erhalten wir mit
v :=max{1l,y1 + 292 + v3}, dass fiir alle ¢ > 2(m8ux{C'1(71)7 C’,(,ﬁ)})% gilt

|fo(t)] < At~ PrmintloD),

1 p+min{1,9}
Nun gilt fir 0 < ¢ < 2(rnaX{C’]§1)7 C’;(,ﬂ)})ﬁ trivialerweise mit ' := (Z(maX{CIgl), ngﬂ)})%) ,

dass [pg(t)] < 1 < A/[t|~Prmin{l,0}) gt

Wir erhalten also mit C (%)

pmin{1,9} = max{~v,7'}, dass fiir alle ¢ > 0 gilt

v - min
|¢ﬂ(t)| < CZ(’-F)min{l,ﬂ}'ﬂ (p+ {1’19}),

Die Schranke gilt ebenfalls fiir ¢ < 0, da ¢y(—t) = ¢y(t) ist und damit |dy(t)| = [Py (—1)].
O

Beweis von Theorem 5.10. Sei ¥ > 0 beliebig. Zu zeigen ist, dass es fiir jedes p > 0 eine
Konstante Cz(fg) gibt mit [py(t)] < ng)|t\*p fiir alle t € R. Fiir 0 < p < £ erhalten wir dies aus
Lemma 5.9. Wendet man nun mehrfach Lemma 5.11 an, erhédlt man das Ergebnis auch fiir alle
p < 1+ min {1, g} und durch iteratives Anwenden von Lemma 5.12 erhélt man das Ergebnis auch

fir p > 1. O

Theorem 5.13. Sei ¥ > 0 beliebig und Zéf) der Grenzwert der reskalierten internen Pfadlinge

(9) _ (9)
(I"qﬂif[_lf]) , welche nach Korollar 5.6 fast sicher konvergiert. Dann gibt es fiir die Verteilung
n>1

E(Zc(g)) eine u;endlich oft differenzierbare, schnell abfallende Dichte fy.

Beweis. Die Existenz der Dichte sowie die Differenzierbarkeit folgt unmittelbar aus Theorem
5.10, wie es auch von Fill und Janson in [6] geschildert wird. Man erhélt die Dichte aus der

charakteristischen Funktion ¢y iiber die Fourier Inversionsformel

folx) ! / - ey (t)dt,

:% .

wobei e~ ¢,y(t) wegen Theorem 5.10 integrierbar ist. Ebenso ist fiir jedes k > 0 auch t*¢y(t)

wegen Theorem 5.10 integrierbar und wir erhalten alle Ableitungen aus

2 J_

38



Literatur

[1]

[12]

M. Abramowitz and 1. A. Stegun. Handbook of mathematical functions with formulas, graphs,
and mathematical tables, volume 55 of National Bureau of Standards Applied Mathematics
Series. For sale by the Superintendent of Documents, U.S. Government Printing Office,
Washington, D.C., 1964.

L. Addario-Berry and K. Ford. Poisson-dirichlet branching random walks. 2010.

A. D. Barbour, L. Holst, and S. Janson. Poisson approzimation, volume 2 of Oxford Studies in
Probability. The Clarendon Press Oxford University Press, New York, 1992. Oxford Science

Publications.

R. P. Dobrow. On the distribution of distances in recursive trees. J. Appl. Probab., 33(3):749—
757, 1996.

P. Donnelly and S. Tavaré. The ages of alleles and a coalescent. Adv. in Appl. Probab.,
18(1):1-19, 1986.

J. A. Fill and S. Janson. Smoothness and decay properties of the limiting Quicksort density
function. In Mathematics and computer science (Versailles, 2000), Trends Math., pages 53—
64. Birkh&user, Basel, 2000.

P. Hall and C. C. Heyde. Martingale limit theory and its application. Academic Press Inc.
[Harcourt Brace Jovanovich Publishers], New York, 1980. Probability and Mathematical

Statistics.

H. M. Mahmoud. Limiting distributions for path lengths in recursive trees. Probab. Engrg.
Inform. Sci., 5(1):53-59, 1991.

C. J. H. McDiarmid and R. B. Hayward. Large deviations for Quicksort. J. Algorithms,
21(3):476-507, 1996.

R. Neininger. Vorlesungsskript: Stochastische Konzentrationsungleichungen. 2011.

M. Régnier. A limiting distribution for quicksort. RAIRO Inform. Théor. Appl., 23(3):335—
343, 1989.

R. T. Smythe and H. M. Mahmoud. A survey of recursive trees. Teor. Imovir. Mat. Stat.,
(51):1-29, 1994.

39



Erklarung

Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbststindig und nur unter Benutzung der angege-
benen Literatur und Hilfsmittel angefertigt habe. Wortlich ibernommene Sétze und Satzteile sind
als Zitate belegt, andere Anlehnungen hinsichtlich Aussage und Umfang unter den Quellenangaben
kenntlich gemacht. Die Arbeit hat in gleicher oder dhnlicher Form noch keiner Priifungsbehorde

vorgelegen und ist nicht veroffentlicht.

Kevin Leckey

40



