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−e(t)

=
B−1(Aref −A(p(t))

−e(t)
. ;H<
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2�)�� ��� ������� ��� (������

u(t) = (Kref +B−1(Aref −A(p(t))))x(t). ;@<

2�
� ������� ��� ���)��� ���� ��� "����
�� �� ��� �����"1���,

������ �
�� �(�� ��� "����
�� ,�����
(�" ��� ��� ���������

������� 
/�/ ��� �����"1���, ������ ,���� �
�� ��
��
"� �
��

��� ,���� �� Aref − BKref / 2�
� 
�,�
�� ���� ��� ��� ���)�

�� ��� ,�������� p� ��� �����"1���, ������ �
�� (����� �� �

�
���� ������ ����� "����
�� 
� 
"���
��� �� ��� ,�����
(�"

"����
��/

2�
� �����"����� ��� (� )��" �� "��
�� � ���,���������

�(������ ���)��)�� �� ����/ ! �)�� ��"�� �
���� �(������ ���

(� "����
(�" (� ��� "����
�� �������" (� ��� "
�������
��

�3)��
��

˙̂x(t) = Fx̂(t) +Gy(t) +Hu(t) , ;E<

����� ��� �(������ ����� ����
# 
� F ∈ R
n×n� ��� �(������

��
� ����
# 
� G ∈ R
k×n ��" ��� �(������ 
�,)� ����
# 
� H ∈

R
n×m/ 2�� �(������
�� ����� "
��,,���� �
�� �
��� �����
��

"�����
��" (� ��� ,�����
(�" �
������)�� �� F 45D6.

|sI− F| = |sI−A−GC| = |sI−A� −C�G�| . ;G<

����
"�� ���� F = Aref − GrefC ∼ F(t) = A(p(t)) −
(Gref + G(t)e(t))C/ 2��� ����� ���� ��� �
������)�� ��

λ(F(t)) ��" λ(F) (����� �3)�� ")�
�� �,����
��/ 2�)�� ∀p(t)
λ(F(t)) = λ(F) 
� λ(F(t)) "������ ��� �
������)�� �� F(t) =
A(p(t))−(Gref+G(t)e(t))C/ �
�
����� �� ��� ,���
�)� �����

��
� 
� ���� ,���
(�� 
� ��� �
�
���
�� �����������
�� ����
# 
�

��� )�
�� ����
# In×n� 
/�/ F = I−1F(t)I/ !� 
� ��� ���� ��

��� ���,��������� ����������� ��
� ����� ���� ��� 
����")��"

�(������ ��
� ,���
"�� ��� �
�
���
��� ��" ���� ��� �3)��
��

��
���
� �� ����/ �3)��
�� �� ��� �
������)�� ��� (� ���������"

�� ����)���� G(t).

Aref −GrefC = A(p(t))−GrefC−G(t)Ce(t)
(Aref −GrefC−A(p(t)) +GrefC)C−1

= −G(t)CC−1e(t)

G(t) =
(Aref −GrefC−A(p(t)) +GrefC)C−1

−e(t)

G(t) =
(Aref −A(p(t)))C−1

−e(t)

. ;F<

2�)�� ��� "����
�� �� ��� �(������ 
� �������" (� ��� "
����1

���
�� �3)��
��

˙̂x(t) = Fx̂(t)+(Gref +(Aref −A(p(t)))C−1)y(t)+Hu(t)
;5D<

I
�� ��� ,��,���" ���,��������� �� ���������� ��" �(1

������ ���)��)�� 
� 
� ,���
(�� �� ������� "
������� ����
����

������ �
� �� ��������� 7 �
���)� �
����
C��
��� �� )�
��

�:&1(���" �����"�/

&� ��� �)����� ���� �� ��� "��
�� �����"����
��� ��� ��
�

�
�
���
�� �� ��� �����"� 
� ���� ��� ������ ��� �� ����

��� ���� �)�(�� �� ������� 
�,)�� �� ����� ���
�(��� ��"

�� 
�����
(�� 
�,)� ����
# 
� ��"�� �� (� �(�� �� �,,�� ���

������� ��� ;@<� ��
�� ��� ������ ��� �� ���� ��� ���� �)�(��

�� �(�����(�� �)�,)�� �� ��� �)�(�� �� ����� ���
�(��� ��"

�� 
�����
(�� �)�,)� ����
# 
� ��"�� �� (� �(�� �� �,,�� ���

�(������ ;5D</ �)����� "���
��� �
�
���
���� �����3)����� ��"

�#��,��� �����"
�� ��
� ���������� ��" �(������ "��
�� �����"

��� (� ��)�" 
� ��� �
��" �
�����)�� 4@6� 4G6� 4F6/

�� 	��������� ����� �� ������� ����������� �	
 ����������
��� �������� �� ��������

-��� �� ���� ��������" ��� ��
� ���,� �� ��� ����
C��
�� ��

��� ���,��������� �� ���������� ��" �(������ ���)��)��/

• %���
C��
�� �� ��� �,,��,�
��� S(p(t)) �� ��"�� ����

���� ��� ��
�
��� ����
���� ��"��K

• ������
�� �� ��� S(pref ) ��������� �2& ������ ;��
�� 
�

�� )�"����
�� �2& ������ �� ����<K

• ���
�� �� ��� Kref ��������� ����� ���"(��� ����������

�
�� �� ��(
����� �����" ��
�� 
� �,,��,�
��� �� �������

��� S(pref ) ��������� �2& ������K

• ���
�� �� ��� Gref ��������� �(������ ��
� �
�� ��

��(
����� �����" ��
�� 
� �,,��,�
��� �� �(����� ���

S(pref ) ��������� �2& ������K

• %���
C��
�� �� ��� ���,��������� �� ���������� ;@< ��"

�(������ ���)��)�� ;5D</

&&&/ �'	2%'���% ���&�	

�� �� ������ ��������� ����������� ����

����
"�� ��� ������
�� ����
���� ���,��������� ��"��

��
�� 
� "����
(�" (� ��� "
�������
�� �3)��
���

ẋ1(t) = cx1(t)x2(t)−
dx1(t)

1 + ax1(t)
+ k2x2(t) +

u1(t)

V1

ẋ2(t) = k1x3(t)− k2x2(t) +
u2(t)

V2

ẋ3(t) = − k3x3(t)

1 + bx3(t)
+ k1x3(t) +

u3(t)

V3

y1(t) = o1x1(t)
y2(t) = o2x2(t)
y3(t) = o3x3(t)

;55<

�
�� a = 0.05 4�A����6� b = 0.35 4�A����6� c = 0.4
45A�
�6� d = 0.2 45A�
�6� k1 = 0.02 45A�
�6� k2 = 0.1 45A�
�6�

k3 = 0.085 45A�
�6� V1 = 1.5 4�6� V2 = 0.75 4�6� V3 = 2
4�6� o1 = 2 416� o2 = 0.5 416 o3 = 3 416/ 2�� ����� ���
�(���

��� x1(t)� x2(t) ��" x3(t) ��
�� ��� �)�,)�� ��� �����" ����

��� ������ ����� �)��
,�
���
�� (� �������/ 2�� u1(t)� u2(t) ��"

u3(t) 4����A�
�6 ��� ��� 
�,)��/ 2�� ��"�� �����
�� �����

����
����
�
��. ��� ,��")�� �� ��� x1(t) ��" x2(t) ������ ��"

��� ���)��� "����"��
��� �� ��� x1(t) ��" x3(t) ���,��������

���"�" (� :
�����
�1:����� ��,� ���)���
��/ I� ��� ������ ���

����
���" ����� ��)�
�� ����
����
�� �� ����")�
�� ���
�(���.

p =

[
x1(t),

1

1 + ax1(t)
,

k3

1 + bx3(t)

]
�� ��
�� ��������� � 3D

,�������� �,���/
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2�� �����1�,��� ��,��������
�� ��" ��� ����� ����
��� �� ���

�� ������ 
� ��J�� �� ���� ��� (� ��
���� �� �������.⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)
y1(t)
y2(t)
y3(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= S(p(t))

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1(t)
x2(t)
x3(t)
u1(t)
u2(t)
u3(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

[
A(p(t) B

C D

]
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1(t)
x2(t)
x3(t)
u1(t)
u2(t)
u3(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;59<

A(p(t) =

⎡
⎣
0 k2 0
0 −k2 k1
0 0 −k1

⎤
⎦+

⎡
⎣
0 c 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ p1(t)

+

⎡
⎣

0 0 0
−d 0 0
0 0 0

⎤
⎦ p2(t) +

⎡
⎣
0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎤
⎦ p3(t)

B =

⎡
⎣
1/V1 0 0
0 1/V2 0
0 0 1/V3

⎤
⎦ C =

⎡
⎣
2 0 0
0 0.5 0
0 0 3

⎤
⎦

D =

⎡
⎣
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦

. ;5=<

	��� ���� ��� B ��" C ����
��� ��� 
�����
(��� �� ��� ����������

��" �(������ "��
�� �����"����
�� ��� (� �,,�
�" ��� ��
�

��"��/

�� ����������� �	
 ���������� ������
!��)�� ���� pref = [0.5, 0.9756, 0.0794]� 1 
� ��
� ����

x1,d = 0.5 ��" x3,d = 0.2 1 ��
�� 
� ����
"���" �� ��

�,,��,�
��� ��������� ,�������� ������ �
�� S(pref ) (�
�� ���

��������� �2& ������/ 2�� ����� ����
# 
� ��� ���� �������"

���� ��" �� ��� ��������� ,�
�� A(pref ) (������

A(pref ) =

⎡
⎣−0.1951 0.27 0

0 −0.07 0.002
0 0 0.0774

⎤
⎦ . ;5><

2�� �
������)�� �� ��� ��������� ����� ����
# A(pref )
��� λ = [−0.1951,−0.07, 0.0774]�� ��
�� ����� ���� ���

��������� �2& ������ 
� )����(��/

2�� Co ���������(
�
�� ����
# ����� ���� ��� ������ 
�

���������(��. rank(Co) = 3 ≡ n� 
/�/ ��� ��������� �2&

������ 
� ���������(��/ 2�)�� ��� ��������� ����� ���"(���1

(���" ���������� "��
�� ; ����
C��
�� �� ��� �����1���"(���

u = −Krefx < 
� ,���
(��/ 	��� ���� 
� ��� 
�,)� ����
# B 
�


�����
(��� ���� ��� ���������(
�
�� 
� ��
�
��� �
��� Co = B/

��� ��� "��
�� �� �,�
��� Kref ��
� ;�L �,�
��� �������<

��� :!2�!+ �© care ������" ��� )��"/ I� ����� ���

"��
�� ,��������� Q ��" R �� Q = CC� ��" R =
"
��(1/100, 1/100, 1/100)/

2�� ��(�""�" care ������" ����)����� X �� ��� )�
3)�

���)�
�� �� ��� ����
�)�)�1�
�� ������� ����(��
� %
����
 �3)�1

�
�� 4556.

A�XE+E�XA

−(E�XB+ S)R−1(B�XE+ S�) +Q = O
, ;5H<

����� ��� ����)����" �,�
��� ��
� 7 �
�� S = 0 ��" E = I 7


� �3)�� �� Kref = R−1(B�XE+ S�)/

2�� ����)����" �,�
��� ��
� 
�

Kref =

⎡
⎣19.7024 0.2658 0
0.5315 4.9622 0.0005

0 0.0002 30.1553

⎤
⎦ . ;5@<

2�� �
������)�� �� ��� �����"1���, ���������

������ ����
# A(pref ) − BKref ��� λref,closed =
[−6.6962,−13.3201,−15.0002]� 7 
/�/ ��� �����
�� ����

�
������)�� ,���
"� ���(
�
�� ��" ���� �����
���/

2�� ���)��)�� �� ��� ���,��������� ���������� ,���
"��

��� ���������
���" ���
�� �3)��
��� ������ λLPV,closed =
λref,closed ���������� �����"���� ��� ���)�� ���)� �� ��� p(t)
,�������� ������/ !� ��
� ,�
��� ��� ���,��������� ��

���������� ��� (� ����
C�" )�
�� ;@</

�� ����������� �	
 �������� ������
2�� ���,��������� �� �(������ ��� (� ����)����" �
�1


����� �� ��� ����������/ 2�� �(�����(
�
�� ����
# ����� ����

����
C��
�� �� ����� �(������ ��� ��� ��������� �2& ������ 
�

,���
(��� �
��� rank(Ob) = 3 ≡ n� 
/�/ ��� ������ 
� �)���

�(�����(��/ 	��� ���� �
��� ��� �)�,)� ����
# C 
� 
�����
(���

��� �(�����(
�
�� 
� ��
�
��� �
��� Ob = C/

2�� ��������� �(������ ��
� Gref ��� "��
���" �
�

:!2�!+ �© place ������" 4556 �
�� "����
(
�� ��� "��
��"

�
������)�� �� ��� ������ ����
# ���������
C
�� ��� �(������

����� "����
�� �� (� λobs = [−40,−40,−40]� ;���� ���)��� 
�

������ "����
�� ���� ��� "����
�� �� ��� �����"1���, ������

λref,closed</ 2�� ���)��
�� Gref 
�

Gref = 103

⎡
⎣ 0.1348 −0.0072 −0
−0.0145 1.0745 −0

0 −0 0.0665

⎤
⎦ . ;5E<

I� ���" �� )�� �""
�
���� ���" ������" ���,�������� ��

���� 
� ��"�� �� ����� ��� "��
��" ����"�1����� �� ��� �)�,)�/

2���� ���" ������" ���,������� ����
��� ���)�" (� p(t)1
"�,��"��� �� ����/ 2�� ����)���
�� �� ���" ������" ���,��1

����� ����
��� ��� (� ��)�" 
� 4G6� 4F6/ '�� ���,�������

��"
J�� ��� ����� ������ (� �)(������
�� ��� "��
��" ����"�1

����� ���� ��� ���)�� ����� �� ��� ������� ��� ����"�1�����


� ����)����" �� Nx(p(t))r(t)� ����� r(t) 
� ��� ���������

�
���� 
� ��� �
�� 
������ t� ��" ��� ����� ��"
J�� ��� �������


�,)� (� �""
�� ��� ����"�1����� ������� 
�,)� ����)����" ��

Nu(p(t))r(t)/ 2�)�� ��� ���������� 
� �������" (� ��� �3)�1

�
���

˙̂x(t) = Fx̂(t) + (Gref + (Aref −A(p(t)))C−1)y(t)

+Hu(t) ;5G<

u(t) = (Kref +B−1(Aref −A(p(t)))) ·
·(x̂(t)−Nx(p(t))r(t)) +Nu(p(t))r(t). ;5F<

&�/ %��*�2�

&� ��
� ����
�� �� ����� �)� �
�)���
��� ��" �,,�� ���

"��
���" ���������� ��" �(������ ��� "
������� ������ ��"���

;��������� ������� �� ��"�� ��" ��� ��
�
��� ����
����

��"��<� ��" ���,��� ��� ���)���/ 2�� �
�)���
��� ��� ����
�"

�)� �
�� ��� ������
�� ������ ��"���.
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5< 2�� ��������� �2& ������ Sref . ����� ������ xr(t)�
�)�,)� ������ yr(t)� ��� ,�������� ,�������� ������

pref ��" ��� ������� �
���� ur(t) ��������" (� ��� �����

���"(��� ��������� ���������� Kref ��" �������� ���"

������" ���,��������K

9< 2�� �� ������ S(p(t)) �
���)� �(������ ;�),,��
��

���� ��� ������ ��� (� ����)��"<. ����� ������ xlpv(t)�
�)�,)� ������ ylpv(t)� ,�������� ������ plpv(t) ��" ���

������� �
���� ulpv(t) ��������" (� ��� ���,���������

�� ���������� �
�� ������� ��� ;5F< �
�� x̂ ��,����" (�

xlpvK

=< �� ������ S(p(t)) �
�� ���,��������� �� �(1

������. �(�����" ����� ������ x̂lpvobs(t) ���
�� ���� ���

���,��������� �� �(������ ;5D<� �)�,)� ������ �� ���

�� ������ ylpvobs(t)� ,�������� ������ plpvobs(t) ���1

�����" (� ��� �(�����" ������ x̂lpvobs(t) ��" ��� �������

�
���� ulpvobs(t) ��������" (� ��� ���,��������� ��

���������� �
�� ������� ��� ;5F<K

>< '�
�
��� ����
���� ������ �
�� ���,��������� ��

�(������. �(�����" ����� ������ x̂nonobs(t) ���
�� ����

��� ���,��������� �� �(������ ;5D<� �)�,)� ������ ��

��� �� ������ ynonobs(t)� ,�������� ������ pnonobs(t)
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xlpv(0) = [3 2 1]T

x̂obslpv(0) = [4 4 4]T

xlpv(end) = [8 4.9969 10]T

x̂obslpv(end) = [7.9999 4.9982 10]T
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S(pobslpv(0))

S(plpv(0))

S(pobslpv(end))

S(plpv(end))

p(t)obslpv
p(t)lpv
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