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RESUMO

O risco financeiro tem influenciado cada vez mais as decisGes tomadas pelas institui¢ces financeiras.
Como tal, o preco de um ativo influencia os mercados financeiros, o que atinge diretamente as agdes
das instituicbes financeiras, uma vez que estas correm um risco, dado o investimento efetuado
previamente. Neste seguimento, as instituicfes financeiras tém implementado algumas estratégias de
prevencéo e de gestdo do risco, tais como o Value-at-Risk (VaR) e o Expected Shortfall (ES).

O Value-at-Risk € um método de risco bastante utilizado pelas institui¢cGes financeiras. Contudo, a
desvantagem deste método, ao ndao ser uma medida de risco coerente, propiciou a procura de um método
alternativo, o Expected Shortfall, por parte das instituicGes financeiras. Embora, o Expected Shortfall
tenha surgido para colmatar as lacunas do Value-at-Risk, este método também apresenta as suas
desvantagens, pois é considerado uma medida ndo elicidvel, segundo Roccioletti (2016) e Osmundsen
(2016). Embora ndo seja relevante para o backtesting de acordo com Acerbi e Szekely (2014).
Atualmente, ambos os métodos sdo utilizados para a avaliacdo do risco de mercado.

Nesta dissertacdo apresenta-se uma andlise de como sdo aplicadas, em séries financeiras, as varias
formas de implementacdo do Value-at-Risk e do Expected Shortfall associado ao principal indice
bolsista de Portugal, o PS120.

Recorreu-se a modelos paramétricos e nao-paramétricos: o modelo com distribuicdo Normal e o
modelo com distribui¢do e T-student, e 0 modelo Kernel, respetivamente. E, foi, também, utilizado o
modelo GARCH com distribuigdo Normal.

Por fim, foram aplicadas e analisadas metodologias de backtesting: o teste de Kupiec (1995) e o teste
de Christoffersen (1998), para a avaliagdo dos diferentes modelos de previséo do Value-at-Risk e, ainda,
0s testes Z; e Z, desenvolvidos por Acerbi e Szekely (2014) para a previsdo do Expected Shortfall. Para
a série financeira em estudo conclui-se que o modelo paramétrico com distribuicdo Normal determina o
melhor desempenho na previsao do risco, relativamente ao método Expected Shortfall.
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ABSTRACT

The financial risk has increasingly affect the decisions taken by financial institutions. As such, the
price of an asset affects the financial markets, which directly affects the actions of financial institutions,
since these are at risk, given an investiment made previously. Following this, financial institutions have
implemented some risk prevention and risk management strategies, such as Value-at-Risk (VaR) and
Expected Shortfall (ES).

Value-at-Risk is a risk method widely used by financial institutions. However, the disadvantage of
this method, not being a coherent measure, led to search for an alternative method, the Expected Shortall,
by financial institutions. Although, Expected Shortfall has emerged to rectify the gaps of Value-at-Risk,
this method also has its drawbacks, is it considered a non-elicitable measure, according to Roccioletti
(2016) and Osmundsen (2016). Although it is not relevant for backtesting according to Acerbi e Szekely
(2014). Currently, both methods are used for market risk evaluation.

This dissertation present an analysis of how several forms of implementation of Value-at-Risk and
Expected Shortfall associated with the main stock index of Portugal, the PS120, are applied to financial
series.

We used parametric and non-parametric models: the model with Normal distribution and the model
with T-student distribution, and the Kernel model, respectively. And , the GARCH model with Normal
distribution was also used.

Finally, we applied and analyzed backtesting methodologies: the Kupiec (1995) test and the
Christoffersen (1998) test, for the evaluation of different Value-at-Risk forecasting models, as well as
the tests Z; e Z, developed by Acerbi e Szekely (2014) for the Expected Shortfall forecasting. For the
financial serie under study we conclude that the parametric model with Normal distribution determines
the best performance in the risk forecast, in relation to the Expected Shorfall method.

KEYWORDS:

Expected Shortfall, Value-at-Risk, Historical Simulation, GARCH, T-student
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Introducéo

INTRODUCAO

A necessidade das instituicdes financeiras conseguirem prever a dimensao do seu risco tem
aumentado, o que leva a evitar elevados prejuizos para estas. Portanto, a percecdo prévia deste
valor é cada vez mais precisa para que se tome decisdes mais conformes.

O risco financeiro esta associado & incerteza do retorno de um investimento perante um evento
futuro. O comportamento dos ativos financeiros é bastante variavel ao longo do tempo, pode
existir uma enorme variacdo como a variacdo pode ser praticamente nula. Logo, de forma a
minimizar perdas inesperadas nas instituicdes, a compreensao e previsdo do risco presente nas
séries financeiras é de grande interesse por parte das instituicdes financeiras.

Com isto, surgiu a necessidade de existirem metodologias que avaliassem o risco associado as
séries financeiras tal como o Value-at-Risk (VaR), sendo definido, atualmente pelas instituicdes
financeiras, como um dos melhores métodos para quantificar o risco. No entanto, este método
apresenta algumas desvantagens, Osmundsen (2016) refere a falta de coeréncia e o facto deste
método ignorar, na sua totalidade, a amplitude das perdas presentes nas caudas da distribuigdo.
Devido a estas desvantagens presentes no modelo VaR, criou-se a necessidade de ter outro método
que pudesse colmatar as suas desvantagens. Neste contexto, surge o método Expected Shortfall
(ES). O que ndo implica que este método néo falhe noutros aspetos, tanto Roccioletti (2016) como
Osmundsen (2016) afirmam que o ES ndo é uma medida eliciavel.

Desta forma, este trabalho tem como principal objetivo avaliar o risco utilizando em ambos 0s
métodos apresentados agregado ao principal indice bolsista portugués: o PSI20. A base de dados,
recolhida no DataStream, é constituida por 2892 observacoes, indicadas entre o periodo de 02 de
janeiro de 2006 e 31 de janeiro de 2017.

Existem vérias formas de poder medir o risco, contudo, neste trabalho ira ser avaliado através
de distribuices de probabilidade. Para a realizacdo do backtesting sdo utilizados alguns testes
para cada um dos métodos. Para 0o VaR recorremos ao teste de Kupiec (1995) e ao teste de
Christoffersen (1998) de forma a concluir sobre a sua performance. Para o ES recorremos aos
testes Z; e Z, desenvolvidos por Acerbi e Szekely (2014). Os modelos utilizados nesta analise
sdo distinguidos entre os modelos paramétricos e ndo-paramétricos. Os modelos com distribuigdo
Normal e T-student representam os modelos paramétricos e o modelo Kernel representa o0s
modelos ndo paramétricos. E também utilizado o modelo GARCH com distribuicio Normal.
Todos estes modelos irdo ser apresentados com niveis de significancias de 97.5% e de 99%.

No primeiro capitulo é apresentado um breve enquadramento sobre o PSI20: conceito, a sua
formula de célculo e alguns marcos histéricos. E apresentada também uma revisao bibliografica
onde é possivel observar alguns estudos similares ao que ira ser realizado.

No segundo capitulo sdo abordados conceitos base sobre as séries temporais, assim como 0s
modelos econométricos para a estimagédo do VaR e do ES.

No terceiro capitulo é desenvolvido a analise empirica do risco para a série em questdo: o
PSI20. Recorremos ao software EViews para analise inicial da série PSI20 e o software MATLAB
para realizar a previsao do risco e o backtesting aplicando os testes de Kupiec e Christoffersen e
0s testes Z; e Z, para 0 VaR e ES, respetivamente.
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1 RISCO FINANCEIRO: ENQUADRAMENTO DO TEMA

1.1 PSI120

As acles sdo provaveis de gerar ganhos superiores a qualquer outro tipo de investimentos. As acdes
sdo caracterizadas como vulneraveis a oscilacbes na volatilidade, podendo os pregos subir ou descer
rapidamente. Em bolsa, as acdes negociadas ndo tém um valor fixo, variando as suas cotages, a longo
prazo, em funcgdo de varios fatores, tais como os resultados alcangados pela empresa, o seu desempenho,
perspetivas futuras, situacdo econémica do momento e a evolucdo dos mercados financeiros.

Os indices sdo apresentados na forma de numero ou percentagem que ilustram a evolugdo de um
determinado mercado, acabando por nos fornecer informag&o relativamente a tendéncia dos mercados,
considerando, que os mercados sao importantes para avaliar o desempenho de portfélios.

O valor do indice ¢ descrito em “pontos” ¢ a forma de interpretar o valor € em comparacdo com o
valor anterior. O seu valor numérico ndo tem grande relevancia, apenas a sua varia¢do, que indica o
sentido da evolucao do mercado, sendo que o preco de cada agdo varia consoante as alteragdes do prego
e 0 numero de a¢des em circulagdo no mercado (Francisco, 2015).

A Comisséo do Mercado de Valores Mobiliarios (CMVM), em Portugal, é a entidade supervisora e
reguladora dos mercados de valores mobiliérios, dos instrumentos financeiros e da atividade em que
atuam, sendo um organismo publico independente, com autonomia administrativa e financeira.

O indice PSI20, Portuguese Stock Index, é o principal indice de referéncia do mercado de capitais
portugués e o principal indice da Euronext Lisboa. Este, é composto pelas a¢bes das 20 maiores
empresas contadas na bolsa de valores de Lisboa, refletindo a evolugcéo do preco das agoes, que sdo as
de maior liquidez entre as negociadas no mercado portugués.

O PSI20 foi criado a 31 de dezembro de 1992, com valor base de 3000 pontos.

Segundo a Euronext (2003), o PSI120 foi langado com uma dupla finalidade, em primeiro serve de
indicador da evolugdo do mercado acionista portugués, em segundo serve de suporte a negociacao de
contratos de futuros e opgoes.

Devido as suas caracteristicas, o indice PS120 tem vindo a ser escolhido pelo mercado de forma a
servir de subjacente a produtos estruturados, cuja rentabilidade depende do comportamento do mercado
bolsista portugués.

De acordo com a CMVM (2017) as empresas constituintes atualmente sdo: Altri, BCP, Corticeira
Amorim, CTT, EDP Renovaveis, GALP, Energias de Portugal, Ibersol, Jerénimo Martins, Montepio,
Mota-Engil, NOS, Novabase, Pharol, REN, Semapa, Sonae, Sonae Capital e The Navigator. A selecéo
das empresas que compdem o PSI20 baseia-se nos seguintes critérios:

i.  dimensdo (quantidade de a¢bes negociadas);
ii.  dispersdo acionista (free float ou quantidade de agdes dispersas por pequenos acionistas);
iii.  liquidez previsivel (quantidade de negécios realizados em bolsa);
iv. profundidade;
v.  regularidade e continuidade de formacao de precos dessas emissoes.

Segundo a New York Stock Exchange (NYSE Euronext, 2015, citado em Francisco, 2015), consoante
os critérios acima mencionados, nem todas as empresas tém o mesmo peso no calculo do indice PSI20.
O indice é calculado e divulgado pela Euronext Lisbon, a cada 15 segundos, durante a sessao de bolsa,
isto é, o periodo de funcionamento estabelecido pela Euronext Lisbon (das 8h as 16h35, de Segunda a
Sexta-feira).
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Contudo, até ao final de 2014, as empresas presentes no indice eram escolhidas com base no valor
negociado em bolsa, no que diz respeito ao ja referido free float market capitalization. Desde 2013, caso
uma empresa tencione pertencer no PSI20 é necessario que esta cumpra 0s seguintes requisitos:

a) Valor da sua capitalizacdo bolsista efetivamente dispersa tera de ser superior a 100 milhGes
de euros;
b) A disperséo do seu capital ndo podera ser inferior a 15%.

Foram, ainda, propostas alteracdes no que diz respeito a liquidez das empresas que entram para o
PSI20 e ao célculo do respetivo free float velocity, ou seja, o cdlculo da razdo entre 0 nimero de a¢des
negociadas e 0 nimero de ac¢des dispersas. Esta razao passou de um limite minimo de 10% para o limite
de 25%. Por outro lado, o peso méximo de cada empresa do PSI20 passou de 15% para 12%.

De acordo com o que ¢ apresentado pela Euronext Lisbon (2014), a férmula geral de calculo para o
indice de precos é dada por:

N
_ 2i=1 QueFiefie CieXie

. (1.1)

It

onde t representa 0 momento de tempo do calculo, N o nimero de empresas constituintes; Q; . 0 nimero
de acOes da constituinte i utilizadas no calculo do indice no dia t; F;, o fator de free float da
constituinte i; f; . o fator limite de peso da constituinte i; C;, 0 preco da constituinte i no momento t;
X; + a taxa de cambio atual no momento ¢ e, por fim, d, representa o divisor do indice no dia t.

No entanto existe alguma preocupacéo relativamente ao risco de agoes.

Segundo Associagdo BM&FBOVESPA (2012), o risco é definido como a possibilidade de que algum
acontecimento desfavoravel ocorra, ou seja, é a possibilidade de perda financeira. Sendo que o risco é
uma das principais variaveis que afeta os resultados dos investimentos.

Bacic, Silveira e Sousa (2013, citado em Augusto, Santos & Vieira, 2016) designam que “o risco
financeiro esta associado a possibilidade de perdas no mercado financeiro conduzindo a ndo ocorréncia
ou dispersdo dos resultados esperados” (p.3).

Dentro do risco financeiro, existe o risco de mercado que esté relacionado com a variagao dos pregos.
Os principais elementos deste risco relacionado ao mercado financeiro sdo: taxas de juro, taxas de
cambio, preco das acGes e preco das commaodities.

Comisto, no grafico seguinte (Figura 1.1) podemos observar a evolucao do PS120 ao longo dos anos:
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Figura 1.1: PSI20
Fonte: https://tradingeconomics.com/portugal/stock-market

Historicamente, o PSI20 atingiu o seu valor méaximo de 14822.59 em margo de 2000 e o seu valor
minimo de 2917.56 em janeiro de 1993.

Podemos observar alguns decréscimos relativamente ao indice em analise. A ANACOM (2008)
afirma que entre o inicio do 2° semestre de 2007 e o final do 1° semestre de 2008, o indice PS120 registou
um decréscimo de 33.6%, acompanhando uma tendéncia de diminuicdo geral dos mercados
internacionais. O que se deveu a crise financeira internacional que se iniciou em 2008 nos Estados
Unidos da América e se alastrou aos seus principais parceiros comerciais, nomeadamente os paises
europeus.

A crise financeira referida teve efeitos devastadores sobre a economia mundial e conduziu a
restricdes severas no mercado. Assistiu-se a uma descida dos niveis de precos nos mercados, ao
encerramento de muitas empresas que, por sua vez, levou ao aumento do desemprego e a uma queda de
impostos (Costa, 2014).

Em Portugal teve um impacto bastante significativo para as empresas portuguesas, nomeadamente a
nivel das suas condi¢des de financiamento, tendo como principal problema o crescimento da divida
(Carvalho, 2013).

Bernanke (2008, citado em Matias, 2012) refere que “os fatores importantes que contribuiram para
a crise financeira foram: a inadequada gest&o de risco, as fraquezas em geral das institui¢des financeiras
mundiais que criaram e mantiveram produtos de crédito complexos, que resultaram na ma gestdo do
risco de algumas institui¢Ges financeiras e na auséncia de divulgagéo do risco” (p.13).

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Existem diversas obras (livros, teses, artigos) a nivel internacional e nacional que abordam a
avaliacdo do risco de mercado, utilizando varios métodos e técnicas. Vejamos uma breve revisdo de
alguns destes trabalhos.

Harmantzis, Miao e Chien (2005) realizaram uma comparacdo do desempenho dos diferentes
modelos na estimativa do VaR e do ES utilizando dados histéricos onde sdo utilizados os indices
S&P500, DAX, CAC, Nikkei, TSE e FTSE, por dez anos com trés tamanhos de janela distintos. Séo
utilizadas as distribuicdes Gaussiana e Pareto, entre outras. E dado alguma énfase ao nivel de confianca
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e ao tamanho da janela. Os autores afirmam que ao nivel de significancia de 95%, o modelo Gaussiano
possui estimativas do VaR mais precisas, sendo que este modelo aparenta ser adequado para calcular o
VaR com um baixo nivel de confianga. A um nivel de confianga superior (99%) os modelos de cauda
pesada produzem estimativas melhores do que 0s que tem a cauda menos pesada, sendo que a
distribuicdo Gaussiana e o0 modelo histérico apresentam um desempenho mais fraco. A este nivel quanto
maior o tamanho da janela maior seréa a precisdo dos resultados. No entanto, para 0 ES o método historico
€ 0 mais preciso para ambos o0s niveis de confianca. Por outro lado, para 0 método Gaussiano, as
discrepancias sdo sempre positivas, ou seja, este modelo subestima o ES. Concluem, que na estimativa
do VaR, os modelos de caudas pesadas podem prever o risco de forma mais precisa enquanto na
estimativa do ES o método histérico é, de facto, o que fornece estimativas mais corretas.

Kouroma et al. (2010) utilizam a distribuicdo Pareto na teoria de Valor Extremo para medir o VaR e
0 ES para os indices CAC40 e S&P500 durante a crise financeira de 2008. Consideram os horizontes
temporais de 1, 5 e 10 dias. Realizam uma comparacao a estes resultados com os obtidos pela Simulacdo
Histdrica através de um periodo de 250 dias, apresentando uma subestimacdo do risco de perda nos
modelos VaR, sendo que o ES indica uma certa confiabilidade. Concluem que o risco de perda de um
indice de agdes € superior a ocorréncia de ganhos esperados. E os resultados apresentam que para todos
os niveis de confianca e horizontes diérios, a estimativa do VaR baseado na abordagem da Simulagéo
Historica subestima o risco da perda. Sendo que a estimativa diminui quando o nivel de risco diminui
ou quando o horizonte temporal aumenta. O estudo evidéncia também que em periodos de crise
financeira o ES, baseado na teoria do Valor Extremo, fornece uma medida confidvel para conter ou
reduzir perdas excessivas, mostrando uma pequena diferenca entre as perdas estimadas e as perdas
realizadas. Por fim, concluem que o ES garante a sua superioridade, em relagdo ao VaR, através da
cobertura das perdas reais.

Brandolini e Colucci (2011) efetuam uma comparacao entre a Simulagdo Historica e as Simulagdes
de Monte Carlo de modo a estimar 0 VaR, realizando trés testes: cobertura incondicional, cobertura
condicional e independéncia recorrendo a Christoffersen. Sdo apresentados resultados ao nivel de 1% e
5% com um dia de horizonte temporal para alguns indices tais como S&P500, DAX, MSCI entre outros.
Concluem, que a Simulagdo Historica € bastante fraca relativamente ao teste de independéncia pois este
demora a ajustar-se a estimativa do VaR e tém bastantes casos de rejeicdo quanto ao teste de cobertura
condicional.

Amaral (2015) faz uma anélise de modelos de previsdo do VaR aplicado ao indice PSI20
implementando os modelos Riskmetrics, GARCH, EGARCH, ARCH segundo as distribuicdes Normal e
T-student. Foram, ainda, aplicadas técnicas de backtesting como os testes de Kupiec (1995) e
Christoffersen (1998). O autor conclui que o0 modelo que apresentou um melhor desempenho, no geral,
foi 0 modelo Riskmetrics. Contudo, para algumas das estatisticas utilizadas o melhor modelo é 0 GARCH
(1,1) com distribuicdo T-student e para outras é preferivel 0 modelo GARCH (1,1) com distribuicdo
Normal.

Martins (2015) relata algumas abordagens a séries financeiras utilizando o ES, para prever 0s
retornos diarios de EUR/CHF e EUR/GBP e outra para prever diretamente as taxas de cdmbio. Os
métodos usados sdo a Simulacdo Histdrica, Simulagdes de Monte Carlo, ARCH/GARCH, EWMA e
GerenicPred, usando niveis de confianca 1%, 2.5% e 5%. Provou-se que o valor do ES é superior ao
VaR e que cresce com o aumento do horizonte de estimag&o. A simulacdo via RiskMetrics e a Simulagdo
Historica geram valores de ES bastante semelhantes podendo ser considerados como 0s mais baixos.
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Karlsson e Zakrisson (2016) analisam o0 método da estimagdo paramétrica para a estimagdo do VaR
e ES junto com o modelo de Simulagdo Histdrica para descobrir se a Simulagdo Histdrica pode produzir
estimativas precisas em periodos com maior ou menor agitacdo. Utilizam seis versdes diferentes de
GARCH, duas versbes diferentes de EWMA e outras duas diferentes de Simula¢do Historica.
Considerando dois periodos distintos de estabilidade financeira, sdo utilizados dez indices diferentes na
analise implementada. Concluem, que o método EWMA é o melhor para estimar ambos, o VaR e o ES.
Embora, a Simulacdo Histérica produza resultados aceitaveis no periodo pds-crise, ou seja, para
periodos de agitacdo a Simulacdo Histérica ndo sera de todo uma boa opgéo.
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2 MODELOS ECONOMETRICOS E METODOLOGIAS DE ESTIMACAO DO
VAR EES

Existem duas principais abordagens para a previséo do risco financeiro: modelos ndo paramétricos e
paramétricos.

Os modelos ndo paramétricos, geralmente, referem-se a Simulagdo Histdrica, que usa a distribuicdo
empirica de dados para calcular as previsdes de risco. Ndo é assumido nenhum modelo estatistico e ndo
€ necessaria nenhuma estimativa de parametros. Em contrapartida, os métodos paramétricos baseiam-
se na estimativa da distribuicdo subjacente aos retornos (dados) e na obtencdo de previsdes de risco a
partir da distribuicdo estimada (Danielsson, 2011).

Nos modelos ndo-paramétricos é necessario definir o tamanho da janela de observagdes. A vantagem
deste método é que utiliza diretamente os dados observados, ndo estando sujeito a erros de estimacéo e
consegue demonstrar diretamente a dependéncia nao linear. Contudo tem a desvantagem de, no caso de
existir algum periodo de agitacdo no mercado, ap6s um longo periodo de volatilidade reduzida, o VaR
calculado através da Simulacéo Histdrica adapta-se lentamente as novas condigdes e tende a subestimar
0 seu valor.

Contrariamente, os modelos paramétricos baseiam-se na estimativa de uma distribuicdo dos dados o
gue cria, inevitavelmente, a problematica do erro de estimativa e do risco subjacente ao modelo.

2.1 SIMULACAO HISTORICA

A Simulagéo Historica (HS — Historical Simulation) € um método bastante simples para a previsao
do risco. Baseado no pressuposto de que o historico se repete, um dos retornos anteriormente observados
é expectavel que seja o retorno do periodo seguinte (Danielsson, 2011).

Este método é caracterizado como um método ndo-paramétrico, isto é, ndo tem de obedecer a
qualquer regra, logo séo livres de qualquer distribuicédo estatistica.

De acordo com Gschopf (2014) a estrutura i.i.d. (independente e identicamente distribuida) é
assumida, apesar de ser uma técnica ndo paramétrica, o que fornece a vantagem de minimizar erros de
falta de especificagdo do modelo.

Hola (2012) refere a mesma vantagem de ser um método ndo-paramétrico, pelo facto, de ndo ser
requerido a suposi¢cdo de uma distribuicdo de probabilidade. E, como desvantagem o autor afirma que o
passado pode ter caracteristicas de risco distintas do futuro. O método tem como principio, a base das
mudangcas histdricas nos fatores de mercado, para determinar os lucros e perdas futuras, ou seja, é
necessario recolher os dados e identificar os fatores que influenciam toda a carteira.

Cada observacéo historica acarreta 0 mesmo peso para este tipo de previsdo. No entanto, pode ser
uma desvantagem quando ocorre uma quebra estrutural na volatilidade. O efeito das correlacdes que €,
inicialmente, considerado perde o seu valor. Por outro lado, quando esta quebra ndo ocorre, 0 método
tende a apresentar melhores resultados do que outros métodos alternativos (Danielsson, 2011).

Uma das vantagens presente neste método é de quando se verifica um outlier atipico, ou seja,
quaisquer observactes com valores dispares ndo sdo significativas, ndo apresentam erros de estimativa
como os métodos paramétricos. No que diz respeito aos portfdlios, a vantagem presente é a de reter
diretamente a dependéncia ndo linear, de uma forma que outros os métodos ndo conseguem (Danielsson,
2011).

De acordo com Gustafsson e Lundberg (2009), a desvantagem nesta abordagem € que sdo necessarios
bastantes dados para que exista uma melhoria em niveis de confianga elevados. E, assumindo que o
passado € idéntico ao futuro, ir& fazer com que 0s riscos passados sejam 0s mesmos que 0s riscos futuros.
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Para que o0 método funcione é necessario que exista um historico, caso contrério, este método néo é
de todo aplicavel.

Para Karlsson e Zakrisson (2016), a maior vantagem deste método é que, para além da sua
simplicidade, evidencia as caracteristicas das caudas gordas dos retornos dos ativos. Embora percam
com o facto de a distribuicdo ser assumida como igual ao longo do tempo. Os autores referem, ainda,
como vantagem que as janelas de observacdo no caso de serem pequenas reagem rapidamente as
mudancas da volatilidade, mas tem a desvantagem de ser menos representativas do verdadeiro retorno.

Segundo Hol& (2012), o risco é medido com a variacao dos pregos.
Seja P, 0 pre¢co no momento t. Para o periodo de um dia sdo apresentadas as seguintes formulas:
e Mudanca relativa no prego:

A taxa de retorno relativo (R;) entre o momento t e t — 1 é dado pela formula:

Pt Pt—l
Ry =——— 2.1
t P, (2.1)

e Mudanca absoluta no prego:
A taxa de retorno absoluto (Ra;) entre 0 momento t e t — 1 € dado pela formula:
Rat = Pt - Pt_1 (22)

e Mudanca logaritmica no preco:
A taxa de retorno logaritmica (Rg;) entre 0 momento t e t — 1 é dado pela formula:

P
Rg; =In (P_t> = In(1 +Ry) (2.3)

t-1

Para o periodo de k dias, a taxa de retorno relativo (R;) é dado pela formula:

Py — Py
Rp=——— (2.4)
‘ Pk
O retorno relativo r; é dado por:
in(5) 25)
s = IN{——— .
’ Py

onde P; representa o valor da acdo no momento t. Referindo que um dos principais problemas é o
pressuposto de estacionaridade devido a mesma questdo que Danielsson (2011) menciona relativamente
a quebra estrutural.

2.2 VALUE-AT-RISK

Value at Risk (VaR) teve origem nos anos 90 quando os bancos mundiais e as instituigdes financeiras
comegaram a necessitar de medidas para medir o risco cambial (Hol& 2012).

De momento 0 VaR é das medidas de risco mais utilizadas em Finangas. Tém se tornado uma medida
classica que os executivos financeiros utilizam para quantificar o risco de mercado. E uma extenséo
direta e inteligente da perda méaxima: a ideia é simplesmente substituir a perda maxima pela perda
maxima que ndo excede uma dada probabilidade elevada, o designado nivel de confianca (Roccioletti,
2016).

Roccioletti (2016) define o Value at Risk com um dado nivel de confianca a € (0,1),0 VaR do
porfdlio ao nivel de confianca a é apresentado pelo menor valor [ tal que a probabilidade da perda L
exceder [ n&o seja superior a (1 — «).

10



Avaliacao Empirica do Risco de Mercado: Expected Shortfall vs. Value-at-Risk

Apresentando:
VaR,(L) =inf {leR:P(L>1)<1—-a}=inf{leR: F,() > a} (2.6)

onde F; (1) representa a fungdo distribuicéo.

Ja Danielsson (2011) define VaR como sendo a perda no portfélio transacionado, tal que existe uma
probabilidade p de perdas igual ou superior ao VaR no dado periodo de transacdo e uma probabilidade
1 — p de perdas que sdo inferiores ao VaR.

Sendo Q uma variavel aleatéria que indica o lucro ou perda do investimento no portfélio. E caso o
valor do portfélio seja 9 entdo a lucro/perda do portfélio é dado por: Q = 9Y, onde Y representa 0s
retornos.

Entdo o VaR é dado por:

P[Q = —VaR(p)l = p 27)
ou

—Var(p)
o A 28)

onde f(.) representa a densidade de lucro/perdas. O operador aritmético usado, no calculo, é o sinal
menos pois 0 VaR é um nimero positivo, mas estamos a lidar com perdas.

Gustafsson e Lundberg (2009) afirmam que o VaR consiste em trés parametros, nivel de confianga,
horizonte temporal e um valor. O nivel de confianga determina com que certeza a medicdo é feita, niveis
de confianca elevados implica maiores perdas. O horizonte temporal informa-nos sobre o intervalo de
tempo em que se esta a avaliar, assim, quanto maior for o horizonte temporal maior sera a perda. Por
fim, a componente de valor é o valor monetario que é arriscado para a perda durante o horizonte temporal
e o nivel de confianca propostos.

Roccioletti (2016) afirma que é uma medida bastante intuitiva e clara. Contudo, Osmundsen (2016)
afirma que esta medida, ndo preenche algumas propriedades necessarias e é insensivel a cauda, pois nao
refere o tamanho da perda em (1 — a) * 100% dos casos.

Outra das grandes desvantagens deste método é que ignora na totalidade a gravidade dos prejuizos
na cauda da distribui¢do das perdas (Emmer, Kratz & Tasche, 2015).

Segundo Danielsson (2011) existem trés passos no calculo do VaR. Inicialmente, é necessario que a
probabilidade de perdas (p) que excedem o VaR seja especificada, com o respetivo nivel. De seguida,
refere que o periodo de detencéo, isto €, o periodo durante o qual ocorrem as perdas, quanto mais longo
for, mais realistico é o valor e maior sera o VaR. Por fim, é identificada a distribuicdo de probabilidade
do lucro e da perda do portfélio, sendo que a préatica standard é estimar a distribuicdo usando observagdes
passadas e um modelo estatistico.

Recorrendo a Basel 11, Gschopf (2014), para estimar o VaR os participantes do mercado devem usar
a = 1%, um horizonte de previsdo de 10 dias e com, pelo menos, um ano de dados historicos.

2.2.1 CALcuLOoDO VAR

Nos modelos ndo paramétricos é usado o método da Simulacédo Histdrica.
Segundo Danielsson (2011), o VaR na probabilidade p é, simplesmente, o valor negativo T * p do
vetor de retornos ordenado multiplicado pelo valor monetério do portfélio.

11
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Goorbergh e Vlaar (1999) afirmam que os dados histéricos sdo recolhidos de um dado periodo de
tempo e, de seguida, os pre¢os histdricos sdo considerados uma boa avaliacdo para 0s precos futuros.
Apresentando a seguinte fungéo (citado em Gustafsson e Lundberg, 2009):

VaRy iy = —WoRf (2.9)

0 Vcﬁtmt é o valor do VaR no momento t + 1 onde W, ¢ o valor inicial do ativo e Rf é o percentil de
ordem p de cada observacéo.

No entanto Izmaylov (2014) apresenta outra formula de calculo, indicando que o pressuposto é
apenas que os retornos sao i.i.d.. Os retornos séo organizados por tamanho, dependendo de um nivel de
confianca a e de um nimero de observagGes n, a observacao apds os primeiros a% de retornos é usada
no célculo:

VaR = —Py(r* — p) (2.10)

onde P, é o valor inicial da posicao, u é a média esperada do retorno e r* é o cutoff return para o menor
a * n dos retornos.

Quanto a janela de observacdes, no caso de a janela ser grande, 0 VaR baseia-se em valores historicos
bastante antigos que podem n&o representar a situagdo atual do mercado. Além disso, 0 ajuste a qualquer
periodo de agitacdo é lento, como ja foi referido. Por outro lado, quando a janela é pequena o célculo
pode ndo ser suficientemente consistente, especialmente para quantis com baixo nivel de probabilidade.

Nos modelos paramétricos sdo geralmente utilizadas duas distribuigdes para o célculo do VaR: a
distribuicdo Normal ou a distribuigdo T-student.

Relativamente a distribuicdo Normal, Roccioletti (2016) afirma que a distribuicdo Normal oferece
uma solucgdo direta para a estimagdo da distribuicdo da perda de portfolios financeiros. Define que o
VaR para a distribuicdo Normal é dada por:

VaR, = u+ox* ® 1(a) (2.11)

onde @ representa a funcdo distribuicdo Normal standard.

Segundo Duda e Schmidt (2009), a distribuicio Normal é uma abordagem que assume que 0S
retornos sao normalmente distribuidos e o VaR é calculado aplicando quantis da distribuicdo Normal
standard.

Os autores supracitados apresentam a seguinte formula de calculo do VaR sob a distribuicdo Normal:

VaRy, = —pu+ o * q,(@) (2.12)

onde u representa a média, ¢ € uma amostra do desvio padréo e g,(«) € o valor da varidvel aleatoria
Normal.

Danielsson (2011) apresenta a seguinte formula do calculo do VaR:
VaR(p) = —o*y(p) * P (2.13)

onde y (p) representa a funcgdo inversa da distribuicdo e P;_; representa o valor do portfélio no momento
t—1.

Contudo, existem algumas criticas a esta abordagem uma vez que ndo permite que ocorram grandes
movimentos no mercado devido as caudas pesadas. E o uso desta distribui¢do neste caso leva a uma

12
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subestimagdo do valor do VaR, de acordo com Duda e Schmidt (2009, citado por Glasserman,
Heidelberger, & Shahabuddin, 2000)

Quanto a distribuicdo T-student, Roccioletti (2016) afirma que a distribuicéo é selecionada devido a
ter média zero e a variéncia é determinada através do pardmetro dos graus de liberdade. Define que o
VaR para a distribui¢do T-student é dada por:

VaR, = u+o* t;'(a) (2.14)
onde t,, representa a funcéo distribuicéo t standard e v os graus de liberdade.

De acordo com Duda e Schmidt (2009) e Danielsson (2011) a distribuicdo T-student tem um ponto
crucial que é a determinacdo dos graus de liberdade (v) porque é apresentado, através desse parametro,
0 qudo gordas sdo as caudas.

No caso em que v = oo, a distribuicdo T-student transforma-se na distribuicdo Normal.

Duda e Schmidt (2009) apresentam a seguinte formula de célculo do VaR sob a distribuicdo T-
student:

v—2

tVaR(a) = —u + *0 % by g (2.15)

onde u representa a média, o € uma amostra do desvio padréo e t,, , € a distribuicdo de quantil a e v
graus de liberdade.

Encontram-se outras criticas a esta abordagem, tais como a incapacidade de capturar a assimetria de
distribuigdo dos retornos (Chu-Hsiung & Shan-Shan, 2006, citando Duda & Schmidt, 2009), a produgéo
de estimativas demasiado elevadas e, um caso em que a distribuicao T-student ndo é estavel porque caso
duas varidveis sigam uma distribui¢do T-student, a soma dessas variaveis ndo segue, necessariamente,
uma distribuicdo T-student (Duda & Schmidt, 2009).

2.3 EXPECTED SHORTFALL

Expected Shortfall (ES) é um modelo apelativo quando o VaR se torna incapaz de preencher alguns
dos requisitos necessarios, tais como, a distingdo entre carteiras com diferentes niveis de risco
(Roccioletti, 2016). No entanto, Danielsson (2011), refere que ES surgiu devido a falta de subaditividade
e de informag&o nas caudas que o modelo VaR fornece e que, responde a principal questdo, de qual é a
perda esperada quando as perdas excedem ao VaR.

Roccioletti (2016) define o Expected Shortfall como para uma dada perda L com E(|L|]) < o e
func&o distribuicdo F;, ao nivel de confianga a € (0,1):

ESu(l) = 1o [E(LiL 2 4+ qu(1—a~P(L 2 4))] 2.16)

onde g, representa o a-quantil de F;.
O termo qq(1 — a — P(L = q,)) é interpretado como a parte excedente que é necessaria adicionar
ao valor esperado E(L; L = q,) quando o evento {L > q,} tem probabilidade maior que 1 — a.

Caso contrario, quando P(L = q,) = 1 — a, se a distribuicdo de probabilidade for continua, o termo
desaparece e a equacao é reduzida para:

13
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1
ESq(L) = 7——E(L; L =2 qo) = E(LIL = VaRy) = TCEq(L) (2.17)

onde TCE representa a Tail Conditional Expectation que se define como sendo a perda esperada
sustentada pela porcéo de possibilidades mais infelizes, sendo esta a resposta a questdo de Danielsson
(2011).

Danielsson (2011), apresenta a defini¢do sendo a perda/lucro esperado Q quando € inferior ao VaR
negativo, isto €:
ES=-E[Q]Q < —VaR(p)]

—VaR(p) (2.18)
e R OL:

onde fy.r(x) representa a densidade da cauda.

Roccioletti (2016), apresentada ainda uma defini¢do equivalente em que o ES, é a combinacdo de
valores esperados no intervalo do nivel de significancia. Tendo que apresentar, primeiramente, a inversa
da funcéo distribuigéo:

F(w) =inf{ueR: F (u) = a} (2.19)

Entdo ES, pode ser apresentado como a média de F;:

1 1
BSe(l) = 7=+ | au(F) du (2.20

Portanto, ES esta assim ligado ao VaR através da seguinte férmula:

ESy(L) =

1
—. fa VaR,,(F) du (2.21)

Sendo que esta é a formula principal e a mais utilizada para o calculo do VaR.

O ES é medido com maior incerteza do que 0 VaR. O primeiro passo na estimativa de ES é verificar
0 VaR, sendo o segundo passo obter a expectativa de observac6es de cauda. O que significa que existem
pelo menos dois erros no ES. Com maior relevancia, é o fato do ES ser mais dificil de testar do que o
VaR, porque o procedimento do ES requer estimativas da expectativa da cauda para comparar com a
previsdao ES. Portanto, quanto ao backtesting, o ES s6 pode ser comparado através de um modelo
enquanto o VaR pode ser comparado com as observagdes (Danielsson, 2011).

Medina e Munari (2016, citado em Osmundsen, 2016) apresenta como desvantagem o
comportamento da cauda através do célculo da média. E, evidencia que as médias sdo indicadores de
risco fracos, logo, ES é considerada um método de risco potencialmente enganoso.

2.3.1 CALCULODOES

Nos modelos ndo paramétricos, como ja foi referido, é utilizado o método da Simulagéo Historica.
Danielsson (2011) especifica o quao facil é calcular o valor do ES através do método da Simulagdo
Historica: primeiro, 0 VaR € obtido através da Simulagéo Historica, de seguida ES é calculado através
das médias de todas as observacgdes que sdo iguais ou mais negativas do que o0 - VaR.
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E referido que o ES é igual & média das perdas ndo excedendo o quantil da distribuic&o (usando sinal
positivo).

O autor supracitado menciona a importancia do tamanho da janela de observacdes. Caso seja
utilizado uma janela pequena os movimentos da Simulacdo Histérica serdo maiores, isto é, as
observacBes mais proximas dos extremos estdo mais suscetiveis a mudancgas de um dia para o outro do
gue observacdes centrais.

Contrariamente, a janela maior apresenta tanto vantagens como desvantagens ao serem menos
sensiveis nos extremos e ao demorarem tempo a ajustar-se a mudangas estruturais no risco,
respetivamente.

Izmaylov (2014) reforca a necessidade de existirem muitas observacdes para obter estimativas
confidveis, uma vez que sdo necessarias mais observagdes nos extremos da cauda da distribuigéo.

Nos modelos paramétricos sao utilizadas duas distribuigdes para o calculo do VaR: a distribuicdo
Normal ou a distribuigdo T-student.

Relativamente & distribuicdo Normal, Roccioletti (2016) define que o ES para a distribuicdo Normal
é dada por:

(@' (a))
ES, = _— (2.22)
a= U+ O* 1—a

onde @ representa a funcéo distribuicdo Normal standard e ¢ representa a sua densidade.

Segundo a distribuicdo Normal e Danielsson (2011), o ES é calculado através da seguinte formula:

Seja 9 o valor do portfélio.

0%+ $(=Var(p))
p

ES= -9 (2.23)

2

—_x e~z éadensidade da distribuicdo Normal.

onde ¢(x) = Nor
Quanto a distribuicdo T-student, Roccioletti (2016) define que o ES para a distribuicdo T-student é
dada por:

(2.24)

BS, = p4 o2& @) <v+ (t;l(a))2>

1—a v—1

onde t,, representa a funcéo distribuicdo t standard, g, representa a funcdo densidade standard e v 0s
graus de liberdade.

2.3.2 COMPARACAO: VAR VSES

Osmundsen (2016) afirma que as duas principais diferengas entre estes dois métodos séo a
subaditividade e o risco presente na cauda.

Defina-se, primeiramente, medida de risco coerente. A medida de risco p associa um ndmero p(X)
a uma variavel aleatoria X representando os retornos dos ativos (nimeros positivos para perdas). Este
numero indica a posicao de risco, para cada uma das variaveis aleatorias X e Y (dependentes ou nao)
assim como para cada numéro n e para cada nimero positivo t, uma medida coerente de risco deve
satisfazer as seguintes propriedades:

I.  Subaditividade: p(X +Y) < p(X) + p(Y)

Il.  Homogeneidade: p(t * X) =t * p(X)
I1l.  Monotonicidade: p(X) < p(Y),se X <Y
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IV.  Condicdo livre de risco: p(X —n) = p(X) — n

A propriedade que importa para o caso em avaliacdo é a propriedade I. que garante que a medida de
risco se comporta razoavelmente quando se adiciona duas posicdes. E 0 VaR apenas satisfaz I. quando
a distribuicdo da perda pertence a familia da distribuicdo eliptica e tem variancia finita. Ou seja, nestes
casos 0 VaR fornece a mesma informagéo sobre as caudas que o ES. Por outro lado, ES prevalece sobre
0 VaR pois ¢ uma medida de risco coerente.

ES oferece um valor de perda esperada em casos extremos, enquanto que o VaR apenas da
informacéo sobre o valor limite.

De acordo com Emmer, Kratz e Tasche (2015) para aplicagdes préaticas o VaR ao ndo ser uma medida
coerente pode ndo ser uma problematica, desde que os riscos subjacentes contenham variancia finita ou
média finita. Mas o fato de ndo cobrir os riscos da cauda, que passam além do seu valor, é realmente
uma desvantagem. No entanto, o ES é uma medida que combate essa falta de subaditividade que o VaR
apresenta.

Autores como Osmundsen (2016) e Karlsson e Zakrisson (2016) referem o ES como um modelo que
expande a teoria implicita no modelo VaR e explicam o que pode acontecer nos casos em que a perda
excede 0 VaR num determinado dia. Consequentemente, afirmam que o ES contém mais informagéo do
que o VaR.

Agora, defina-se medida de risco eliciavel:

Roccioletti (2016) define risco eliciavel como, num quadro teérico-decisdo, as medidas de risco para
0s quais é possivel realizar uma validacdo e comparacdo do desempenho.

Por outro lado, Osmundsen (2016), define eliciavel como, seja a estatistica ¢(Y) de uma variavel
aleatoria Y, é designada como eliciavel se minimiza o valor esperado de uma fungdo pontuagdo (medida
de erro) S, isto é:

¢(Y) = argmin, E[S(x,Y)] (2.25)

Para comparar os diferentes métodos de previsao € utilizada a fungdo acima apresentada. Assim, 0
critério de desempenho é o seguinte:

= Z S yi) (2.26)

i=1

S|e

onde os valores x; representam os pontos de previsdo, y; representam as realizacbes correspondentes
e S a funcdo pontuacdo. Quanto menor for o valor da funcdo, melhor é o processo que prevé a
minimizac&o.

Tanto Roccioletti (2016) como Osmundsen (2016) referem que o ES ndo é uma medida eliciavel,
pois esta caracteristica esta relacionada com um modelo de selecdo e ndo com um modelo de teste.
Segundo Acerbi e Szekely (2014), para realizar o backtesting, esta ndo € necessaria. Por outro lado,
Roccioletti (2016) afirma que a auséncia desta caracteristica pode originar uma dificuldade de estimacéao
no backtesting. Embora, 0 VaR seja eliciavel.
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2.4 MODELOS DE SERIES TEMPORAIS

241 SERIE TEMPORAL

Uma série temporal pode ser definida como um conjunto de observagdes feitas de forma sequencial
ao longo do tempo. A ordem dos dados recolhidos é importante pois, as observagdes proximas acabam
por se influenciar de certa forma, apresentando assim uma tendéncia ao longo do tempo.

O estudo das séries temporais pode ser realizado através de uma série de valores anteriormente
observados, de modo a proporcionar uma previsao de valores futuros.

Relativamente a séries temporais financeiras e 0s seus retornos existem duas caracteristicas que as
diferencia das restantes: a volatilidade e a leptocurtose elevada.

A volatilidade pode ser definida como sendo uma medida de dispersdo em relacdo a média, num
determinado intervalo de tempo, dos pregos de um ativo, sendo usada para quantificar o risco desse
mesmo ativo (Amaral, 2015).

Normalmente é calculada através do desvio-padrdo anualizado da variacdo percentual das variacdes
diarias, semanais ou mensais, sendo expressa em percentagem. Quanto menor for o valor da volatilidade,
mais 0s valores se aproximam da média.

Nas séries temporais financeiras existe a possibilidade de ocorréncia de clusters de volatilidade, estes
caracterizam-se, segundo Campbell et al. (1997, citado em Araudjo, 2010), pelo fato de periodos de
grande volatilidade serem seguidos por outros periodos de grandes oscilagbes, da mesma forma, espera-
se que pequenas alteragdes nos pregos sejam consecutivamente seguidas por modificacBes de reduzida
dimenséo nos mesmos.

A leptocurtose (curtose elevada) é uma propriedade de uma distribuigdo estatistica que se apresenta
com caudas mais pesadas. Veja-se a Figura 2, onde é apresentada a distribuicdo Normal e a distribuicdo
leptocurtica (proveniente da Normal):

/\'. —» Leptocdrtica

M - —

Figura 2.1: Distribui¢fes: Normal e Leptocurtica
Fonte: https://www.slideshare.net/anselmorj/coeficiente-de-curtose-da-Normal
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2.4.2 ESTACIONARIDADE E TESTE DA RAIZ UNITARIA

A estacionaridade de uma série temporal representa que a distribuicdo dos dados demonstra
estabilidade ao longo do tempo.

Diniz (1998, citando em Albuquerque, 2015) afirma que uma série temporal é estaciondria caso o
processo aleatorio oscile em torno de um nivel médio constante, mais precisamente tem média, variancia
e co-variancia constante ao longo do tempo. Uma série cuja média e variancia ndo sejam constantes,
definem um processo ndo-estacionario. As séries temporais com tendéncia linear ou exponencial sdo
exemplos de séries temporais com comportamentos ndo estacionarios.

Para avaliar se uma série temporal financeira é estacionaria recorre-se aos testes de raiz unitaria onde
a hip6tese nula é a série ndo ser estacionaria. Isto é:

Ho:p=1 2.27)
Hi:p<1

Portanto, se a hipotese nula for rejeitada entdo a série temporal € estacionaria (ndo tem uma raiz
unitaria). Caso contrério, a série em estudo é ndo-estacionaria (tem uma raiz unitaria).

Iremos abordar testes para verificar a hipotese mencionada: ADF (Dickey-Fuller Aumentado, 1979)
e o teste PP (Phillips-Perron, 1988), sendo que este é uma generalizag&o do primeiro.

O teste ADF baseia-se no seguinte modelo:

P
Ayi =y —yia=p+At+(p—1)y,1 + Z Yibye—i + & (2.28)

=1

O teste ADF deve ser aplicado considerando as seguintes hip6teses nulas:
ey, 6 um passeio aleatdrio:
Yt = PYe-1t & (2.29)

ey, 6 um passeio aleat6rio com drift: :
Ve = PYe-1 T U+ & (2.30)

ey, éum passeio aleatério com drift em torno de uma tendéncia deterministica:
Ve =pYr-1 T utAt+& (2.31)

Segundo Amaral (2015), a utilizacéo de dois testes diferentes pode ser Util uma vez que a hipotese
nula do teste ADF pode ndo conduzir a rejei¢do da hipdtese nula do teste de raiz unitaria na presenca de
uma quebra estrutural no processo de geracao de dados.

Na pratica, tém-se verificado que as séries temporais financeiras sdo, na sua grande maioria, nao-
estacionarias, sendo entdo necessario trabalhar com as diferencas logaritmizadas das observacgoes.
Abaixo apresenta-se a formula de calculo da primeira diferenca dos logaritmos (retornos, rendibilidades)
de uma série temporal de pregos (P;), isto é:

Py

A importancia em estabilizar (estacionarizar) uma serie temporal ndo-estacionéria consta no facto
que a maioria dos modelos e métodos econométricos usuais so sao aplicaveis a séries estacionarias.
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243 ARMA

Os modelos Autoregressive Moving Average (ARMA) surgem da jungdo de outros dois modelos:
Autrogressive Model (AR) e Moving Averages Model (MA). Esta juncéo foi criada com a necessidade
de modelar séries temporais estaciondrias desde que as ordem p, que representam o nimero de termos
de AR, e g, que representam o numero de termos de MA, estivessem especificadas.

Segundo Amaral (2015), qualquer série Y; pode ser modelada como uma combinacéo linear de
valores passados de Y; e de erros passados &;:
Yo =@V + Yo+t Yoy + &+ 0161 +0r6 5+ + 0464 (2.33)

onde ¢4, ..., Pp, 04, ..., B, S30 constantes reais.

Este modelo assume que a volatilidade é constante ao longo do tempo. No entanto, raramente se
verifica porque os periodos de instabilidade sucedem-se entre si, isto &, um periodo de variagdo elevada
de rendimentos tende a ser seguido por um periodo de amplitude idéntica, mas em sentido contrério.

De acordo com Araujo (2010), a estrutura do processo ARMA (p, q) tem p termos auto-regressivos,
que representam a ordem de desfasagens do termo auto-regressivo (histérico da variavel), e g termos de
médias moveis (histérico do termo erro), que representa a ordem de desfasagens do termo de médias
maveis.

Algumas das vantagens deste modelo dizem respeito a possibilidade de efetuar previsdes a partir dos
dados observados, a simplicidade de procedimentos estatisticos e computacionais, 0 que resulta
adequadamente como primeira aproximacao.

No entanto, tem as suas limitacdes, uma delas reside em assumir que as séries temporais em analise
sdo estacionarias, ou seja, média zero e variancia constante, o que é errado, pois a grande maioria das
séries revelam ser ndo-estacionarias. Servem, no entanto, para a equagao de média dos modelos GARCH,
que constituem um dos modelos base para a estimacgdo do VaR e ES.

244 GARCH

Bollerslev (1986) apresentou o modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity Model) como uma extensdo do modelo ARCH.

Segundo Amaral (2015), o modelo GARCH considera que a variancia condicionada do processo de
erro esta relacionada, ndo sé com os quadrados dos valores passados da série, mas também com as
variancias condicionadas passadas. Ao incluir a volatilidade dos desfasamentos no modelo ARCH, este
novo modelo tem potencial para capturar o impacto histérico dos retornos na volatilidade atual.

O modelo GARCH (p, q) considera que a variancia condicional é parametrizada como uma fungéo
linear dos quadrados dos erros passados e das variancia condicionais passadas, sendo entdo definido
por:

{ Ye = ocz; (2.34)
2 2 2 2 2 2 2 '
O-t - afo + alyt_l + azyt_z + .- +ant—q + ﬁ10't_1 + ﬁzo-t_p + -+ ﬁlo-t—p
onde &, sdo varidveis aleatdrias i.i.d. com média zero e varidncia igual a 1, e independentes das
realizagOes passadas de Y;_; € ay, ..., ag, By, ..., Bp SA0 constantes reais.

Em regra geral, utiliza-se o método de maxima verosimilhanca para estimar os parametros
ag,a; (i=1,..q) e p; (i =1,...,p) do modelo.
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Oliveira e Andrade (s.d.), consideram que se &; segue uma distribuicdo Normal, temos a seguinte
funcéo verosimilhanca associada:

T-q-p) T~ 1\Y/? Y,2
L= (2m) 2 1_[ (F) exp| — 252 (2.35)
t t

t=q+p+1

Caso &, siga uma distribuicdo T-student, ou seja:
Ly

“= o= @59

tal que t,, segue uma distribuicdo T-student com v graus de liberdade, a funcéo verosimilhanca associada
é:
_(v+1)

ﬁ r((v+1)/2) (i)l/z (1 N v,? ) 2 (2.37)
T'(v/2)y/(v — 2)m \o¢? o’(v—12)

t=q+p+1

L

Assim, as funcgdes verosimilhanga apresentadas podem ser maximizadas relativamente aos respetivos
pardmetros desconhecidos.

Este modelo apresenta algumas desvantagens tais como: as restricdes de ndo-negatividade podem
ndo ser cumpridas e ndo consegue identificar os efeitos leverage.

2.5 BACKTESTING

Osmundsen (2016) define backtesting como um método utilizado para validar um modelo, onde os
procedimentos estatisticos sao usados para comparar as perdas reais com as previsoes anteriores.
Danielsson (2011) afirma que o backtesting € util para identificar os pontos fracos dos modelos de
previsdo de risco e fornece ideias para melhorar esses pontos fracos.
Segundo Roccioletti (2016), o termo backtesting é utilizado de diferentes formas em finangas:
1. Uma avaliagdo do desempenho tedrico, pressuposto de uma estratégia de negociacéo
planeada;
2. A avaliacdo dos modelos de risco financeiro, através de dados historicos sobre previsdes de
risco e realizagdes de lucros e perdas.

Como a escolha da metodologia do backtesting depende do tipo de previsbes disponiveis, Emmer,
Kratz e Tasche (2013) apresentam os seguintes métodos de backtesting usados para os diferentes tipos
de previséo:

i.  Previsdes de ponto para o valor de uma variavel:

Geralmente, definidos em termos da expectativa condicional:
E[Y;i | F(Ys, s < )] (2.38)

onde F(Y;, s < t) representa a informacéo disponivel até ao momento t da série temporal Y.

ii.  Previsdes de alcance de probabilidade ou previsdes de intervalos:
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Como exemplo as previsdes do VaR e do ES. E projetado um intervalo no qual o valor da previsdo tem
uma determinada probabilidade p. Usando como exemplo:
(=00, VaRy, (Ye+k)) (2.39)

onde VaRy,(Y:4x) € 0 p-quantil projetado de Y; .

iii.  Previsdes da distribuicdo de probabilidade completa:
PlYerr S F(Ys, s < 0)] (2.40)

Ou a sua funcéo densidade de probabilidade, caso exista.

De acordo com Roccioletti (2016) o VaR e o0 ES estdo contidos no segundo grupo.

2.5.1 BACKTESTING VAR

Apobs o aparecimento do VaR surgiram as primeiras pesquisas e 0s primeiros resultados sobre o
backtesting, de Christoffersen (1998), Kupiec (1995) e Hendricks (1996).

Segundo a abordagem de Christoffersen (1998), existe um backtesting popular baseado no violation
process ou hit sequence. O violation process remete para a falha associada ao intervalo de confianga,
isto €, qguando excede o limite colocado. Por outro lado, o hit sequence é uma sequéncia de sucessos.
Para este tipo, consideremos uma distribuicdo de perda continua. Pela definicdo do VaR ao nivel de
confianca a, a probabilidade de violation de um valor do VaR € dado através da seguinte forma:

P(L>VaR,(L))=1-«a (2.41)

Consequentemente, podemos delinear o processo de violation como:
Ley1 (@) = Lt 1)>varg (L(e+1))} (2.42)

Esta funcdo indicatriz apresenta que o hit sequence retorna valor 1 caso a perda no dia t + 1 seja
maior do que o valor do VaR previsto, e retorna 0 caso contrario. Para testar 0 modelo é necessario
construir uma sequéncia {I,,,}F-, (onde T representa o nimero de dias do periodo de teste) que revele
quando é que as excedéncias passadas sdo alcangadas. Contudo, deve ser esperado 1 com probabilidade
1 — a e 0 com probabilidade a.

Seguindo esta linha de pensamento, é referido que um modelo de risco para estimagdo do VaR tem
cobertura incondicional correta (correct inconditional coverage) se:

P(gp1=1) =E(y1) =1-a (2.43)

e tem cobertura condicional correta (correct conditional coverage) se:
P(lyy1=1) =E(lyy1) =1—a (2.44)

E de notar que a cobertura condicional correta implica a cobertura incondicional correta, mas o
inverso ndo é verificado. Além disso, este modelo satisfaz a condi¢do de independéncia, isto é:
It 41(a) e Is,4 () sdo independentes para momentos t e s diferentes.
Os hits do VaR sdo independentes e identicamente distribuidos pela distribuicdo de Bernoulli, com
probabilidade de sucesso 1 — a. Podendo entdo questionar a hipotese:
Hy: l4q ~i.i.d. Bernoulli (1 — a) (2.45)
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Ou seja € necessario avaliar duas hipdteses distintas:
1. Hipdtese de cobertura incondicional:
Ho: ]E(It+1) =1 = 1 —Qa (246)

2. Hipétese de cobertura condicional:
Ho: E¢(Ip41) = Teyqe = 1—a (2.47)

onde m representa a medida da amostra. Uma das grandes questdes € a escolha do nivel de significancia
do teste, devendo ser escolhido tendo em conta os dois seguintes tipos de erros:

i.  Errotipo I: probabilidade de rejeitar o modelo correto.

ii.  Errotipo Il: probabilidade de ndo rejeitar o modelo errado.

Aumentar o nivel de significancia implica um maior erro do tipo | mas, em oposi¢do, um menor erro
do tipo Il e vice-versa. Ou seja, o ideal seria uma minimizacao destes dois erros.

25.1.1 Testes de Cobertura Incondicional

Primeiramente, é necessario testar se a probabilidade incondicional da violation no modelo de risco,
w, difere significativamente da probabilidade, p. Neste caso, basta que se verifique o numero de
violations, isto &, se a primeira sequéncia, segue uma distribuicdo Binomial:

e = (1) pra-p (2.8

Assim que o numero de observagfes aumenta, a distribuicdo Binomial pode ser aproximada a
distribuicdo Normal. Portanto, para avaliar a hipétese nula, podemos simplesmente usar o teste médio
simples:

x—pT
z=—==N(0,1) (2.49)

vp(1 =p)T
onde pT é o nimero esperado de excecles e p(1 — p)T representa a sua variancia.

Podemos também utilizar testes de razdo de verossimilhancga (likelihood ratio tests) recorrendo a
Kupiec (1995). Um deles denominado por POF-test, Proportion of Failure.

Segundo Karlsson e Zakrisson (2016), este teste mede se a quantidade de excegdes esta de acordo
com o nivel de probabilidade, ou seja, se um nivel de probabilidade 1 — p for utilizado para o célculo
do VaR, a perda ira exceder o VaR estimado em p% dos periodos. Caso a perda raramente exceda o
VaR estimado, a estimativa esta sistematicamente a sobrevalorizar o risco de mercado, logo ndo € uma
medida precisa. O mesmo acontece se a perda exceder o VaR mais do que p% dos dias, isso indicaria
uma subvalorizacao do risco.

Portanto, sob a hipétese nula, a proporgéo de vezes que a perda real excede a estimativa sera igual a

p.
Roccioletti (2016) apresenta a hipétese nula da seguinte forma:
X
Hy:p=p== 2.50
0:P=P=7 (2.50)

onde x representa o nimero de dias em que a perda excedeu 0 VaR estimado e T 0 numero de dias totais
que o VaR foi estimado. Remetendo para a ideia de que é necessario verificar se existe uma grande
discrepancia entre a taxa de falha observada, p e a taxa de falha teérica p.
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O teste € construido de maneira simples tendo em consideracao que este verifica se ha probabilidade
de as estimativas serem confiaveis, dado um intervalo de confianca:

(1-p)"*p*

1= (=)

LR,. = —2In (2.51)

Sob a hipétese nula, LR, é assintoticamente yx? (distribuicdo Qui-Quadrado) com um grau de
liberdade. Caso o valor da estatistica de teste seja superior ao valor da Qui-Quadrado, a hipétese nula
sera rejeitada e afirma-se que o modelo € incorreto. E de sublinhar que o poder deste teste aumenta
guando o tamanho da amostra aumenta. Assim, quando existe uma quantidade consideravel de
observacdes disponiveis, é possivel rejeitar um modelo que néo é preciso sem grandes dificuldades.

Uma desvantagem do POF-test é de que este desconsidera 0 momento em gque ocorrem as perdas. E,
como consequéncia, pode ndo rejeitar o modelo que produz violations agrupadas do VaR, sendo o que
se pretende evitar, uma vez que as grandes perdas que acontecem de forma rapida sdo mais propicias a
levar a eventos indesejaveis. Sendo esta a razdo que nos leva aos testes de cobertura condicional.

2512 Testes de Cobertura Condicional

Andersen et al. (2005, citado em Roccioletti, 2016) afirma que existe uma forte evidéncia da
volatilidade variavel no tempo dos retornos diarios dos ativos. Se 0 modelo de risco ndo reconhecer esse
comportamento, 0 VaR respondera demasiado tarde as mudancas nas condi¢cdes do mercado e as ruturas
do VaR aparecerdo agrupadas ao longo do tempo.

Portanto, antes de formular um teste de cobertura condicional, é necessério abordar o problema de
independéncia: num modelo preciso, a exce¢do hoje ndo deve depender da ocorréncia do dia anterior.

A maneira mais simples de testar a dindmica na analise de séries temporais, é avaliando a fungéo de
autocorrelacéo e, em seguida, recorrer aos testes Portmanteau ou Ljung-Box*?.

Entéo, seja y; a autocorrelacdo no intervalo k para o processo de violation.

Tracando a funcdo de correlacéo (para k = 1, ..., m) obtém-se o grau de conexao entre o excedente
num dos ultimos m dias de transacgao e o hit hoje. E assim, a hipotese nula sera:

Hy: vy, =0parak =1,..,m (2.52)

Sendo que a estatistica de teste é:

sz
T—k

m
LB(m) =T(T + 2) Z ~x2 (2.53)

k=1
onde x2, representa a distribuicdo Qui-Quadrado com m graus de liberdade. De acordo com Berkowitz,
Christoffersen e Pelletier (2007, citado em Roccioletti, 2016) ao definir m = 5 obtém-se um teste viavel
para um cenario realista de backtesting ao VaR diério.

Também é possivel adotar uma abordagem de verossimilhanca para a realizacdo de testes de
independéncia. Recorrendo a Christoffersen (1998), apresenta-se um teste denominado por Interval
Forecast Test.

! Para definicdo dos testes Portmanteau ou Ljung-Box ver: Ana Amaro - Uma introducdo a Metodologia Box-Jenkins
(2012).
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Suponhamos que a estrutura de dependéncia de uma hit sequence pode ser descrita como uma cadeira
de Markov de primeira ordem com uma matriz de probabilidade de transacéo:

M, = [1 ~ To1 ”01] (2.54)
1-myy myq
Podemos interpretar 0os nimeros apresentados na matriz como:
i. 1—my; éaprobabilidade de uma non-violation ap6s uma non-violation.
ii.  my éaprobabilidade de ocorrer uma violation amanhd, condicionado a hoje ndo ocorrerem
violations.
iii. 1—m,, éaprobabilidade de uma non-violation sucedendo uma violation.
iv. mqy; é a probabilidade de amanha ocorrer uma violation, sabendo que hoje ocorreu uma
violation.

Se estd disponivel uma amostra de T observacbes entdo podemos escrever a funcdo de
verossimilhanga do processo de Markov de primeira ordem como:
L(I;) = (1 = mgq)00mg 01 (1 — 1r44) 107y 122 (2.55)

onde T;; com i, j = 0,1 € o numero de observagdes com um j sucedendo um .

Encontrar as estimativas de Maxima Verossimilhanca significa encontrar as primeiras derivadas em
relacdo a y, € a4, € iguald-las a zero. Obtendo como resultado:
ﬁ_01 — T01 f — T11
Too + To1 Tio+T14

A

11 (2.56)

E dada a definigdo de probabilidade temos:
foo =1 —1lo1, 10 =1 =114 (2.57)

Com isto, interessa descobrir se 7, € estatisticamente diferente de 7;, e, mais especificamente, se
7111 € maior do que 7,;. O que implicaria que seria mais provavel existir duas excedéncias consecutivas
do que existir uma violation ap6s de uma non-violation.

Para testar a hipdtese de independéncia temos:

Ho: ftoq = i34 (2.58)

Com um teste de razdo de verossimilhanga subsequente:

1- 7T)T00+T107'[T01+T11
LRina = —21 259
e ! <(1 — 1) 0070 T01 (1 — 7T11)T1°7T11T11> (59)
onde,
Tor + T
& o (2.60)

~ Too + Tor + Tro + Tia

Assintoticamente, este teste segue uma distribuicdo Qui-Quadrado com um grau de liberdade,

2
LRipg ~ X1~
Contudo, ao realizar o teste LR;,,4 € possivel que se encontre amostras em que T;; = 0. E, neste caso,
substitui-se a funcéo verossimilhanca acima descrita por:

L(My) = (1 — figq) 007, (2.61)
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Em ultima analise, é importante testar simultaneamente as propriedades de um modelo apropriado
do VaR: a taxa de falha correta e a independéncia das excecdes. E possivel testar a independéncia e a
cobertura correta usando o teste de cobertura condicional:

LRcc = LRyc + LRing , LRcc ~ X% (2.62)

A estrutura de Christoffersen (1998) permite verificar qual o motivo de ndo passar no teste, se é
causado pela cobertura imprecisa, se pelas falhas agrupadas ou até ambos os motivos.

Recorremos entdo ao teste denominado por Mixed Kupiec Test.

O teste de Christoffersen (1998) nédo consegue alcancar todas as formas de dependéncia, uma vez
gue apenas considera a agregacdo de resultados de dois dias sucessivos.

Com isto, Hass (2001) apresenta um teste melhorado, tanto para a independéncia como para a
cobertura, fazendo uma mistura de ideias entre Kupiec (1995) e Christoffersen (1998). Este teste mede
0 tempo entre excecBes, podendo entdo alcancgar as varias formas de dependéncia.

Para construir este teste é necessario construir uma estatistica de razdo de verossimilhanca para cada
excecao i.

p(1—p)vi~t

G-

onde v; é o tempo entre as excegbes i e i — 1.

LR; = —21In (2.63)

Apbs o célculo das estatisticas LR, realizamos um teste de independéncia assumindo que existem n
violations.

n [ _ _
1_ vi—1 —| 1_ v—1
LRy gn :Z 2| P3P P Gl Dl
i=2

I 1 1y | 1 IV (269
| -5 /] 5)(1-3)
LRnqn ~ X2, OU seja, segue a distribui¢do Qui-Quadrado com n graus de liberdade.
Contudo, podemos combinar dois testes para obter este teste:
LRy ix = LRyy + LRjpgn (2.65)

e a estatistica LRy, ~ x2,,, segue a distribui¢do Qui-Quadrado com (n + 1) graus de liberdade.

2.5.2 BACKTESTING ES

De acordo com Roccioletti (2016) e Acerbi e Szekely (2014), para realizar um backtesting ao ES,
apresenta-se trés metodologias ndo paramétricas e independentes.

Para comegar é essencial caracterizar a estrutura dos testes: tendo em conta apenas os testes de
cobertura incondicional, assumimos que a independéncia dos acontecimentos presentes na cauda é
testada separadamente atraves das falhas agrupadas do VaR.

Portanto, seja L; a perda do banco no dia t para cada t pertencente ao periodo de teste (t = 1, ..., T).
Essas perdas seguem uma distribuicdo real, no entanto desconhecida, F; e previstas segundo uma
distribuicdo de previséo, P;.
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As variaveis aleatorias L = {L;} s@o assumidas como independentes mas ndo igualmente
distribuidas. Além disso, ndo ha restricdo sobre a variacdo de F; e P; ao longo do tempo.

Assume-se que as distribuices sdo continuas e estritamente crescentes. A razdo para essa SUposicao
deve-se, sob estes pressupostos, ao ES pode ser visto como o Tail Conditional Expectation (TCE).

Por fim, a hip6tese nula seré a previsdo exata enquanto as hipoteses alternativas serdo a suposicao de
gue as previsbes da medida de risco sao muito baixas.

2521 Teste 1

Este teste segue, exatamente, a ideia do TCE. De facto, dado que:

ESqt(L) = E[L¢|Ly > VaRy(L)] (2.66)
Obtém-se assim:
Ly
El————-1| L, —VaR, . (L)>0]|=0 (2.67)
ESa,t(L) | t Ol,t( )

Considere-se agora que 0 modelo VaR, (L) ja foi testado. Quer-se investigar a magnitude das
violations verificadas contra as previsfes do modelo.
Seja I, = (Ly —VaRy (L) > 0) o indicador da funcdo de uma falha (violation) do VaR. Se N, =

T_, 1, > 0, pode-se facilmente construir a seguinte estatistica de teste:
ZT Le -1y
=1ESqt L (2.68)
N

Zy(L) =

. ;- . . . L¢l
Construimos apenas uma média de violations do VaR normalizadas <#>

ot

A hipo6tese nula subjacente é dada por:
Hy: P9 = F1-al ¢ (2.69)

onde P,~%(1) = min (1,%2?)), é a distribuicdo da cauda para [ > VaR.
As alternativas s&o:
Hy:ESE = ESy ., vt
1 a,; ot (2.70)
VaRy: =VaRy:,Vt

Tendo em consideracdo que ES& ¢ e VaRk , representam o valor das medidas de risco quando L ~F;.

Note-se que 0 modelo VaR,, previsto esta ainda correto sob H; . Isto significa que este teste recorre
a um teste secundario preliminar (ndo rejeitado).

Sendo uma média dos excedentes do VaR, este teste é indiferente para um nimero exageradamente
grande de excegdes entdo é importante, em primeiro lugar, validar o modelo VaR. Sob essas condigdes
podemos afirmar que:

I ESy,[Z;|Ny >0]=0
Il.  ESy [ZINr >0]>0

Assim, é de esperar que o valor alcancado Zl(f) seja zero, sendo indicativo de que existe um
problema quando é positivo.
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Este teste é construido com base nos residuos do modelo que, sob a hipdtese nula das previsdes
corretas do ES, devem comportar-se como uma amostra i.i.d. com média zero. Para investigar a hipétese
nula, é usado um teste de bootstrap? que ndo faz qualquer suposicéo sobre a distribuicdo subjacente dos
residuos.

2522 Teste 2

Este segundo teste deriva da representacdo do ES como uma expectativa incondicional:

ES, (1) = E |2t 271
ot - Esa’t ( ' )

Podemos entdo delinear a seguinte estatistica de teste:

L1
. _Z§=1 Etsaf (2.72)
Z,(L) T(l—a)

A hipétese nula e alternativa serdo, respetivamente:

Hy: P17 = F11-4] y¢
Hy: ESEy = ESyy,Vt (2.73)
VaR& = VaRy,,Vt

Da mesma forma anterior, temos:
I ESy[Z;]=0
. ESy[Z,]1>0
A Ultima desigualdade vem do facto de que a razdo média serd estritamente superior a 1. Podemos
observar que neste teste se avalia tanto a frequéncia como o peso dos (1 — a) eventos presentes na
cauda.
Tendo assim que:

o _ S N,
Z,(L) +1=(1+2(L)) i 21
Mantendo também a seguinte relagéo:
-~ _ S N,
7,(L) = (1 + Zl(L)) Taew ! 215

O teste Z, apenas exige que se registe dois nimeros por dia: o peso (L, - I;) da violation do VaR
e a previsdo do ES .

2.5.2.3 Teste 3

Este teste remete para a ideia de que é possivel fazer um teste as caudas de um modelo ao verificar
se as classificagfes observadas U, = P;(L¢) séo U(0,1) i.i.d., como deveriam ser caso a distribui¢cdo

2 0 bootstrap ¢ um método de estimacio de parametros e distribuicGes.
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prevista esteja certa. A classificacdo U; é simplesmente a probabilidade acumulada associada a perda
observada L;.

Considera-se um modelo que, ao fim de cada dia, gera uma estimativa da distribuicdo acumulada
para o retorno do dia seguinte (P,). Isto significa que, dada a performance atual, € possivel calcular a
probabilidade (implicita pelo modelo de risco) de experienciar uma perda abaixo da perda corrente.
Denotamos essa probabilidade por U;.

Caso se esteja a utilizar o modelo de risco certo para aproximar a distribuicdo de perda real
desconhecida, ndo deve ser possivel prever. Por esta razdo, as séries temporais das classificagdes
observadas devem ser distribuidas independentemente ao longo do tempo como uma variavel U(0,1).

Por outras palavras, para realizar o backtest as caudas da distribuicdo de perda, é necessario verificar
se as variaveis U = {U,} sdo distribuidas uniformemente no intervalo (0,1). E necessério ainda, para o
backtesting ao ES, adaptar esta ideia para criar um teste especifico para a métrica de risco usada.

Deve-se atribuir a cada quantil o seu peso em termos de dinheiro e depois é preciso construir um

estimador do ES baseado no aspeto i.i.d. Y = {Y;} de uma distribuicdo geral (continua e estritamente

crescente):
[N(1-a)]

1
Fe@)
ES,’ = ———— Y,
“  INQ-a)] 2 H (2.76)
L
onde Y.,y é as estatisticas ordenadas.

Podemos entdo delinear a seguinte estatistica de teste:

T ==(T) rp=1,77
S s GRC)
Z3(X) == -
=12 &Da o @10

onde V sdo U(0,1) i.i.d..
A ideia é recalcular o ES como a média acima do quantil P{l(L_f), para cadadiapassadot =1, ...,T
e entdo retirar uma média do resultado. Nesta estatistica de teste ndo se normaliza por ES,  COMO nos
testes anteriores mas para compensar divide-se por uma estimativa de amostra finita.
As hipoteses subjacentes envolvem agora todas as distribuigdes:
Hy:P, = F,,Vt 2.78)
Hy: P, = F;,Vt
Da mesma forma anterior, temos:
I ESy[Z3]=0
. ESy [Z3]1>0
Comparando com o0s outros dois testes, este é, de facto, 0 menos intuitivo, mas € bastante
generalizado.

Com tudo isto, Danielsson (2011) apresenta dois problemas com o backtesting:
i.  Pressupbe que ndo existam interrupcOes estruturais nos dados ao longo do periodo em
avaliacdo. Os mercados financeiros, por outro lado, estdo em constante evolucdo e as novas

tecnologias, 0s ativos, 0s mercados e as instituicGes afetam as propriedades estatisticas dos
precos de mercado. E improvével que uma propriedade do mercado ha dez anos seja igual

28



Avaliacao Empirica do Risco de Mercado: Expected Shortfall vs. Value-at-Risk

h& de hoje, implicando que o modelo que funcionou bem ha dez anos atras podera ndo
funcionar bem hoje.

Data mining e a integridade intelectual. Isto é, em teoria, 0 backtesting é apenas
estatisticamente valido se ndo existir conhecimento prévio dos dados na janela de teste (ou
seja, é criado um modelo de risco, executa-se uma vez e toma-se uma decisdo relativamente
ao modelo). Se iterarmos 0 processo, 0 modelo sera ajustado aos resultados, falhando nos
pressupostos subjacentes. Os modelos que sdo criados desta forma tém uma probabilidade
maior de ter uma performance pobre na previsdo futura do risco.
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3 ESTIMACAO E BACKTESTING DO VAR E ES

Neste capitulo é descrito estatisticamente a evolugdo da série das rendibilidades do PSI20, de modo
a estimar o risco que Ihe esté& associado, recorrendo aos modelos enunciados para previsao do VaR e ES.

A série em estudo é uma série diaria (5 dias por semana) de cotacdo de fecho do PSI20.
Compreendida entre 02 de janeiro de 2006 a 31 de janeiro de 2017, tendo um total de 2892 observagoes,
retirados da base de dados: DATASTREAM.

3.1 ANALISE DA SERIE E DOS SEUS RETORNOS

Recorrendo ao programa Eviews e utilizando as observagdes disponiveis, foi obtida a representacdo
gréfica da série temporal em niveis do PSI20 para o periodo acima referido, como se ilustra na Figura
3.1

PSI20

14,000

12,000 -

10,000 -

8,000 |

6,000 |

4,000

—_——m-s ee————meee e
2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Figura 3.1: Evolucéo da cotacéo do PS120 entre 02/01/2006 e 31/01/2017

Podemos observar (Figura 3.1) que a série apresenta uma evolucdo néo linear. Podemos também
realcar a grande queda do indice no ano de 2008, sendo em concordancia com a crise econémica
Subprime iniciada a meados de 2007. E em 2009, verifica-se uma forte tendéncia de crescimento,
embora entre 2009 e meados de 2011 se verifique uma oscilacdo do valor do indice. Observamos ainda,
alguns grandes decréscimos em meados de 2011, meados de 2014 e em meados de 2015. As cotacdes
do PSI20 atingem os seus valores extremos em 17 de julho de 2007 com 13702.00 pontos (valor
méaximo) e em 27 de junho de 2016 com 4260.13 pontos (valor minimo).

Na Figura 3.2 apresenta-se a anélise da estatistica descritiva para a série considerada:
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Figura 3.2: Estatistica descritiva da série PSI20

Podemos concluir que a série € mesocurtica pois o coeficiente de curtose é bastante proximo de trés.
Apresenta-se ainda uma média ndo nula e uma assimetria positiva moderada. Relativamente ao teste de
Normalidade de Jarque-Berra (que apresenta como hipdtese nula a Normalidade), verifica-se um p-value
inferior ao nivel de significancia de 5%, o que implica que a hipétese nula seja rejeitada, logo, a série

ndo segue uma distribui¢do Normal.

Como a série apresenta uma grande variabilidade, aponta para que ndo seja estacionaria, portanto

recorremos ao teste de raiz unitaria para puder confirmar a sua estacionaridade.

Aplica-se entdo os testes ADF e PP a série do PSI20 de forma a avaliar a estacionaridade da mesma.
Para a realizacéo do teste ADF foi utilizado o critério de informagéo de Schwarz (SIC) com um nimero
(automatico) maximo de 27 desfasamentos. Para o teste PP, 0 método de estimacao espectral € o de
Bartlett Kernel com o critério de sele¢do dos desfasamentos automaticos de Newey-West Bandwidth.

Tabela 3.1: Teste ADF aplicado ao indice PSI20

Null Hypothesis: PSI20 has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 1 (Automatic - based on SIC, maxlag=27)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -0.862386  0.8004
Test critical values: 1% level -3.432422
5% level -2.862341
10%
level -2.567241

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Analisando os resultados obtidos do teste ADF (Tabela 3.1), conclui-se que o p-value obtido é
superior aos niveis de significancia de referéncia (sendo estes 1%, 5% e 10%), ndo se rejeita a hipdtese
nula, ou seja, a série tem raiz unitaria, consequentemente a série é considerada ndo estacionaria.
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Agora recorrendo ao teste PP (Tabela 3.2) e observando o output abaixo conclui-se, igualmente, que
a série ndo é estacionaria devido ao seu p-value ser superior aos valores de significancia de referéncia.

Tabela 3.2: Teste PP aplicado ao indice PSI120
Null Hypothesis: PSI20 has a unit root

Exogenous: Constant
Bandwidth: 8 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat  Prob.*

Phillips-Perron test statistic -0.843832  0.8059
Test critical values: 1% level -3.432421
5% level -2.862341
0,
10% -2.567241
level

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Concluimos entdo que a série do PSI120 ndo é estacionaria em nivel. Para estacionarizar a série vamos
recorrer aos seus retornos (a primeira diferenca dos logaritmos).

Na Figura 3.3 é apresentado o gréafico da série dos retornos logaritmizados (rendibilidades) do indice
PSI20.

RENDI

12

.08 -

-.08 4

-.12
—— T T T T T
2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

Figura 3.3: Série logaritmizada dos retornos do indice PSI20

Esta transformacdo nas observacdes permitiu que se criasse uma estabilizacdo no valor médio da
série e que se diminuisse a variabilidade dos dados. Observam-se clusters na volatilidade e alguns
valores extremos, fendmenos bastante comuns nas séries financeiras.
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A estatistica descritiva da série dos retornos do PS120 é representada na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Estatistica descritiva da série logaritmizada dos retornos do indice PSI120

Conclui-se, através desta analise descritiva, que se rejeita a hipdtese de Normalidade, pois o p-value
permanece préximo de 0, segundo o teste de Jarque-Berra. Contudo, o valor médio esta bastante proximo
de zero e o desvio padrdo é significativamente menor do que na série em niveis. Ao contrério da série
original apresenta uma assimetria negativa e o coeficiente da curtose é superior a trés, logo concluimos
que a série é leptocurtica.

Da mesma forma, sdo realizados os testes de raiz unitaria para as rendibilidades (ADF e PP), obtendo
0s seguintes resultados (Tabela 3.3 e 3.4):

Tabela 3.3: Teste ADF aplicado a série logaritmizada dos retornos do indice PSI20

Null Hypothesis: RENDI has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 0 (Automatic - based on SIC, maxlag=27)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -49.48728  0.0001
Test critical values: 1% level -2.565762
5% level -1.940933
10%
level -1.616626

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Através do teste de ADF, conclui-se que a série dos retornos logaritmizados é estacionéria, uma vez
que o p-value obtido é inferior aos niveis de significancia de referéncia (sendo estes 1%, 5% e 10%),
portanto rejeita-se a hip6tese nula, ou seja, a série ndo tem raiz unitéria.
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Tabela 3.4: Teste PP aplicado a série logaritmizada dos retornos do indice PSI20

Null Hypothesis: RENDI has a unit root
Exogenous: None
Bandwidth: 7 (Newey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Prob.*

Phillips-Perron test statistic -49.35489  0.0001
Test critical values: 1% level -2.565762
5% level -1.940933
10%
level -1.616626

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Da Tabela 3.4 (Teste de PP), verificamos que o p-value é inferior aos valores de significancia de
referéncia logo, rejeita-se a hipdtese nula, conclui-se que a série dos retornos do indice PSI20 é
estaciondria.

3.2 ESTIMACAO DO VAR E DO ES

Nesta sec¢do vao ser calculadas as duas medidas de risco ja apresentadas: VaR e ES, utilizando o
software MATLAB e parte das rotinas de Roccioletti (2016) aplicadas a série financeira em estudo
(PSI120). Apds a estimacdo do risco associado a este indice, procede-se ao estudo da performance dos
modelos utilizando alguns métodos de backtesting.

Sdo consideradas duas distribui¢fes distintas nos modelos paramétricos, nomeadamente, a
distribuicdo Normal e a distribuicdo T-student e, a distribuicdo Kernel associada ao modelo néo-
paramétrico do tipo Simulacdo Historica.

Comeca-se por apresentar, nas Figuras 3.5-3.7, as distribui¢des Normal, T-student e Kernel ajustadas
ao histograma dos retornos do indice PSI120.

1100

[ =i

Ty T-student [|

Figura 3.5: PS120 vs Distribuicdo Normal
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Figura 3.6: PSI20 vs Distribuicdo T-student
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Figura 3.7: PSI120 vs Distribuicéo Kernel

E possivel entender o quanto a distribuicdo Normal subestima o risco da cauda, como ja verificamos
a distribuicdo de perda de séries financeiras dos retornos logaritmizados tem uma cauda mais pesada
que a da distribuigdo Normal.

Dado que a série dos retornos logaritmizados € leptocurtica é necessaria uma distribuicdo com maior
probabilidade de massa nas caudas, surgindo a distribuicdo T-student. No entanto, a distribuicdo T-
student continua, de longe, a ndo ser uma fonte de viabilidade para perdas reais.

A distribuicdo de Kernel pertence a classe de métodos ndo paramétricos, sendo o seu aspeto bastante
similar ao da distribuicdo T-student, mas mais leptocurtica e com caudas mais gordas, ajustando-se
melhor a distribui¢do das rendibilidades do indice PSI20.

Podemos também observar as caudas de cada uma das distribui¢cbes em estudo, na Figura 3.8. De
forma analoga, é observavel que o pior desempenho se encontra na distribuicdo Normal. Isto significa
que a distribuicdo Normal apresenta alguma fraqueza nas caudas enquanto as outras duas distribuicdes
apresentam uma melhor aderéncia nas caudas quando se trata de séries financeiras.
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Figura 3.8: Observacdo das caudas

Segue-se a estimacdo das fungdes perda usando quatro modelos distintos e uma janela de 250 dias,
resultando assim uma série com 2641 estimacdes para 0 VaR e 0 ES.

Nas figuras 3.9-3.12 apresenta-se, de forma grafica, os valores estimados para 0 VaR e para 0 ES
utilizando os modelos paramétricos e ndo paramétricos com as distribuicbes Normal, T-student, Kernel
e 0 modelo GARCH(1,1) com distribui¢cdo Normal.

Inicialmente, apresenta-se o VaR e o ES estimados segundo a distribuigdo Normal, sendo que o0 VaR
é avaliado com dois niveis de confianga: 97.5% e 99% e 0 ES com o nivel de confianga de 97.5% (Figura
10).
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Figura 3.9: Estimacdo VaR e ES com a distribuicdo Normal
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Na Figura 3.10 e 3.11, é ilustrado 0 VaR e o ES quando é considerada a distribui¢cdo T-student e
Kernel para os mesmos niveis de confianca indicados. Observa-se que as estimativas do risco tém uma

variancia mais suave e ndo acompanham 0s eventos extremos.
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Figura 3.10: Estimag8o VaR e ES com a distribui¢do T-student

PSI20
VaR&7.5
VaR&9
ES

=) =

—. N

WY

M‘M‘wm—m‘r (TN

L 'rl'l

I
2007

I I I I I I
2012 2013 2014 2015 2016 2017

Anos

I I I I
2008 2009 2010 201

Figura 3.11: Estimacdo VaR e ES com a distribui¢do Kernel.

Por fim, na Figura 3.12 temos 0 VaR e o ES estimados com base no modelo GARCH(1,1) com

distribuicdo Normal.
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Figura 3.12: Estimagdo VaR e ES com distribuicdo GARCH Normal

Observamos que o ES e 0 VVaR com nivel de significncia de 99%, estdo bastante proximos ao longo
do tempo. Segundo Roccioletti (2016) o ES foi ajustado para igualar ao VaR devido as caudas pesadas,
a mesma situacdo é evidenciada nos modelos com distribuicdo T-student, Kernel e GARCH com
distribuicdo Normal.

Podemos observar que 0 modelo GARCH se adapta bem as altera¢des na volatilidade, uma vez que
apresenta um comportamento distinto dos restantes modelos para as distribuicGes utilizadas. Quanto ao
modelo com distribuicdo Normal é possivel verificar que sdo apresentadas estimativas inferiores as
apresentadas pelos modelos com distribucdo T-student e Kernel, aparentando apresentar um baixo nivel
de risco. E ainda visivel a existéncia de clusters de volatilidade (Figura 3.12).

3.2.1 RESULTADOS DO BACKTESTING AO VAR

Nesta secgdo sdo analisados os testes de backtesting associados aos modelos de estimacdo do VaR
com o objetivo de distinguir o0 melhor desempenho dos mesmaos.

Na Tabela 3.5 apresenta-se 0 niUmero de exce¢des observadas para a série do PS120, a cada um dos
niveis de confianca 97.5% e 99%, para o valor do VAR relativamente as distribuigdes em anélise.

Tabela 3.5: Numero de exce¢des esperadas e observadas

Distribuicéo Nivel de Numero de Numeiro de Nume:ro de
. ~ excegdes excegoes
Confianga observacdes
esperadas observadas
Normal 97.5% 2641 66 75
99% 2641 26 37
T-student 97.5% 2641 66 68
99% 2641 26 20
GARCH 97.5% 2641 66 62
Normal 99% 2641 26 18
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O ntimero de excecdes esperadas para um nivel de significancia de 97.5% é de 66 observacdes e para
um nivel de significancia de 99% é de, aproximadamente, 26 observagdes.
E possivel observar que o numero de excecdes esperadas, ao nivel de 99%, é inferior apenas da
distribuicdo Normal. Enquanto, ao nivel 97.5%, é superior apenas na distribuicio GARCH Normal.

De forma a verificar se a quantidade de excecdes € significativamente grande recorremos ao teste de
Kupiec (Tabela 3.6). Estatisticamente, caso sejam encontradas observacfes extremistas o modelo é

rejeitado.

Tabela 3.6: Resultados do Teste de Kupiec

PSI120 Teste de Kupiec
Distribuicao Normal T-student GARCH Normal
Estatistica de 1.1995 0.0600 0.2568
Teste 3.8139 1.7153 3.0457
P-value 1 1 1
(Logical Value) 1 1 1
Resultado Rejeita H, Rejeita H, Rejeita Hy
Rejeita H, Rejeita H, Rejeita H,

O resultado apresentado no teste de Kupiec (1995) é avaliado de acordo com o nivel de significancia
de 5%. Dado os resultados apresentados na Tabela 3.6 e avaliando o valor do p-value de cada uma das
distribuigdes é possivel verificar quais os modelos que séo ou ndo rejeitados.

E observavel que em todos os casos se rejeita a hipotese nula. A rejeicao da hip6tese nula presente

no modelo GARCH com distribuicdo Normal deriva do facto de o nimero de excecdes ser abaixo do
valor esperado, ou seja, o nivel de risco é superestimado. Com isto, concluimos que nenhum dos modelos
apresentados é adequado.

De seguida, recorremos ao teste de Christoffersen (1998) em que sdo igualmente avaliados os
resultados apresentados na Tabela 3.7.

Tabela 3.7: Resultados do Teste de Christoffersen

PSI20 Teste de Christoffersen
Distribuicdo Normal T-student GARCH Normal
Estatistica de 10.4151 9.7645 1.3298
Teste 10.0725 0.3053 0.2471
P-value 0 0 1
(Logical Value) 0 1 1
Resultado N:Elo se reJ:e?ta H, Néo sg r.ejeita H, Rej:eita H,
N&o se rejeita H, Rejeita H, Rejeita H
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Realizando a respetiva anélise, 0 modelo GARCH com distribui¢cdo Normal rejeita-se a hipotese nula
tal como no teste de Kupiec (1995). J& o oposto ocorre para os resultados do modelo com distribuicéo
Normal, aparentando ter um melhor desempenho que as restantes. Porém, o modelo com distribuigéo T-
student mostra uma melhoria significativa, no sentido em que, para o nivel de confianca de 97.5%, ndo
se rejeita a hipétese nula.

Para esta andlise € necessario ter em consideracdo que o backtesting é realizado incluindo periodos
de crise, como a crise de 2008, dado que todo o mercado é afetado por estes.

Com esta avaliacdo de resultados, conclui-se que o0 modelo baseado na distribuicdo Normal é a que
apresenta uma melhor performance na previsdo do VaR relativo ao indice PSI20, apesar de ser
observado graficamente que a distribui¢do dos dados é leptocurtica e, tanto o modelo Kernel, como o
modelo com distribui¢do T-student sdo os que melhor se ajustam.

3.2.2 RESULTADOS DO BACKTESTING AO ES

Na Tabela 3.8 e 3.9 sdo apresentados os resultados obtidos na realizacdo dos testes Z; e Z,,
associados as estimativas do ES, sendo que sdo avaliados através do valor da estatistica de teste.

Tabela 3.8: Resultados do teste Z1

PSI120 Teste Z4
Distribuigcdo Normal T-student GARCH Normal
Estatistica de 0.1398 0.0013 0.0221
Teste
Resultado Rejeita H, N&o se rejeita H, N&o se rejeita H,

Tabela 3.9: Resultados do teste Z2

PSI120 Teste Z,
Distribuicdo Normal T-student GARCH Normal
Estatistica de 0.2947 0.0313 -0.0402
Teste
Resultado Rejeita H, N&o se rejeita H, Nao se rejeita H,

Nesta analise ndo se verificam diferencas nos resultados obtidos entre ambos os testes.

O modelo com distribuicdo Normal é o Gnico modelo que nédo é valido em qualquer um dos testes
porque rejeita a hipotese nula. Contrariamente, ao modelo Normal, 0 modelo GARCH com distribuigao
Normal revela um bom desempenho dado que néo rejeita a hipotese nula.

De acordo com Roccioletti (2016), a sobrevalorizagdo do risco de défice ocorre quando:
P(Z<z)< ¢ (3.1)

onde ¢ representa o nivel de significancia, sendo nesta analise 5%.
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Portanto, o valor negativo presente na Tabela 9 referente a distribuicio GARCH Normal, pode indicar
a existéncia de uma sobrevalorizacdo do risco de défice.

Contudo, deve-se ponderar ao avaliar o resultado da distribuicéo T-student, visto que esta distribuicdo
passa em ambos o0s testes, embora com alguma margem de ddvida subjacente, dado ser um valor
proximo de zero.

Segundo Roccioletti (2016), como nenhum dos modelos passa o teste de Kupiec (1995) no célculo
do VaR ao nivel de confianca de 97.5%, na maioria dos casos é possivel considerar que os resultados
do teste Z, sdo invalidos e, portanto, deve-se confiar nos resultados apresentados no teste Z,. Embora
isto seja insignificante no caso apresentado, dado que os resultados séo iguais.

Concluimos, graficamente, que foi observado que o modelo com distribuicdo Normal era o modelo
que menos se ajustava aos dados em andlise dado a sua fraqueza nas caudas. A série dos retornos
logaritmizados sendo leptocurtica exige uma distribuicdo com maior probabilidade de massa has caudas,
surgindo daqui o melhor ajuste do modelo com distribui¢do T-student e do modelo Kernel pois ambos
tém um aspeto similar e caudas mais gordas.

No entanto, no backtesting realizado ao VaR pelo teste de Kupiec (1995) nenhum dos modelos é
apresentado como valido. No entanto, o teste de Christoffersen (1998) vai contra ao que foi analisado
graficamente, pelo facto se ser o modelo com distribuicdo Normal o que apresenta melhor desempenho,
embora ao nivel de significancia de 97.5%, o modelo com distribuicdo T-student tenho relevado alguma
melhoria, sendo que a hip6tese nula deixou de ser rejeitada.

Quanto ao backtesting realizado ao ES, em ambos os testes Z; e Z,, foram obtidos 0s mesmos
resultados. Sendo estes resultados, os que vao ao encontro da andlise grafica realizada, uma vez que
apenas 0 modelo com distribuicdo Normal é que ndo é valido. Concluindo que o melhor desempenho na
previsdo de risco remete para o método: Expected Shortfall (ES).
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CONCLUSAO

Com os dados relativos ao principal indice bolsista portugués foi realizada a analise descritiva
da série do PSI20 e os testes ADF e PP. Concluindo-se que a série ndo € estacionaria, sendo que
existiu a necessidade de estacionarizar a série recorrendo aos seus retornos. O que permitiu que
se criasse uma estabilidade no valor médio da série e que a sua variabilidade diminuisse.

De seguida, foi realizado um estudo gréfico relativamente as distribui¢des Normal, T-student
e Kernel ajustadas ao histograma dos retornos do indice PSI20, de forma a ser possivel observar
qual a distribuicdo que melhor se ajusta as rendibilidades do indice PSI20. Obteve-se as
distribuices T-student e Kernel, como um bom ajuste aos retornos. No entanto, a distribuicdo
Kernel é mais leptocUrtica e apresenta caudas mais gordas, ajustando-se melhor aos retornos do
indice em questdo.

Seguindo as rotinas de Roccioletti (2016), realizou-se também o estudo gréficos dos valores
estimados para 0 VaR e o ES utilizando os modelos paramétricos e ndo paramétricos com as
distribuigdes Normal, T-student, Kernel e 0 modelo GARCH (1,1) com distribuicdo Normal. A
conclusdo é a mesmo para todos os graficos apresentados: o ES e 0 VaR com nivel de significancia
de 99% encontram-se bastante proximos ao longo do tempo e, Roccioletti (2016) evidencia que
o0 ES foi ajustado para igualar ao VaR devido as caudas pesadas.

Procedeu-se, por fim, ao backtesting, aplicando-se o teste de Kupiec (1995) e o teste de
Christoffersen (1998) para a avaliagdo das performance dos diferentes modelos de previsdo do
Value-at-Risk e os testes Z; e Z, para a previsao do Expected Shortfall.

De acordo com o teste de Kupiec (1995) ndo existe nenhum modelo adequado. No entanto, no
teste de Christoffersen (1998) o modelo com distribuicdo Normal é o que apresenta melhor
desempenho, embora que, ao nivel de significancia de 97.5%, o modelo com distribui¢do T-
student tenho relevado alguma melhoria, sendo que a hip6tese nula deixou de ser rejeitada.

Relativamente aos testes Z; e Z,, 0s resultados foram iguais para ambos, onde apenas o
modelo com distribuicdo Normal se apresenta como ndo sendo valido. Concluindo-se que a
melhor performance na previsao de risco é apresentada no método: Expected Shortfall (ES).

Seria possivel melhorar estes resultados e, possivelmente, avalia-los de forma mais detalhada
se se dividisse a amostra em 3 conjuntos, por exemplo: pré-crise, durante a crise e pés-crise. Onde,
possivelmente, conseguiriamos ter uma melhor visibilidade sobre como a crise afeta os mercados
financeiros, o quanto variavam os resultados devido a crise e 0 quanto € necessario a existéncia
de métodos de previsédo de risco.

Poder-se-ia, também, fazer horizontes temporais distintos, ou seja, formar subconjuntos de
250 dias e avaliar, ano a ano, 0s resultados obtidos de forma a prevenir perdas nos anos
subsequentes. Estas seriam alternativas para uma observacdo mais minuciosa dos resultados,
podendo verificar algumas das causas implicitas na dimensdo do risco e até uma explicacdo mais
detalhada dos resultados obtidos.
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