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Die nachfolgenden Untersuchungen beschiiftigen sich mit den Fun-
damentallehren der theoretischen Musik oder Kanonik. Die neueren
musikalischen Schriftsteller pflegen dieselbe als eine villig abgeschlossene
Wissenschaft zu betrachten, deren weiterar Anbau nicht sonderlich der
Miihe lohne. Wenn nun zwar fiir die praktischen Zwecke der Musik als
Kunst die nothwendigsten Grundlagen, theils auf empirischem theils auf
theoretischem Wege, lingst festgestellt sind, so bleibt doch in yissen-
schaftlicher Beziehung hier noch gar Manches zu thun thrig. Es fehlt
zwar nicht an verdienstlichen und in ibrer Art griindlichen Werken tiber
theoretische Musik. Die mir bekannt gewordenen leiden jedoch, soweil
sie von Musikern herriihren, an einer Schwerfilligkeit, um nichl zu
sagen Unbeholfenheit, welche die Folge einer mangelhaften mathema-
tischen Auffassung des Gegenstandes ist, und von Mathematikern haben,
soviel ich weiss, seit Euler nur Wenige einzelnen musikalischen Pro-
blemen ihre Aufmerksamkeit zugewendet. Eualer’s fenfamen novae theoriae
musicae aber ist von den Musikern ungiinstig beurtheilt und als ein
Werk bezeichnet worden, das mehr mathematische Speculation als mu-
sikalisch Brauchbares enthalte. Wenn nun Euler seine Aufgabe allge-
meiner fasst, als es der praktische Zweck unmittelbar verlangt, und
daher das ganze Feld der m&glichen musikalischen Combinationen zu
durchmustern beabsichtigt, so liegt hierin kein Grund zum Tadel , viel-
mehr ist dieses Verfahren echt wissenschaftlich; wenn er aber allerdings
nicht iiberall die Forderungen des musikalischen Gehirs gebihrend in
Rechnung zieht, so musste dies freilich zu manchen unfruchtbaren Re-
sultaten fiihren. Insbesondere musste seine ungtinstige Beurtheilung der
gleichschwebenden Temperatur, die namentlich seit Marpurg zu ent-
schiedenerem Ansehen gelangte, ihn mit den Grundsitzen der Musik,
wie sie sich nach {hm immer mehr befestigten, in Widerstreit bringen.
Jedenfalls enthilt aber Euler’s Werk zwei mathematische Bestimmungen,
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deren Benutzung seine Nachfolger sehr zum Nachtheil der wissenschaft-
lichen Behandlung der theoretischen Musik vernachldssigt haben; wir
meinen seine Massbestimmung der Intervalle durch die Logarithmen der
- Schwingungsverhiltnisse (p. 73) und die gendherten Ausdricke der<
selben mit Hilfe der Kettenbriiche (p. 75). Zwar bedienen sich Marpurg,
Turk u. A. bei Berechnung der Schwingungsverhaltnisse der Loga-
rithmen, jedoch nur zur Abkiirzung der Rechnung. Dass aber der Loga-
rithmus des Schwingungsverhilinisses eines Tons, dividirt durch den
Logarithmus von 2, als des Schwingungsverhaltnisses der Octave, das
Intervall selbst ausdriickt, welches der Ton mit dem Grundton bildet, blieb
unbeachtet*) und kam in Vergessenheit, so dass diese Bestimmung bei
Herbart, der sich ihrer bedient**) und vollig selbstindig auf sie ge-
kommen zu seyn scheint, wie eine ganz neue sich darstellt. Gerade
durch die allgemeine Anwendung jener beiden Eulerschen Principien
erhalt nun aber die ganze Lehre von den Tonverhsltnissen cine Einfach-
heit und Klarheit, mit der die weitschweifige Behandlung durch Zusam-
mensetzung der Schwingungsverhultnisse sehr zu ihrem Nachtheil con-
trastirt. Eg ist aber nicht ein blosser methodischer Gewinn, der
dadurch erlangt wird, sondern es ergeben sich auch wesentlich neue
Resultate. Fiirs Erste nimlich lisst sich mit Leichtigkeit nachweisen,
dass jede ungleichschwebende Temperatur den innern musikalischen

*) Nur Lamb ert macht hiervon eino Ausnahme ; beide Eulersche Bestimmungen
kommen in seiner Abhandlung sur le tempérament en musique (Nouv. Mém. de I’ Acad.
de Berlin 1'T74, p. 88) in Anwendung.

**) Zuerst in den Hauptpuncten der Metaphysik, Géttingen, 1807, § 14. (Werke,
herausgegeben von Hartenstein, Bd. 3, S. 46), dann in mehreren psychologisch—
musikalischen Abhandlungen, die sich -im siebenten’ Bande der Gesammtausgabe der
Werke beisammen finden. Durch Herbari's Schriften lernte ich diese Massbestim- -
mung der Iitervalle zuerst kennen und hahe sie in der Abhandlung iiber die mafhe-
matische Beslimmung der musikalischen Inlervalle (Abhandlungen ete. herausgeg. von
der Firsil. Jablonowski'schen Gesellschaft, Leipzig, 1846) benulzt, ohne zu wissen,
dass schon im Jahre 1739 Euler auf sie gekommen war. Die Anwendung der Kelten—
briiche zur Auffindung abgekiirzter Werthe der Intervalle lag. so nahe, dass Jeder,
dem diese bekannt geworden Waren, von selbst darauf gefiibrt werden musste. Im
Uebrigen mag bemerkt werden, dass jene frithere Abhandlung in ihrem ersten Theile
zwar Manches enthilt, was auch hier, obwoll in vervollkommneter Gestalt, eine Stelle
finden musste, in der Hauptsache aber einen ganz andern Zweck verfolgt als die ge—
genwirlige, die mit dep Erklirung der iHsthetischen Verhiltnisse der Téne nichis zu
thun hat, daher auch in keiner Weise auf Principien beruht, die als blos hypothe—
tische angesehen werden kénnen.
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Zusammenhang der Intervalle nothwendig theilweise zerveisst, und die-
ser nur bei gleichschwebender Temperatur ungestirt bleibt. Dabei fin-
det man aber auch zweitens, dass es nicht blos eine, sondern eine
Mehrheit von gleichschwebenden Temperaturen giebt, dic in zwei
Classen zerfallen, auf deren gemeinsamer Grenze die gewdshnliche gleich-
schwebende Temperatur steht, die man daher die mittlere nennen
kann. In dieser nimlich sind, wie bekanut, die erhohten Tone Cis, Dis
u. 5. w. von den erniedrigten Des, Es u. s. w. nur dem Namen nach
verschieden, in jenen beiden Classen dagegen treten sie als wesentlich
verschiedene Téne aus einander, und zwar liegen in der cinen Classe
Gis, Dis u. s. w. tiefer als Des, Es u. s. w. in der andern aber hoher.
Durch alle physikalische Schriften zieht sich eine Tabelle der Schwin-
gungsverhiiltnisse der Téne, in welcher neben den bekannten festste-
henden rationalen Verhiltnissen der Hauptlone auch fir die erhohlen
und erniedrigten Tone rationale Schwingungsverhilinisse angegeben
werden, und wonach den erhobten eine tiefere Stelle als den ihnen
nichstbenachbarten erniedrigten zugewiesen wird. Auf solche akustische
Auloritdt hin ist diese Ansicht tuber die Lage jener Tone auch in die
theoretisch-musikalischen Schriften ubergegangen. Bei niberer Unter-
suchung erweist sich jedoch jene Tabelle hinsichtlich der Fixirung der
erhohten und erniedriglen Tone als illusorisch. Denn diese Fixirung ist
nur fir gewisse Tonarten richtig, fiir andre unrichtig und hat daher
nicht absolute, sondern nur relative Giiltigkeit. Man kann iiberhaupt gar
nicht die Schwingungsverhaitnisse und Intervalle der Toéne Cis, Dis cte.
Ces, Des ete. eben so absolut bestimmen wie die von D, E, F elc.
Denn es ist unméglich, aus den sieben Haupiténen und ihren cinfachen
Erhthungen und Erniedrigungen Tonleitern zu bilden, die in allen
Tonarten zugleich rein sind; es wiirde vielmehr zur Erfullung
dieser Forderung einer weil grossern Anzahl von Tonen bediirfen und
selbst dann noch fiir die Willkir Spielraum tibrig bleiben. Die moderne
Musik verlangt aber fiir alle Tonarten aus einer miissigen Anzahl von
Tonen wenigstens befriedigende Scalen, die demnach nicht duarchaus
reine, sondern nur temperirte, und zwar, wie schon bemerkt wurde,
nur gleichschwebend temperirte Téne und Intervalle enthalten konuen.
Es kann jedoch, wenn, wie dies auf den Streichinstrumenten geschielt,
erniedrigte und erhohte Tone wirklich unterschieden werden,
diese Temperatur nicht die gewohnliche gleichschwebende seyn. Sie
kann aber auch nicht in die erste der beiden genannten Classen
fallen, obwohl sich innerhalb derselben eine Temperatur angeben lisst,



6 M. W. Drosiscii,

die mehr als jede andere in der Gesammtheit der die Dur- und Mollton-
leiter bildenden Tone der Reinheit nahe kommt; denn bhei den Modula-
tionen durch enharmonische Verwechselung zeigt es sich, dass die
erhshten Tone Cis, Dis etc. hoher liegen miissen als die ihnen n#chst-
benachbarten erniedrigten, also Cis hoher als Des, Dis hoher als Es
u. s. f. Werden also diese Ttne unterschieden, so muss die Temperatur
in die zweite Classe fallen. In dieser Classe stehen aber die Terzen
etwas hoher als die der gewshnlichen oder mittleren Temperatur, wei-
chen also etwas mehr als diese von der Reinheit ab. Es kommt nun
hierbei darauf an, eine solche Temperatur zu finden, die, hei unmerk-
licher Abweichung von der gewdhnlichen gleichschwehenden in den
Haupttonen, die erhhten und erniedrigten doch noch merklich genug
unterscheidet. Diesen TForderungen scheint nun am besten diejenige
Temperatur zu entsprechen, nach welcher das Intervall der Quinte
— 2—; des Octavenintervalls ist, der Unterschied der niichstbenachbarten
erhshten und ermiedrigten Tone —,3—~ des grossen ganzen-Tons bhetrigt
und die letzteren fast genan mit den gleichnamigen Toénen der Kirnber-
gerschen Temperatur zusammenfallen. /

Dies sind die hauptstichlichsten Ergebnisse der nachfo]genden Un-
tersuchungen. Nicht um musikaliscire Neuerungen, sondern um wissen-
schaftliche Aufklirung des Bestehenden ist es dabei zu thun. Diese ist
aber um so mehr ein Bediirfniss, als einerseits namhafte musikalische
Schriftsteller die auf den Streichinstrumenten factisch vorhandene Unter-
scheidung der erhohten und erniedriglen Tone ganz mit Stillschweigen
ithergehen, man mochte sagen verleugnen und die Herrschaft der
gleichschwebenden Temperatur der Tasteninstrumente auch fir sie in
Anspruch nehmen, andrerseils aber die gerithmte Reinheit der musi-
kalischen Leistungen der Streichinstrumente die Meinung aufrecht erhilt,
als ob sich hier die Musik von jeder Temperatur befreien konnte, was
unmdglich scheit, indem nicht nur die erhohten und erniedrigten, son—
dern selbst mehrere Hauptténe, je nach der Verschiedenheit der Ton-
arten, verschieden gegriffen werden missien, dies aber bei dem hin-
figen Wechsel der Tonarten grosse Unsicherheit erzeugen und ¢in Spiel
prima viste unausfihrbar machen wiirde.®) Es muss daher allerdings

*) In villigem Gegensalz zu der wenigstens in Deutschland jetzt {iberwiegenden,
wo nicht allgemein angenommenen Ansicht von der Geltung der gewShnlichen gleich-
schwebenden Temperatur auch fiir die Streichinstrumente stehen die Resullate, die
Delezenne (Mémoire sur les wvaleurs numdriques des notes de la” gamme im Recuell de lo
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auch diese Instrumente dic gleichschwebende Temperatur beherrschen,
jedoch nicht die gewishuliche, sondern cine solche, die sich derselben
zwar nahe anschliesst, doch aber die erhihten und erniedrigten Tone
von einander sondert und in solcher Weise fixirt, dass der musikalische
Vortrag, wenn auch bald mehr bald weniger von diesen festen Bestim-
mungen abswveichend, doch auf sie, als dic mittleren, normalen, immer
wieder zuriickkommen muss.

socidté des sciences de Lille, 1827) auns seinen in Verbindung mit mehreren Kiinst—
lern angestellten Versuchen ziehen zu dirfen glaubt. ‘Hiernach soll der geiibte
Violinist oder Cellist in der Durscale den grossen und kleinen Ton unterscheiden, also
in der Thal eine reine Scala spielen, und sich von aller Temperatur frei halten. Gleich—
wolil erkennt Delezenne selbst in einer foleenden Abhandlung (suwr le nombre des modes
musicaux, ebendas. p. 67) die Nothwendigkeil einer Temperatur auch fiir die Streich—
insirumente (la ndeessitd Lun temperament, méme pour les instrumens & sons {ibres) an,
ohne jedoch anzugeben, von welchier Art diese Temperatur seyn soll. Eine Wieder—
hiolung und Erweilerung seiner Versuche wire dalbier Husserl witnschenswerth, da
sich zuletzt nur auf experimentalem Wege wird feststellen lassen, welcher gleich-
schwebenden Temperalur sich das Spicl auf jenen Instrumenten am meisten nihert,
und unter welchen Umstinden etwa der Spicler von ihr zu Gunsien er Reinheit
abweicht.



L.

BESTIMMUNG DER TONE AUS IHREN EINFACHSTEN
SCHWINGUNGSVERHALTNISSEN.

g1

Zwvei oder mehrere Tone heissen gleich hoch, wenn die ténen-
den Korper, welche sie hervorbringen, in demselben Zeittheil gleich-
viele Schwingungen machen. Tst aber die Zahl dieser Schwingungen
bei dem eincn tonenden Korper grosser als bei dem andern, so nennen
wir den Ton des ersteren héher als den des andern, und umgekehrt
den des letztern tiefer als den Ton des ersteren Korpers.

Zwel gleichzeitig gegebene Tone machen auf den musikalischen
Sinn entweder den Eindruck des Wohlklangs oder des Missklangs. Im
ersteren Falle nennen wir sie consonirende, ihre Verbindung eine
Consonanz, im andern Falle dissonirende und ihre Verbindung
eine Dissonanz. Ob zwei Toéne consoniren oder dissoniren, hingt
von den Verhidlinissen ab, in welchen die ihnen zugehdorigen
Schwingungsmengen stehen. Je einfacher diese Verhiltnisse sind,
um so wohlklingender ist die Verbindung der Téne.

§ 2.

Bei dieser nothwendigen Riicksicht auf die Verhiltnisse der
Schwingungszahlen der tonenden Korper ist es zweckmissig, abso-
lute und relative Schwingungszahlen zu unterscheiden. Jene driicken
die Menge der Schwingungen des tSnenden Korpers in der Zeiteinheit
(der Secunde) aus, diese sind die Verhiltnisszahlen, welche angeben,
wie viele Schywingungen oder Theile von Schwingungen ein ténender
Korper innerhalb desselben Zeiltheils macht, in welchem ein andrer
nur einmal schwingt. Der dem letzteren zugéhc‘)’rige Ton heisst dann
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der Grundton. Ist also die absolute Schwingungszahl des Tons A =u,

die des Tons I3 == U, die relative Schwingungszahl von I in Bezug auf
A als den Grundton =y, so sl ¥y = —i’ Umgekehrt ist die relative

1 : f
Schwingungszahl von A in Bezug auf B als Grundton 2£:‘,7- Da.

b

wenn b Z a, ¥ 2 1 ist, so folgt, dass die relative Schwingungszahl von
B in Bezug auf A grisser oder kleiner als 1 ist, je nachdem der Ton
B hoher oder tiefer ist als der Ton A.

Kommt ein dritter Ton € hinzu, dessen absolute Schywingungszahl
== ¢, 50 ist seine relative in Bezug auf 4 =, in Bezug auf B ==,
Ist-,f—:%, so ist C ebensoviel hoher als B, wie B hoher als 4, oder A
ebensoviel tiefer als B, wie ( hoher als B. Da damm die relative

Schwingungszahl von 4 in Bezug aul B = . die von C in Bezug auf
c b . . \ - .
B = & == —, so ist das Product der relativen Schwingungszablen zweier

Téne, von denen der eine ebensoviel hiher, wie der andre tiefer ist als
ein und derselbe dritte Ton (ihr gemeinsamer Grundton), = 1. Ist daher
die relative Schwingungszahl des einen =y, so ist die des andern der
reciproke Werth %

Da fiir beliebige Werthe von @, b, ¢ immer % Sy = —Z—, so folat,
dass die relative Schwingungszahl von € in Bezug auf A gleich ist dem
Product aus der relativen Schwingungszahl von € in Bezug auf B in die
relative Schwingungszahl von B in Bezug auf A.

§ 3.

Zwei Téne A, B bilden Consonanzen, wenn thre absoluten
Schwingungszahlen @, b in einem der Verhiltnisse 4: 1, 1:2, 2:3, 3:4,
k-5, 5:06 stehen.

1) Ist a: b == 1: 14, also die relative Schwingungszahl von B in Be-
zug auf A, oder von A in Bezug auf B, y == 1, so heisst B die Prime
von 4, 4 die Prime von B.

2) Ist a: b — 1:2, also die relative Schwingungszahl von £ in Be-

zug auf A, y = 2, so heisst B die Octave von A,
3) Ista:bzg;g,a]soy:%’

k) Ista:b=23:4, alsoy :%, so heisst B die Quarte von A.

go heisst B die Quinte von A.

8) Ista:b=4:5,alsoy :%, so heisst B die grosse Terz von 4.

6) Ista:b==75:86, alsoy:%, go heisst B die kleine Terz von 4.
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Da in den Fillen 2 bis 5 die relative Schwingungszahl von A in
Bezug auf B :—;—, also der Reihe'nach —- 2, Z:‘, —2— %, %_ist, 50 heisst
dann beziehungsweise A die umgekehrte oder untere Octave,
Quinte, Quarte, grosse Terz, kleine Terz von B. Denn da die relativen
Schwingungszahlen dieser Téne die reciproken Werthe derjenigen der
Octave, Quinte u. s. f. sind, so liegt ein durch sie in Bezug auf A be-
stimmter Ton B’ um ebensoviel tiefer als A wie B hoher als A (§ 2). Im
Gegensatz zu den unteren Octaven, Quinten u.s. w. kanon man die Octa-

ven, Quinten u. 8. w. solbst auch die oberen nennen.

§ 4.

Beziehen sich die relativen Schwingungszahlen 2, 2, g, -2— % auf
einen und denselben Grundton, so sind durch sie fiinf von diesem ver-
schiedene (hohere), mit ihm aber consonirende Tone bestimmt. Man
kann nun weiter aus ihnen die relativen Schwingungszahlen derjenigen
Téne bestimmen, die mit jenen der Reihe nach consoniren, wenn
man deren obere und untere Terzen, Quarten, Quinten und Octaven

i 5 6
sucht, indem man jede der relativen Schwingungszahlen 2, 2, e —,;, —5’-

sowohl mit jeder derselben als mit jedem der reciproken Werthe — 5 3,

%, :—,, % multiplicirt. Man erhilt hierdurch drei Classen von Tonen,
theils nimlich solche, deren relative Schwingungszahlen zwischen denen
der Prime und Octave, also zwischen 1 und 2 liegen, theils solche, deren
relative Schwingungszahlen > 2, theils endlich solche, fiir welche diese
Zahlen << 1 sind. Wir bediirfen jedoch fiir unsern Zweck zuntichst nur
der Tone der ersten Classe und ubergchen daher diejenigen Producle

der relativen Schwingungszallen, die > 2 und < 1 sind.

§ 5.

Hiernach erhalten Wwir nan, wenn wir von der Octave aus successiv
zur Quinte, Quarte u. s. f. ithergehen und, wo es hohere Téne glebt
diese zuerst besnmmen folgende Resultate.

1) Die unte: e kleine Terz der Octave giebt die relative Schwingungs-
zahl y — 2 . —g— Der Ton, dem sie zugehort, heisst die grossc
Sexte.

2) Die untere grosse Terz der Octave giehl y — 2 . £ —
zugehorige Ton heisst die kleine Sexte.

Die untere Quarte der Octave gieht y =— 2 e E die Quinte,

E;l" o

. Der
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. . . 2 4 .
Ebenso giebt die untere Quinte der Octavey =2 - —g—:g’—, dic Quarte.
. . . . . 3 6 9 . e
3) Die ldejme Terz der Quinte gicbt y = -« ===, die grésserc
kleine Septime.
&) Die grosse Terz der Quinte giebt y — -

5
+ =4 die grosse

Septime.
Die Quarte der Quinte giebt, wie schon aus 2 folgt, die Octave.
. . . . 3 5 3] .
Die untere kleine Terz der Quinte giebty — 5 -G’—:—;:— dic grosse Terz.

Hieraus folgt von selbst, dass die untere grosse Terz der Quinte
die kleine Terz giebt.

R ) A : 38 8 9 4. .
5) Die untere Quarte der Quinte giebt y ===~ die grossc
Secunde.
. . . & . .
Die kleine Terz der Quarte ziebt y — 2.8 38 die kleine Sexte;
o ¥ 3 b 5!

. Loob 5oy
die grosse Terz der Quarle y == - - - == -, die grosse Sexte.
. : . b4 A6 4 .
6) Die Quarte der Quarte giehl y = - 5= ¢, die kicinere

kleine Septime. |
Die Quinte der Quarte giebt, wie sich nach 2 von selbst versteht,
dic Octave.

e _ . A0S 10
7) Die untere kleine Terz der Quarte gicht y = + - + == 4, den
kleinen ganzen Ton.
. : L4 15
8) Die untere grosse Terz der Quarte gicbt y —= + - & = 3 die

kleine Secunde.

Dass die kleine Terz der grossen Terz und die grosse der kleinen dic
Quinte giebt, folgt schon aus &; eben so aus 5, 4 und 3, dass die
Quarte der grossen und kleinen Terz resp. die grosse und kleine Sexte,
die Quinte der grossen und kleinen Terz resp. die grosse Septime umdl
grisssere kleine Septime. Es giebtl aber

. S TR SV R PO
9) die grosse Terz der grossen Terz y == + - o+ == 5, die iber-
miissige Quinte;
. : m N 4 [ a5 .
10) die untere kleine Terz der grossen Terz y = - & == &, dic

ithermissige Prime;
_ Cm N 6 6 _ 86 ..o ,
11) die Kleine Terz der kleinen Terz y = - =5, die grossere
verminderte Quinte.

§ 6.
Ordnen wir dic gewonnenen neuen Téne nach der Grosse ihrer re-
lativen Schwingungszahlen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung
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-~
=

grosse Septime, Yy = 5
. . . 9
grossere kleine Septime, Yy =4,
. ) . 16
kleinere kleine Septime, Y == 5
5
grosse Sexlte, Y= 5
: 8
kleine Sexte, v =,
iibermissige Quinte, Y= 5
. . . 36
grossere verminderte Quinte, § = g4,
9
grosse Secunde, y =5
: 10
kleiner ganzer Ton, Y=
. 16
kleine Secunde, Y = 75
" I . 25
iibermiissige Prime, y = 5.

Yergleicht man diese Bestimmungen, theils unter einander, theils mit
depen in § 3, so ergiebt sich, dass Quarte und Quinte, grosse Terz und
kleine Sexte, kleine Terz und grosse Sexte, grosse Secunde und kleinere
kleine Septime, kleiner ganzer Ton und grissere kleine Septime, endlich
kleine Secunde und grosse Septime relative Schwingungszahlen haben,
deren Product 2, also gleich der Schwingungszahl der Octave. Wegen
der an Einerleibeit grenzenden Verwandschaft der Octave zum Grund-
ton (welche weiter unten niher beleuchtet werden wird), pflegt daher in
allen diesen Tonpaaren der eine Ton der umgekehrte des andern ge-
nannt zu werden. In diesem Sinne heissen die Sexten umgekehrte Terzen,
die Septimen umgekehrie Secunden und die Quarte eine umgekehrte
Quinte.

g 7.

Darch Fortsetzung des in § 5 eingeschlagenen Verfahrens in Be-
zug auf die gewonnenen elf Téne erhalten wir weitere Tonbestimmungen.,
Es giebt nimlich
1) die untere Quarte der grossen Septime y = 2 . 75: = 2 die

8 — 3%’
grossere iibhermissige Quarte;

2) die untere Quarte der grosseren kleinen Septime y = % ==
eine alterirte Quarte;
' . . . . 1
3) die untere kleine Terz der kleineren kleinen Septime :Tﬁ . —2— =%
eine alterirte Quinte;
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&) dieunterc grosse Terz derkleinerenkleinen Septimey —= %ﬁ— o
- ] K]
die sogenannte falsche oder kleinere verminderte Quinte;

5) die untere Quinle der kleineren kleinen Seplime y::{—;—' e
eine alterirte kleine Terz;

6) die untere kleine Terz der grossen Sexte y = —;~ ‘ —2*::%1 die

kleinere iitbhermiissige Quarte;

7) die kleine Terz der kleinen Sexte y = % : {— = %"; die griissere
verminderte Octave;

8) die untere grosse Terz der kieinen Sexte y = 3’ - —Z‘- = ff—i die
verminderte Quarte;

: . . PPN . 25 b a5 .
9) die grosse Terz der iibermissigen Quinte y =1 - 4 == %f eine
alterirte Octave;
10) die untere kleine Terz der iibermissigen Quinte y =— ?é . ; == %2;3
! , =)

die ibermussige Terz {da dieser Werth zwischen den beiden ge-

wohnlichen Bestimmungen % und .GTZ; in der Mitte liegt);

11) die untere Quarte der itbermissigen Quinte y :% . % = ZT%’ die
grosserc ibermissige Secunde;

12)die kleine Terz der grésseren verminderten Quinte yy == % —2—:%1,2

die grossere verminderte Septime;
13) die unlere grosse Terz der grdsseren verminderten Quinte

36 4 Tt N : :
Yy =35 -+ — j33 die grossere verminderte Terz;
36 27

: y : : 3
1%) die untere Quarte der grosseren vermind. Quinte y == 5 = 5,
das grosse Limma;¥)
. . o 9 3 87 . o
15) die Quinte der grossen Secunde y=- -5 =5 ecine alterirte
grosse Sexte.
Aus dem kleinen ganzen Ton und der iibermiissigen Prime ergeben

sich nur Tone, die schon zuvor bestimmt sind.

§8
Auch jeder dieser funfzehn ncuen Téne kann zu weiteren Tonbe-
stimmungen benutzt werden. Wir itbergehen jedoch die als »alterirtes
bezeichnelen, so wie das grosse Limma, so dass dann, nach der Grisse

* Genau genommen bezeichnet dieses, so wie die spiiler folgende Diesis, keinen
Ton, sondern ein Komma, also im weitern Sinn ein Intervall. Wie indess Secunden,
Terzen, Quarten u. . w. Intervalle und Téne zugleich bezeichnen, so scheint es auch
erlaubt, diesen Gebrauch auf die Konnnata iiberzytragen, wo der durch sie bestimmte

Ton eine Benennung erfordert.
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geordnet, tibrig bleiben die grossere verminderte Octave, grossere-ver-

minderte Septime, kleinere verminderte Quinte, grossere iibrmiissige

Quarte, kleinere ibermissige Quarte, ibermissige Terz, verminderte

Quarte, grossere tibermiéssige Secunde, grossere verminderte Terz. Es
giebt nun ’

- s : _ 48 4192

1) die untere gr.Terz der grosseren vermmdertgnOctavey o135

die verminderte Sexte (da dieser Werth zwischen den beiden ge-

wohnlichen Bestimmungen 2;2 und 4607254 fast genau in der Mitte liegt).

Wirithergehen die untere gr. Terz der grosseren verminderten Septime

zg: und die untere Quarte derselben 2 42, , da jene der kleineren iiber-
missigen Quarte, diese der tbermissigen Terz sehr nahe kommt. Da-

gegen giebt

2) die kleine Terz der kleineren verminderten Quinte y — % . %_—: 47258,
die kleinere verminderte Septime;

3) die Quarte der kleineren verminderten Quinte y — 955 . % — %,
dic kleinere verminderte Octave;

4) die untere grosse Terz der Ikleineren verminderten Quinte

64 4 256 . . . )
Y =155 = a85° die kleinere verminderte Terz;
45

5) die grosse Terz der grosseren ibermissigen Quarte y = ;- %:m,
die grossereiibermiissige Sexte; .

6) die untere Quarte der grosseren iibermassigen Quarte y — gg : ’i‘zﬁé
das kleine Limma;

7) die grosse Terz der kleineren iihermissigen Quarte y —
die kleinere ithermissige Sexte;

8) die Quarte der kleineren bermissigen Quarte y = f—: . ~—§—~ = -;g,
eine alterirte grosse Septime;

9) die untere kleine Terz der Kkleineren iibermissigen Quarte

125 . . . \ .
S == ros+ die kleinere ibermassige Secunde.

25 85 _ 128
8

I8

y:

-
=<3

. 625 .
Wir tibergehen die grosse Terz der itbermussigen Terz, -, eine

alterirte kleine Sexte, und die untere kleine Terz der iibermiissigen Terz,

6! . . .
5%—2, welche selr nahe mit dem grossen Limma zusammentrifft. Dage-

gen giebt
10) die untere grosse Terz der verminderten Quarte y = 32 . -é_*_ = :%,
die kleine Diesis.
) Wir tibergehen die grosse Terz der gr osseren ubermdsswen Socunde

375
5% welche nahe mit der alteluten ante == zusammentrifft.
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Dic grissere verminderte Terz giebt, wenn man ihire kleine Terz
. 864 . 3 - . : :
nimmt, o=, welcher Ton, wie schon erwithnt, nahe mit der kleincren

iibermissigen Quarte zusammentriflt,

$9.

Stellen wir jetzt die in den §§ 3 bis 8 bestimmten Téne nach der
Grosse threr relativen Schwingungszahlen geordnet zusammen und
driicken diese, zur leichteren Vergleichung ihrer Werthe, in Decimal-
briichen aus, so crhalten wir folgende Tabelle:

Yy
1) Prime, + =1,00000
2) kleine Diesis, 2 ==1,02400
3) ubermissige Prime, 35',; =1,04167
4) kleines Limma, %:: 1,05469
5) kleine Secunde, :—% = 1,0606067
6) grosses Limma, ;:.1, —1,08000
7) Kleiner ganzer Ton, S=111111
8) grosse Secunde, 2 —=1,12500
9) kleinere verminderte Terz, Zii =1,13778
10) grossere verminderte Terz, :;i = 1,15200
11) kleinere tibermiissige Secunde, %g —1,15740
12) grossere ibermiissige Secunde, Z‘Z) = 1,17188
32 .
13) alterirte kleine Terz, 57 = 1,18519
1%) kleine Terz, —6— ==1,20000
15) grosse Terz, Tj ==1,25000
16) verminderte Quarte, ?_,i =1,28000
17) iibermiissige Terz. %"5’ = 1,30208
18) Quarte, + =1,33333
19) alterirte Quarte, 3(7) = 1,35000
20) kleinere iibermissige Quarte, 73 == 1,38889
21) grossere iibermissige Quarle, g% == },40625
22) kleinere verminderte Quite, g—: — 1.42222
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Y

23) grossere Vefminderte Quinte, %% = ’I,M-OOE)
24) alterirte Quinte, o —=1,8148 -

5) Quinte, - = 1,50000
26) verminderte Sexte, :—;25 ==1,52800
27) itbermissige Quinte, : %% — 1,566250
28) kleine Sexte, &+ =1,60000

29) grosse Sexte, . =1,66667
30) alterirte grosse Sexte, a =1,68750
31) kleinere verminderte Septime, 472,3 = 1,70667
32) grossere verminderte Septime, %—E— —1 ;72800
33) kleinere iibermissige Sexte, % =1 '736'1 1
3k) grossere ubermissige Sexte, f:: 1,78'781
35) kleinere kleine Septime, 9 = 4,77778
36) grossere kleine Septime, % =1,80000
37) alterirte grosse Septime, %,7 = 1,85186
- 38) grosse Septime, f; =1,87500
39) kleinere verminderte Octave, % = 1,89630
40) grossere verminderte Octave, % — 1,92000
&1) alterirte Octave, %%2_4 95312
£2) Octave, —;— = 2,00000

In dieser Tabelle haben je zwei Téne, von denen der eine eben so
weit vom Anfang der ganzen Reihe, wie der andre’ vom Ende derselben
entfernt ist (deren Numern also immer die Summe 43 geben), relative
Schwingungszahlen, deren Product — 2 ist.

§10.
Im Vorstehenden sind aus den relativen Schwingungszahlen der
~ Octave, Quinte, Quarte, grossen und kleinen Terz die aller tibrigen Tone
Die jener finf mit dem Grundton consonirenden
Denn sey allgemein die

abgeleitet worden.
‘Tone lassen sich aber auf drei reduciren.
Schwingungszahlv der grossen Terz — T, die der Quinte = Q, wo die
der Octave == 2 ist, so ist die relative Schwingungszahl der Quarle
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dle der kleinen Terz

___Q

. Wiederholt man nun das in den §§ 6

bis 8 angewandte Verfahren in Beiuﬂ anf diese allgemeinen Ausdritcke
der relativen Schwingungszahlen Jenel' mit dem Grundton consoniren-

den Tone, und beachtet, dass O == 5 , T =
gende Tabelle, welche die Form der Abhingig
Schwingungszahlen der Téne, sowoll von denen der Octave, Quinte
und grossen Terz, als auch von den absoluten Zahlen 2, 3, 5 auf einen
Blick iibersehen lisst und so angeordnet ist,
relative Schwingungszahlen das Product 2

1) Prime,

) kleine Diesis,

3) tbermissige Prime,
4) kleines Limma,

) kleine Secunde,

6) grosses Limma,

7) kleiner ganzer Ton,

8) grosse Secunde,

9) kleinere vermind. Terz,
40
4
12

rossere vermind. Terz,

|
eriss. tbermiiss. Secunde,

13

)

)

)8

) klr. thermiiss. Secunde,
)g

) alterirte kleine Terz,

L)

14) kleine Terz,
45) grosse Terz,
4
4

|

verminderte Quarte,

)

6)

7) ubermiissige Terz,
8) Quarte,

19) alterirte Quarte,

20) klr. ubermiss. Quarte,
21) gross. tbermiss. Quarte,

Abhandl. d. K. 8. Ges. d. Wissenseh,

)
P
|
] 87
T T
T2 o 52
0 T efa|
;T s
¥ T Tar
2 2t
T 3.3
QQST 33)
9. 1" BF
2.7 2.5
{)'3 — 32
Q’b 32
2 2%
22 o 28
Q. T 3%, 5
Y 2‘. 32
~T‘;’-— — 58
2.7° 57 92
o -—"—:9"::_"3'3
Q.7° 8.5
g T 9t
9% 2%
0 T 3
Q 2.3
T T s
5
T = 57
2 9%
TE T B
T:I 53
O T 2.3
2 g°
FOE
¢ __ 8 |y
g. T~ 93
2.'1'2____ 5°
[TA T I
0T 848
S
Iv.

]
q‘:‘)

o el

so erhilt man die fol-
gkeit der relativen

dass sich die Téne, deren
zeben, geceniiberstehen.

Y
42} Octave, 2 == 2
, 3 5
&1) alterirte Octave, 1° =
2.0 2t 3
40) griss. vermind, Qctave, =
23 Pl
[y ’ T e _
39) klr. vermind. Octave, 0T T
. 3.5
38) grosse Seplime, Q.1 =—5
.77 2.%
37) alter. grosse Sepline, " B
(‘1 3*
—1136) grossere kl. Septime, —,j— o=
22 2{
35) kleinere kl. Septime, i 5F
r b S Qa. r_ LEN 52
34) griss. tbermiss. Sexte, S5—==-g
2.71% 5*
33) kleinere tibermiiss. Sexte, g g
Qi{ E"El. 3::
') eriss. vermind. Septime, 5 e
. a® e
31) klr. vermind. Septime, T
3
30) alter. grosse Sexte, _(:i = =
@.T __ &
29) grosse Sexte, < = 3
2 a1
28) kleine Sexte, = 5
5
27) ithermissige Quinte, T = 5
2.0 2% 3
26) verminderte Sexte, —F == g
25) Quinte, 0 = -
227 2% 5
24) alterute Quinte, — =
. 0 9, 3%
23) griss. vermind. Quinte, T T
c_,".‘. 20
) Kir. vermind. Quinte, FT
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§ 1.

Man kann diese 40 zwischen der Prime und Octave liegende Tone
in foIoende acht Classen bringen.

T
Y
i—l

) y= 5 =5 3) y= o =
. Qa L 38 22 ) 5
30) y= 5 = & 13) y= & = 4
IIL v
15) y= T = 4 28) y= 5 = & ..
21) y= T = 5 ) y= 7 = % 2°
4/ J— — 8 N
M y= T = & 2N y= 7 = @
V. ‘ . VL
3.5 2
38) y:Qg;: 25' . 5) Y = Q?T == 325
12) g =4 =25 31) g = oo = o
Q.T 2. 2 1}
21) y = Qz = 3255 22) y— Q3 T = g5 8
2.1’!2 2. 2 ".‘4 'Bd
3[1") y _ Q2 = 3215 9) y = ()22 = 3.‘325~
T 3% 5 PE )8
b y= =% 39)3/z()'T'_:‘"‘"3‘?.5
VIL VIHI
3) Y = —Z);— = Q;VB . [10) Y == 2:,',2@ = 24,,'53
TS I3 : (‘;)
) y= 5 = 26) y == Tt = 25
1) y= 5 =37 29) y =" =
36) y = ?, = 7) y = Qéf—: 2.8
23) Y == gz “_:E-ﬁ—f—- 20) Yy = 20{2 — 25;,
QE n‘l-. 2 3 ;’3
0 y— & — 52 b9 § = 2 g
32) y = L — & 2,T? 5
A Y= = M) y == = gy
19) g =L ¥ Sr - s
= e — 373 2) y =S =
6 - i o _:'_33_ L . B®
) y E.Ts i 82 37) ?/:2037' — 23:

Man ubersieht sogleich, dass die Tone der ersten und zweiten
Classe nur von der Quinte, die der dritten und vierten nur von der
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grossen Terz, die der vier letzten Classen von Quinte und grosser Terz
zugleich abhiingig sind. Die Producte aus je zweien einander gegen-
iiberstehenden Ausdriicken sind durchgingig = 2. Der zwveite Ton in
diesen Paaren ist also immer ebenso als unterer Ton der Octave be-
nannt wie der erste als oberer Ton des Grundtons.

§12.

.

Wir kénnen aber auch in noch einfacherer Weise das Bildungsgé-
setz dieser Tone darstellen. Ueberall niimlich wo in den vorstehenden
allgemeinen Ausdriicken durch @ und T der Nenner 2 vorkommt, zeigt
dies an, dass der entsprechende Ton die untere Octave eines andern
Tons ist, dessen Ausdruck durch Weglassung dieses Nenners erhalten
wird. Eben so zeigt der Nenner 22 an, dass der entsprechende Ton die
zweite untere Octave cines Tons ist, dessen Ausdruck durch Weglas-
sung dieses Nenners sich ergiebt. In gleicher Weise zeigen die allge-
meinen Ausdriicke, in denen 2 oder 22 als Factor des Zihlers vorkommii,
an, dass die ihnen entsprechenden Téne erste oder zweite obere
Octaven von Tonen sind, deren Ausdriicke durch Weglassung dieser
Factoren erhallen werden. Man kann also die im vorigen § aufgefiihrien
Tone aufl solche zuriickfithren, deren Ausdriicke nur () und T ohne Zah-
len-Coefficienten oder Zahlen-Nenner enthalten. Aus diesen Tonen er-
geben sich also die vorstehenden, wenn man dicjenigen unter ihnen,
deren relative Schwingungszahlen > 2 sind, je nachdem sie < %, oder
> &, aber < 8, resp. um eine oder zwei Octaven erniedrigt, dieje-
nigen aber, deren relative Schwingungszahlen < 1 sind, je nachdem sie
> —;—, oder < 4?, aber > —Z— resp. um eine oder zwel Octaven erhéht.
Diese Tone nun, die wir mit denselben Numern bezeichnen wie dic
aus ihnen abzuleitenden, lassen sich mit den iibrigen der im Vorigen
aufgefiithrten 40 Tone zusammengenommen in folgende achit Classen

bringen.
L.
, 3 82 30V i
28 Q = 5; 8) @ =; 30 ¢ =
Ii.
1 2 gy 1 9 9 A = ¥
18) & = &+ ; 35 T R 13) & £
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IH.
" . 82 . ik

15) T =205 21 TP = % ; M) T3 =4

IV.
3 94 ] 28

28)—},—:%—-, 46_);;-——5—3—, Q)T:-g"r

V. .

A\ 1 3.5 S 02 3.5 | Y ORT _ o 8%h
.-.”/'"'38) Q'T: g3 24) Qﬂ- — 9 2 f’f’-l') v ok ge 1,
18) Q_Tzzi_égf,; 34) 2. T2= 3'-;“52'

VL
1 93 4 A w4 _2f
5) 0.T — 8.5 R2) wr = v 39) T 355
4 95 4 990
31)?5.75_ 3.5° 9) 0. T st
VII.

B, 9%, 3
thy L =22, p0) & =22 26 & =5
36) L — 2 a3 L =2F. 1) L =217

)'l 313 M 9'38 N Q.’l o Q!’G‘ 33

’19) i:T— =g G) gz = 5 32) = T

VIII.
T - 8 T 5 T 2.5

29) o =5y 7) oF T FE 2k) o T T

T2 o 52 T2 . 52 T'.’ L 52

3) 5 75 20) F =g ) - =

7 5 i 5° e 5
47) o - _4;_3 3 33) R ¥ L 44) o — i 5"
§ 13.

Die Eigenthiimlichkeit der Bildung jeder cieser acht Classen lisst
sich, wie folgt, niher bezeichnen. In I werden die Tone von der Prime
aus durch Aufsteigen, in Il durch Herabsteigen nach Quinten
bestimmt. In IIl ergeben sich die Téne ebenfalls von der Prime aus
durch Aufsteigen, in IV durch Herabsteigen nach grossen
Terzen. Die Tone der Classen I und Il sind also nur von der relati-
ven Schwingungszahl der Quinte, die der Classen III und IV nur von
der der grossen Terz abhiingig. Die Tone in V entstehen sowohl, wenn
man von jedem Ton in Il nach Quinten, als wenn man von jedem



(S
—

UBER MUSIKALISCHE TONBESTIMMUNG UND TEMPERATUR,

Ton in I nach grossen Terzen aufsteigt. Die Tone in VI ent-
stehen sowohl, wenn man von jedem Ton in IV nach Quinten, als
wenn man von jedem Ton in Il nach grossen Terzen herabsteigt.
Die Tone in VII ergeben sich sowohl, wenn man von jedem Ton in IV
nach Quinten auf-, als wenn man von jedem Ton in I nach grossen
Terzen herabsteigt. Die Tone in VII endlich ergeben sich so-
wohl, wenn man von jedem Ton in III nach Quinten herab-, als
wenn man von jedem Ton in Il nach grossen Terzen aufsteigt.
Im Uebrigen erhellt von selbst, dass die sich der Reihe nach entspre-
chenden Tone der €Classen I und IT, III und IV, V und VI, VII und VIII
reciproke Schwingungszahlen haben. |

Es leuchtet ferner ein, dass in jeder dieser Classen die Bildung von
Ténen ins Unbegrenzte geht, und zwar in I bis IV nur nach einer,
in V bis VIII aber nach zwei Richtungen. Denn die ersten vier
Classen stellen nur einfache Reihen, die ibrigen aber Reihen von Reihen
dar. Es ist leicht, das allgemeine Glied jeder dieser einfachen Reilien
und, Doppelreihen darzustellen. Es findet sich nimlich

am gm_ gn

. m . rin —_— .
fir 1, 0" =g fir V, Q"T"= P ;
. 4 am . 4 gm+ 2n .
fiir II, W = gm 1 fiir VI, om. Tn = gm_gn
" Bn . m gan—m, 3m
fior I, Tr==13-;  fur VI, -2 =20
g 1 g T
fU.I IV, Tw _ ot fU.l VIII, _Q’” = gm—m gm *

Hieraus ergiebt sich die wichtlige Folge, dass, wie weil man
auch in der Bestimmung von den Tdnen nach dem ange-
gebenen Bildungsgesetz gehen mége, man doch niemals
aul eine obere oder untere Octave eines nach demsel-
ben Gesetz bestimmten -Tons kommt Denn da dic relative
Schwingungszahl der k-ten Octave irgend ecines Tons. dessen relative
Schwingungszahl == @, durch 2% ¢ ausgedriickt wird, so wire es nur
denkbar, dass Tone der Classen II, IV, VI, VII (wenn 2n > m) und
VIII (wenn 2n < m) obere Octaven andrer, nach demselben Bildungs-
gesetz bestimmter Téne wiren. Giebt man nun den allgemeinen Glie-

dern dieser Classen der Reihe nach die Formen k-ter Octaven, nimlich

2’ 21n—k. 9k —Qil«—k' 2"'- 2”?:"111—1»’ . ok, g —m—~ gm . 9k, 511 .
A gm0 AT ) gm_ 4o y M En s T gm—mtE gm?

so miisste es in den acht Classen Tone geben, deren Schwingungszahlen
die Formen ' ‘

3
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am—& gon—Fk gm+an—rk g —m—~k gm L
am s B ’ Jm, g S Bn ’ gan—m-+h gm

haben, was nicht der Fall ist, wie die Vergleichung mit den angegebe-
nen Formen der allgememen Glieder lehrt. Auf ganz #hnliche Weise
Lisst sich leicht erweisen, dass eben so wenig ein nach dem angegebe-
nen Bildungsgesetz bestimmter Ton irgend eine untere Octave eines
andern seyn kann. Hieraus folgt, dass in der ganzen Reihe der so be-
stimmten Tone keine Periodicitit statt findet. Man kann jedoch
jeden erhaltenen Ton um 1, 2, 3... Octaven erhhen und erniedrigen,
und hierdurch zwischen je zwei nichsten Octaven, miégen sie hoch oder
tief liegen, immer gleich viele Tone bestimmen, die zu den sie ein-
schliessenden Octaven in denselben Verhiltnissen stehen. '
“Endlich ist auch leicht zu ersehen, dass kein Ton der einen

Classe mit einem Ton einer andern Classe zusammen-
: , m ' 7 ’
fallen kann. Denn es miisste dann entweder gﬁi = g—:ﬁ, d
20 >m, 37,2~ — 5"  yenn 2m << m, 37— 972 5K  goder
gm_hn 9m—m  gm ) ‘

gwTm = g , d. 1. B == 2% seyn, was beides unmdiglich ist.

. 1. wenn
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1L
BESTIMMUNG DER TONINTERVALLE.

§ 14

Das musikalische Gehor unterscheidet die Hohe der Tone weder-
nach dem geometrischen noch nach den arithmetischen Verhiltnissen
ihrer Schwingungszahlen. Deonn angenommen das Erste, so miisste das
Ohr die Hohe der Octave doppelt, die der Quinte %mal, die der Quarte
%mal so gross als die der Prime finden u. s. f., was nicht der Fall und
gberhaupt eine dem Gehor ganz fremde Art der Schitzung der Tone
ist. Angenommen das Zweite, so sind, wenn & die absolute Schwingungs-
zahl des Grundtons, die absoluten Schywingungszahlen seiner 4sten, 2ten,
dten....... (n—4)ten, nten Octave der Reihe nach 2, bu, 8w .....
92~y 97, Dann miisste dem Gehor der Unterschied zwischen der
1sten und 2ten Octave 2mal, der zwischen der 2ten und 3ten 4mal, der
zwischen der (n—1)ten und sten Octave 2"~'mal so gross erscheinen
als der Unterschied zwischen der ersten Octave und dem Grundton; es
miisste das Gehor nach denselben Verhiltnissen zwischen je zwei niich-
sten Octaven um so mehr Tone unterscheiden, je hoher dieselben liegen,
indess es doch zwischen denselben, wie hoch oder tief sie liegen mogen,
nur immer dieselben Tonunterschiede, nicht mehr und nicht weniger
empfindet. Allerdings aber unterscheidet es Differenzen der Ttne,
die sich auf ihive verschiedenenHohen bezichen, nur sind dieselben nicht
die ihrer Schywingungszahlen, obwohl diese ihre Hohe beslimmen.
Heissen nun diese Differenzen die Intervalle der Tone, und wird hier-
bei der Grundton als derjenige Ton angesehen, in Bezichung auf wel-
chen die Verschiedenheit der tibrigen Tone durch Zahlen bestimmt wer-
den soll, so fragt es sich, auf welche Weise dies geschehen muss, und
in welchem Zusammenhang diese Zahlenbestimmungen der Intervalle
mit den Schwingungszahlen stehen.
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§ 15.
Hierauf giebt nun folgende Betrachtung Antwort. Die relativen
Schwingungszahlen der successiven Octaven irgend eines angenomme-
nen Grundtons bilden mit diesem die geometrische Reihe

20, 21, 22, 2%, ...... an,
die Exponenten der Glieder derselben die arithmetische Reihe _
0,4, 2,3, ..... 7.

Ist nun, wie bisher, y die relative Schwingungszahl irgend eines zwischen
dem Grundton und seiner ersten Octave liegenden Tons, so kann man
sich dieselbe als eine Potenz von 2 vorstellen, deren Exponent z
zwischen 0 und 1 liegen muss, so dass also

y = 2", (4)
woraus folgt :
__logy - :

Bedient man sich dEI ‘gemeinen Brlgglschen Locrarlthmen, so ist
log 2 == 0,30403, daher dann

== 3,32190 . log 1. _ (3)
Bedient man sich aber solcher Logarithmen, deren Basis = 2, so wird
log, 2 = 1, daher dann

z == log, . ; ()

Da die relativen Schwingungszahlen der Téne, die um 4, 2, 3,....n Octa-
ven hoher liegen, der Reihe nach 2y, 2%, 2%, .. .. 2"y sind, so ergiebt
sich aus der Gleichung (1)

Qny p— Q‘m-l—n,
woraus folgt ‘
— Jog (2%) __ 4
T4 n = log 2” - 1032 (2ny) . C (5)
Eben so folgt fir die Tone, welche um 1, 2, 3, .... n Octaven tiefer
liegen als der Ton, den y bezeichnet, und deren relative Schwingungs-
zahlen also der Reihe nach £, L. gT sind,
_g_n_ — 2.7.-——7:.’
daher
log (2 y ‘
T 0= g _m—logz (—n) (6)

Es kann also mittels der Formeln (2) bis (6) fir jeden Ton, dessen re-
lative Schwingungszahl gegehen ist, zwischen welchen Octaven des
Grundtons er liegen moge, derExponent & von 2 gefunden werden, der
. eine dieser Schwingungszahl glelche Potenz glebt



]
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Sey nun die relative Schwingungszahl eines Tons, der héher liegt
als der durch y gegebene, = ¢', der Exponent von 2, der eine dem
Werthe von 4’ gleiche Potenz giebt, = &', so ist nach dem Vorstehenden

y =27, o =log,y;
daher
’!I — 2&' —-a, (7)

‘o' —z = log (y) (8)
Offenbar wird ' — & = 1, wenn ' = 2y, also der zweite Ton die
Octave des ersten; es wird 2 1, je nachdem y' 2 2y. Diese Differenz
o —z = log, y' —log, ¥, also die Differenz der Logarithmen
der relativen Schwingungszahlen y', y bestimmt nun, wie sich
sogleich deutlicher zeigen wird, die Grosse des Intervalls
zwischen den beiden durch 5, ¥ gegebenen Tonen.

§16.

Die Musik misst bekanntlich die Griisse der Intervalle der Téne, deren

sie sich bedient, nach Zwdlfteln der Octaveab, die sic halbe Tone nennt.
Wir konnen nun untersuchen, wie weit diese Bestimmung mit der gegebe-
nen logarithmischen zusammentrifft. Die Tone, welche die Musik, wenig-
stens auf den Tasteninstrumenten, ausschliesslich verwendet, sind die
Prime, kleine und grosse Secunde, kleine und grosse Terz, Quarte,
(grossere) iibermissige Quarte, Quinte, kleine und grosse Sexte, (klei-
nere) kleine Septime, grosse Septime und Octave also die Tdne, deren
relative Schwingungszahlen in § 9 unter' Nr. 1, 5, 8, 14,15, 18, 21,
28, 29, 35, 38 und 42 angegeben sind. Berechnen wir nun nach de1
Formel (3) im vorigen § die Werthe ihrer Intervalle # mit dem Grund-
ton, stellen diese mit den Werthen x, nach Zwolfteln der Octave zu-
sammen und bemerken endlich die Unterschiede beider Werthe, so er-
giebt sich folgende Tabelle :
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HH &, & — &
Prime 0,00000| 0 == 0,00000 |  0,00000
Kleine Secunde 0,09314 | ;5 = 0,08333 |  0,00978
grosse Secunde 0,16992 | = == 0,16667 |  0,00325
kleine Terz 0,26303 i‘é_ﬁ 0,25000 |  0,04303
grosse Terz 10,32193 m = 0,33333 | — 0,01140
Quarte 0,41504 | 0 = 0,k4667 | — 0,00163
ibermissige Quarte | 0,49186 % = 0,50000 | — 0,00814%
Quinte 10,58496 | & = 0,58833 |  0,00163
Ileine Sexte | 0,67807 | & = 0,66667|  0,01140

. grosse Sexte 0,73697 | ;5 = 0,75000 | — 0,01303
kleine Septime 0,83008 | 1 = 0,83333 | — 0,00325
grosse Seplime 0,90689 | 75 == 0,91667 | — 0,00978
Octave | 4,00000 | 1 =1,00000|  0,00000
§ 11,

Um zuvérderst diese Differenzen unter  — 2, auf ein fasslicheres
Mass zuriickzufithren, konnen wir sie in Theilen der reinen grossen Se-
cunde oder des grossen ganzen Tons, dessen Intervall =— 0,16992, aus-
driicken. Algdann ergiebt sich

fir die ' T — Ty

—

1

174 grosser ganzer Ton

|+

kleine Secunde
8rosse Septime%
grosse Secunde )
kleine Septime | 82,4
kleine Terz
grosse Sexte
grosse Terz
kleine Sexte
Quarte
Quinte}

iibermiissige Quarte

[+
o
53 IEN
-

[+

9 n 17 bRl

+]

+ se v . "

ZN
- 20 9 3 A 1M
Diese Differenzen smd jedoch weder Abweichungen der Theorie von

der Erfahrung, noch zeigen sie eine unvollkommene musikalisclie
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Schitzang der Intervalle an, sondern sic beruhen darauf, dass, wo in
der Musik die Messung der Intervalle durch Zwidlftel der Octave in aller
Strenge richtig ist, die relativen Schwingungszahlen der Tténe von den
einfachen rationalen Schwingungsverhiiltnissen in der That abweichen,
daher die Tone nicht mehr akustisch reine sind. Wir konnen die re-
lativen Schwingungszahlen, die ihnen dann zukommen, leicht berechnen.
Aus §15 (2) folgt namlich, wenn man & = ¢ setzt, ‘
log y, = 0,3010300 . 77 = 0,0250858 . m

Giebt man nun m successiv die Werthe 1, 2, 3, .... 11, so erhiilt man
die folgenden Werthe von #,, denen wir zur Vergleichung die ohengé—
fundenen reinen relativen Schwingungszahlen gegeniiberstellen, und die
wir zugleich in den irrationalen (genitherten) Verhiltnisszahlen aus-
driicken, die dann an die Stelle der rationalen Verhiiltnisse treten.

Y h

kleine Secunde 18 —1,06667 | 1,05946 = 2
grosse Secunde 2 =1,12500 | 1,12246 = 22
Kleine Terz £ —1,20000 | 1,18921 = 21 &E
grosse Terz 2 —1,25000 | 1,25992 = 27
Quarte 4 ==1,33333 | 1,33484 =200
iibermissige Quarie g% =1,40625 | 1,41421 .—;:i‘i%;_”_%
Quinte | £ =1,50000 | 1,49831 = 2222
Ideine Sexte £ =1,60000 | 1,58740 = 22
grosse Sexte 3 —=1,66667 | 1,68179 = 227
kleine Septime = 4,77778 | 1,78180 = 12222

grosse Septime 1 —1,87500 | 1,88775 = 20

$18.

Wir wollen jetzt fir simmtliche in § 9 bestimmte Téne die Grosse
ihrer Intervalle mit dem Grundton berechnen. Dies kann auf sehr em-
fache Weise geschehen, wenn wir die in § 10 aufgefundenen Ausdriicke
der relativen Schwingungszahlen simmtlicher Tone durch diejenigen der
Quinte und grossen Terz benutzen. Alle jene Ausdriicke sind nimnlich
unter der allgemeinen Form

oy =2 O T
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enthalten, wo m, n, p theils positive, theils negative ganze Zahlen, theils

Null sind. Hieraus folgt nun als allgemeiner Ausdruck des Intervalls x

zwischen dem durch y bestimmten Ton und dem Grundton
:igig:m+¢z }-ggfg+ .i;’—g%,

oder wenn wir zur Abkirzung 182 s = ¢ und igg !

g und ¢ die Intervalle der Quinte und der grossen Terz mit dem Grund-

ton bezeichnen,

gQ

— { setzen, wo also

x==m 4 nq 4 pt.

Hierdurch ergiebt sich nun, wenn man die jedem Ton zukommen-
den Werthe vom m, n und p setzt und dabei, zur Erlangung grosserer
Scharfe, die Werthe ¢ == 0,58£9625 und ¢ = 0,3219281 zum Grunde
legt, folgende Tabelle der Intervalle, in welcher je zwei gleich weit vom
Anfang und Ende abstehende (deren Numern also die Summe £3 geben)
einander zum Octavenintervall er gdnzen, indem ihre Summe — 1 ist.

= x
1) Prime, ) — 0,00000
2) kleine Diesis, 1—3t =0,03422
3) tibermissige Prime, 2t—q = 0,05889
%) kleines Limma, 3g+t—2 = 0,07682
5) kleine Secunde, —qg—1¢ —0,09341
6) grosses Limma, © 3¢ —20—1 = 0,11103
7) kleiner ganzer Ton, 1—2¢4¢ = 0,15200
8) grosse Secunde, . 2¢—1 = 0,16992
9) kleinere verminderte Terz, 2—2¢'— 2t — 0,18622
10) grossere verminderte Terz, 2g—3t — 0,2041%
11) kleinere iibermassige Secunde, 1-— 3q + 3f = 0,21090
12) grossere ibermissige Secunde, ¢+ 2t—1 — 0,22882
13) allerirte kleine Terz, 2~—3¢ = 0,24511
M) kleine Terz, - g—t = 0,26303
15) grosse Terz, ' t . =10,32193
46) verminderte Quarte, A—2t © = 0,35614%
17) ubermissige Terz, } . 3t—gq - = 0,38082
18) Quarte, , 1—gq = 0,5150%
19) alterirte Quarte, 3¢ —t—1 = 0,43296
)

20) kleinere iibermtssige Quarte, 41— 2¢ 42t = 0,47393
21) grossere ibérmissige Quarte, 2 +£—1 = 0,49185
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x
22) kleinere verminderle Quinte, ? — 2y —t = 0,5081 5
23) grissere verminderte Quinte, 2q—2¢ = 0,52607
24) alterirte Quinte, 2—3¢4t = 0,56704
28) Quinte, q = 0,58496
26) verminderte Sexte, 14 q—3t =0,61948
27) ubermtissige Quinte, 21 == 0,64386
28) kleine Sexte, 4 —1 = 0,67807
29) grosse Sexte, A—q+t =0773697
30) alterirte grosse Sexte, 3g—1 = 0,75489
31) kleinere verminderte Septime, 2-—q—2¢ = 0,77148
32) griossere verminderte Septime, 3¢ —3f = 0,78910
33) Kleinere ibermissige Sexte, 1—2¢+43f = 0,79586
34) grossere iibermissige Sexte, 2¢+2(—1 == 0,81 378
35) ILleinere kleine Septime, 2-—2¢ = 0,83008
36) grossere kleine Septime, 2g—t = 0,84800
37) alterirte grosse Septime, 2 — 3¢ +2¢ = 0,88897
38) grosse Septime, g+t = 0,90689
39) kleinere verminderte Octave, 3—3q—1t — 0,92318
k0) grossere verminderte Octave, 1+4¢— 2t = 0,94141.
k1) alterirte Octave, 3t = 0,96578
£2) Octave, 1 = 4,00000

§19.

Die theoretische Musik bedient sich noch andrer klemner Intervalle
als der kleinsten unter den hier bestimmten und nennt sicKommata.”)
Obgleich wir ihrer ganz entbehren konnen, da man ganz einfach eine
anschauliche Vorstellung von der Grosse cines Intervalls erhitlt, wenn
man es nach Theilen des grossen ganzen Tons (der reinen grossen Se-
cunde) bestimmt, wovon wir in § 17 bereits Gebrauch gemacht haben,
so mogen doch, um die Vergleichung mit manchen Angaben der ilteren
Theoretiker zu erleichtern, hier einige der am meisten gebrauchten er-
withnt und in Theilen der Octave und des grossen ganzen Tons bestimmt
werden.

* Zu ihnen gehtren auch schon das grosse und kleine Limma und die kjeine
Diesis,
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1) Das Komma der Alten, der neunte Theil des ganzen Tons,
also = 0,01888 der Octave; es wird eingetheilt in zwei Schismata;
ein Schisma ist also = 0,00944 der Octave.

2) Das syntonische Komma, das Intervall zwischen dem klej-
nen ganzen Ton und der grossen Secunde, wofiir # — bq — ¢ — 2

= 0,01792 — -&—,; grosser ganzer Ton. Hierzu gehdrt die relative
Schwingungszahl ¢ — 5—% — 2—534—5 = 2L = 1,01250.

3) Die grosse Diesis, das Intervall zwischen dem syntonischen
Komma und der ubermissigen Prime, wofiir z== 3/— 5¢+2 =—0,04097

== 4% grosser ganzer Ton. Hierzu gehort die relalive Schwingungszahl
et Tt 9.5 ey ' '

4} Der diatonische halbe ‘Ton ; das Intervall zwischen dem
syntonischen Komma und der kleinen Secunde, daher z =— 3 — 8¢
= 0,07819 = 54—3 grosser ganzer Ton. Hierzn gehort die relative

Schwiﬁgﬁngszahl Y == —3-8 — 'g; = Z'T‘:g = 1,05350.

8) Der verminderte kleine halbe Ton (ibermissige Prime),
das Intervall zwischen der kleinen Diesis und der iiberm#ssigen Prime,

daher & =6t—q — 1= 0,024(?8 :6—% grosser ganzer Ton; wozu die

relative Schwingungszahl ¢ __-—:—2% == -3% = g%%g = 1,01696 gehort.

.6) Der Drittheilston, das Intervall zwischen der grossen Diesis

und der kleinen Secunde, daher & — bg—4t— 1 = 0,05214 — 3—45
grosser ganzer Ton; wozu die relative Schwingungszahl 4 =— 29;‘1 —E%?:
::’%g ==1,03680 gehort. ‘ - '

Auf das ditonische oder pythagorische Komma werden wir an ciner
spiteren Stelle kommen.

§ 20,

Es mag nicht unbemerkt bleibqn, dass man auch ohne Logarithmen'
wenigstens zu einer geniherten Bestimmung der Intervalle gelangen
kann. Fir sehr nahe liegende Tone ist nimlich das Intervall proportional
dem um 1 verminderten Quotienten aus der (relativen oder absoluten)
Schwingungszahl des niedrigeren Tons in die des hoheren. Dénn setzf

man in §15,(8) ¢y =y +y’—— ¥, 80 wird &' — & = log, (4 -+ -y:—;—y .
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Ist nun £=¥ so klein, dass seine Potenzen v ernachlissigt werden kinnen,
S0 erd")
e g A Y=Y g propn . YU
& T = oot T 144269 v

woraus erhellt, dass &' — proportional :3’— — 1 ist. Nach dieser Formel
wird z. B. gefunden: das Intervall der kleinen Secunde mit dem Grund-
ton, fiir welches ¥ Z"" = :—5, 0,09618 anstatt 0,09311; das der iiber-

missigen Prime, wo ﬂ"y“—y =2, 0,08770 anstatt 0,05889: das der

257
kleinen Diesis, wo ¥ ;y T 0,03350 statt 0,03422; das syntonische
Komma, fiir welches = - Y :m , 0,01781 statl 0,01792 u. s. f. Genauer
kénnen wir aus der Proportionalitit von &' — z zu —;— — 1 in folgender

Weise die Intervalle der in §16 aufgefiihirten Hauptttne mit dem Grund-
fon bestimmen. Es ist

fiir das Intervall zwischen v 1]
Prime und kleiner Secunde, - 14—5 = 0,06667‘
kieiner Secunde und grosser Secunde, -7— == 0,05469
grosser Secunde und kleiner Terz, sz.‘ == 0,060667
kleiner Terz und grosser Terz, —;—4— 0,04167
grosser Terz und Quarte, %__ 0,06667
Quarte und tibermissiger Quarte, % = 0,05469
.iibermissiger Quarte und Quinte, 7‘-— = 0,06667
Quinte und kleiner Sexte, ng- == 0,06667
kleiner Sexte und grosser Sexte, —;— = 0,04167
grosser Sexte und kleiner Septime, 74-5 = 0,06667
kleiner Septime und grosser Septime, 72— — 0,05469
grosser Septime und Octave, "5 == 0,066667

Die Summe aller dieser Werthe ist = 0,71410. Macht man die-
selbe, da sie offenbar dem Intervall zwischen Prime und Octave ent-
spricht, zur Einheit und driickt die obigen successiven Intervalle in Thei-
len dieser Einheit aus, so sind ihre Werthe {olgende:

i

. o . . . lgn g
* Wie sich auch unmittelbar durch Differentiation der Formel @ == If’x ; ergicht,

wenn man do == &’ — x und dy ==y — y setzl.
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0,09336; 0,07659; 0,09336; 0,05835; 0,09336; 0,07659; -
0,09336; 0,09336; 0,05835; 0,09336; 0,07659; 0,09336.

Bildet man nun successiv die Summen der 2, 3, 4, ... 11 ersten von
diesen zwolf Werthen, so erhilt man, mit Wiederholung des ersten Wer-
thes der Reibe, folgende Zahlen: |

0,09336; 0,16995; 0,26334; 0,32166; 0,41502; 0;49164;

0,5849'7; 0,67833; 0,73668; 0,83004; 0,90663,
die in der That die Intervalle der kleinen und grossen Secunde, kleinen
und grossen Terz, Quarte, ibermissigen Quarte, Quinle, kleinen und
grossen Sexte, kleinen und grossen Septime theils bis auf drei, theils bis
auf vier Decimalen richtig darstellen.

§ 21. .

Seyen z, z' die absoluten Schwingungszahlen der Ttne, deren
relative y, y', und deren Intervalle mit. dem Grundton z, #' sind. Da nun
i;':- = %, 80 ist nach der im vorigen § angelwandten Formel auch

g — z = log, (fl +z;z),
oder, wenn wir & — 2 = Az und 2 — 7z =— Az setzen,
| log (4 -+ f—;'f
: —— " logz °
Diese Formel giebt an, um wie viel sich im Verhiltniss zum Intervall
der Octave das Intervall einés Tones, dessen absolute Schwingungs-~
zahl = z, dndert, wenn sich diese Schwingungszahl um 7z indert. Um
die Aenderung des Intervalls & in Theilen des Intervalls des grossen
-ganzen Tons zu erhalten, sey Az —mn. igzg, WO alsoln das Verhultniss
der Aenderung von & zum Intervall des grossen ganzen Tons aus-
driickt; alsdann wird

log (1 + 57 ' o
g9 —Togs — 49,5499[1108 (’l-l—-? . (’I)

Umgekehrt ergiebt sich hieraus - _ .
log (.1 +25) = 0,08115.n. @)
Nach dieser Formel ist folgende Tabelle berechnet. |

A%

N ==
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n %
0,1 | 0,01185 nahe g-;—;
0,2 | 0,02384 |, ;g-ﬁ
0,25 | 0,02088 ., -
0,3 {0,03596 2;~8—
0,4 | 0,082 , o=
0,5 | 006066 | 46‘:5
0,6 |[0.07320 ,
0,7 | 0,08594 ﬁ.é
0,75 | 0,09235 Tg,_s,
0,8 | 0,00880 ;g“‘
0,9 | 041482 -g‘—g-
1 0,12800 =

Wenn also die Zahl der Schwingungen eines Tons sich um ihren
achten Theil vermehrt, so erhoht sich der Ton um eine grosse Secunde,
wenn sie sich aber um %,; vermehrt, so erhoht sich der Ton um 746 der
grossen Secunde. Die folgende Tabelle enthilt eine Reihe kleinerer
Werthe, von denen nur der erste nach der Formel berechnet ist, die

itbrigen nach einfacher Proportion aus ihm abgeleitet sind.

Abhandh d. K. S. Ges. d. Wissensch, IV, 3
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n a5

:
745“ 0,00789 nahe 7177—
1 0,00892 ol
2l 0,008k,
o1 000395 L
o | 000838
1000206, o
L 000263, L
& | 000237 ,, L
o | 000197 | L
oy | 000469, L
% | 000148, o
o | 000132 L
o | 000118

Das a unsrer Stimmgabeln macht im Mittel 880 Schwingungen,
folohch das reine ¢, wie sich ergiebt, wenn man mlt multlphcut 792
Schwingungen. Das g der Tasteninstrumente aber soll wie in §16 ge-
zeigt wurde, uwm 403 5 des ganzen Tons tiefer stehen. Setzt man daher

in der Formel (2) 17 = 4—0—43—5, so ergiebt sich 22 — 0,001137, daher
gz — 0, 900504 folglich muss das g der Tastemnsu umente, genau ge-
stimmf, — 40 einer Schwingung weniger machen als das reine §. Das reine

e maché, wie sich ergiebt, wenn man 880 mit T multlphmrt, 660

Schwingungen. Das ¢ der Tasteninstrumente soll aber um m ‘ganzen

Ton hoher stehen. Die Formel (2) giebt 2 = 0,007936, daher
Az = 8,23776; folglich muss das & der Tasteninstrumente nahe 5L
Schwmouuuen mehr machen als das reine é. *)

*) Nach Delezenne's Versuchen (s. die oben angefiibrte Abhandlung im Recues! des
travaux de la soc. des sc. de Lille p. 8 ff.) vermag das feinste musikalische Gehior noch
zwel Tone zu unterscheiden, die nur um 0,2807 des syntonischen Komma's differiren,
wenn dlese Tine nicht gleichzeitig, sondern we chselsweise gehort werden. Diese

Differenz ist — 0,00503 der Oclave oder = ﬁ_g des ganzen Tons und entspricht dem

287sten Theil der Schwmgungszahl des tieferen Tons, Nach demselben unterscheitlat
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§ 22.

Die durch die Intervalle ausgedriickten Unterschiede der Tone las-
sen sich anf eine dem Gefithlseindruck, den sie machen, entsprechende
Weise versinnlichen. Denkt man sich niimlich das Intervall 1 der Octave
"mit dem Grundton als den Umfang eines Wreises, dessen Halbmesser
also — 2—4;; = 0,15915 seyn muss, so werden alle itbrigen Intervalle
Bogen dieses Kreises, deren zugehorige Mittelpunktswinkel sich leicht
bestimmen lassen. Denn offenbar ist, wenn der dem Intervall @ ent-
sprechende Winkel — w,

360%: w=—1:2; alsow=—uzx.3600
Hiernach ergeben sich fiir die dreizeln Hauptintervalle folgende Werthe
von w, denen wir unter »' die Werthe heifigen, die den durch Zwolitel
der Octave ausgedriickten Intervallen der Tasteninstrumente entsprechen.

w w

1) Prime 0 0 " o0

2) kleine Secunde 330 31 300

3) grosse Secunde 610 10 Goo

&) kleine Terz 940 10’ 90¢

5) grosse Terz 1150 53" 1200

6) Quarte 1490 24" 1500

7) iibermissige Quarle 1770 42" 1800

8) Quinte 2100 36" 2100

9) kleine Sexte 2440 7T 2400

10) grosse Sexte 2680 19" 2700
11) kleine Septime . 2982 50° 3000
) grosse Seplime 3260 29° 3307

} Octave 3600 0" 3600

1
dagegen das ungeiibte Obr genau nur die Hillte dieser Differenz oder 759 & ganzen Ton.

Der Unterschied zweior gleichzeitig gehorler Tdne wird bemerkbar, wenn er 0,84

Komma == “ 3 Sanzer Ton betriigt, was dem 96sten Theil der Schwingumngszahl des

¥
er ist mehr als evident bei 1,1] Komma == §p ganzer Ton

ot

tieferen Tons entsprlcht'

oder — der Schwingungszahl. Grisser ist die Reizbarkeit des Ohrs bet consonirenden

64
Tonen. Das feine Gehir der Musiker unterschied bei Delezenne cine Differenz der
1
Quinte von 0,1461 Komma == 6§75 ganzer Ton, das ungeiibte Ohr wieder nur die

Hilfte. Bei der grossen Terz betrug der merkbare Unterschied nur 0,284 Komma oder

A ganzer Ton.
338 °°
3*
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Diese Werthe von # und ' mit ihren zugehdrigen Bogen stellen die
Figuren 1 und 2 dar. Man kann in ihnen den Halbmesser nach seinen
verschiedenen Lagen als das der Lage des Tons gegen den Grundton
entsprechende Bild ansehen. Oc stellt dann den Grundton, Od? die kleine
Secunde, 0d die grosse Secunde, O¢? die kleine Terz vor u. s. w.; durch
Ok, die grosse Septime, kehrt endlich in Oc¢, der Octave, der Ton zur
Lage des Grundtons zurtick. Im Uebrigen rechtfertigt sich hier die Be-
nennung der Sexten und Septimen als umgekehrter Terzen und Secunden
auch anschaulich. Denn lisst man den Halbmesser, nachdem er den
ganzen Umfang des Kreises beschrieben, umkehren, so sind die Secun-
den und Terzen, die er dann von der Octave aus erzeugt, die Seplimen
und Sexten des Grundtons. Ebenso fillt die durch diese umgekehrte
Drehung beschriebene Quarte mit der Quinte des Grundtons yusammen.*)

g 23.

Diese Drehung des Halbmessers giebt jedoch von der Verdnderung,
welche der Ton erleidet, wenn er von dem Grundton allmilig zur Octave
ithergeht, nur ein unvollstindiges Bild; denn die Octave ist bei aller
Verwandtschaft mit dem Grundton doch ein von diesem unterscheidbarer
Ton. Man sagt nun zwar, sie sey der Grundton in einer hheren Lage,
ohne aber dariiber eine deutliche Auskunft zu geben. Nahe genug liegt
lier die Bemerkung, dass, da die Aenderung der Téne eine allmilige ist,
diese hohere Lage nicht ploizlich, erst mit der Octave, eintreten kann,
sondern ein stetiger Uebergang zu ihr stattfinden muss.

Wir erhalten hieriiber eine villig geniigende Aufklirung, wenn wir
der Gleichung y = 22, die den Zusammenhang zwischen der relativen
Schwingungszahl y eines Tons und seinem Intervall # mit dem Grund-
ton darstellt, eine angemessene geometrische Auslegung geben. Wie
nimlich die Werthe von « durch Bogen eines Kreises, so konnen die
Werthe von y durch gerade Linien dargestellt werden, die in den End-
- punkten jener Bogen senkrecht auf der Ebene des Kreises stehen. Offen-
bar liegen dann diese die Werthe von y darstellenden Geraden in der
“krummen Fliche eines Cylinders, der jenen Kreis zur Basis hat, ihre
Endpunkte in einer sich um den Cylinder windenden logarithmischen

* Auf diese bildliche Darstellung hat uns eine Stelle in Newton’s Optik (Lib. L
Pars 1I. Prop. Vi) geleitet, auf die wir im II. Anhang zuriickkommen.
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Spirale. Da fir z == 0, y = 1, so0 ist der Abstand des dem Grandion
entsprechenden Punkles dieser Spirale von der Basis des Cylinders == 1;
und da fiir # = 1, y == 2, so ist der Abstand des der Oclave entspre-
chenden Punktes doppelt so gross. Jeder zwischenliegende Ton, fir
welchen immer 1> 2 > 0 und 2 > y > 1, hat seinen enlsprechenden
Punkt in der Spirale. Hicrnach stellen also # und ¥ die Coordinaten einer
logarithmischen Spirale auf der Fliche eines geraden Cylinders dar, und
kann ¥ als die absolute Hoéhe des Tons, @ als seine Abweichung
von der Richtung des Grundtons bezeichnet werden.

§ 2k.

Setzt man y ~— 1 ==, so driickt » die relative Hohe des durch
die relative Schwingungszahl y gegebenen Tons in Bezug auf die Hehe
seines Grundtons, oder kiirzer die Erheb ung des Tons iiber den Grund-
ton aus; dann ist also

Die Werthe von z werden dargestellt durch die Abstinde der Punkte
der Spirale von der Ebene des Kreises, die parallel zu der Ebene der
Basis durch d en Punkt der Spirale gelegt wird, welcher dem Grundton
entspricht; oder 2z und y sind die Goordinaten der Spirale, welche sich
auf diesen der Basis parallelen Schniit des Cylinders bemehen

Dies veranschaulicht Figur 3, in derce g, h¢ dcn eben bezeich-
neten Kreis, ¢ ¢ g k¢ die Spirale auf der Cylinderfliche perspectivisch
darstellt. Wie man leicht erkennt, bezeichnen die Buchstaben ¢, de, d,
e, e u.s.w. die den gleichnamigen T6nen in der Spirale entsprechenden
Punkte: die Bogen ¢d?, ed,, ce!, ce, u.s.f. oder die ihmen zugehdrigen
Mittel punktswinkel cOd?, ¢Od,, cOe}, ¢Oe, u.s.w. stellen die Abweichun~
gen der Tone d?, d,, ¢!, e, w.s.w. von der Richtung des Grundtons ¢
oder die Intervalle dar; ferner die Geraden dbd?, dd,, e’ef, ee, u. s. W.
die Brhebungen derselben Tone iiber den Grundton. Die Tone selbst
endlich, deren Verschiedenheit von dem Grundton hiernach eine aus der
Abweichung und Erhebung zusammengesetzic ist, werden nach
beiden Unterschieden ihrer Lage gegen denselben dargeslellt durch die
Linien 4d*, 2d, 8¢, ke u.s.f., die den Halbmessern Ody, Od,, 0e!, Oe,
w s. f. des Grundkreises resp. parallel sind. Der Octave entspricht also
dic Linie 19¢, welche der Oc parallel ist. Man kann denmach sagen,
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dass die Octave zwar nicht mit dem Grundton zusammenfillt, aber des-
sen nichster paralleler Ton ist.

Nach dieser Darstellung ist nun das der stetigen Aufelndndelfo]ge
der Téne entsprechende Bild nicht sowohl die logarithmische Spirale
auf der Cylinderfliche, als vielmehr die Schraubenfliche, welche
ein Halbmesser des Cylinders beschreibt, wenn er in der Axe des Cy-
linders sich erhebt und sich zugleich um dieselbe dreht, und zwischen
Erhebung und Drehung die Relation # == 2° — 1, oder.was dasselbe,
x = log, (1+ u) stattfindet. Hebt man, wie in der musikalischen Ton-
folge ¢, d, e, f, g, @, h, ¢ geschieht, nur eine bestimmte Anzahl von To-
nen, mit Ueberspringung der zwischenliegenden, aus, so geben die
ihnen entsprechenden Linien das Bild einer Wendeltreppe. Die Ausdriicke
Tonleiter, Tonstufen sind also, wenn man zugleich an diec Win-
dung der Leiter denkt, in der That sebr treffend gewshlt.

Fig. 4 stellt in verkleinertem Massstab der Hohen den auf den Axen-
schnitt des Cylinders projicirten Laaf der Spirale der Téne durch mehrere
Octaven dar. Da die relative Schwingungszahl der ersten unteren
Octave des Grundtons der Spirale — % ist, 80 nimmt die zu dieser {ih-
rende Windung hinsichtlich der Hshe einen halb so grogsen Raum ein

- als die Windung, welche vom Grundton zur ersten oberen Octave
fithrt. Aus gleichem Grunde nimmt die von der ersten zur zweiten
unteren Octave fiuhrende Windung den vierten Theil des Raums der
erslen obern em dagegen streckt sich die Windung von der ersten obern
Octave zur zweiten obern durch einen doppelt 8o grossen Raum als der
ist, welchen die Windung zwischen dem Grundton und der ersten obern
Octave einnimmt u. s. f.¥) |

*} So viel mir bekannt, hat zuerst W. Opelt (Ueber dis Naiur der Musik. Plauen .
und Leipzig, 1834. 8. £3) die obige cylindrische Spirale zur Versinnlichung der Ton—
reihe benutzt. Von der Schraubenfliche, 'die mir das Bild erst zu vervollstindigen
scheint, macht er keinen Gebrauch.
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IILL

VON DER NOTHWENDIGKEIT DER TEMPERATUR UBERHAUPT,
INSBESONDERE DER GLEICHSCHWEBENDEN.

Die Musik ist, schon um der Leichtigkeit ihrer Ausiibung wilten,
gendthigt, sich auf eine massige Anzahl von Ténen zu heschriinken.
Bei der Auswahl derselben geht sie von der Tonreihe aus, wrelche die
diatonische Dur-Scala heisst und als die einfachste natiirlich-wohl-

gefillige Tonfolge (die Grundlage aller Melodie) betrachtet wird. Sie
besteht bekanntlich aus dem Grundton oder der Prime, grossen Secunde,
grossen Terz, Quarte, Quinle, grossen Sexte, grossen Septime und
Octave. An sic schliesst sich die diatonische Moll-Scala an, deren
Bau, wenigstens nach der gewdhnlichen Ansicht, sich dadurch von der
Durscala unterscheidet, dass beim Aufsteigen von der Prime zur Oclave
die kleine Terz an die Stelle der grossen, beim Herabsteigen von der
Octave zur Prime aber iberdies noch die kleine Septime und Sexl(e resp.
an die Stelle der grossen Septlme und Sexte tritt. Die modernec Musik
verlangt aber noch weiter, dass die zum musikalischen Gebrauch aus-
gewtihlten Tone von der Art seyn sollen, dass von jedem derselben,
wenn er zum Grundton oder zur Octave eines Grundtons gemacht wird,
mittels der ausgewihlten Tone auf- und abwirts sowohl eine Dur- als
eine Mollscala sich darstellen lisst. Der Bezeichnung nach unter-
scheidet die Musik mindestens 241 (mit Einschluss der Octave 22) Tone,
nimlich die sieben Haupttone C, D, E, F, G, A, Il und die zwischen
liegenden elhohten und ernicdrigten C%, D%, %, IF%, G¥, A% II%; D, L L,
F*, Gb, A?, HY, ¢*, die in den gangbaren Duar- und Moll-Tonarten vor-
kommen. Dic ungewohnlicheren Tonarten machen doppelte Erhohungen
und meedu"nn"cn der ITauptténe nothwendig und w iirden also die




40 M. W. Drosisci,

Zahl der Tone vermehren. Ob die erhohten und erniedrigten wirklich
oder nur der Bezeichnung nach von einander verschieden sind, lassen
wir zunichst unersriert, eben so dies, wie gross ihre Verschiedenheit
von den Haupttonen ist, auf welche sie sich bezichen. Beides wird sich
von selbst aus den Stellen ergeben, die sie in den Scalen der Tonarten
einnehmen, in denen sie sich als nothwendige Mittelglieder zwischen
den Hauptténen einschalten. Denn diese Stellen bestimmen vermoge des
Gesetzes der Tonleitern ihr Intervall und ihre relative Schwingungszahl
in Bezug auf den Grundton der Tonart und konnen daher als die Defi-
nitionen der in jeder Tonart vmkommenden erhthten und erniedrigten
Tone bhetrachtet. werden.

- ' - ' § 26. |
Seizen wir namlich, um die Grossen der Intervalle, anstatt cdurch
Decimalbriiche, einfacher durch ganze Zahlen auszudriicken, das Inter-
vall der Octave mit dem Grundton = 1000, so erhalten die Intervalle,
welche die Dur-Tonleéiter bilden, folgende Werthe:

gr. Secunde, gr. Terz, Quarte, Quinte, gr. Sexte, gr. Septime,
170 322 415 8885 737 - 907

deren Genauigkeit, da ein Tausendtel der Octave — 470 des gan7e11
Tons, fiir unsern Zweck vollkommen zureichend ist. Eben so sind dann
dieWerthe der lntervalle, welche die Moll- Tonle1ter charakterisiren,
folgende:
kleine Terz, kleine Sexte, kleine Septime
263 678 830

Wir kénnen nun hieraus fiir jede Tonart, in welcher dag Intervall
des Grundtonb mit dem absoluten Grundton € gegeben ist, die Intervalle
finden, welche die Tone ihrer Dur- und Moll-Scala mit € bilden, wenn
wir das Intervall des Grundtons successiv zu den obigen Intervallen der
grossen Secunde, grossen (kleinen) Terz, Quarte, Quinte, o grossen (kiei-
nen) Sexte, grossen (kleinen) Septime addiren, und, wenn wir die Téne
in der gewshnlichen musikalischen Weise bezeichnen, die Intervalle der
erhthten und erniedrigten Haupttsne mit ¢ bestimmen, woraus sich dann
auch ihre relativen Schwingungszahlen -ableilen lassen. Wn fuhren dies
zuerst in Be4u0 auf die erhohten Tone aus.
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1) Fur C-dur ist
C=0, D=170, E =322, F—= 415, G = 585, A =137,
H — 907.
2) Fir G-dur wird durch Addition von 885 zu diesen Scalen-
werthen
G =585, A="T85, H=0907, ¢ =1000, d =1470, e = 1322,
[ = 1492;
wodurch f# bestimmt ist und I# — 492 folgt, zugleich aber auch er-
Lellt, dass hier A einen um 18 hohern Werth hat als in G-dur.
3) Fur D-dur wird eben so
D =190, E — 340, I'* = 492, G = 885, 4 =788, H = 907,
= 1077,
wo I'# denselben Werth wie in G-dur hat, und ¥ = 77 wird, E aber
einen um 18 hohern Werth erhilt als in C- und G-dur.
4) Fur A-dur ergiebt sich, wenn nach C-dur A = 737 geselzt
wird,
A=—"737T, H= 907, #=10589, d=—=1152, ¢ = 1322,
[# =174, g% = 1644, ‘
also G¥ = 89, F#% — i74, G* = 64&; zugleich D == 152.
5) Fir i-dur wird, vorausgesetzt, dass E — 322,
E = 3“7‘9 F# — 492, G* — 644, A — 737, I == 907,
- = 1089, d¥ =1229; |
also CF = 59 wie in A-dur, D¥ — 229, I* — 492, wie in G- und
D-dur, G¥ — 644, wie in A-dur.
6) Fir H-dur wird
H =— 907, c¢# = 1077, d* = 1229, e — 1322, [% = 1492,
gt == 164k, a* = 18’14;_
also C# = 77, wie in D-dur; D¥ = 229, wie in L-dur; % = 92,
wie in G-, D- und E-dur; G% = 644, wie in A- und E-dur; A% = 81 k.
1) Fir Fis-dur ergiebt sich eine doppelte Reihe von Bestimmun-
gen, je nachdem J'#— 474 oder =— 492 gesetzt wird, von denen keine
der andern vorgezogen wer den kann, indess wir in A-, E- und D-dur,
da diese Grundtone fest bestimmt sind, die Werthe A = T58, E' = 340,
D =— 152, die sich aus G-, D- und A-dur ergeben, zum Grunde zu
Jegen nicht wagen konnten. Es ist daher entweder
F#— 474, G = 64k, A% =796, Il — 889, & = 1059,
df = 1211, & — 1381
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woraus die neuen Bestimmungen von A#—"796, H— 889 und D% =211

folgen und ¥ = 381 sich ergiebt; oder es.ist
e — 492, Gf = 662, A% = 81k, H =907, & = 10717,
dfF =— 1229, e# =— 1399;
wo I'# — 399 wird, die ibrigen Bestimmungen aber mit zuvorgefun-
denen tibereinstimmen.
8) Eben so crgiebt sich fur Gis-dur eine Doppelscala, nimlich
entweder |
i — B9, D¥ = 229, E¥— 381, IF*%=— Tk, G* == 6L},
A¥ — 796, H#* — 966,
wo nur [I* =— 966 neu ist; oder es wird
C¢ = 77, D¥ = 247, E* =399, =192, G* == 0662,
. A% — 844, H% — 98%;
wo also D¥ = 247, H% =— 984, die iibrigen Werthe nicht neu sind.
Untersuchen wir die Moll-Tonarten, welche auf erhshte Tone fith-
ren, so ergiebt sich
9) Fir A-moll :
A="7387, H=—907, ¢=1000, d= 1182, ¢ = 1322,
f=141b, g = 1867 ;
wo G =— 567 eine neue Bestimmung ist.
10) Fir If-moll wird ‘
EF—322, M%—=—1492, & :’585, A =737, H="709,
, c=—1000, d—=— 1152;
woraus keine neuen Bestimmungen folgen.
1) Fir I-moll wird ,
H—=907, *#=1077, d=—1170, e— 1322, [%_—= 1492,
g = 1885, a = 1737;
woraus ebenfalls nicht Neues folgt.
12) Fis-moll giebt fur F# = £74, : S
F# — &7k, GF =064k, A ="737, =889, & =1059,
' d=—=1152, ¢e= 1304, '
wo nur F = 304 neu ist; fir F¥ = 492 aber wird .
Pt = 192, G% =602, A==755, H= 907, &= 1077,
' d=—=14170, e = 1322; ‘
worin keine neue Bestimmung enthalten ist.
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13) Cis-moll giebt entweder
G =59, D¥ =229, F =322, I'% — 474, G¥ = Gk%,
A ="1737, H=—889;
oder .
Ct —= 177, D¥ = 247, E — 340, I'* = 492, G¥ == (062,
' A ="T85, H=—907;
welche Werthe sdmmtlich nicht neu sind.

14) Fir Gis-moll wird entweder
G* =— 644, A" — 814, H = 907, ¢# = 1059, df = 1220,
e = 1322, [* = 14Tk;
oder
G — 669, A% — 832, H == 925, ¢* = 1077, &&= 1247,
‘ e =— 1340, {%—=—1402;
wo A* =— 832 und H == 925 neue Bestimmungen sind.

15) Dis-moll endlich giebt entweder
Dt — 241, E%=— 381, %= A&7k, G*= G26, A* =796,
| H — 889, ¢#=1041;
wo G =— 626 und ¥ = &1 neu sind; oder .
D% — 929, E* = 399, F¥#=— 192, G% = Gik, A%= 814
| H =907, ct==1059;
wo keine neuen Werthe erscheinen; oder endlich
Dt == 247, E* — k17, F¥=510, G*= 662, A%=—= 832,
- H-— 925, & ==1077,
wo E# = 447 und F# = 510 neue Bestimmungen sind.
Offenbar kinnten auch die aufgefundenen dritten Werthe von (%,
F* G* in den gleichnamigen Dur- und Moll-Tonarten zu Grunde gelegt
werden, was wiederum zu neuen Bestimmungen fiihren wiirde.

§ 27.
Versuchen wir in gleicher Weise die Bestimmung der ernicdrigten
Haupttone.
1) F-dur gicht
P k18, G = 585, 4 = T37, II* — 830, ¢ == 1000,
d= 1152, e==1322;
wo. If* = 830, alles Usbrige schon bekannt ist.
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2) Fir B-dur wird
H® — 830, ¢ == 1000, d = 1182, ¢’ = 1245, == 1415,
g:’|567, CL:’|737; .
woraus Ji* =— 245 folgt; die tibrigen Bestimmungen sind nicht neu.
3) Tir Fs-dur wird |
Bt — 248, = k5, G =567, A= 0660, H" —
c== 982, d=—=1152;
wo A% = 660 und ¢ =— 982 ncu sind.
k) Fur As-dur wird
A" = 660, H* = 830, ¢ = 982, d’ — 1075, ¢’ — 1245,
f= 1397, g__ 15067 ;
woraus folgt D* =175, = 397.
8) Fiir Des-dur ergiebt sich ‘
Db =178, E' =245, =397, G*'= 490 A? = (60,
_ - HP = 812, "¢ =— 982;
also Gb — 490, H’-— 812.
6) Fiir Ges - dur wird
G? — 490, A" — 660, H®> — 812, ¢ = 905, d* = 1075,
e’ = 1227, f=1397;
wo ¢ — 905 und E* — 227 neu sind.

830,

Die gefundenen zweiten Werthe von L’ — 227 und H® = 812
konnten wieder in Es-dur und B-dur zum Grunde gelegt werden. Wir
iibergehen jedoch die Ausfihrung und wenden uns zu den Moll-Ton-
arlen. Hier giebt

7) D-moll : , ‘

D =170, E =840, F = 4i33, G — 585, A — 785,

H' — 848, ¢ = 1000; |
wo F' == £33 und I* — 848 neu sind.
8) G-moll giebt
G = 585, A=="788, H* = 848, ¢ = 1000, d= 1170,
e = 1263, f=1415;
woraus folgt E* — 263.

9) Fir G-moll wird 7 ' ' '
C=0, D=170, E* =263, F= 415, G =585, A" = 678,
II* = 830;

wo A% = (78 neu isl.
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10) Fiir F'-moll wird
F=—1415, G— 585, A= 678, H'==830, ¢= 1000,
' dP = 1093, eb = 1245;
also D* = 93.
11) Fir B-moll wird entweder
' — 830, ¢=1000, d*=1093, e&* = 1245, f= 1415,
g* = 1508, a* = 1660;
wo G* — 508 neu; oder .
CHP =— 848, ¢ == 1018, &= 1111; et ==1203, [= 1433,
. gb:’lﬁﬂﬁ, (bb:4678;
wo ¢ = 1018, D* —= 114, G* = 520 neu.
12) Fir Es-moll wird eatweder
Bt — 297, F==397, G'= 490, A®= 0i2, H'= 812,
¢ — 905, d® — 1057,
wo A? =— 642 und D® == 57 neu sind; oder _
Bt — 248, F= ki5, G'== 508, Ab = 660, II" = 830,
¢ — 923, d' = 1075;
wo ¢! = 923 neu; oder
I — 263, F— £33, G' =526, A’= 0678, II'= 8IS,
. ot — 941, db = 1093;
wo ¢ =941 neu ist.
13) Fur As-moll endlich ist entweder
AP — 642 HP = 812, ¢ = 908, d*= 1087, ¢ = 1227,
fb==1320, g*=1412;
woraus folgt F¢= 320 und G*=472; oder
Ab == 660, I = 830, Cb: 923, dh = ’1075, P 42:’15,
ft= 1838, g°®==1490;
woraus I"? = 338; oder
Ab =— 678, HP = 848; "= 941, db — 1093, ¢* = 1263,
v ==1386, ¢’ ==1508;
woraus F? =356,
Tis konnten nun wieder die aus den Moll-Tonarten gefundenen
neuen Bestimmungen den Dur-Tonarten zum Grunde gelegt werden,
was abermals auf nene Werthe fithren wiirde. Unser Zweck ist jedoch

schon durch die gewonnenen Resultate vollig erreicht,
§ 28.
Ts zeigt sich namlich, dass sich die Intervalle zwischen den er-
hihten und erniedrigten Hauptténen und dem Grundton, folglich auch




LG M. W. Drosiscy,

ihre relativen Schwingungszahlen gar nicht schlechthin, sondern
nur bedingungsweise bestimmen lagsen, niimlich unter der Voraus-
setzung, dass die Scala einer oder der andern Tonalt in der sic
vorkommen, rein sey, d.h. aus reinen Intervallen bestehe. Es erhellt
nun aber aus dem Vorstehenden, dass wenn jeder dieser Tone nur
cinen Werth hat, diese Reinheit fiir alle Tonarten zugleich
unmoglich ist, ja dass dieselbe sogar fir die Haupttone mehrfache
Werthe erfordern witrde, so dass dieselben Tonbezeichnungen, je nach
der Verschiedenheit der Tonarten, verschiedene Bedeutung hahen miiss-
ten. Die Reinheit aller Tonarten ist also eine Forderung, der in prak-
tisch ausfuhrbarer Weise nicht Geniige geleistet werden kann. Es kommt
daher zuntchst in Frage, ob sich aus den gefundenen rnchlfachon
" Werthen der erhohlen und erniedrigten Haupttbne eine solche Auswahl
treffen lisst, dass die Abwelchunoen von der Reinheit, die dadur ch in
den meisten Tonarten entstehen miissen, dem musikalischen Gehor ent-
weder unmerklich oder doch-ertraglich sind.

§ 29.

Bine Auswahl dieser Art bietet nun zuntichst folgende Tabelle dar,
die sich, soweit sie die relativen Schwingungszahlen (y) betrifft (denen
wir die Intervalle () beigefigt haben}, in allen physikalischen Lehr-
biichern und akustischen Schriften, mit geringen Modificationen in ein-
zelnen Bestimmungen, wiederholt.

y z. oy @
c 1 ==1,000 | 0,000 | 6&* |2 .— 1440 | 0,526
Gt | Sp==1,042 0,089 | & | 4 =1,500 | 0,885
Db A% ==1,067 | 0,008 | GF | 25— 1562 | 0,64k
D 2= 1,125 | 0,470 A | 2 —=1,600 | 0,678
Dol gasT [ 0,210 | A4 | S =1,667 | 0,737
E' | & =1,200 | 0,263 | 4% | 12— 1736 0,796
E | £ =1250 0822 I |1 =1778| 0830
F' .| 3 =1280 | 0,386 | H |21%=—=1_875] 0,907
Fo| £=1,333] 0615 | o | 451020 0,94
F# | 22 —=1,389 | 0,474 ¢ 2 = 2,000 | 1,000
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Man kann aus ibr fiir jede Tonart die Grasse der die Dur- und Moll-
gcala bildenden Intervalle bestimmen, wenn man das Intervall des Grund-
tons von den Intervallen der Tone, welche von ihm die grosse Secunde,
kleine und grosse Terz u. s. w. sind, subtrahirt. Hierdurch ergeben sich
folgende zwei Tabellen, in denen wieder zur Vereinfachung das Inler-
vall der Octave == 1000 angenommen ist.

‘ L. Dur.

Grundion | gr. Secunde | gr. Terz Quarte Quinte gr. Sexle jar. Septime
() 170 322 15 585 737 907
G 152 322 | 415 585 131 889
D 152 304 18 5617, 737 389
A 170 | 322 £33 585 737 907
E 1562 322 418 585 737 889
H 152 304 £13 867 737 889
Ir# 170 322 433 585 737 882
G 152 297* k15 585 737 882 x=

K 170 322 15 585 "T85 907
H* 170 340 £33 585 755 907
E¢t 152 322 15 567 737 907
Al 152 322 £15 585 737 907
Dbl 322 | 433 | B85 | 737 | 907
G? 152 304 |- 15 567 737 889

: ' ' II. Moll.

Grundton [ ar. Secunde ] kl. Terz Quarte - | Quinle kl. Sexte |kl Septime
A 170 263 £33 585 678 88
E 152 - 263 k15 585 | 678 S48
H - 152 263 415 567 678 830
F# 170 263 £33 585 696 848
C* 182 263 s | 886 G718 848
G 152 263 k15 567 678 830
D# 145 263 £33 585 696 848
D 152 © 245 15 BGT 660 830
G 152 245 £13 585 G678 ¥30
G 170 263 A5 585 678 830
I 170 263 415 585 678 848
H | 170 263 433 BB 696 818
E! 152 263 415 567 678 830

CAY 152 263 A5 585 678 BES

* Es ist hier, so wie in Tab. II, angenommen, dass E#, was in der obigen Tabelle
iibergangen wird, == F® sey, was ein von den iibrigen Bestimmungen der grossen Terz
weniger abweichendes Resultat giebt als dic Annahme, dass ER == [ sey.

*#) Hier ist, wie in Tah. II, angenommen, dass das in der Tabelle {ibergangene
H% — ¢ und nicht == ¢ sey, da erstere Annahme Dbesser mit den iibrigen Wertlien der

grossen Septime iibercinstimmt.

R
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§ 30.

Von diesen Tabellen zeigt nun die erste nur in C-dur eine Scala,
deren Intervalle rein sind. Von den iibrigen Dur-Tonarten sind die Sea-
len in G-dur und E-dur, in A-dur und Des-dur, in D-dur, H-dur und
Ges-dur unter einander vollig gleich, und zwar weichen E-dur und
G-dur in der grossen Secunde und grossen Septime, A-dur und Des-dur
nur in der Quarte, D-dur, H-dur und Ges-dur aber in der grossen Se-
cunde, grossen Terz, Quinle und grossen Septime von der reinen G-dur-
Scala ab. Was die ande'rn einzeln stehenden Tonarten betrifft, so weicht
I'~dar nur in der grossEn Sexte, As-dur nur in der grossen Secunde,
Fis-dur in’ der Quarte und grossen Septime ,‘ Cis-dur in der grossen Se-
cunde, grossen Terz und grossen Septime, B-dur in der grossen Terz,
Quaute und grossen Sexte Ls-dur m der grossen Secunde und Quinte
von der Reinheit ab.. :

Die zweite Tabelle zeigt nur C-moll rein. - Von den anderen Moll-
tonarten sind die Scalen in E-, Cis- und As-moll, in Fis- und B-moll, in
H-, Gis- und Es-moll unter einander gleich, und zwar weichen I,~ Gis- und
As-moll in der grossen Secunde und kleinen Septime, Fis- und B-moli
in der Quarte, kleinen Sexte und kleinen Septime, I-, Gis- und Es-moll
in der grossen Secunde und Quinte von der reinen Mollgscala ab. Was
die tibrigen Tonarten betrifft, so weicht von der Reinheit ab F-moll in
der kl. Septime, A-moll in der Quarte und k. Septime, G-moll in der
grossen Secunde und kleinen Terz, D-moll in der grossen Secunde,
kleinen Terz, Quinte und kleinen Sexte, Dis-moll in der grossen Secunde
Quarle, kleinen Sexte und kleinen Septime.

Untersuchen wir die Grosse dieser Abweichungen , so finden wir
die der grossen Secunde in Dz's—moll = 0,025 der Octave d. 1., da 0,170
der grosse ganze Ton, =  des ganzen Tons in allen tibrigen abwei-
chenden Tonarten — 0, 04 8 der Octave, nahe — b ; ganzer Ton, was
nach § 19 dem syntonischen Komma entsprlcht Die Abwemhung der klei-
nen Terz von der Reinheit ist in - und G-moll == 0,018 Octave, entspre-
chend dem syntonischen Komma.-Die grosse Terz ist in D-dur, H-dur und
‘Ges-dur um ein syntonisches Komma tiefer, in B—dm um eben so viel hoher
als die reine, in Gis-dur steht sie um 0,025 Octave = 6 5 ganzen Ton tiefer.
Alle abweichenden Quarten stehen um ein syntonlsches Komma heher,
alle abweichenden Quinten um ebensoviel tiefer als die reinen. Um

.
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‘dasselbe Komma steht die kleine Sexte in D-moll gegen die reine zu tief,
+in Jis-, Dis- und B-moll zu hoch; desgleichen steht die grosse Sexte
um ebensoviel in J- und'B dur za hoch. Die abweichende kleine Septime
steht durchgingig um ein syntomsehes Komma hoher als die reine; die
grossn Septime. endlich steht in Fis- und Cis-dur um 0,028 Octave
= E,'s ganzer Ton, in den ubrigen abweichenden Tonarten um ein syn-
tonisches Komma zu tief. .
Diese AbVVGlC.]Jll[lf"En von 5+ und =5 ganzer Ton sind viel zu ' De-

triichtlich, als dass sie nicht dem musxkahschen Gehor, zumal bei Quar- ‘
ten und Quinten, anstOSSIg seyn sollten. Man kann daher behaupten, -

dass die obigen ‘akustischen Bestimmungen, ausser in C-dur und
C—moll, keine einzige ganz befriedigende Scala. geben, da-
her musikalisch unbrauchbar sind. Eine andre Auswahl unter
den gefundenen mehrfachen Werthen der erhthten und erniedrigten
Tone wiirde zwar fiir mehrere Tonarten bessere, fiir andere aber immer
wieder mangelhafte Scalen geben.*)

g 31.

Erhellt nun hieraus die Unmoglichkeit, bei der Annahme von 19
verschiedenen Tonen Werthe derselben zu finden, welche in:allen Ton-
arten reine Scalen geben, so besteht diese Unméglichkeit fort, auch wenn
21 Tone unterschieden werden, nimlich E* und H* selbstindige Werthe
erhalten, was nur auf Fis-dur, Gis-dur und Dis-moll Einfluss hat. Noch
viel weniger aber kann von reinen Scalen die Rede seyn, wenn sich die
7ahl der Tone, wie dies auf den Tasteninstrumenten der Fall ist, auf 42,
reducirt. Es bleibt also nur iibrig zu versuchen, ob sich die Intervalle
der die Scalen bildenden Tone, und mit ihnen ihre relativén Schwingungs-
zahlen so abandern lassen, dass mit Aufopferung der vélligen Rein-

heit in allen Tonaiten eine geniherte Reinheil der Sealen erhalten -

wird. Diese nothwendige Ab#nderung der Tonbestlmmunoen heisst nun

bekanntlich die Temperatur der Téne. Je nachdem durch sie das In- .

tervall eines Tons mit dem Grundton grosser oder kleiner gemacht wird
als das reine, sagt man dass der Ton aufwirts oder abwirts
schwebe. Die Temperatur kann nun entweder so beschaffen seyn,
dass einige Tonarten duarch sie reiner werden als die andern, oder von

# Vgl. hieriiber den I. Anhang.
_ Abhandl. d. K. S. Ges. d. Wissensch. 1V. 4
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der Arl, dass alle Tonarten gleichviel von der Reinheit abweichen, also
in allen Tonarten dic gleichnamigen Intervalle von den reinen gleichviel
vorschieden sind. Die erstere Art der Temperatir heisst die ungleich-
schwebende, die andre die gleichschwebénde. Wir wollen zu-
nichst diejenige ungleichschwebende Temperatur in einfacher Weise ab-
leiten, die vor allen andern fiir die beste gilt, die Kirnbergersche.

@

§ 32.

‘Beschrinkt man sich auf die zwolf Tone der Tasteninstrumente und
‘seizt'also C# =D, D¥ = E° E¥ = F, I'* = E’ F# — G, G# —= A?
A% == H* H#% — ¢, ¢® = H, so bleiben nur zwolf Tonarten in Dur und
in Moll ibrig, nimlich G-, G-, D-, A-, E-, H-, F-, B-, Es-, As-, Des-,
Ges-dur, und A-, E-, H-, Ifis-, Cis-, Gis-, D-, G-, G-, F-, B-, Es-moll.
Da nun die Intervalle der sieben Haupttone vollkommen sicher bestimmt
sind, so kommt es vor Allem darauf an, ihre akustischen Werthe mog-
lichst beizubehalten und dennoch fiir die nach ihnen benannten Ton-
arten moglichst reine Scalen zu finden. Vergleicht man nun zunichst die

n § 26 und 27 gefundenen Scalenwerthe fiir C-, G-, D-, E- und F-dur,
so wie fiur E-, H-, D- und G-moll, so zeigt es sich, dass wenn in allen
diesen Tonarten die Scalen rein seyn sollten, in G-, £-, und F-dur, so
wie in E- und H-moll A = 0,737, dagegen in den itbrigen Tonarten
A == 0,755 seyn miisste. Wir werden nun fiir alle diese Scalen in
Bezug auf 4 eine geniiherte Reinheit erhalten, wenn wir das Mittel aus
diesen Wer Lhen mit Beriicksichtigung der Zahl ihres Vorkommens, neh- '
men, was = - (a 0,737 + 4£.0,755) =— 0,745 1st Hierzu gehort die
relative Schwmgungszahl 1,676, die von 4,677 = nur -wenig differirt.

Durch Annahme dieses Werthes von A erd nun in A-dur

(% = 0,067, I'* = 0,482, G* = 0,652. Da nun in D-dur, H-dur und

" H-moll C# = 0,077, dagegen in E-dur C* — 0,059 ; da ferner D* — C#
in, F-moll'== 0,093, so ergiebt sich im Mittel C* = D’ = - (0,059
40,067 43.0,077 4 0,093) = 0,075, wozu die relative Schwingungs-

zahl des diatonischen halben Tons (§ 19) 322 gehdrt.

Ferner ist in E-dur und H-dur D* = 0,229, in G-moll und C-moll
E—= 0 263 in F-moll aber E* — 0,245. Hieraus folgt im Mittel .
D% — B — 5 (2.0,229 + 0,245 4 2.0,263) = 0,246, wozu die re-
lative Schwingungszahl 1,186 gehort, welche —2—% ==1,185 nahe kommt.
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Weiter ist in G-dur, D-dur, E-dur, H-dur, E-moll und H-moll
% — 0,492, in A-dur, wie bemerkt, F# — 0,482; daher im Miltel
F# = G* = (0,482 4 6.0,492) = 0,491, wozu die relative Schin-
gungszahl 1,408 gehdrt, die nahe gleich %—j— = 1,400 ist.

In A-dur wird, wie bemerkt wurde, G¥ = 0,652, in E-dur und
H-dur ist aber 6% = 0,644; in C-moll und F-moll A* = 0,678. Hier-
aus folgt im Mittel G# —= A° :—;— (2.0,654+0,6524+2.0,678) = 0,659.
Die zugehorige relative Schwingungszahl ist 1,579, die nahe gleich
128 — 1,580,

X \;

~ Endlich ist in H-dur A% = 0,814, in F-dur, G-moll und F-moll
II* = 0,830, in D-moll ‘and G-moll aber II* == 0,848. Hieraus folgt im
Mitte] A% — H? — 0,833, wozu die relative Schwingungszahl 1,781
gehort, die sich 5; = 1,778 nihert.

Stellen wir nun alle diese Werthe mit denen der unveridndert ge-
bliebenen Hauptttne zusammen, so ergicht sich folgende Tabelle, in der
die Werthe unter z genau der vorstehenden Berechnung entsprechen,
die unter y' (welche die eigentliche Kirnbergersche Temperatur dar-
stellen) die nichsten, jenen zukommenden relativen Schywingungszahlen
sind, «' endlich die genauen Werthe darstellt, die zu den Werthen von
y' gehoren.

z | ¥y’ x'
¢ 10,000 1 =1,000 0,000
€t =D | 0,075 | ;o = 1,083 | 0,075
D | 0470 5 =1,125 0,170
Dt— E* | 0,246 | 2 — 1,185 | 0,245
E = I | 0322 | ¢+ = 1250|0322
Ee—=T | 0,815 | &+ =1333 ] 045
CFE = G 0491 | 22— 1,406 | 0,492
G | 0,385 | 2 =1,500| 0,585
Gi = A® | 0,650 | 55 = 1,580 | 0.660
S A {0745 | T = 1,677 | 0,746
A= | 0,833 | & =1778 0830
H — ¢ | 0907 | & = 1,875 | 0,907
Hf— ¢ | 1,000 | 2 ==2.000 1,000

4%
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§ 33.

Um die Giite dieser Temperatur zu priifen, brauchen wir blos zu
untersuchen, welche Werthe sie den. die Scalen bildenden Intervallen in
jeder der zwdolf Tonarten beilegt. Es ist zu. diesem Behuf nur néthig,
fir jeden Ton den ihm nach der vmstehcnden Tabelle unter &' zukom-
menden Werth zu setzen und in jeder Tonart den Werth des Grundtons
von den Werthen er ibrigen ihr zugehdrigen Téne abzuziehen. Zur Ab-
kitrzung setzen wir auch hier die Octave — 1000. Wir erhalten dann
folgende Tabelle: ‘

Grundton | gr. Sec.| kl. Terz |gr, Terz | Quarte | Quinle |kl. Sextelgr. Sext.| kl. Sept.| gr. Sept.

170 | 245 | 322 | 415 | 585 | 660 | 746 | 830 | 907
A6 | 245 | 322 | 415 | B85 | 660 | 737 | 830 | 907
152 | 245 | 322 | 415 | 876 | 680 | 737 | 830 | 907 .
161 | 254 | 329 | 424 | 576 | 669 | 746 | 839 | 914
170 | 263 | 338 | 424 | 585 | 678 | 753 | 848 | 923
168 | 263 | 338 ] 415 | 585 | 678 | 753 | 839 | 923
170 | 248 | 322 | 415 | 585 | 660 | 755 | 830 | 907
ot 170 | 263 | 340 | 445 | B85 | 678 | 755 | 839 | 906
DE—FE> { 170 | 247 | 340 | 415 | 585 { 660 | 755 | 830 | 925
GH=A% | 170 | 2584 | 340 | £15 | 585 | 662 | 7585 | 832 | 925
C¥—D" | 170 | 245 | 340 | 447 | 885 | 671 | 785 | 832 | 925
I"—=—G* {168 | 254 | 338 | 415 | 583 | 678 | 753 | 832 | 923

Sh PN Il

Vergegenwirtigt man sich nun, dass die reinen Intervalle, der gros- -
sen Secunde == 170, der kleinen Terz = 263, der grossen Terz = 322,
der Quarte == 415, der Quinte — 585, der kleinen Sexte — 678 der
grossen Sexte =— 737, der kleinen Septime — 830, der grossen Sep-
time — 907 sind, so lisst die vorstehende Tabelle’ den Grad der Rein-
heit, den nach dieser Temperatur jede Tonart hat, leicht erkennen. Nur
in Einem Intervall weichen von der Reinheit ab G-dur (in der grossen
Sexte), G-dur (in der grossen Secunde), B—moll_ (m der kleinen Septime)
und H-moll (in der kleinen Septime), wenn wir die geringe Abweichung
in der grossen Secunde nicht beachten. Dagegen ‘sind schon E-dur und
H-dur, noch mehr B-, Es-, As- und Des-dur, eben so C-; G-, D-, -
und Des-moll wegen der Abweichungen der grossen und resp. der klei-
nen Terz, die hier die Grosse eines syntonischen Komma's -erreichen,
sehr hart. Man kann diese Hirte mildern und die Temperatur verbessern,
wenn man die in der Tabelle des vorigen §'s unter z enthaltenen Werthe
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annimmt. Noch geringer werden die anstdssigen Abweichungen von der
Reinheit, wenn man-auf dieselbe Weise fiir £ und D einen temperirten
Werth sucht, wie dies im vorigen § fiic A geschehen ist, und mit Rick-
sicht hierauf die erhohten und erniedrigten Hauptttne bestimmt. Aber in-
dep:l hiermit die hirtesten Tonarten gemildert werden, vermindert sich
die Reinheit der tibrigen, zwar nicht iiber die erlauble Grenze, aber
doch so, das_q der Charakter der Temperatur, der auf der fast volligen
TReinheit mehrerer'Tonarten beruht; verloren geht und dieselbe sich mehr
einer gleichschwebenden Temperatur ndhert, oline doch deren Vollkom-
- menheit zu erreichen.

Abgesehen hiervon bleibt aber auch noch die Ausstellung iibrig,
dass diese Temperatur den innern Zu sammenhang der In-
tervalle grossentheils zerreisst. Demn die Tabelle zeigt z. B.,
dass schon fir die Grundtone G . G, D Xleine Terz und grosse Sexte,
grosse Terz und kleine Sexte sich nicht genau zur Octave erginzen, dass
fiir den Grundton D dies nicht einmal in Beziehung aufQuarte und Quinte,
ind fir'die Grundtone D* und G* dies in Bezug auf dieselben Intervalle
wenigstens nicht genau statt hat. Aehnliches findet sich bei den iibrigen
Grundtonen. Dieser Mangel ist aber, wie wir sogleich zeigen werden,
pothwendiger Weise allen ungleichschwebenden Temperaturen gemein-
‘sam und wird nur durch gleichschwebende Temperatur verhiitet.

§ 34.

Den inneren Zusammenhang der Intervalle stellen die in §18 ent-
wickelten allgemeinen Ausdriicke derselben dar, welche die Abhiingig-
keit aller von der Octave, Quinte und grossen Terz nachweisen, und
durch welche alle zwischen den Tntervallen moglichen Beziehungen ge-
geben sind. Zu diesen Beziehungen gehdren nun die, dass die Intervalle
der Quarte und Quinte, der Terzen und Sexten, Secunden und Septimen
einander zum Tntervall der Octave erginzen miissen. Wir komnen an
dem Beispiel der Quarte und Quinte leicht zeigen, dass dieser Zusam-
menhang zwischen beiden nothwendig aufgehoben ist, sobald diesen
Intervallen in verschiedenen Tonarten verschiedene Grissen heigelegt
werden, also eine ungleichschwebende Temperatur stalt findet. Aus
§ 18 ergeben sich niimlich folgende allgemeine Bestimmungen der Inter-

valle der Hauptione mit dem Grundion € = 0.
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D=2q—1, E=t F=1—g¢q, G=q, A=1—q+1,
H=qg+t c=1, d=2q¢, e=141 us w.

Hiernach ist nun in C-dur dag Intervall der Quarte =—= 41 — ¢, das der
Quinte == ¢. In G-dur ist die Quarte = ¢ — G =1 — ¢, die Quinte
— d — & = ¢. In beiden Tonarten ergénzen sich also, welchen Werth
auch ¢ haben mag, die Intervalle von Quarte und Quinte zur Octave. In
D-dur dagegen wird die Quarte = 6— D =1-—¢, dieQuinie =A4—D
— 9 3qg + 1, wovon die Summe =— 3 — liq 4+ ¢; in A-dur wird die
Quarte = d — A = 3¢ —t —1, die Quinte = ¢ — A = q, die
Summe beider also = k¢ — t — 1. In diesen beiden Tonarten sind
. also die Intervalle von Quarte und Quinte zusammengenommen, nicht
unabhingig von den Werthen, die ¢ und ¢ haben mégen, sondern nur
dann gleich der Octave 1, wenn == 4¢q — 2. Alsdann aber wird
9 — 3g+t=yq und BQ —t — 1 =14+ ¢; d.i. das Intervall der
Quinte in D-dur und das der Quarte in A-dur ist so gross als die gleich-
namigen Intervalle in G-dur und G-dur. Da nun, wenn g das Intervall
der reinen Quinte bedeutet, ¢ = 0,585 ist, folglich dann ¢-—=4q-— 2
= 0,340 wird, was die reine grosse Terz 0,322 um das syntonische
Komma iibertrifft, so muss, wenn in den genannten vier Tonarten die
Intervalle ' — €, ¢ — G, G — D, d — A einerseits, 6 — ¢, d — G,
A — D, € — A andrerseits unter einander gleich seyn sollen, noth- -
wendig ¢ einen temperirten Werth haben. Die Aufrechthaltung der Be-
ziehung, wonach Quarte und Quinte einander zur Octave erginzen sol-
len, fordert also gleichschwebende Temperatur,

§35.

Auf dieselbe Temperatur werden wir gefiihrt, wenn wir unter-
suchen, unter welchen Bedingungen dié verschiedenen Bestimmungen,
welche den erhohten und erniedrigten Tonen in verschiedenen Tonarten
zukommen, einander gleich werden. , o '

In G-dur ist ndmlich f# =.G 4 gr. Septime — G + q+1=2q+ ¢
derselbe Werth folgt aus D-, E- und H-dar, E-moll und H-moll. Dage-
gen ist in A-dur f¥ = A + gr. Sexte == A 4 1 — g+ { = % — 2¢ 4 21
Die Gleichheit beider Werthe von f* fordert ¢ == hqg — 2. .-

In D-dur ist ¢* = D 4 gr. Septime = D +g 4 = 3g + ¢ —1.
Dasselbe giebt H-dur und H-moll. In A-dur aber ist ¢t — A - gr. Terz
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— A + ¢t = 1-— ¢ + 2t Eben so in E-dur. Die Gleichsetzung beider
Werthe giebt t = k¢ — 2 ‘

In I*~du) — 2¢; das-
selbe giebt F- und C-moll. In D—moll ist aber H" == D + kl. Sexte
— D 4+ 1— t = 2¢ — t. Die Gleichsetzung beider Werthe fulnt also

wieder auf ¢ = kg — 2.
In C-moll ist B = G+ Kl Tors = g — ¢; dasselbe folgt aus G-moll.
In F-moll ist aber ¢® = F 4 kl. Septime — F42— 9= 3 — 3¢;
daher E* = %.— 3¢. Auch hier giebt die Gleichsetzung beider Werthe
f == kg — 2. ' '
Durch Einfihrung dieses Ausdrucks von t wird nun B = b —
A = 8¢ —1, H= 8¢ — 2, so dass nun alle Haup{ttne nur dUICh q
bestimmt werden., -
Ferner wird, nach dem Obigen, F# — 2¢ 4 { — 1 = 6 — 3;
G# =3¢+t —2 ="Tqg—b; * =2 —2; B'=2— 3¢
Hieraus ergeben sich nun auch fir die ibrigen erhthten und er-
niedrigten Téne Ausdriicke, die nur von ¢ abhingen. Aus A-dur folgt
niamlich ¢# — A + gr. Septime == A + ¢ + ¢ —'1 4 2 = 8¢ — 3;
daher G# =— 8q — 4. Aus E-dur folgt d# == E + gr. Septime = 2
— 9q — &; daher.D¥ = 9q — 5. Aus H-dur folgt a* = H 4 gr. Sep-
time = B¢ — 2 + ¢ + t = 10g — #; daher A% = 10¢ — 3. Aus
Fis-dur ergiebt sich ¢¥ === F#4 gr. Septime == 6g—3+g+t=11¢g—35;
“daher B¥ = 11g — 6. Aus Cis-dur endlich fo]crt II# = (¥ 4 gr. Sep-
time =— 7q— & + ¢4 ¢ =12¢ — 6. Die Molltonarten geben dasselbe.
Eben so folgt aus Es-dur A* = E’ 4 Quarte == 3 — 4q; aus As-
dur &* — A% + Quarte = & — 8¢; daher D* = 3 — 5¢; aus Des-dur
G®=— D!+ Quarte = k — 6q; aus Ges-dur ¢® = G? + Quarte = 5 —q;
endlich aus As-moll f* = A’ 4- kL. Sexte =3 — bqg +1—1 = = 6— 8¢;
daher F? == 5 — 8;. Die andern Tonarten, welche erniedrigte Haupt-
tone enthalten, geben dieselben Werthe.
Ordnen wir -nun alle diese Bestimmungen nach den darin enthal-
tenen Vielfachen von ¢, so ergeben sich folgende zwel von G aus"ehendg

Reihen:
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=20
G —¢q . F =1 —q
D —2¢g—1 H —=2 — 2q ‘
A =3—1  E=2_3
E=kg—2 . A =3—1iq"
H =8¢ — 2 D' =3 — 5¢q.
F¥=6¢g— 3 G' =k — .6¢q
C#:'jq-—-*li‘ | _(J"’::B-—_?'q
G = 8¢ — & .‘F”::S--—Sq
Dt =99 — 5
A#:’IOQ——-S
E#:Hq._ﬁ
=12 — 6

§ 36.

, Diese Bestimmungeﬂ geben nun fiir alle Tonarten gleichmissig fol-
gende Werthe der die Dur- und Moll-Scalen bildenden Intervalle :

gr. Secunde,  gr. Terz, Quarte, Quinte, gr. Sexte, gr. Seplime
29 — 1 bg —2 1—yq gq 3qg — 1 g — 2
' kl. Terz, kl. Sexte, kl. Septime
2— 3¢ 3 —ig 2 — 2¢.
Hiernach ist also das allgemeine Schema der Durscala: :
0,2 —1, bg—2,1—4¢q, ¢, 3¢g—1, o — 2, 1,
mit der Stufenfolge - o
29— 1, 2¢ —1, 3 —8q, 29 —1, 29 — 1, 2¢ — 4, 3-—8¢g;
das allgemeine Sch_ema der Mollscala (in der Form des Herabsleigens)
0, 2¢ —1,2-—3¢, 1—gq, q, 83— kg, 2 — 2¢q, 1,
mit der Stufenfolge | | | .
29 — 1, 3 —5q, 2¢ —1, 2 —1, 3 — Bg, % —1, 2g —1.
In beiden kommen also nur zwei Stufen, 2¢ — 4 und 3 — 8q vor.

Das Schema der reinen Durscala dagegen ist

, O,2q—f—fl, t, 1—q, q‘,4-—g+t,q+t,"l,
mit der Stufenfolge ‘ ”

21, A —29 42, 1—q—1t, % —1, 1—241, 29— 1, 1—g—1;
das Schema der reinen Mollscala o '

Da 29"'—'—'4: q"“—‘t, 4——-9’, 91' JI--._ t, 2__2{1, .1’,
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mit der Stofenfolge
2y— 1, V—qg—1t, 1—2¢+¢t, 29—1, 1—q—1t, 1—2¢+¢, 29—1.
Die reinen Scalen enthalten also drei verschiedene Stufen, nim-
lich 29 —1, 4 — 2¢ + f und 1 — ¢ — ¢, von denen die beiden ersten
nur gleich sind, wenn { = &¢ — 2, wo dann die dritte =— 3 — 8¢
wird. Dass in der ungleichschwebenden Temperatur die Zahl und Grisse
der Stufen, je nach der verschiedenen Reinheit der Tonarten, viel man-
nichfalticer seyn muss, liegt in der Natur der Sache und findet in der
oben ausgefiihrten Kirnbergerschen Temperatur seine Bestitigung. Ton-
leitern mit nicht mehr als zweierlei Stufen, 2¢ — 1 und 3 — 8g¢,
von denen die erstere grosseristals die zweile, wenn ¢ > %> 0,574 42885...,
besilzt also nur die gleichschwebende Temperatur. Die gros-
sere Stufe ist dasDoppelte der kleineren nur, wenn ¢ — %

g 37.

Ohne fiir jetzt schon zu erértern, ob die a. E. des § 35 bestimmten
Tone der gleichschwebenden Temperatur simmilich von einander ver-
schieden sind oder zum Theil zusammenfallen, geht aus jenen Ausdriicken
hervor, dass bei dieser Temperatur, welchen Werth auch immerhin das
Intervall der temperirten Quinte ¢ haben mag, stimmtliche Tone durch
Fortschreitungen nach Quinten und Quarten (unteren Quinten) bestimmt
werden konnen. Schreiben wir ntimlich um der grésseren Einfachheit
willen statt ¢, G, €, +« - d, d, d... us w. Oy Cos Cg v Oy, d, dy ...
W s. w., so erhalten wir aus jenen Formeln folgende Bestimmungen :

C=—0, G=gq, d=2q, a = 3q, e, == bq, hy = 8¢, [ = 6q,
& ="Tq, g§ = 8¢, &t == 9¢, af = 10q, ¢ = g, hf=12¢;

andrerseits, wenn wir zur Abkiirzung 1-— ¢ = ¢ setzen,

F—=gq, H =2¢, et = 3¢, u’ =Ly, & = 8q', g; == 64,
‘ g =1y, fi=5. |
In beiden Reihen ist aber hiermit die Fortschreitung nicht schlecht-
hin geéchlossen. Bezeichnen wir nimlich die doppelt, dreifach, vierfach
erhohten Haupttone darch ¢, o, ¢, d¥, d%, d% u.s. f. und eben so
die doppelt, drei- und vierfach erniedrigten durch ¢%, ¢®, ¢ w. s. w.,

so kann man die Tonbestimmungen in beiden Reihen, wie folgt, fort-

“selzen. Es folgt auf i

s

oS

ERNeR
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f#=13q, df=1kg, gif==15q, di*==16q, af¥=1Tq, & =18,
' I =—=19¢q,
fli=20g, di=21g, gii—=23, dff =23q, aff=2Lq, off=25¢,
%% =— 264,

/?3*:27{7, ci#=—28¢ u:s.f.
Eben so folgt auf 3

R =9q, e’ =10q, af =11¢, Ao == 12y, gt = - 13¢', et =1y,
- L [ =18, . |
hg” =16¢', e’ =17¢, o =18¢, d*=19¢, ¢3*=20¢", 3 =21y,
¥ — ~62q
g 2

B ==23¢, e =24q" u.s. f.

- Alle diese mehrfach erhshten und erniedrigten Haupttone k(mncn
nun auf den Raum zwischen dem Grundton und seiner Octave iiberge-
tragen werden, und s0 wiirden zwischen diese Grenzen unendlich viele
Toune fallen, wenn alle diese Bestimmungen wirklich verschiedene Tone
giben. Es lusst sich aber zeigen, dass dies zwar der Fall ist, wenn q
‘das Infervall der reinen Quinte bezeichnet "dass jedoch die Verschie-
denheit eine endliche Grenze erreicht, wenn ¢ das Intervall einer ir-
gendwie temperirten Quinte darstellt.

Da n@mlich nach §18, (2) der genaue Ausdruck des Intervalls der
‘ 4

reinen Quinte — 1_162% des Intervalls der reinen Quarte — lc; ggg ist, so
verhilt sich das Intervall der Quinte zu dem der Qctave wie log ~-:log 2,
das Intervall der Quarte zu dem der Octave wie ]og? log 2. Hieraus
folgt die Incommensurabilitit der Intervalle der reinen Quinte und
Quarte mit dem  der Octave. Dasselbe Resultat giebt die Vergleichung
threr relativen Schwingungszahlen. Stinden niimlich die genannten Inter-
valle in rationalen Verhiltnissen, so miisste die Vervielfachung des
Quintenintervalls auf irgend eine Octave des Gruandtons fithren, daher es
irgend eine ganze positive Zahl » geben, fiir welche ( " oder (——)ﬂ
einer ganzen positiven Potenz von 2 gleich wiirde, was unméglich ist.
Wird dagegen die Quinte temperirt, so dass ihr Intervall zu dem
_der Octave in dem rationalen Verhiltniss m : n steht, also =72 ist, wo
m und n relative Primzahlen sind, so mitssen dann immer # temperirte
Quinten genau gleich m Octaven seyn, so dass die ste Quinte ir gend
eines Tons mit der mten Octave desselben Tons , die (n+1)le, (n+2)te,
(n+ 3)te Quinte u. s. f. mit der mten Octave der 1sten, Zten, 3ten Quinte
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u. s. w. jenes Tons zusammenfillt. Dasselbe gilt von der Quarte, Terz
u. s. w. Ein solcher Cyclus von temperirten Quinten, Quarten, Terzen,
die eine runde Zahl von Octaven ausfiilllen, heisst ein Quinten-, Quar-
ten-, Terzen-Cirkel. -

§ 38.
Aus den vorstehendén allgemeinen #usdriicken der erhshten und
~eriedrigten Haupttone der gleichschwebenden Temperatur ergeben sich
nun auch eben so a]loememe Bestimmungen der Werthe ihrer einfachen
und mehrfachen Erhshungen und Erniedrigungen d.i. der Grisse der
Intervalle zwischen den Haupitonen selbst und den erhohten und ernie-
drigten Haupttonen.- Es sind ntimlich

- 1) die Intervalle

— D, EF—E, F%—F, GF — G, A* — A, IF — I,
C# — Gt D¥__ D E#__ B8 F# — 8 G¥— G&, A% — A% 1% —IFF,
C# — C#, D% — D#, B — E® u. s w.,

®

desgleichen die- Intervalle a
C— C, D—D" E—E,F—F, G—G, A—4A, 1IT—1IP
Ct— (. PP — D, B — B, Fb e b 6 — G, AD e AP II6 — Hbb,
Che 80, pre— D3, B E% u.sow., '
simmtlich unter einander gleich, nimlich = 7¢ — &. Hieraus folgt
2) dass die Intervalle | | |
C#_—(, D#—D, E# — E u,s.w. doppelt so gross als die Intervalle
Ct+—C, D#—D, E*—E ws.w.,
desgleichen, dass die Intervalle
G— P, D—D%, E— E" u.s.w. doppelt so gross als dic Intervalle
C—C.D—D* E—E" usw,
also simmtlich = 2 (7qg — &); eben so, dass die Intervalle
C# . D¥—D, B%—E u.s.w. dreimal so gross als die Intervalle
C¢¥—C, D¥— D, B#*—FE u.s.w. ’
und eben so, dass ,
C— €8, D — D%, E—E® u.s.w. dreimal so gross als
¢ — ¢, D—D" E—E" ws.w.,
also sammtlich = 8'(7¢ — &) sind w. s. f.
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3) Die Intervalle
D—C, E—D, G—F, A4 — G, H— A,
D% —. G#, E¥ — DR, G% — I'#, A% — G*, % — A%,
D — % E# — DGR R AR GER R AR
D3 — % B D% u.s.w.,
desgleichen die Intervalle ‘ |
Db — b, B — Db, G — B, AP . G, 111, 4.5
D _Cbb’ - Dbb, Gob be, A Ghb Ibb — Al
DY — %, B — D% u.sw :

sind ebenfalls unter einander gleich, nuémlich = 2¢ -—— 1, also gleic h
der grossern Tonstufe.

4) Eben so sind endlich die Intervalle
I - E, ¢ — H, F* — E¥ (% — ¥ F¥ — E# (8 - []#
s E3# ¢ % u, s w., ' '
desgleichen die Intervalle
Fo—Eb ' —H, FW — ) b — [P0, I8b— I3 o3 80y, 5. w,

simmtlich unter einander gleich, namlich = 3 — 5¢, also gleich der
kleineren Tonstufe. Sie sind den Intervallen unter 1) aber nur dann
7 ‘

gleich, wenn ¢ =— 7

§ 39.

Fihren wir jetzt den die gleichschwebende Temperatur allgemein
* charakterisirenden Werth des Intervalls der grossen Terz ¢ == kq — 2
in die Tabelle des § 18 ein, so erhalten die dort benannten Intervalle
folgende Ausdriicke, die wir, wie sie sich zum Intervall der Octave er-
ginzen,- paarweise gegeniiberstellen. |
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@ z
P S, .
Prime 0 Octave i
kl, Diesis = 7T—A142q | alterirte Octave .. = 12¢—6
iibermiss. Prime ) . ‘ | gross. .
- kls. Limma , _ T9—4 Kir. % vermind. Octave - 5 — 7q
kl. Secunde or. Septime -
K. See . §—Bg | gr. Septime . 5o 9
grs. Limma . alter. gr. Septime q
kir. ganz. Ton grisss.
_.gr. Secunde 2= g kl. Seplime 2—2q
L . .. .| gross.) . :

. vermind, Terz 6 —10g 3 ) tibermiss. Sexte .10g — 5
gr. ) L (4 ke, : B
Klr. - ) ’ 1588, oo )
gkr.‘ ibermiss. Secunde 99— 5 ih' vermind. Septime 6 — 9¢
alter. kl. 'I_‘erz% 93 alter. gr. Sexte :
kl. Terz A9 ) gr. Sexte \ 3¢ —1
gr. Terz hqg—2 | ki. Sexte 3 — kg
vermind. Quarte 5-—8q | tbermiss. Quinte 8¢ — 4
itbermiss. Terz ‘41g—06 | vermind. Sexle : T—14yq
Quarte 1 Quinte
alterirte Quarte 19 alter. Quinte q
klr. o ' .o | 8ross.| ) ) _
aross. iihermass. Q_uarte 6g—3 | 1. 5 vexm}nd. Quinte 4—0gq

Die Buchstabenbezeichnungen der Tdne, welche darch diese Aus-

o S T dnns

=

driicke bestimmt werden , finden sich, mit Ausnahme derer fir 6 — 9,
6—10q, T—11q, T—12g, a. E. des § 35. ‘Was diese noch iibrigen
vier betrifft, so ersieht man aus § 37 leicht, dass 6 — 9¢ = H",
6:—10q = E” T— 11¢ = A% und 7—12¢ = D’ ist. Da ferner

" eine Reibe von Intervallen, die, wenn ¢ und g rein sind, -verschiedene

Werthe haben, wie die vorstehende T};bellé zeigt, zusammenfallen, 's0-
bald ¢ == kg— 2 wird, so gestatlet dies fiir die gleichschwebende Tem-
peratur' eine vereinfachte Benénnung der Intervalle, welche folgende

Tafel zugle'ic.h mit den Bezeichnungen der dadurch bestimmien Tone -

" ubersehen Tasst. Dass hier, gléichvvie E* die vérminderte Térz und &
die verminderte Septime heisst, s D* die verminderte Secunde genannt
- wird, rechtfertigt sich eben so von selbst, wie dass, nach Analogie von
E#. als der ubermissigen Terz, und A¥ der ubermissigen Sexte, I der
Name der ibermassigen Septime beigelegt ist. ' ‘

B

o

i

O
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G, Prime,

D% yermind. Secunde,
C*, tibermiss. Prime,
Dt kleine Secunde,
D, grosse Secunde,
E* vermind. Terz,.
D#*  ibermiss. Secunde,
I*, Xleine Terz,

E, grosse Terz, .

I*, vermind. Quarte,
E# ibermiss. Terz,
F ., Quarte, -
F#  iibermass. Quarte,

M. W. Droriscn,

e
0
T—12¢q
"Iq-—ﬁ-
3— Bq
2q—1
6-—10q
9¢—5
%— 3¢
lg—2
5—8qg
1tg—6
1—q

6¢q—3

¢, . Octave,
It#, ubermiiss. Septime,
¢, vermind. Octave;

H, grosse Septime,

_I-Ib, kleine Septime,

A%, iibermiss. Sexte,
H*, vermind. Seplime,
A, grosse Sexte,

A?, kleine Sexte, |
G#, iibermiss. Quinte, .
A% vermind. Sexte,

G, Quinte,

G*, vermind. Quinte,

@
1
129 —6
5—1yg
50—2
Z2—2q
10— 5
6—9q
3qg—1
3—ikq
8q--"/1-
T—11q
q
k—6q
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IV.

VON DEN VEBSCIIIEDENEN ARTEN DER GLEICISCHWEBENDEN
TEMPERATUR

§ 0.

Wir haben bisher ‘die gleichschwebende Temperatur nach ihrem
allgemeinen Begriffe aufgefasst, wonach sie diejenige Modification der
reinen Intervalle und relativen Schwingungszahlen der Tone ist, wodurch
die gleichbenannten Intervaile in allen Tonarten gleiche Grosse erhalten,
mithin alle Scalen von der reinen Scala gleichviel abweichen. Es ergab
sich, dass diese Modification durch die Gleichung == &g — 2 bestimmt
ist, in der aber, wenn die grosseTerz nicht um ein syntonisehes Komma
oder a gr. ganz. Ton von der Reinheit abweichen soll, g kleiner als
das Intmvall der reinen Quinte seyn muss. Ohne nun hier schon niher
zu erodrtern, ob diese Abweichung unter allen Umstinden unstatthaft
ist, leuchtet doch von selbst ein, dass, wenn es einen Werth von ¢ giebt,
der, ohne die Reinheit der Quinte merklich zu vermindern, nicht nur die
grosse Terz, sondern auch die ibrigen scalenbildenden Téne der Rein-
heit moglichst nahe bringt, dieser allén andern (unter ibrigens glei-
chen Umsttinden) vorzuziehen seyn wird. Bevor wir aber einen solchen -
Werth zu finden versuchen, wird es nicht unzweckm5551g seyn alige-
mein zu erdrtern, welchen Einfluss die Temperlrung der Quinte auf die
ubrlgen scalenbildenden Tone ausiibt. Was nun zuerst die Quarte be-
trifft, so schwebt sie, da ihr Intervall =— | — ¢, immer um ebensoviel
auf- oder abwirts als die’Quinte ab- oder ‘aufwirts schwebt. Von den
iibrigen T¢nen kommen nur noch in Betracht die grosse Secunde, deren
temperirtes Intervall = 2¢ — 1, und deren reines = 0,16992; ferner
die kleme Terz, deren temperlrtes Intervall == 2'— 3¢, und deren rei-
nes = 0,26303; die grosse Terz, deren temperirtes Intervall = kg —2,
und. derven reines == 0,32193; die grosse Septnne deren temperirtes
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Inﬂelvall — 8¢ — 2, und deren reines = 0,90689 ist. Durch diese
Tone sind kleine und grosse Sexte und ldcme Septime ver Inogo der Er-
ginzungen zur Octave gegeben, ) .
Hiernach .ist nun die Abwci(,hung der grossen Secunde von der ..
Reinheit, oder ihre Schvvehung 0 46992 — 2¢ + 1, und die grosse Se-

abwir ts

cunde schweht - aufwirts

;, je nachdem dieser Ausdruck = 0, also
je nachdém
- 1,46992 — 2¢ 2 0, d- . q>058/196
Da nun 0,58496 das Intervall der reinen Quinte, so schwebt die
_grosse Secunde zugleich mit der Quinte- ab- und ‘aufwiirts. Ferner ist
die Schwebuing der lalemcn Terz
0,26303 — 2 + 8¢ 20, je nachdem g = 0,57899,

{ abwirts

Dze‘kleme‘ Terz schwebt also anfwicts

Quinte = 0,57899.
Ebenso ist die Schwebung dex grossen Terz

0,32193 — kg 4 2 2 0, je nachdem g S 0.58048.

abwax ts
aufyvirts

f je nachdem die tempcmte

Die grosse Térz schwebt also
Qulnte 0,58048.

Endlich ist die bchwebung der grossen Septlme
0,90689 — 87 4 2 2 0, je nachdem ¢ < 0,58138.

}, je nachdem die temperirte

- Die grosse Septime schwebt algo {
Quinte % 0,58138,

Hielaus fo'lgt : 1) wenn ¢ > 0,58496, also die Quinte aufwiirts
schwebt, so schwebt die kleing Terz ahwarts die grosse Terz aufwiirts,
- die grosse Septime aufwiirts ;
2) wenn g < 0, 58496 aber > 0,88138," also die Quinte um we-
“niger als 0,00358 — 775 8T ganz.- -Ton abwirts schwebt, so schwebt
die kleine Terz abwarts dle grosse Terz aufwﬁrts die grosse Septime
aufyiirts;
3) chn g <0 08138 aber > 0,58048, also le Qumte um we-
- niger als 0,00448 — 717 8. ganz. Ton, aber um mehr alg 773 8. ganz.
- Ton abwiirts schwebL so schwebt die kleine Terz abwarts, che grosse
Terz aufwiirts, die grosse Septime abwiirts ;

abwarts je nachdem die temperirte
aufwvirts | J | " pert
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k) wenn ¢ < 0,58048, aber > 0,57899, also die Quinte um we-
niger alg 0,00597 — 55,—3— gr. ganz. Ton, aber um mehr als % gr. ganz.
Ton abwiirts schwebt, so schwebt die kleine Terz abwirts, die grosse
Terz abwiirls, die grosse Septime abwirts;

5) wenn ¢ < 0,57899, also die Quinte um mehr als ;= 23 5 8r. ganz.
Ton abwiirts schwebt, so schwebt die kleine Terz aunfwiirts, die grosse
Terz abwiirts, die grosse Septime abwirts.

§ 41.

Die erste und einfachste Bestimmung von ¢, welche zu einer be-
friedigenden gleichschwebenden Temperatur fihrt, erhalt man, wenn
man auf das Bedurfniss der Musik, sich auf eine moglichst kieine Anzahl
von Ténen zu beschriinken, Riicksicht nimmt und dabei insbesondere
die Tasteninstrumente ins Auge fasst. Da diese namlich erhthte und
erniedrigte Haupttone nicht unterscheiden konnen, sondern die ntéchst-
benachbarten in einen mittleren Ton zusammenziehen, so ist fiir sie,
wovon schon in § 32 Gebrauch gemacht wurde,

C}*‘:D”, Dt —E' B¢ —F, I*=E, F*= &, Gt = A%, A% = H°,
| Hi=¢, ¢¢ = 1.
Setzen wir nun in diese Gleichungen die a. E. des § 35 fir die gieich-
schwebende Temperatur ganz im Allgemeinen gefundenen Intervall-
werthe ein, so giebt Jede derselben die Bedmgungsglelchung

12q = '7; woraus also folgt ¢ = 42

Dies giebt nun die bis jetzt allein hekannte gleichschwebende Tempe—
ratur, bei Welcher die grosse Secunde == 42, die kleine Terz = 42’ die

grosse Terz = ﬁ und die grosse Septime == :; wird, also die zwolf
Tone und ihre Intervalle dleJenlven Besiimmungen erbalten, die schon
in § 16 und 17 bemerkt und hinsichtlich ihrer Abweichungen von den
reinen Intervallen und den relativen Schwingungszahlen der dieselben
bildenden Tone untersucht worden sind. Eine unmittelbare Folge dieser
Zusammenziehung der Tone (die also auch fur die Bestimmung dersel-
ben nach ungleichschwebender Temperatur gilt) ist, dass die in § 39

unterschledenen 96 Intervalle sich auf 413 reduciren. Es wird niimlich

Abhandl, d. K. 8. Ges, d. Wissensch, IV, 5
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Prime — 0 Octave £ oy
verminderte Secunde iibermiiss. Septime '
iltbermissige Prime 1 vermind. Octave "
kleine Secunde 1 grosse Septime 12

grosse Secunde .2 kleine Septime } __ 10
vermind. Terz E L ithermiss. Sexte oo
ibermdss. Secunde) 3 vermind. Scptime 9
kleine Terz oo grosse Sexte BRL

grosse Terz

& - kleine Sexte I 8

verminderte Quarte 12 ibermiss. Quinte) 2
ithermdssige Terz 5 vermind. Sexte - .i
Quarte z —T 12 Quinte Co
itbermiss. Quarte B
verminderte Quinte D

Hiernach sind dann diese paarweise zusammenfallenden Intervalle
und die durch sie bestimmten Téne nur dem Namen nach von ein-
ander verschiedeh, und so entsteht als eine Folge dieser gleichschwe-
benden Temperatur das, was man jetzt ziemlich allgemein die »Mehr-
deutigkeit der Tone« zu nennen pflegt. Die heutige theoretische
Musik macht diese gleichschwebende Temperatur ausschliesslich zur
Basis der Compositionslehre, wozu sie sich sowohl durch ihre Einfach-
heit als durch ihre Verwirklichung auf dem universellsten Instrument,
dem Pianoforte, vorziiglich empfiehlt. Die praktische Musik dagegen
weicht auf allen Instrumenten, welche die Hervorbringung des richtigen
Tons der Geschicklichkeit des Spielers iiberlassen und daher nicht zu
einer Zusammenziehung der erhohten und erniedrigten Haupttone ge-
nothigt sind, von dieser Temperatur wesentlich ab. Denn es ist That-
sache, dass auf den Streichinstrumenten und im Gesange
Cis und Des, Dis und Es u. s.w. wirklich unterschieden

werden, und dass gérade durch diese Unterscheidung der feinere mu-

sikalische Sinn sich vorz ucrhch befriedigt fuhlb ) Es.fragt.swh nun, wie

*) Es muss befremden, diese Thatsache nicht nur in den musikalischen Lelir-
biichern, sondern selbst in praktischen Anleitungen génzlich ignorirt, ja geradezu ver-
leugnet zu sehen. So sagt z. B. Marx (allgemeine Musiklehre, 4, Aufl. S. d4): »e—cis
klingl wie ¢ ——des, h — ¢ ist ebenso gross wie b— & oder ¢——cis.« Die Wahrheit ist
aber, dass nur ¢—cis-und b—*h einerseits, ¢-—des und h—c¢ andrerseils sireng
gleich, nicht aber jene Intervalle diesen im Allgemeinen gleich sind; denn die Grosse
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diese Thatsache mit der gleichschwebenden Temperatar, an welche die
moderne Musik unabinderlich gebunden iét, sich vereinigen ldsst: ob
jene Abweichungen nur als gelegentliche Ausnahmen von der
Regel zu betrachten sind, oder ihnen ¢in bestimmtes Gesetz, ein
festes Princip zum Grunde liegt.

§ 42.

Um nun zu untersuchen, ob es ausser dem Werthe %, der auf die
bekannte gleichschwebende Temperatur filhrt (die wir von jetzi an zur
Abkiirzung die gewdéhnliche Temperatur nennen wollen), noch andre
Werthe von ¢ giebt, welche den allgemeinen Forderungen einer gleich-
schwebenden Temperatur gniigen, bieten sich uns zwei Wege dar. Da
nmlich ¢ = - einen Neherungswerth der reinen Quinte darstellt, so
Jann zuerst 111 Frage kommen, welche andre geniherte Werthe der
reinen Quinte es ausserdem giebt, und welche von 1hnen den musika-
lischen Forderungen entsprechen. Die Gleichung ¢ = ; 2 hat aber auch
die Bedeutung, dass 12 Quinten nahe gleich 7 Octaven sind, dass also,
wenn man 'vom Grandton aus nach temperu ten Quintenintervallen von
der Grosse o " fortschreitet, die 12te. Quinte mit der 7ten Octave zusam-
menfrifft, Woraus der gemeine Quintencirkel entsteht (vgl. § 37).
Da bis auf 8 Decimalstellen genau das reine Quinteninter vall==10,58496250
ist, so wird das Zwolffache hiervon — '7,0198500. Es tibertriflt also
das Intervall von 12 Quinten das von 7 Octaven um 0,01955 oder nahe
um g ‘gr. ganz. Ton, ein Intervall, welches das ditonische oder py-
thagorls che Komma heisst, und dem die relative Schwuwunnszahl
:;:};:8 entsprmht Es kann nun nach dieser Auslegung des Wer thes = s
der temper irten Quinte z weitens untersucht werden, ob es ausser dem
gemeinen noch andre Quintencirkel giebt, die in noch grosserer Schirfe
auf ein Iatlonales Verhiiltniss desIntervalls der Quinte zu dem der Octave
fithren und, sonst den musikalischen Anforderungen entsprechen. Ob
dlese beiden Wege zu einem und demselben Endziele leiten, oder einer
dem.andern vorzuziehen ist, kann. sich erst durch den weiteren Verfolg

derselben ergeben.

jener ersteren W1rc1 durch 7qg — 4, die der letzieren durch 3 —8q ausgedriickt, welche

-7— also nur in der gleichschwebenden Temperatur derTasten-
n. Aehnhche Behauptungen wie die vorstehenden kann man

“Werthe niur wenn.g ==

instrumente zusammenfalle

in Spohr’s Violinschule lesen.
. 5*
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§ £3.

Was nun den ersten dieser beiden Wege betrifft, so siebt es zwar
unzihlig viele geniherte Werthe des reinen Qumtenmtervalls die sich
in rationalen Briichen ausdriicken lassen. Dlejemgen aber, welehe sich
diesem Werth mit steigender Genauigkeit nithern und ihn in den klein- -
sten Zahlen darstellen, erhilt man, wenn jenes Intervall durch einen

Kettenbruch ausgedriickt wird. Nun ist das Intervall der reinen Quinte
Iog~—

— Man kénnte also diesen Ausdruck in elnen Kettenbruch yer- |

— log2-
wandeln, Da jedoch derselbe mit mehr als zurcichender Genauig-

keit durch 0,5849625 oder %}% dargestellt wird, so ist es einfacher,
diesen Werth durch einen Kettenbruch auszudriicken. Hierdurch wird nun -

46707
80000 ~ 44
14
931
51
31 _
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1
24
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woraus sich nach bekannter Methode die geniherten Werthe

1 .3 LT N LT
5 = 0,5; —5—_06 ]—2-.._._05833333 7'7__06853659

5 = 08849057, % — 0,5849673; 52 — 0,5849624; u.s.1.

665 —

elgeben dle abwechselnd kleiner und grosser als der wahre Werth
sind. Von diesen Werthen ist nun der dritte das Qumtenmterva]l der'
gewohnlichen Temperatur. Der v1erte glebt eine um 0,0004034% oder

422 5 8r. ganz. Ton aufwﬁrts schwebende alqo so gut als Volhq reme
Qumte aus der das Intervall der grossen Terz o == 0,34146 folgt, 50
dass also die grosse Terz um 0,01 953 oder 4= gr ganz: Ton (nahe dag
pythagorische Komma) aufwarts schwebt Der fimfte Werth 2 %3 glebt eine
um 0,0000568 oder —— 299 i 8T ganz. Ton abwirts schwebende Qumte
die auf das Intervall der grossen Terz = 0,33962 filhrt, so dass diese
um 0,01'769 oder +% 8r. ganz. Ton aufvvarts schwebt, u. s. 1. Bevoy wir
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nun die Brauchbarkeit dieser Werthe in nihere Betrachtung ziehen,
wollen wir ‘erst untersuchen, ob auf dem zweiten angegebenen Wege
sich Naberungswerthe des Intervalls der Quinte finden lassen, die zwar
nothwendig weniger ‘genau seyn konnen, vielleicht aber dasselbe mit

schirferer Genaunigkeit als % und zugleich in kleineren Zahlen, als es

durch’ % and % geschieht, darstellen.

- § bk

Zu diesem Zwecke bilden wir eine Tafel aller Vielfachen des Inter-
valls dér reinen Quin'te, von dem 1 3fachen bis zum 53fachen derselben.
. Bezeichnen wir das reine Quintenintervall 0,5849625 zum Unterschied
vom temperirten, g, du_réh ¢, so erhalten wir folgende bis auf die letzte
Decimale génaue Ergebnisse. Es ist

13q, = '7,60451 .|  34g, = 19,88873
1hg, = 8,18948 35g, = 20,47369
ABg, = 8,7TThhk 36q, = 21,05865
. 169, = 9,35940 37q, = 21,64361
17¢; = 9,9£436 38q, = 22,22858
. 18g, — 10,52933 " 39¢, = 22,81354
- 19q, = 11,11429 £0g, = 23,39850
20g, = 11,69925 kg, — 23,98346
g, = 12,28421 - 42g, = 24,56843
92q, = 12,8698 | 43¢, = 25,15339
23q, == 13,45414 khg, — 25,73835
9hg, = 14,03910 - kbg, = 26,32331
. 98¢, = 14,62406 §6g, — 26,90828
.26¢, = 25,20903 ¥1q, == 27,49324
97q, = 15,79393 |  48g, = 28,07820
98¢, = 16,37895 49q, == 28,66316
29¢, = 16,96391 50q, = 29,24813
- 30q, = 117,54888 54g, = 29,83309
31q, = 18,1338k | . 52g, = 30,41805
39q, = 18,71880 53¢, = 31,0030

. 33, ='19,30376 |
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Von diesen Vielfachen kommen nun zuvorderst 24q,, 36g,, 48q,,
nicht in Betracht, da sie blos die Vielfachen des_ Cirkels von 12.Quinten
sind. Von den tibrigen n#hern sich bis auf weniger als 0,2 einer ganzen
Zahl yon Octaven 17q,, 19q;, 22¢,, 29¢,, 31q,, 39q,, 41q,, 43q,, L6,
1g,. 83¢,, von denen 44¢, und 53¢, schon aus dem vorigen § bekannt
sind. Unter den iibrig bleibenden geben aber nur 19¢,,; 31¢,, 43¢, ab-
wirts schwebende Quinten, die der andern schweben aufwirlts. Denn

ist allgemein mq, = n + @, wo m und # ganze positive Zahlen sind upd .

+ w die kleinste Differenz zwischen dem Vielfachen mq, und der 5dnzen
Zahl » von Octavenintervallen ausdrﬁckt und soll mg = n seyn S0

abwiirts: f

folgt g == ¢, F 2 = die tempeurte ante schwebt also aufoviints

nachdem mg, 2 n ist; es fordert also die abwirts schwebende Quinte

m_ql>n - Dies ist nun aber nur bei den drei bezeichneten Vielfachen der
Fall, von denen 19¢, > 11, 81¢,> 18, k3¢, > 25 ist, indess 17¢, <9,
22q,<<13, 29¢, <17, 39¢,< 23, 46% <27, 581¢,< 30. Es kionnen
also nur jene drei Vielfache, welche die temperirten ‘Quintenintervalle
75w & geben, fur Temperaturbestimmungen tauglich seyn. In wel-

chem Grade sie sich dazu eignen, wollen wir specieller llIlLGl suchen.

'§ 45,
Der Werth des Intervalls der temperirten Qumte q__—— =0 5’789.3
giebt folgendes Tongystem:
G =0=0,00000 | BF*=¢ =— 1 = 1,00000
(* = L = 0,05263 b =13 =0,94737
DP=32=010536 | = g — = 0,8047 L
D = 5= 0,15790 H = {{ == 0,84210
Dé= 1 =021053 A =15 — 078047
B === 0,26316 | ' =1t 073684
E = 5 = 0,31579 AP =22 ==0,68421
o= 5= 0,36842 | G#:i%_ 0,63168
B=F = =o042105 | 6 = —0,57895
Ft= §'==0,47368 | 6P =15 = 0,52632
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Die A}:)Weichung4 des Quintenintervalls von der Reinheit betrigt
hier 0,00601 oder 355 87 8anz. Ton; die des Intervalls der grossen

Terz, welche abwiirts schwebt, 0,00614% oder EL,—, gr. ganz. Ton. Fir

die kleine Terz, welche aufwiirts schwebt, ist sie = 0,00013 oder 4—9;%7,
gr. ganz. Ton; fiir die abwirts schwebende grosse Secunde = 0, 01203
oder ; 4 ; 8r. ganz. Ton fiir die abwirts schwebende grosse Seplime

= 0,01215 oder 4—,; gr. ganz. Ton. Hiernach ist in diesem System die
kleine Terz und grosse Sexte so gut als vollig rein, Quinte und Quarte,
grosse Terz und kleine Sexte weichen von der Reinheit fast unmerklich,
grosse Secunde und kleine Septime, kleine Secunde und grosse Seplime
um weniger ab als die kleine Terz und grosse Sexte in der gewdhnlichen
Temperatur, also um eine zulissige Grosse. Das System bietet also hin-
sichtlich des Grades seiner Reinheit keinen erheblichen Anstoss dar.
Die g”rtissere Stufe seiner Scala (§'36) 2 —1 ist = =, die kleinere
3—8g = y 9, die letztere also = der ersteren, so dass die Stufen-
folge der Durscala ist: ' ‘
3, 3,2, 3, 3, 3, 2,
die Bewegung durch die Tonleiter also sich dem gleichmissigen Fort-
schritt mehr nihert als in der Tonleiter 2, 2, 4, 2, 2, 2, 1 der ge-
wohnlichen Temperatar, darum aber auch. triger, weniger rhythmisch
erscheint, Kann nun diese Eigenschaft des Systems bedenklich scheinen,
g0 stehen ihm noch zwei andre Ausstellungen entgegen. Erstens nim-
lich ist das Intervall der zwei niichst benachbarten Tone C* und D?, D#
und E® u.s.w. = E == 0,05263, oder 55 2 g. 8 T., was ohne Zweifel
ein viel zu bedeutender Unterschied ist. Sodann aber sind die Abwei-
chungen von der gewthnlichen Temperatur fir mehrere Tone so bedeu-
“tend, dass beim Zusamménspiel von Streich- und Tasteninstrumenten, wenn
die ersteren sich nach der vorliegenden Temperatur richteten, Missklinge

unvermeidlich wiren. Denn diese Abwéichuugen sind z. B, fir (=

fir D¥ = 5., fur F# =575, fir 6% = 88T

M
5,50
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§ k6.

Das temperirte Quintenintervall ¢ — g-f- = 0,58068 fuhrt auf fol-
gendes Tonsystem : : ‘

= 0,00000 ¢ = 1 =1,00000

C =0

H# = D% — 1 — (,03226 CHF == = 0,96774
- C#':%:O,OGILSQ Qb :':‘49: 0,93548
Db =3 — 0,09671 o =2—=10,90323

C% = = 0,42908 | A% — o — 2 0,87097
D —Z—o0416120 | B =2 — 0,83871
B =% — 0,19355 A = 31 ==0,80645
Dt = = 0,22881 CHY =3 = 0,77419
B =g=1028807 | A4 =2_ 0171193
D# = F¥% — 2 — 0,20032 G = 22 — 0,70968
E =35=032288 | Al = 3 == 0,67742
=3 = 0,3548% Gf =3 = 0,64516
Bt =12 —0,38710 L AP =11 —0,61290
Fo=3=0,1933 | G =g = 0,58065
B =g =1 — 0,48161 P = 2 — (,54839
F# = 22— 0,48387 G' =3 = 0,51613

Es mag hier zuvérderst eine Bemerkung ihre Stelle finden, die nicht
blos dieses Tonsystem, sondern auch die nachfolgenden betrifft: diese
nimlich, dass es nicht als.ein Tadel eines Tonsystems gelten kann, wenn
es auf doppelt und mehrfach erhthte Hauptténe und somit auf Téne
fuhrt, die in der Musik nicht vorkommen., Denn wenn sich von diesen
Tonen ihnen eigenthumliche Zahiwerthe angeben lassen, so sind sie
nicht blos in der Einbildung vorhandene (sogenannte papierne), sondern
WiI‘k]iJChe, reelle. Dass die Musik von diesen Tonen keinen Gebrauch
macht, rithrt nur daher, dass sie sich auf 12 oder hochstens 1 4 Tonarten
beschrankt, die tibrigen aber, wegen' ihrer geringen Verschiedenheit
von jenen briuchlichen und der Schwierigkeit des Spiels in ihnen auf
den Instrumenten, welche eine feinere Unterscheidung der Téne gew!ih-
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ren, unberiicksichtigt lisst. Sie leugnet aber nicht und kann nicht leug-
nen, dass in dér Consequenz ihres Princips doppelt und mehrfach er-
hthte und erniedrigte Tone liegen, denn sie kann nicht behaupten, dass
2. B. Gis-dur, der auf I'#, Dis-dur, der auf I'* und C*¥, Des-moll, der
auf H*, Ges-moll, der auf H* und E* fihrt, unmégliche Tonarten sind.
Diese ungebraucht liegen bleibenden Téne werden dem System, in wel-
chem sie vorkommen, auf keine Weise zum Hinderniss, wofern nur die
Bestimmung der in Gebrauch kommenden musikalisch geniigend er-
scheint. Man kann sie, wo es nicht auf Vollstandigkeit der Uebersicht
ankommt, ganz iibergehen, zum System aber gehoren sie, als Glieder
des zum Grunde liegenden Quintencirkels, wesentlich. -

Was nun das vorliegende besondre System betrifft, so ist die Ab-
weichung von der Reinheit: fir die Quinte =— 0,00434 — E;“;—A g. g T;
fir die aufwirts schwebende grosse Terz = 0,00065 = 2"5417? g g T
fiir die abwirts schwebende kleine Terz = 0,00596 = g5 8. 8 T;
fiur die abwarts schwebende gr. Secunde = 0,0086k = 5= 8. & T
fiir die abwirts schwebende gr. Septime = 0,00366 = w18 8T
Es ist hier also die gr. Terz und kL Sexte so gut als vollig rein, die
{ibrigen scalenbildenden Tone aber weichen von der Reinheit noch we-
niger ab als in dem System des vorigen §'s. Die grossere Stufe der Ton-
leiter wird hier == %, die kleinere — 537’ also == -:- der grosseren.
Hierdurch wird die Stufenfolge der Durscala

5, 5, 3, 5, 8, 5, 3
und nihert sich somit mehr der der gewdhnlichen Temperatur. Die In-
tervalle zwischen C# und D?, D¥ und E* u.s. w. betragen hier ;—4 —0,03226
oder g—"é g. g T., sind also bedeutend kleiner als im vorigen System.
Endlich sind auch die Abweichungen von der gewthnlichen Temperatur
geringer als dort; denn diese betragen: fiir G# nur -49—, fitr D# noch —;—, fiir

F# noch TbLE’ fir G¥ noch 7—f§ g. g. T. Dieses Tonsystem erscheint also

in jeder Hinsicht vollkommener als das im vorigen § entwickelte.
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§ 47.

Das temperirte Quintenintervall g = %’. = 0,58140 endlich gieht
folgendes Tonsystem:

¢ =0 =0,00000 ¢c =— 1 = 1,00000
DY = o = 0,02326 - HF =5 =0,97674
% = 2 — 0,04651 A% = @ =" — 0 98349
G+ = 5 = 0,06977 - ¢ ==13 = 0,93023
Db =k — 0,09302 H =2 —0,90698
% — E® = . = 0,11628 A¥ = 22 — 0,88372
G — & - 0,13953 =2 0 86047
D = =1046219 o =1 —0,83721
| Ev = % — 0,18605 A =2 — 031395
C¥ = F% = .. — 0,20930 G = ¢ =2 — 079070
D* =1 —0,23256 I =2 — 0,76744
E' = 3 = 0,25581 A =X —074419
P = 22— 0,27907 G =21 — 0,72093
D% — = — 0,30233 o P =12 — 0,69767
E =5 =10,32558 A =8 = 10,6742
F* — 15 =0,31884 GF =18 —=10,64116
D% =% — I3 — 0,37209 P = 3T — 0,62791
B === 0,39535 A% =28 — 0,60465
F =% = 0,41860 G =1 = 0,58140
G¥ =12 — 0,44187 - P =2 — 055813
E#:f_g; 0,46512 e 0,534.88'
F# =2 —0,48837 6" =22=10,81163

In diesem System ist die Abweichung von der Reinheit: fir die
Quinte = 0,00356 — 4—;—,7 g. 8. T.; fiir die aufwirts schwebende grosse
Terz — 0,00365 — ;;613 g. g+ T.; fir die abwirts schwebende kleine
Terz = 0,00722 — QELS g. g T.; fir die abwirts schwebende gr. Se-
cunde = 0,0074 % — é—;—7 8. 8. I.; fir die aufwirts schwebende gr. Sep-
time == 0,00009 — ﬁ:s_s g. g. T. Quinte, Quafte, gr. Terz und kl. Sexte
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weichen also hier von ‘der Reinheit fast gleich und halb so viel ab, als
kl. Terz, gr. Sexte, gr. Secunde und kl. Septime, deren Abweichun~
gen febenfalls fast gleich sind. Die Grosse aller dieser Abweichungen ist
so gering, dass sie fiir vollig unmerklich gelten konnen; die gr. Septime
aber ist so gut als vollkommen rein. Die grossere Stufe der Tonleiter ist
in diesem System :{5, die kleinere — :,ia’ also — 4} der grisseren. ’
Demnach ist hier die Stufenfolge der Durscala:
| v, &, 7,07, 7, &,

und nithert sich also der der gewi)'hnlich'en»Temperatur noch mehr als in
dem System des vorigen §'s. Die Intervalle zwischen C* und D®, D¥ und
E? u. 8. w. sind hier == -4% = 0,02326 oder 7—45 g.g T Die Abweichung
von der ._gewijhnlichen Temperatur endlich befragt fiir G* nur noch 4—%,—5

fiir D¥ noch 5’1,7; fiie F* ... 4—45, fur G¥ ELs g. g. T. Nur die letztere also
ist grosser als im vorigen System. Mit diesem verglichen, erscheint dem-
nach das System , welches auf dem Cirkel von %3 Quinten beruht, in
cinzelnen Tonen zwar weniger, im Ganzen abergleich missiger rein,
als das aus dem Cirkel von 31 Quinten hervorgehende, inshesondere
aber in Bezug auf die grossere Reinheit der Quinte und Quarte und das

Verhtltniss der beiden Tonstufen voilkommener als diescs letztere.

: § 48. -

In Folge digser steigenden Vollkommenheit der drei ausgefuhrten
Systeme*) erhebt sich nun von selbst die Frage, ob nicht ein Tonsystem
moglich 1st, welches sich in Bezug auf die. scalenbildenden Téne und
inre Intervalle der Reinheit mehr nihert als jedes andere.
Es giebt in der That ein solches System, und wir konnen es ohne
Schwierigkeit nachweisen. Da nimlich durch die grosse Secunde, grosse
Terz, Quinte, grosse Septime und kleine Terz oder grosse Sexte die
iibrigen scalenbildenden Tone gegeben sind, so wird man nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate diejenigen Intervallwerthe dieser
Tone; welche die grosstmogliche Anniiberung der Gesammtheit dersel-
ben an die reinen Tntervalle darstellen, erhalten, wenn man das Quin-
tenintervall ¢ so bestimmt, dass die Summe der Quadrate der Differenzen
zwischen den allgemeinen, von g abhingigen Ausdriicken der temperirten

# Zu ihnen kdnnie als viertes auch noch das aus 50 Quinten gezihlt werden, wel-
ches ¢ == %% z:yo,ﬁsooo giebt, demnach zwischen den Systemen aus 19 und 31Quin~
! 5 ’ - 1) - B

ten fast genau in der Mitle: liégt und darum der Ausfiihrung nicht bedarf.




76 ‘ - M. W. Drosiscn,

Intervalle jener finf Téne mit den gleichnamigen-reinen Intervallen ein’

Minimum wird. Da nun das temperirte Intervall der grossen Secunde
== 2¢ — 1, das der grossen Terz — bq—2, das der _Qujnte = ¢, das
der grossen Sexte = 3g— 1, das der grossen Septime — 8¢ — 2 war
(§ 39), so fordert die angegebene Bedingung, wenn wir die reinen

Intervalle der genannten Ttne der Reihe nach durch d, ¢, g, a, h be-

zeichnen, dass die Summe .

(@—2g+17 + (e—hq+2P + (9 — g)* + (¢ — g+ 1) + (h—Bq 4-2)
ein Minimum sey. Dieser Forderung wird Gnige geleistet, wenn wir
den Differentialquotienten' dieser Summe in Bezug auf die Verinderliche
q gleich Null setzen. Hieraus ergiebt sich -

: g:23+2d+435—§y+8a+5h.

Setzt man nun fiir die Intervalle d, ¢, ¢, a, & ihre logarithmischen Aus-
log% log—:— log—g— _ lbg-g- ‘ log,f-lsE

driicke g2’ Toga’ Tog2’ Togz® Toga» SO erhdlt man nach einigen
Reductionen -
97, 512
IOg 275 ) !
1= 5. T0g3

woraus sich ergiebt - :
' g == 0,5810841, .

was der gesuchte Werth des temperirten Quintenintervalls ist. Offenbar
kénnen nun die den beiden in den §8 46 und 47 entwickelten Tonsyste-
men zum Grunde liegenden Werthe q .= ;—?- = 0,58065 und ¢ = %g
== 0,68140 als Anniherungen an den so eben gefundenen Werth von q
angesehen werden. Die schirfsten Naherungswerthe in den kleinstmog-
lichen Zahlen abér_ erhilt man durch Verwandlung des gefunderien Werths
von ¢ in den Kettenbruch '

0,5810541 — 21 __ o

T+1
T4
941
)
T

241

2 '
CRny
Y

1.
Y

aus dem wir, wenn wir uns auf diejenigen Naherungswerthe beschitin-' -

ken, die. aus ein- oder zweiziffrigen Zahlen bestehen, erhalten g

o 00 A MR i 712 T g T 6 0 -
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4 8 .4 7 48 i3
9 5’7)4213477/’3

so dass also-unter diesen Briichen %-“ 0,58108 dem genauen Werthe
der gefundenen temperirten Quinte am néchsten kommt,.
§ 49.

Aus diesem Werthe von ¢ ergiebt sich nun ein Tonsystem, welches
wir als das der moglich reinsten gleichschwebenden Tempe-
ratur werden bezeichnen dirfen. Wir begniigen uns, dasselbe bis zu
den doppelt erhohten und erniedrigten Hauptttnen und denjenigen drei-
fach erniedrigten, welche einige von ihnen zur Octave erginzen, darzu-
stellen. und den scharfen Bestimmungen der Intervalle die geniherten,
durch 7 4stel ausgedrickt, in Klammern beizufiigen.

¢ = 0,00000; ¢ ==1,00000;

D¥ = 0,02735; Ef,}) Bt = 0,97265; (3 %
B = 0,0£003; f,,) D — 0,95997;

¢+ =0,06738; (&) | ¢ = 093262

Db = 0,09473; E;,?,;) H = 090527; (% %
B =10,12208; (3) - A% = 0,87792; (3
C# = 0,13476; (7 @ = 0,86524; &";
D =0,16211; ( ) - B =10,83789; 53—?
B =018946; (4) . 4 =08108k o0
Dt = 0,22949; (%) . HY = 0,77081; (3
E' = 0,25684; f,-i—% YA = 0,74316; E:;.g;
= 0,28649; (3)., 1 G%=0T4881; =
D# = 0,20687; &3—% 1 - H% = 0,70313; (5
E —o3es; (%) | A = 067878 (%)
™ =038157; (3;). .|  GF = 0.66843; (3)

© Bt = 0,39160; (2 LAY == 0,60840; (%) )

Fo=041895; (3)- G =0,8108; (5)

G — 0;kk630; (32): F# = 0,85370; %—f‘,i,,)
E# — 6,45807; (%) AT = 0,56103; (3
¢ = 0,48632; () I -G =0,51368; %%%
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Die Abweichungen von der. Reinheit sind nun hier: fir die Quinte
= 0,00391 :4;—4 g. g T.; fir die prosse Telz == 0,00229 —

71 2
g. g. T.; fiir die kleine Terz — 0,00619 — 7, g g. T.; fiir die grosse
Secunde —0,00782 — 274’—7— g.8. T.; fur die grosse Septime = 0,00462
= 4"0":"5 5. 8. T. — Gegen das System aus 43 Quinten gehalten ist also
hier die Reinheit der Quinte, grossen Secunde und grossen Septime
etwas geringer, die der beiden Terzen jedoch grosser. Dass aber dieses
System in der Totalitit der scalenbildenden Tone reiner ist als'jedes der
zuvor dar gestellten, elhe]lt deuthch wenn man die Summe der Quadrate
der (theils positiven, theils negativen) Abweichungen, welche hier auf
ein Minimum gebracht ist, sowohl fiir dieses System als fur die andern
erkhch berechnet. Es ergiebt sich dann : »

fiir ¢ = 0,58105 " (ﬁ) die Summe der Quadrate der Abweichungen == 0,0001225;
5 L

n q=088140 =17, ,° , » s == 0,0001290;
» ¢ =0,58065 = %—f— noom v — 0,000131%;
o §= 087895 _% » o ” ” . == 0,0003689;
» §=10,58333 — 375 noow » T == 0,0004089,

Diese Uebersicht weist also die steigende Reinheit der entwickelten
Tonsysteme von dem der gewdéhnlichen Temperatur aus bis zu dem der
-moglich reinsten nach. Es kann an der letzteren auch nicht fiir einen
gewichtigen Tadel gelten, dass die Quinte weniger rein ist als die grosse
Teu und grosse Seplime; denn das Ohr empﬁndet eine Abwelchung um

75 des ganzen Tons fast so wenig als die um - und To% 0, Dle gros-
sere Stufe dieses Systems ist sehr nahe = 22 iy che Kleinere =— 7 der
Octave, also = der grisseren, daher die Stufenfolge der Durscala

'42 12, 7, 12, 13, 12, 17,

o die sich der der gewohnhchen Tempcratur mehr nihert als alle vorigen.

— Die Intervalle zwischen C¥ und D, D* und B* w. 5. w. sind hier
= 0,02735 = .. g. 5. T., also grosser als in den Systemen aus 31 und
43 Quinten.- Dle Abwelchung von der geWOhnhchen Temperatur end-
lich betrigt fiir G¥. .. 407 g. g. T., fiir D¥., -Mg g. T., fur F#... 1

t 42,4
g. g T., fiir G¥., 943, ist also fur die ‘drei ersten von diesen Ténen
etW‘\s grosser, fir den letzten aber geringer als im System aus 43 Quinten.

GRS S i i 7 A B0 ey e i et
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§ 50.

Erfillt nun dieses letzte nter den vier dargelegten Tonsystemen,
welche erhohte und erniedrigte Tone unterscheiden, die musikalische
Forderung moglichst reiner Scalen in allen Tonarten sq vollstindig, als
es der \Natur “der Sache nach iiberhaupt moglich ist, so steht doch seiner
Anwendbarkeit in der Musik ein Bedenken entgegen, das zugleich die
drei anderen Temperaturen derselben Art trifft, auf das aber, obgleich
diese letztgenannten nicht neu sind *) die theoretischen Schriften iiber
Musik, so weit sie uns bekannt wurden, nicht aufmerksam machen. In allen
diesen Tonsystemen ndmlich liegt, eben so wie in der oben (§29f) er-
" wihnten und beurtheilten akustischen Tontabelle, C# tiefer als D*, D#
tiefer als B¢, F* tiefer als G¢ u. 5. f. Diese Lage wird auch in den Schrif-
ten tber Compositionslehre, sofern sie tberhaupt des ganzen Unterschie-
des gedenken, als die richtige anerkannt.**) Gegen diese Angabe hat
Herbart in einer Abhandlung »uber die Tonlehre* #*) folgenden
Einwand gemacht: »Wir stellen — sagt er — in Abrede, was die
physikalischen Schriften von der sogenannten enharmonischen Tonfolge
zu sagen pflegen. Nach ihmen sollen die Tone so auf einander folgen:
c, Cis, des_, d, dis, es, e u.s. w., anstatt dass sie folgen missen: ¢, des,
cis, d, es, dis, e . 5. W. lFortschreitmi'gen’ wie diese

d, e, dt, &
b ¢ h Ak
P A A
o B A A G

sind in der Musik nicht selten. Nun weiss Jedermann, dass die falsche
Quinte es im Sext-Quinten-Accorde sich unterwarts aufldsen muss, hin-
gegen dis nach Oben zu ¢ hinstrebt. Wenn also ein Violinspieler oder

# Es hat z. B. das aus 43 Quinten entslehende schon Sauveur in den Mém. de
U Acad. de Paris, 1701, angegeben (vgl. Opelt iiber die Natur der Musik S. 39); das aus
31 Quinten Galin (s. Delezenmne in dem Receuil des travaux de la sociéte des sciences .
de Lille, 1827, p. 20). ‘ ‘

**) So sagt z.B.‘G. Weber (Theorie der Tonsetzkunst Bd. L. S.385. 2.Aufl): die
Taste zwischen C und D, wenn sie als Cis vorkommt, soll eigentlich nicht ganz so hoch
klingen, wie wenn sie als Des erscheint; [Fis nicht ganz so hoch wie Ges, Es nicht so
tief wie Di’s, Fis nicht ganz so hoch wie Fu.s.w,

##¥) Ppgychologische Untersuchungen, I, 8101 (Werke, I, 5. 260).
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Stnger es spielt oder singt, so treibt ihn sein Gefiihl nach Unten (? soll
wol heissen Oben); soll er nun es in dis verwandeln, so bekommt er
einen Impuls nach Oben. In Folge dieses Impulses muss er den Ton es
nicht erniedrigen (denn es wird ihm verboten, nach Unten sich zu wen-
den}, sondern ihn erhohen, denn nach Oben hin wird er getrieben .in
demselben Augenblick, wo ihm vorgeschrieben ist, dis anstalt es zu
denken und zu spielen. Dagegen fordert jene physikalische Lehre von
ihm, er solle riickwirts nach Unten gehen, in demselben Augenblick,
wo er einen Antrieb aufwirts bekommt« u. s. w.*) In der That kommt
der hier bezeichnete Fall bei Modulationen durch enharmonische Ver-
wechselung sehr hiufig vor. Wenn auf dem Tasteninstrument diese Ver-
wechselung nur eine Vertauschung des Namens eines und desselben
wiederholten Tons ist, so gewinnt sie auf dem Streichinstrument die
Bedeutung eines vermittelnden Uebergangs zum nichstfolgenden hohe-
ren oder tieferen Tone, die aber nur méglich ist, wenn die erniedrigten
Téne tiefer liegen als die ihnen néchsten erhshten. Wir sind hierin ither-
dies durch die Versicherung tiichtiger Musiker bestitigt worden, dass
der Violinist nicht blos gelegentlich, sondern stets Cis hoher als Des,
Dis hoher als Es u. s. w. greife. Wir konnen daher die entgegengesetzle
Ansicht nur aus dem Respect vor der angefihrten akustischen Tabelle
erkliren, in der die Bestimmungen der erhshten and erniedrigten Ttne
fiir eben so sicher gehalten wurden, wie es die der Hauptttne sind.
Vielleicht scheute man sich auch vor der Folgerung, dass ja dann die
tiberméssige Prime hoher liege als die klejne Secunde, die iibermissige
Secunde hoher als die kleine Terz u.s.w.; wovor man jedoch nicht
zuriickzuschrecken braucht, wenn man bedenkt, dass diese Benennungen
von den reinen Tonen und Intervallen auf die temperirten tibergegangen
sind (vgl. § 39), und es daher nicht zu verwundern ist, wenn ihr Wort-
sinn mit ihrer sachlichen Bedeutung nicht mehr ganz zusammenstimmt,
obgleich ihr Zusammenhang mit den (nun témperirten) Hauptténen und
deren Intervallen unvertindert gebliehen ist. '

*) Herbart, selbst schon theoretisch und praktisch mit der Musik:vertraut, fand
fiir diese Ansicht Beislimmung bei einem Manne vom Fach, seinem Freund Griep en-
kerl in Braunschweig. Dieser ist es, der (a. a. 0. 8. 120) an Herbart schreibt: Cis ist
hoher als des, -dis hober als es u. 8. w. Es gilt dies von jedem zut‘éillig erhéhten und
zufillig erniedrigten Tone , wenn beide aufl dem Clavier dieselbe Taste‘hab’e'n.
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§ 51.

Aus der Tabelle a. E. von §39 geht hervor, dass die Differenzen
oder Intervalle D* — C¥%, ' — D%, I* —E, F— E¥% G*— I'%, A — G}
b — A%, ¢ — H¥ fiir jede Art von gleichschwebender Temperatur
gleich, ndmlich, wenn g das Intervall der temperirten Quinte, =7 —12¢
gind. Es sind dalier diese Differenzen positiv, null oder negativ, je

nachdem ¢ Kleiner, gleich oder grisser als ;5. Die gewohnfiche Tem-

-peratur also, in der'q = 55 ~und G urd D%, D¥% und B u.s. w. zusam-
menfallen, SCheldLL alle uhmgen glelchschwebenden Temperaturen in -
zweiClassen, in deren ciner g<~— und D? huher als C%, B hoher

als D* liegt u. s. w., indess in der andern ¢ > 5 1sL und D? tiefer als
C% E* (iefer als- D¥ liegt u. s. f. Die in den Vorgehenden §§ angegebenen
vier Temperaturen gehoren simmtlich in die erste Classe. Wir haben
uns also jetzt nach Temperaturen der zweiten Classe umzuthun, in de-
nen, wenn die Quinte abwirts schweben soll, ¢ > 0,58333 und << 0,58496
seyn muss. Dass hierbei die Intervalle der grossen Secunde, 29 — 1,
der grossen Terz, bqg—2, grossen Sexte, 3¢——1, und grossen Sep-
time 8¢ — 2 nothwendig grosser und, was-hieraus unmittelbar folgt, die
dex kleinen Secunde, kleinen Te erz, Quarte, kleinen Sexte und kleinen
Septime kleiner als in der gewdhnlichen Temperatur werden miissen,
leuchtet von selbst ein. Es folgt daraus aber, wie sich sogleich zeigen
wird, nicht, dass deshalb alle diese Intervalle sich durch die Erhchung
der Quinte mehr Von der Reinheit entfernon milssten, als es in der ge- ‘
wohnlichen Temperatur geschieht. Man hat sich tiberhaupt ‘des Vorur- - .
theils zu entschlagen, als ob’ diese Temperatur die vollkommenste
wire, da sie es in der That nur fiir die Tasteninstramente ist, die auf
zwolf Tone beschrinkt ‘sind, im Uebrigen ihr aber nur die Bedeutunrr
der mittleren gleichschwebenden Temperatur wwischen den angefithr-
ten zwei Clagsen zukommt, von denen die zweite niher zu untersuchende
jedenfalls noch reinere Qumten untl Qua1 ten hat, im Uebrigen aber schon
(§ 49) gezeigt worden ist, ddss diese mittlere Temperatur 1 in der Ge-
cammtheit ihrer Bestimmungen den Temperaturen der ersten Classe an

- Reinheit nachsteht.

Abhandl. d. R. S. Ges. d. Wissenseh. V.
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§ 52.

Von den in § 44 ausgezeichneten Quintencirkeln ist eigentlich nur
einer vorhanden, der eine Temperatur der zweiten Classe giebt, nim-
lich der, dessen Quinte — g—% Da jedoch der Werth ¢ — %; sich in der
Reihe der schirfsten Naherungswerthe der reinen Quinte befindet und
seine Schwebung aufwirts sehr klein ist (vgl. §4~3), so steht er so dicht
an der obern Grenze der Classe, dass er wohl mit beriicksichiigt zu

werden verdient. Dieser Quinténwerth giebt nun folgendes Tonsystem: '

e =0 =0,00000 " |" - ¢ = 1=1,00000

Hé = 1 —0,02439 P =1 — 0,97561

A% = E% — 2 — 0,04878 4 A% = 22 = 0,95122

Db =t —0,07317 H =2 —0,92683

C* =} =0,09756 ¢ =3=10,9024k

H# = 5 ==012195 | @%—=d¥ = — 987805

Ebb:%—_ﬁo,wes@ ' A% =23 —0,85366

D = =0170713 ' = 3 =0,82927

O =2 = 0,19512 0" == 1 = 0,80488
HE =T =} = 0,21951 6% =12 — 078049
B =11=002i390 | A =¥ —=075610

 DF=2=10,26820 | = Hw_— B =10,73171

OF = G =10 =0,29268 | Fs — v = 20— 0,70732
F' = 22 =0,31707 6 =20 ,68293

E =i;=0380i6 A =21 —0,65854

D# =13 =10,36685 | E% — =20 — 0,63425

G =7 = 0,39024 | F =2 060976

F 2‘%20,44‘463. |1 6 =2 -—=0,58537

C B =2 — 13002 AP = (56098

Do == A% —= 2 = 0,46341 E# =2 — 0,53659
6" =21 — 0,48780 TRt =2 0,51220
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Die Ahweic?uugen von der Reinheit sind hier: fir die Quinte
= 0,000k = ;755 g.T. (genauer nach § 43 nur -——4--); fiir die grosse

3248
Terz==0,01953 =57 & T.; fur die Kleine Terz == 0,01913 = 28 T
fur die grosse Secunde = 0,00080 — leﬂ g. T.; fir die grosse Septime

= 0,0199%4 = Si’s?g. T. Quinte, Quarte, grosse Secunde und kleine
Septime sind also so gut als vollig rein; dagegen weichen die beiden
Terzen, die grosse Septime und kleine Secunde betriichtlicher von der
Reinheit ab, als nach den gewthnlichen Ansichlen zuldssig scheint. Be-

wihrle Theoretiker, wie Marpurg u. A., geben nidmlich an, dass die -

grosse Terz um nicht mehr als hochstens 1% der kleinen Diesis, die kleine
0

Terz um nicht mehr als %5 des Drittheilstons abwirts schweben diurfe.
Es ist nicht wahrscheinlich, dass diese Vorschrift auf Versuchen beruht;
denn es hittte dann bemerklich werden miissen, dass beide Bestimmungen
villig gleich sind, da- aus den Intervallgrossen der kleinen Diesis
— 0,03422 (§ 18) und des Drittheilstons == 0,05214 (§ 19) sofort sich
ergiebt, dass -;—? der ersteren gleich % der zweiten, namlich = 0,01629
d. 1. == 4—04—1 g. T. ist. Angenommen jedoch diese Vorschrift sey in ihrer
ganzen Bestimmtheit begriindet, so bezieht sie sich, wie die bisherigen
Untersuchungen iiber Temperatur iiberhaupt, vorzugsweise auf die
Stimmung der Tasten~ und eines Theils der Blasinstrumente. Wo nun,
wie da, erhthte und erniedrigte Tone zusammentfallen, ist es wohl be-
greiflich, dass der 7wischenraum zwischen der aufwirts schwebenden
groésen “und der abwiirts schwebenden kleinen Terz nicht so ‘grOSs seyn
darf, als da, wo zwel Mitteltone Platz finden. Wenn ferner an der Kirn-
bergerschen Temperatur getadelt worden ist, dass in einigen Tonarten
die grossen Terzen um ein syntonisches Komma = % . T. hoher sind
als die reinen, so ist auch dies ein andres Verhiltniss als im vorliegen-
den Falle. Denn da auf einem nach dieser Temperatur gestimmten In-
strument (eine Stimmung, die vor Scheibler’s Stimmmethode gar nicht

. genau ausfahrbar war) das Ohr bei jeder Ausweichung aus einer reineren
Tonart in cine unteinere oder umgekeh'rt aus dieser in jene reinere
Terzen mit unreineren unmittelbar zu vergleichen Gelegenheit hat, s0
muss dann ohnfehlbar ein weit grellerer Eindruck entstehen, als wo in
allen Tonarten alle grossen Terzen und ebenso alle ibrigen gleich-
namigen Intervalle gleichviel sich von der Reinheit entfernen; daher wird

hier selbst eine grossere Abweichung keine auffallende Wirkung hervor-
‘ 1 o

-
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bringen. Es ist tiberhaupt zu heachten, dass unsre moderne Musik uns
nur teinperil te Tone und Intervalle horen lidsst und hieraus ohne Zweifel
gine gewisse Gewohnung entsteht, Diese schwiicht nun zwar nicht oder
- verdirbt gar die Empfﬁnghohkelt fiir die reinen Consonanzen und Ac-
corde; dass aber der, welcher solche Reinheit hort, wie Scheibler¥)
sagt, sein »frohes Erstaunen iiber diese wohlthuende Reinheit aussprichte,

verrdth sehr deutlich, wie wenig wir sie zu horen gewohnt sind und
— nach der Natur unsrer heatigen Musik —- si¢ horen ' konnen. Ej
ist daher mindestens eben so wichtig ‘die grissten Abweichungen
des vorliegenden Systems von der gewohnlichen oder mittleren
Temperatur zu' untersuchen als die von der Reinheit.  Sie sind

folﬂende fur die Qumte = 0,00204 = éa ; g L. fur die g‘r‘osse Terz
= 0,00813 = 20 5 8 T.; fir die klemc Terz = 0,00610 = ”‘27 58 T,

fiir die grosse Secunde = 0,01 59k — W—,G g. T.; fur die grosse Septlme

—0,01016 — —~.. Diese Abweichungen sind also, mit Ausnahme der

16,7

grossen Secunde, kleiner als die, um welche die gewshnliche Temperatur

in den Terzen von der Reinheit sich entfernt. Fiir (* betriigt der Unter-
schied 0,01423 = 5 g T., fur D¥ ist er = 0,01829 =5 g. T,
filr F% = 0,01220 = 5 . T, fur G¥ = 0,01626 = 57 g. T. Diese
Abweichungen sind also grdsser als die vorigen. Es ist e,lber auch be-
kapnt, dass-der Violinist beim Zusammenspiel mit dem Pianoforte die
erhdhten und erniedrigten Tone weniger scharf zu nehmen pilegt, als
er sonst gewohnt ist, sondern sich der Temperatur des Pianoforte an-
bequemt — Die grossere Stufe dieses Systems ist = 7;, dic klemere
“, ‘algo = — del grosseren ; die Durscala hat domnach cheselbe TForm

wie in dem System aus 43 Quinten (§ 47).  Die Grosse der Intervalle

zwischen D? und C¥, Eb und D‘* u. 8. w. ist hier = :—3’der Octave oder

'7 der grossen Secunde, was zugleich sehr nghe = —;~ g. T. ist.

g 53.

Was endlich die temperirte Quinte betrifft, deren Intervall ¢ = =

- = : 5
wst, so fihrt sie auf folgendes Tonsysiem:

-

"*) Ueber mathematische Stimmdng, Temperatur und Orge]slimmung, 8. 23.

.
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G = 0 = 0,00000 | ¢ = 1 = 1,00000
HF = L= 0,01887 L g =52 0,98113
A% = P = gy == 00377k Gt == ¢l = gz = 0,96226
E¥ == & = 0,05660 | A =3 == 0,94340
D' = g == 007547 H =¥ =10092i53
G = ;= 0,00434 | Ceh =18 =10,90566
) g*ﬁ*:;ﬁ_oamm ' @ == 0,88679
g e v == 043208 | 6V = i 0,86792
R == = 0,1809k A =1 = 0,84000
D ==%'=1016981 H =t =0,83019
C# =1 = 0,18808 M =14 —=081132
I = G =g =0 20765 [ == db =12 =0,79243
P =12=10 92642 G# = 11 =10,77358
B =1 = 0,24528, 4 = =0754T2
DE =1 = 0,26415 : o = ¥ = 0,13885
| (% — 't — 0,28302 . B = ¢ = %= 0,71698
Hi# — G == 33 = 0,30189 | P =3 = 0,69811
) :':.% = 0,32076 ¢ =3 = 067924
E ::_J — 0,33962 A =2 =10,66038
- DE == g.g — 0,38849 HY == 3 ==0,64151
G = A = 3—3 == 0,37736 " E% = ¢ == g-g == 0,62264
Gr = 2 = 0,39623 F# = 22 = 0,60377
F :2§~044009 G =i =1058491
g __,_igi—mo 53496 AP =3 =0,56504
D = 3; = 0,45283 D — H =25 = 0,54T17
A :r,O V1170 E#:g:o,sas:so

G — 2 = 0,49087

0

ntlich denselben Charakter wie das vorige,
hl der Reinheit als der mittleren Tempe-
Reipheit sind namlich: far die jetzt
00006 = ;,:;—ﬁ g. T.; fur die grosse

Dieses System hat wese
nur nihert es sich mehr sOWO
ratar. Die Abweichungen von der
abwirts schwebende Quinte = 0,
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Terz=0,01769 =5 6 g.T.; fir die kleme Terz =—0,01775 = 6 g.T.;
fiir die grosse Secunde = 0,0004 1= W g. T.; fir die grosse Septime
— 0,01764 = 5:% g. T. Quinte, Quarte, grosse Secunde und kleine
Septime sind also als vdllig rein zu betrachten, Terzen und Sexten, sowie
die kleine Secundé und grosse Septime weichen um etwas weniger alg
das syntonische Komma ab. Die Abweichungen von der gewohnlichen
oder mittleren Temperatur sind : fir die Quinte = 0,00157 = 3—0%3: g T.;

fir die grosse-Terz — 0,00629 — —2—4:1- g T.; fur die kleine Terz .

= 0,004’72 = 34—6 g. T.; fur die gr. Secunde == ?:'r; g. T.; fur die grosse
Septime =— —4—6 g T' also sammtlich unmerklich klein. Fir C#% betrigt
- der Unterschied von du millleren Temperatur 0,01101 = d» g. T,
fir D# ... 0,01414 = 42 g. T.; far I ... 0,00943 — -ﬁ g. T.
CGF L. 0,01287 = 43 7 8 T.; der Unterschied ist also fiir alle diese Ttne
. sehr geridg und fast unmerklich. — Sehr kurz ldsst sich die Lage der
einfach elhohten und erniedrigten Téne-durch die Bemerkung angeben,
dass die erniedrigten Tone D?, B?, F*, Gb, A, Hb, ¢ fast
genau mit ihren Bestimmungen nach der Kirnhergerschen
Temperatur zusammenfallen, die iinen (§ 32) ntchsthe-

nachbarten erhthten aber sammtllch um %- . 1. (das Komma
der Alten)hoher liegen. ‘

; fiir

Die grissere Stufe dieses Systems ist = Eé“’ die kleinere — 3, also

= % der grosseren, folglich ziemlich nahe — -%— Die Stufenfolge der
Durscala ist also hier

8, 9, 5, 9, 9, 9, 5, .
und nahert sich demnach- der Stufenfolge der mittleren mehr als die
aller anderen im Vorigen dar gelegten Temper aturen

Endlich verdient noch bemerkt zu werden, dass dieses Tonsystem
(und mit weniger Schirfe auch das vorige aus /14 Quinten) in der
Tonfolge

¢, D, F*, F, G, H»”, e, ¢
mit unmerkbaren Abweichungen die reine G-durscala,
und eben so in der Tonfolge

¢, H, G% @&, F, D%, D, C,

die abStelgende reme ‘G-mollscala daxstellt kEs hesitzl

S
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aber diese geniherten reinen Scalen auch in jeder andern Tonart. Denn

da, um bei der Durscala stehen zu bleiben, diese durch die Intervalle

o & AT a2 338 S

« » ®3' §3’ b8* B3’ B3’ 537 :

bezeichnet ist, so braucht man nur diese Werthe zu dem Intervallwerth
des zum Grundton angenomm.enén Tons zu addiren, um die Intervalle
zu erhalten, welche die fir diesen Grundlon die Durscala bildenden
Tone mit ¢ haben, und daraus diese selbst nach der Tabelle zu finden.
Sey z.B. E* der Grundton, dessen Intervall == 1:2-, so sind die Téne der

b
Es-durscala bestimmt durch die Intervalle
TS R L UL S IR
‘ 550 Ba’ 53’ B3’ B3’ B3’ B3’ BB’
denen die Tone
. I,;‘l»z F’ Abb’ Ab’ Hb’ dbb= Bbb, eb

entsprechen, welche also die nahe reine Es-durscala darstellen.

§ 5.
Es-bleibt jetzt no.ch su untersuchen ibrig, ob ‘es nicht vielleicht
noch ein andres Tonsystem giebt, welches bei derselben enharmonischen
Tonfolge sich der Reinheit und der mitileren Temperatur noch mehr

oshert. Dass die in § 43 gefundenen Niherungswerthe der Quinte

119 0,5819673, 553 = 0,684962k u.s. L, welche auf St = 0,5849087

: . . o 31
folgen, die Hauptintervalle nicht reiner geben konnen als ¢ = g3 geht
sofort daraus hervor, dass sie grosser als dieser Werth sind, also, 1n

den Ausdricken 2 — 1, 3q — 1, kg — 2, 8¢ —_ 2 der Intervalle der

grossen Secunde, Sexte, Terz und Septime substituirt, nothwendig stdr-
ker abweichende Werthe geben mussen. Da nun in dem Vorigen er-

dass es keinen Cirkel von weniger als 53 Quinten giebt, der,
sich der Reinheilt

wiesen ist,
bei gleicher enharmonischer Tonfolge wie dieser,
5o kann nur ein Cirkel, dessen Quintenzahl zwischen 53 und
306 oder 306 und 665 u. s. f. liegt, grossere Reinheit gewdhren, die
Grosse seines Quintenintervalls aber wird zwischen den Grenzen %‘5 und
47—2 enthalten seyn missen. Solcher Cirkel giebt es nun in d'er That un-
zdhlig viele, aber es lasst sich zeigen, dass bei merklicher Zu'-
nahme der Reinheit des Systems die Unterscheidbarkeit
der erhohten Tone von den erniedrigten in starkerem
Masse sich vermindert. Wir konnen namlich nach der Reinheit
der grossen Terz die Reinheit des Systems beurtheilen, da ihr Intervall

mehr niherte,
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von dem Vierfachen der temperirten Quinte abhingt, indess in, dep
grossen Sexte nur das Dreifache, in der- ~grossen Secunde nur das Dop-
pelte, in der grossen Septime aber zwar das Fiinffache der temperirten

Qumte vorkommt, diese aber cine stirkere Abweichung vertriigt. als die
grosse Terz, die nichst der Quinte am roinsten seyn soll.  Aendert sich
nun ¢ um 7q,.s0 ist die Aender ung des Inlervalls der grossen Terz
— kAq. Es ist aber nach der Tabelle a. E des § 39 das Intervall
zwischen D® und C¥, E? und D% u. s, w. = = 12¢ —1, daher #ndert sich
“dieses gleichzeilig mit ¢ um — 12.47¢; also ist die Abnahme dioses
Intervalls dreimal so gross_als die Anniherung des Intervalls der
grossen Terz an das der mlttlel en tempérirten, und somlt die Zunahme
ihrer Reinheit,

Sey die Differenz von D% und C* d. 1. 12q —17 glelch T dcr grossen

29—
)

Secundc algo — , SO [‘olgt hieraus

- 1=5(m=)-
Setzt man nun successiv n — k5,6 ....15, so erhal man folgende
Tabelle, "in der u. die Abweichung des Intex valls der grossen Terz von
der Reinheit bezeichnet, und 129 — 17 die Differenz G¥ — D* sowohl in
‘Theilen der temperirten grogsen Secunde als des reinen ganzen Tong
angiebt.

" | g | bg—2 u l 129 — "7

b5 = 0,88696 1% — ¢ 34783 o7 6T | g Seo. = g1
B | 5 = 0,58621 [ 4L — 0 34483 o o == 15
6 :; = 0,58871 | 2% — 0,34286 TN O = 75 -
7|4 == 0.58836 | X — 0,341 46 o T . =,
8 | 5v = 0,58511 5 = 0,34043 TEon T o =
9 | g = 0,58491 | 13 — 33969 o T o o=,
10 4‘f[98__0584’75 rig = 0,33898 | 1 o e o=
1 55 == 0,58462 | 22 — 0 33846 o S P m=h
12 %2058454 s =0,33803 (o SN [ =
13 ;3 = 0,58442 %:0,33766 o SRR RO =7 -
e ?2—6~——05843/1 s = 0,88735 | L T e =
15 ] 55 = 0,58427 | 2 — ¢, 33708 TR P o
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Hieraus erhellt nun, in Uehereinstimmung mit dem Vorigen, dass
die grosse Terz viel langsamer der Reinheit sich ndhert, als der Unter-
schied der benachbarten erhohten und- erniedrigten Tone sich vermin-
dert. Fir n = 13 ist dieser schon geringer als die Abweichung der
gewdhnlichen temperirten kleinen Terz von. der reinen, fir » = 15
geringer als die Abweichung der gewd&hnlichen temperirten grossen
Terz. Man sieht hieraus, dass das Tonsystem von 83 Quinten mit der
moglichsten Reinheit der grossen Terz noch.- hinlingliche Unterscheid-
barkeit der erhshten Hauptttne von den erniedrigten verbindet, dass
aber, wenn dieser Unterschied grosser als —g; g. T. genommen wird,
consequenter Weise auch die grosse Terz weniger rein seyn muss.

§ 68,

Es konnte in Zweifel gezogen werden, ob so kleine Unterschiede
wie —;— des ganzen Tons auf der Violine, bei der Kirze ihrer Saiten,
sich mit Sicherheit greifen lassen. Um dies zu untersuchen, sind die
Sailenlingen zu bestimmen, die den vorkommenden Tonen entsprechen.
Sey die Lange einer Violinsaite, vom Steg bis ‘zum Sattel genommen,
= [; die Linge, welche ihr zukommt, wenn sie einen Ton ‘angiebt, der
um das Intervall & — 2 hoher ist als der Ton der ganzen freischwingen-
den Saite, = I, so ist, da sich die Saitenlingen der Tone umgekehrt -
wie ihre Schwingungszahlen verhalten,

r oy
| S TEy T
daher  log L = — (' —a)log & = — 0,30103 . (' —2).

Setzt man nun fir die Temperatur aus 53 Quinten 7= ;’5 wo 2
die ganze positive Zahl ist, die in 53steln der Octave die Grosse des
Intervalls des Tons ausdriickt, dessen Saitenlinge man sucht, so wird

log - = — 0,0086798 .2
Ebenso wird fur die Temperatur aus &1 Quinten, wenn man & — & == {;
setat, log L = — 0,0073422.2. |
Endlich giebt- fir die gewohnliche mittlere Temperatur &' — & == {“—3
log - = — 0,0250858 .2

Da auf der Violine die vier Saiten, wenn sie frel schwingen, die
Tone g, d, a, e angeben, so0 ist das Intervall 2’ — @ in Bezug auf diese

als Grundtsne zu nehmen, also fir g, in der Temperatur aus 53 Quinten
T T L PO S 1T
zu setzen, & == z3; fr d, v = g; fira, == 5 fiir ¢, ® = g3; fir
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' aber der Intervallwerth des Tons, dessen Saitenlinge bestimmt wer-

den soll zu setzen, woraus sich dann 4 ergiebt. s wird also z. B. fiir
' 50 48 49 27

. . - 7 Tm _ . . n
die Tone a, e, kb, [# &' resp. = 537 8 530 53 2U setzen seyn, woraus fiir

. 9 . . .
alle vier folgt &'~— # == 3, also 4 == 9. Hiernach sind nun in den fol-
l'ss 1'41

genden zwei Tabellen die Zahlen in den Columnen log =, log =
die, wie man von selbst sicht, sich auf die drei angefiihrten Tempera-

turen beziehen, berechnet. Addirt man zu diesen Zahlen log !/, nachdem

! durch wirkliche Messung bestimimt ist, so ergeben sich die Logarithmen
von Iy, I, 1), d.i. die Logarithmen der den nebenslehenden Tonen

entsprechenden Saitenldingen und hieraus diese selbst. In den folgenden

zwei Tabellen ist { = 329 Millimeter angenommen.*)

T
? lOB T

log %ﬂ log %‘4}' | Vi Uy
g 4 @ 3% 0,00000 | 0,00000 | 3297700 | 32900
[ o e g | 0,00868 | — 0,00734 | 324k, 73 | 323, 48
Bob o0 e G 10,0170k | — 0,01468 | 316, 35 | 318, 07
@ @ T F | —0,02272 | — 0,02203 | 312, 23 | 342, 73
gt d¥ @ e | — 0,02840 | —0,02937 | 308, 17 | 307, 49
R T g | — 004844 — 0,06403 | 206, 32 | 297, 27
a € h f# | —0,05112 | —0,05140 | 292, 47 | 292, 13
g% de g G| — 0,05680 | — 0,08874 | 288, 67 | 286, 72
¢ gt d% B | — 0,06816 | — 0,06608 | 281, 22 | 282, 56
W of % § | —0,0738% | — 0,07342 | 277, 86 | 277, 64
at @ [# | —0,07952 | — 0,08076 | 273, 95 | 273, 17
¢ g @ T | —0,00656 | — 0,00545 | 263, 1 | 26, 09
hoT% GG | — 040224 | — 0,10279 | 259, 99 | 259, 66
o ot T % | 040792 | — 0,10913 | 286, 61 | 255 90
d' @ e R | — 0,41928 | — 041748 | 249, 99 | 251, 60
¢ g d T | —0,12696 | — 0,12482 | 246, Tk | 246, 82
B o gR | — 013064 | —0,13216 | 243, 52 | 242, 68
e T O T 048199 | — 0,43950 | 237, 25 | 238, 64
@ @ R | — 044767 | — 044684 | 234, 16°| 23k, 76
¢ogh dF @ | —0,15335 | — 0,45419 | 231, 12 | 230, 68

¥ Nach einer Mittheilung von Herrn Dr. med. V. Carus, dessen musikalische
Erfahrung mir, wie ich hiermit dankbar anerkenne, bei der vorliegenden Arbeit in
mehreren Punkten foérderlich war. , .

e AT .
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logf‘-": . Vg
g 4.8 3 0,00000 | 329700
@ e 7 ‘ -
P }—_0,0.2509 310, 54
wre 3 Tl g 0s007 | 293
. g} e 'ﬁ' T# l»' 1‘ ’ 14
W f-T g l ,
R l——0,0'7526 276, 65
ra gb/ —d':b b )
L o g }_‘_0,40034 261, 13
c g 4 @ ||
v : — 8 N I
s Ton o g } 012543 | 246, &7
T =b Th hb :
¢oa e }——045052 232, 6k
¢ gt df O " ' ’

Hieraus ist nun ersichtlich, dass auch die kleinsten riomlichen Un-
terschiede, ntmlich die, welche ¢# und d° auf der g;Saite, g% und @ auf
der d-Saite, -@% und ¢ auf ‘der @-Saite und @ und L ¢ auf der e-Saite
entsprechen, fir -die Temperatur aus 53 Quinten immer noch 3 Milli-
meter (§ Lpz. Zoll), fir die Temperatur aus k1 Quinten 4 Millimeter

(3 Zoll) betragen, also immer noch eine merkliche Verriickung des

Fingers fordern; ,dass sich aber mit gleicher, ja zum Theil mit weit
grosserer Sicherheit nicht nur alle doppelt erhohten und erniedriglen
Tone, sondern s0gar die dreifachen 5%, ¢, )-’:'—3’* auf dem Griffbret von
ihren nichsten Nachbarn unterscheiden lassen, also die Angabe eines

Tonunterschieds von % g. T. keine praktischen Schwierigkeiten hat.™®)

# In den vorstehenden Tabellen ist auf die Verschiedenheit der Spannung,
welche die Saile erleidet, je nachdem sie piher ihrer Mitte, wo diese Spannung am
kleinsten ist, oder niher am Stege niedergedriickt wird, keine Riicksicht genommen.
Wollte man jene Tabellen zu Versuchen benutzen, so miisste ibnen, zomal fiir die
grisseren Werthe von I', noch eine kleine Correction beigefiigt werde, die indess auf
die Differenzen der Saileniangen benachbarter Tone keinen Einfluss haben wird.
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| S 56.

Ob das Tonsystem aus 53 Quinten dasjenige’ist, dessen sich der
Violinist unbevwusst bedient, ldsst sich natiirlich mit voller Gewissheit
o priori nicht bestimmen. Auch ist kaum anzunehmen, dass er dieses
oder ein ihm nahe liegendes immer in aller Schiirfe einhalten werde,

da der musikalische Vortrag bald zur Schirfung, bald zur A];stunmfuﬁg
der Intervalle treibt. Wic aber bei' der Bestimmung des elliptischen
Spharoids des Erdkorpers die Aufgabe ist, die Gestalt der idealen Ober-
fliche zu bestimmen, die sich zwischen den Hohen der Gebirge und den
Tiefen des Meeres mitten hindurchzieht, 50 kann es sich auch hier; bei

Instrumenten, die eines so freien Ausdrucks der Empfindung fahig sind’

wie die Streichinstrumente, um nichts Andres handeln, als die mittlere
Hohe der Tone zu bestimmen, welche der Spieler durchschnittlich
becbachten mag. Es bedarf tibrigens kaum der Bemerkung, dass, wenn
sich durch Versuche der mittlere Unterschied, den ‘der Violinist oder
Cellist zwischen C* und D” u. s. w. einhilt (das ”:Ti,“ § 54), mit zu-
reichender Genauigkeit festsetzen ldsst, dadurch die temperirte Quirte
und mit dieser die Temperatur der Streichinstrumente empirisch gege-
ben ist. '

In dasjenige Gebiet aber, das der blossen mathematischen Be-
trachtung zuginglich ist, fillt noch eine Untersuchung, die als Gegen-
stiick zu der in § 48 f. gefihrten angesehen werden kann. Es wurde
nimlich in § 83 bemerkt, dass das System aus 83 Quinten neben der
temperirten auch in geniherten Werthen die reine Dur- und Mollscala
enthalte. Man kann sich nun die Aufgabe stellen: die Temperatur zu
finden, in welcher die Tonfolgen C, D, F*, F, G, H%, ¢ ¢ und ¢, I
G% G, FF, D% D, € in moglich grosster Reinheit die aufsteigende C-dur-
und absteigende G-mollscala darstellen. Mit der-L(‘jsung dieser Aufgabe
moége unsre Untersuchung geschlossen werden.

§ 7.

Es kommt auch hier, wie in § 48, nur auf die Temperifung von
finf Tonen, nimlich D, F?, G, H*, ¢* an, da C und ¢ fest stehen-und I
durch &, H’ durch D, G* durch F*, D# durch H* gegeben ist. Nun ist,
nach § 39 a. E. fur jede gleichschwebende Temperatur das Intervall
von D = 2¢ — 1, das von F*= 5 — 8¢, das von G == ¢, das von
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J¥ — 6—9¢, -das von ¢*==5—"7¢. Da nun diese Tone der Reihe
nach jetzt die grosse Secunde, Terz, Quinte, Sexte und Septime mog-
lichst rein dz}rstellen sollen, so muss, wenn wieder d:-e, g, a, hdiereinen
Intervalle derselben bezeichnen, ) . o
(d—2g+ 1)+ (e— 8 +8qP+(g—a°+ (a—649¢)® + (h—54+7¢7

ein Minimum, mithin der Differentialquotient dieser Sumine nach ¢ nu/l

seyn. Hieraus folgt
: ___43d+-2d+g-—-80—9a——7h. -
- i 199 .log2 . !

__oder, wenn fir d, g, L. 8. W. ihre logarithﬁlisqhen Werthe "gesetzt
werden, ’ o ‘ '
: log {5z
| q ::7%-1‘::;—2)— — 0,5847652.%)
Es bedarf hier nicht der Umwandlung dieses Werths in einen Kel-
tenbruch, um einen ihm nahe gleichen gemeinen Bruch zu erhalten;
denn die Tabelle in § 84 weist nach, dass ein solcher in grosser Schirfe

9 . . e . .
4—64—8- ist. Substituirt man den genauen Werth in der obigen Quadrat-

summe, so ergiebt sich die - :
Summe der Quadrate der Abweichungen == 0,0000002760, *¥)

woraus erhellt, dass die Reinheit der durch diese Quinte bestimmten ’
und durch die bezeichneten Tone des Systems aus 11§ Quinten gebil-
deten Scalen ungleich grosser ist als die, welche im System aus Tk
Quinten die gewﬁhnlichen sca]enbildenden Tone G, D, I u. 8. w., ¢ ht,
ab u. 8. “w. darstellen. Dies, so.wie was das System sonst charak(erisirt,

“wird deutlicher hervortreten, wenn wir dasselbe bis zu den zweiten,

Erhohungen und Erniedrigungéen und deren Erginzungen zur Octave
entwickeln. Coe L . . .

Wir ‘erhaiten dann nimlich folgende Tabelle :.

-

# Mit 1 0stelligen Logarithmen berechnet. .
##) Fiir das System aus 53 Quinten ist diese Summe =='0,0000038539.

3
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¢ == 0,00000 - ¢ = 100000 .
ot = 0,01718 (%) d = 0,98282 (119
% — 0,05899 gﬂi% AR = 0,910 g%i
D= 0,07617 (15 H. — 0,92383 (12
C# = 0,09336 (7 ¢ - = 0,90664 (1
H#% — 0,11051 &%% d¥ = 0,38946 g%g
E" — 0,452385 (2 A = 0,84765 (455)
D == 0,16953 gf—}% - H' = 0,83047 E%)
OR = 086TH(F) [ o =0,81329 (8)
I — 0,22852 E%(g | 6® =077148 fT‘%
B’ — 0,2k570 f&% - A = 0,78430 g%g)
D# =0,26289 (75) | B = 073711 (}T)
F* = 0,32188 (% G* = 0,67812 (2%
E = 0,33906 gf%% A? = 0,66004 E—%g
D# = 0,35624k E%g B = 0,64376 g%_ég
6" = 0,39805 (1% - F# =0,60195 (1)
F =0,41523 (% G =0,5847T (2
E* = 0,43242 (2 A" = 0,56758 (2%
A% — 0,47423 () E# = 0,52577 4142.2
6P = 0,49141 (% F% = 0,50859 (%

Die Abweichungen von der Reinheit sind: fiir die Quinte
= 0,00019 = gz 2. T.; fir die grosse Teiz = 0,01713 =58 T
fir die kleine Terz = 0,01733 — 558 1.; far die grosse Secunde
= 0,00039 == ;-5 3. T.; fuir die grosse Septime = 0,00039 =578 T
. Die Abweichungen von der mittleren Temperatur dagegen sind: fur die
Quinfe == 0,00188 = 7~ ¢.T; fur die grosse Terz = 0,00573 —

| ERaE TR
g T fur die eine Terz:=.0,00430 = -~ g. T.; .fur die grosse Se-
cunde = 0,00286 = 7. T.; fur die grosse Septime = 0,00286 ==

g. T.; simmtlich unmerklich. Fir C* betrtigt die Abweichung von der
milileren Temperatur 0,04008 == riz; fur D¥ ... 0,01289 = '_¢.T;

fur 1% 0,00889 == 37 5. T.5 far 6% ... 0,00145 — L g T, Auch

N R e i £
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diese Abweichungen sind also fast unmerkbar. Stmmtliche einfach er-
niedrigte T6ne aber liegen wn 0,01719 = % g T. tiefer alsihre n#chst-
benachbartén erhphten und fallen, mit den gleichnamigen Ténen “der
Kirnbergerschen Temperatdr noch genauer zusammen, als die’ Tone des
Systems aus 53 Quinten, das wie man sieht, in jeder Hinsicht sich dem

vorliegenden sehr nahe anschliesst. Die grossere Stufe des letzleren ist

20 ¢ . 1 14 . .
T8 die kleinere 53 also g5 der grosseren. Die Stufenfolge der Durscala

ist also hier -
' 90, 20, 11, 20, 20, 20, 14.

Ohne zu behaupten, dass dieses System dasjenige sey, dem sich
die Musik der Streichinstrumente am meisten niherte, da vielleicht der
Unterschied zwischen G# und D® u. s. w. 20 gering ist, besitzt es doch
stemen, die diese T6ne in gehoriger enharmonischer FFolge
grosste theoretische Vollkommenheit, indem es

den temperirten Scalen auch die reinen in der

unter allen Sy
unterscheiden, die
in allen Touartén neben
grosstmoglichen Anniherung darstellt.
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‘T ANTHANG.

" BER DIE BESTMOGLICHE AKUSTISCHE BESTIMMUNG DER
ERHOHTEN UND ERNIEDRIGTEN TONE.

1. Es ist oben (§ 26 ff) ausfilrlich gezeigt worden, dass es wn-

moglich ist, fiir die einfach erhshten und erniedrigten Téne solche Be-

stimmungen zu finden, durch welche sie, in Verbindung mil den
akustisch reinen Haupttonen, fiir alle Tonarlen reine Scalen geben. Man
kann sich aber die Aufgabe stellen: bei festgehaltener Reinheit
der Haupttone ihre einfachen. ‘Erhghungen und Ernie-
“drigungen so zu bestimmen, dass jede Tonleiter, wie die
reine, eine Stufenfolge darstellt, die ans drei grossen

gdnzen, zwel kleinen ganzen und zwei halben T6énen be-

steht, von denen die letztexen in der Durscala die 3te

-und 7te, .in der (abstelgenden) Mollscala dle 2te und 5te
qtelle einnehmen mussen .

Bei der L0su_ng dieser Aufgabe konnen wir, ‘ohne der Schirfe der
Resultate das Mindeste zu eritziehen, vorldufig zur Abkiirzung des Ver-
fahrens, wie si¢h aus § 18 und $§ 53 ergiebt, das Intervall des grossen
ganzen Tons it dem Grundton 2y —1=19, das des kleinen ganzen

Ton's 1— 2¢ + t = 8,  das des halben Tons Y — q — t = 5 setzen,

wofern das Octavenintervall — 53 angenommen wird. Alsdann sind,
wie wir sogleich erliutern werden, fiir die Tonarten der siehen Haupt-

tbne nach den Bedmgungen der Aufgabe nur fo]gende Stufenfolgen
moglich.

e R RERE T
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. I. In Dur.
¢c D E -F G ~4A H o .
9 8 5 9 8 9 5
G A H ¢c - d e f# g
8 9 - 5 9 8 9 5
D E F+ (A A H c* d
8 .9 5 s 9 9 5
: A - H & d e fid g* e
9 9 5 - 8 g 8 . 58
E F+ G A H & % e
9 8 5 9 9 8 5
H ct d¥ e f# g* a# h
9 8 5 9 - 8 9 5
F & A H° c d e i
9 8 5 9 9 8 5
II. In Moll
A H - ¢ @ e f g @
9 B 9 -8 5 9 8
'E s G A H ¢ d e
9 5 8 9 5 9 8
H ¥ d e f# g a h
9 5 8 9 5 8 9
D E F G A H ¢ d
-8 5] 9 8 bt 9 9 :
G A H? ¢ d e’ { g
3 5 9 9 5] 8 9
¢ D b I G Al H ¢
9 5 8 9 5 8 d
F G A H o |
o 5 8 9 5 9 8

mmungen einzusehen, ist nur nothig
r beiden halben Ttne ein fir allemal
der Stellen der drei grossen und klei-
ber theils durch die Intervalle der

eils ergeben sie sich successiv
' 7

Um die Richtigkeit dieser Besti
zu bemerken, dass, da die Stellen de
fixirt sind, es nur auf die Bestimmung
nen ganzen Tone apkommt, Diese sind a

. reinen Haupttone unmittelbar gegeben, th
Abhandl. d. K. S. Ges, d. Wissensch. v,
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mit Nothwendigkeit. In B-moll z. B. sind die Stufen GA, AH, He, cd,
de aus der reinen G-durscala unmittelbar gegeben; die Stufe F'#G muss
=5 séyn, da in Moll auf diese Stelle ein halber Ton fillt. Da nun die
Scala drei grosse und zwei kleine ganze Téne haben soll und die gege-
benen Stufen schon zwei kleine ganze Tone enthalten, so muss die
Stufe II'# ein grosser ganzer Ton, also = 9 seyn. Iii [{-moll sind die
Stufen de, ga, ah aus der reinen Dulscala unmittelbar gegeben, die Stu-
fen ¢*d und f¥y miissen halbe Tone seyn, die Stufe ef# ist, wie so eben
gezeigt wurde, ein grosser ganzer Ton; es muss daher, da die tibrigen
Stufen nur zwei grosse ganze Téne enthalten, die Stufe He¥ den dritlen
grossen ganzen Ton = 9 darstellen. Aufl diese Weise kann man sich
leicht iiberzeugen, dass in allen Tonarten der Hauptttne die Stufenfolge
keine andre seyn kann als die in den vorstehenden tabellarischen Ueber-
sichten angegébene;

2. Aus den éntwickelten;Soa]en ergeben sich nun die Intervalle
der in ihnen vorkommenden erhohten und erniedriglen Tone mit G,
Setzen wir nimlich statt der abgekiirzten Werthe 9, 8, 5 ihre walren,
%g—1, 1 —2¢+41t, 1 —g—1 und ebenso fur G, D, Ii, F, G, A, I ihre
genanen Intervallwerthe 0, 2¢—1, ¢, 1 —4¢9¢ I —aq+t, g4¢, 80 erhilt
man folgende Bestimmungen :

In G-dur ist f=—g — ({ — g — ), daherF#H—G——(l—q-——t)——::Qr] Ft—1;
in D~-dur ¥ ==d-— ({ —q —t), daher CHs=D — (1 — g — ) = 3g -t — 2;
in A-dar g#-—a—(l———q;«t), daher G¥= A4 — (| — g — t) == 2¢;

in E-dur d#—e—n(l——g— f), daher D¥==F — (1 — g — ) = ¢ -} 2t — 1:
in H-dur a¥==h — (1—q — ¥, daher A% =H — (1 — g — #) == 2¢ -} 2t — 1.

InD-mollistHl=—=d — 2 (2¢ — 1) =D + 41— 2 (2¢ — 1) = 3 — 2q;
inG-moll & =g — (2g — 1) — (1 — 2¢ + 1), daher Ef = ¢ — ¢;
in C~moll A"_-c — g — ) — (1 — 290 + ) =1 — 1
inf-moll @ —f — (2¢g — 1) — (1 — 2¢ + &), daher Db — 4-—~q—-t

Es ist aber wichtig, zu bemerken, dass dieselben Bestimmungen
dieser Tone sich ergehen, wenn man die andern von den angefihrten
Tonarlen, in denen sie vorkommen, zam Grunde legt, so dass hier nicht,
wie in § 26 und 27, von einander verschiedene Bestimmungen erhalten
werden. So ist z. B. 1nL’~durI’#~—E+2q——- T==2q 4t — 1, wie
zuvor; in G-moll HY = ¢ — (29 — 1) == 2 — 2g, wie zuvor u. . [,

3 Auf dieselbe Weise findet man nun auch die Stufenfo]gen fir

die 'lonalten dewn Grundtone die eben bestxmmlon erhohten und er- .

A

T
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niedrigten Tone sind, und aus ihnen die Intervalle von &% und II 5 G

G und F? mit C. Diese Stafenfolgen sind nimlich :
) I. In Dur. _
I# G¥ A# Vi ¢ d# o f¥
-8 9 - B 9 8 9 5 -
C# D# E¥ Ir# G# A# o ct
8 9 - b 8 9 9 5
o c d et f g ¢ I
‘ 9 9 8 8 9 8 ) »
B F G AP H c d e’
8 9 5 8 9 9 5
Al I ¢ db el f g af
- '8 9 B 9 8 9 5
D E* F G Al i ¢  d
9 8 5 9 8 9 5
G* Al H" ¢t db e I8 g
9. 8 5 9 9 8 .
ct 7 L 7 G A H
9 -9 ) -8 9 8 b
- 1. In Moll. L
¢ G A H & d e I#
8 5 9 9 B 8 9
(4 D E I# G* A H c*
8 5 9 8 5 9 9
¢ AF  H ¢t d# e o
9 5 9 8 5 9 8
D# Ex G4 A# ik ¢ d#
9 L} 8 9 5 9 8
A It ¢ @ 2 g
9 5 8 9 ) -8 9
e & g & W
9 b 9 8 5 ) 8
E? g G* A? )i ¢b d e’
g 5 9 8 5 9 9
A? I c? @ e r ¢ a
] 5 9 9 5 3 9

Aus Fis-dur ergiebt sich nun [# = Fé— (|l —qg— 1= 3q 4+ 20— 23
qus Cis-dar HE = — (1 —q¢— 9= hg 4 2 — 2; aus B -moll
G — [t — (2¢ — 1) — (1 — 20 + f) =2 — 2¢ — 1; aus Es-moll
== — 2(2¢ — 1) = 3 — 3q — ¢, endlich aus As-moll

[ A — (g — 1) — (1 — 2 + )= 1— 2
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'%. Setzen wir nun in simmdtlichen fiir die erhthten und erniedri igten

Téne ggfundenen Ausdriicken die Zahlenwerthe von-q und £ ein und fiigen
die zugehorigen relativen Schwingungszahlen bei, so erhalten wir, wenn
wir noch, zur Yervollstindigung der Uebersicht, die bekanntén Bestim-
mangen der Haupttone wiederholen, folgende Tabelle, in der, wic (viiher,
:cdle(;rt osse des Intervalls, y die der 1elatlven Schwm gungszahl hezeichuet.

c
(%
Dlr
D
D%
Eb
E
Fb
%
F

.

Gb
G
¢
A
"
AB
It
H
c?
o4

c

Hlernach smd nun die Intervalle
Db — G F E# G — s
gleich und beh ragen 0,0

H

.@ Y
0,00000 1 = 1.==1,00000
0,07682 32_5 = et = 14,0540
0,09311 5 == e == 1,06667
0,16992 3- == % = 1,12500
0,22882 82.: = I =1,17188
026308 | %2 = J = 1,20000
0,32193 = = 2 =1,25000
0,38614 | 2 = 22— 28000

3'1 bt.’v
0,39875 = g == 1,35742
0,41504 + = - =1,33333
0,49185 LIPS ‘
’ 9 TgET — T = ’|,ﬁ-0()25
2% A
080818 | o= 2t = j99299
: 3 :
0,58496 T = = =1,50000
0,64386 ¥ = o = 1,56250
0.67807 |+ = & =1,60000
0,73697 T = - = 1,66667

, 32, 5® 5
081378 | X =2 7578
0,83008 = o = 1,77718

: 3.5 8§ ’

©0,90689 = 5 = 1,87500
‘ a o4 .
3,92348 wy = St = 1,89630

to50 2093
98371 == %Z—}'- == 1,9'7991
1,00000 2 = 2 ==2,00000

del nachstbendchbm ten Tone

— A% ot H, ¢ — H% einander

1 629 des Octavenmtuvalls oderl 578 T, weniger

P
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als das syntonische Komma. Hierzu gehort die rel. Schwingungszahl

gt

i %g_;% — 1,01135. Ebenso sind die Intervalle B* — D#, I — K,

A’ — G* unter sich gleich und betragen 0,03421 0.i., nahe — —45— g. T,

. . P . . Lo 97 8
die kleine Diesis, mit der rel. Schwingungszalil iz = % = 1,02400. .

5. Bildel man nun aus den in der- vorstehenden Tabqlle enthal-
tenen Werthen fiir alle Tonarten die Scalen, so geben diese fur die In-
tervalle der ibnen zugehorigen Tone mit dem Grundion-die in den fol:
genden beiden Tabellen enthaltenen Bestimmungen,, di¢"sich auf das
Octavenintérvall 1000 beziehen. ' ’

« I Dur. .

Grandton | gr. Secunde | gr. Terz -’Quai"t'e | Quinte | gr. Sexte [gr. Septime
G 170 322 | 415 5856 737 907
G 152 322 15 585 737 |. 907
D 152 322 s .| B67 737 907
A 170 | 340 433 585 755 907
I 170 322 k15 5856 755 907
1 170 529 | 15 | 885 | 737 | 907

I 152 | 322 15 585 737 907
CH 152 322 e 567 737 907

F .1 470 322 L5 585 755 907
He 190 - | 340 £33 585 785 907
ol 152 322 | 418 567 737 90'7
A? 152 399 | 418 585 | 1737 907
D! 170 399 | k15 .| 585 737 907
Gr ol 170 399 | k18 .| 885 755 907
¢ 170 550 | 433 ‘| 885 . 788 T 907
S L Mol ‘

Grundfon |gr. Secunde| kl. Terz | Quarte | Quinte | kl..Sexte | kl. Septime
A 170 | 263 133 | 5685 678 | 848
L 170 263 15 | B85 678 848
H 170 263 15 585 678 830

Ir# 182 | 245 ki | 585 678 830
G# 152 245 A48 567 660 - 830
G# A70 263 £33 585 678 | 848

Te | 170 | 283 | s | 888 1 OT8 848
At | AT0 263 | &i5 | 83884 678 |- 830
2o asa | omas | w8 | 86T 4 60D 830
v.lasa | 2as | BB 7888 | 078 830
o loator o3 Wi | 583 | 618 830
»o|oa7o | 263 | kB | 583, 678, | 848
| 170 o 263 | 483 | 885 678" | I8
B 152 | akp | M5 86T | GO0 330

Y 152 | 24y | #is | 85 G 078 830
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6. Wie aus diesen Tabellen hervorgeht, geben die ihnen zum Grunde
liegenden, in Nr. & angegebenen Werthe eine ungl.elchs chweb 0,111 de
oder richtiger eine gemischte Temperat_,ur, da immoer mehrere Ton-
arten genau dieselben Interval]‘grtissen gemein haben; — wenn andors
im eigentlichen Sinne von einer Temperatur die Rede seyn kann, wo
die Hauptténe, fur die allein sich absolute Werth;)estimmungen gehen
lassen, vollkommen rein bleiben. Das Intervall der grossen Seplime ist
hier das einzige, das in allen Tonarten vollkommen rein bleibt, alle
iibrige scalenbildende Intervalle sind, je nach den Tonarten, bald 1'(_-.inl,
bald genau um ein syntonisches Komma zu gross oder zu klein. Iis sind
ndmlich o L

I. die Durtonarten in
H, D¥ vollig rein, ‘ »
F, G’ unrein in der grossen Sexte,
F#, A® unrein in der grossen Secunde,
C*, E* unorein in der grossen Secunde und Quinte, .
H?, ¢ unrein in der grossen Terz, Quarte und grossen Sexie;

-

- -

N~ - R s I

1. die Molltonarten in
H, A% C wvollig rein,
E, D F unrein in der kleinen Septime,
G, I' A% unrein in der grossen Secunde und kleinen Terz,
A, G% IP unvein in der Quarte und kleinen Septime, -
(¥ D, E’ unrein in der grossen Secunde, kleinen Terz, Quinte und
' k]éine_n Sexte,

Stellen wir diesen Ergehnissen die in § 30 aus den gewdshnlichen
‘akustischen Bestimmungen der erhéhten und erniedri

gten Tone gezo-
genen Resultate -gegeniiber, 8o sind nach diesen "

-I. die Durtonarten in
€ vellig rein, | , | '
A’ unrein in der grossen Secunde,
F unrein in der grossen Sexte, -
‘A, D? worein in der Quarte, ,
E, G, ¢ unrein in der grossen Secunde und grossen Seplime,
F% vnrein in der Quarte und grossen Septime, |
) unr@in in der grossen Secunde und Quinle,

i
;
2
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% unrein in der er. Secande, ar ‘ ime
C# unrein in der gr. Secunde, gr. Terz und gr. Septime,
r1l T . . ! - 3 ~
H? unrein in der grossen Terz, Quarte md grossen Sexte;
b : .
D, H, G* unrein in der gr. Secunde, gr. Terz, Quinte und gr. Septime;

_ ‘ II. die Molltonarten in
¢ vollig rein, | | ‘
F unrein in der kleinen Septime,
A unrein in der Quarte und kleinen Septime,
E, % A’ unrein in der grossen Secande und kleinen Septime,
H, G# E° unrein in der grossen Secunde und Quinte,
" G uprein in der'grossen Secande und kleinen Terz,
A# unvein in der gr. Secunde, Quinte und kl. Septime, )
F#% H* unrein in der Quarte, k. Sexte und kl. Septime,
¥ unrein in der gr. Secunde, Quarte, k1. Sexte und kl. Seplime,
D unrein in der gr. Secunde, kl. Terz, Quinte und kl Sexte.

Offenbar fillt hier die Vergleichung zum Vortheil der in Nr. & ge-
gehenen Bestimmungen aus. Denn nach diesen sind in Dur 3 Tonarten
vollig rein, 6 nor in Einem Intelvall unrein, 3 in zweien, 3 in dreien ;
in Moll sind 3 Tonarten vollig rein, 3 nur in Einem Intervall unrein,
6 in zweien, 3 in vieren. Dagegen ist nach den gewdhnlichen akusti-

schen Bestimmungen in Dur nur Eine Tonart vollig rein; 4 sind unrein
in pur Einem Intervall, 5 in zweien, 9 in dreien, 3 in vier Intervallen;
*in Moll ist Eine Tonart vollig rein, Eine unrein in nur Einem Intervall,
8 in zweien, 3 in dreien und 2 in vier Intervallen. Ueberdies aber be-
fragen bei unsern Werthen die Abwelchunwen von der Reinheit stets
nur ein syntomsches Komma = 4 g. T, indess sie-bei den herkdmm-

hchen Bestunmunoen bxs auf - 3 g. T. steigen.

: % Untersuchen wir endhch noch die Formen, welche nach den

gegebenen Bestimmungen der erhohlen und erniedrigten Tone den ver-
schiedenen Tonarten in Bezug: auf die Folge ibrer drei Stufen (die wir
" hierbei wieder durch die Zahlen 9, 8, 5 darstellen kipnen) zukommen,
so ergiebt sich aus Nr. 4 und 3 urimittelbar folgende Zusammenstellung

rcier Stulenfolgen:

e ———

#) In Bezug aul Ces—-dur und Ais-moll ist die nachtriigliche Bemerkung S. 120 zu

vergleichen:
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- L Dur. , o ‘

9: 8: 5.$ 9: 87 .9, 5; ’ (4)

o 9, 9, 8, 8, 9, 8

eb ’ P (8)
II. Moll.

H

G, 9, 5, 8, 9, 5, 8 9.

'A#} o (6)
CF 9, 5, 8,9, 5, 9. g g

1)#} - I (7)
' F# 8, 5.’ 9 e y v, ’ '
Al)} 2 ) ; 9’ O,‘ 8, 9, , (8)
D : L o

Gt 8, 5, 9 3 . o
o } 0 8 5, 9,9 (9)

G# 9_: 5, 9, S’,. i’i, 9, 8. ., (’IO) '

'zwei'Der ha}be T.()n hat jn allen Arten der beiden Tongéschlechter seine.
unveranderlichen Stellen, so dass sich die Tonarten desselben Ge-

schlecht rch di .
s nur durch die Orduung, in welcher die drei grossen und zwei
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kleinen ganzen Tone auf einander folgen, unterscheiden. Diese finf Tone
lassen im Allgemeinen 410 Versetzungen zu, nimlich:

1) 88999

9) 89899

"3) 899809

k) '89998

5) 988909

6) 989809

-7 98998

b 8 998809
9) 99898

*10) 99988

Von diesen kommen in den 10 angegebenen Formen der 30 Ton-
arten nur folgende vor: die 2te in () und (9), die 3te in (3) und (8),
die 6te in (1) und (6), die Tte in (2) und (7), die 9te in (5) und (10).
Hieraus erhellt zugleich, dass die Dur-Tonarten (1), (2), (3), (k), (B) sich
der Reihe nach von den Moll-Tonarten (6), (7), (8), (9), (10) nur durch
die Stellung der ‘halben Tone unterscheiden. Ferner ist zu bemerken,
dass die Ordnung der ganzen Téne in (3) und (8) die umgekehrie von
der in (2) und ('7), eben so die Ordnung derselben in (5) und (10) die
umgekehrte, von der in (k) und (9) ist, die Ordnung der ganzen Tone in
(1) und (6) aber sich durch die Umkehrung nicht #ndert. Alle zur An-
wendung kommende Stufenfolgen haben hinsichtlich der ganzen Tone
das mit einander gemein, -dass die swei kleinen in keiner derselben un-
mittelbar auf einander folgen: Das gemeinsame der aunsgeschlossenen
‘Stufenfolgen besteht aber darin, dass 'entweder die beiden kleinen oder
die drei grossen sich unmittelbar an einander reihen. Die Ausschlies-
sung dieser Stufenfolgen ist ubrigens dadurch bedingt, dass die reine
Scala weder drei auf einander, folgende grosse, noch zwei auf einander
folgende kleine “Tone hat.* o

8. Das Princip, aus welchem diese Resultate. hervorgehen, ist so
' einfach .und rational, dass es sich in theoretischer Hinsicht von selbst
empfiehlt, und das dadurch erbaltene Syét'eﬁl. von Tonbestimmungen
kann alg das vollkonmirbensie angesehen werden, das aus untemperirten
Haupttonen moglich ist. Dass die vollige Reinheit von sechs Tonarten auf
Kosten der iibrigen erlangt wird, liegt in der Natar der Sache und kann
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nicht zum Tadel gereichen. Man konnte sich vielmehr versucht finden,
in dieser Unreinheit den Schlissel zur Erklirung des verschicdenen

Charakters der Tonarten zu suchen, die sich bei gleichschwebender

Temperatur nicht durch ihren Bau, sondernv nur durch die hihere oder
tiefere Lage aller Tonverhiltnisse unterscheiden,™) und sowit das System
dieser Tonbestimmungen als die Norm anzusehen, der sich das Spicl
der Streichinsirumente, wenn sie nicht mit tempericten Instrumenten
zusammeniwirken, moglichst anzunihern habe oder vielleicht wirkliclh
aundhere. Diese Ansicht wiirde éogar durch das, was Delezenn e,
wie Im Eingange zur vorstehenden Abhandlung hemerks wurde, aus
seinen Ve;*guéhen schliessen zu diirfen glaubt, wesentlich unterstiitzt
werden. Indess steht auch hier mindestens der Einwand entgegen, dass
nach den Bestimmungen von Nr. 4 jeder erhshte Ton ticfor licgt als der
erniedrigte des niichsthsheren Haupttons, also dicse Tone nicht dicjenige
Lage haben, welche bei den Modulationen durch enharmonischo Ver-
wechselung nach § 50 nothwendig scheint. Entweder also werden sio
nach Umstinden bald in dieser bald in jener Lage gespiclt, und daun
lisst sich uber ihre Lage etwas Allgemeines nicht angeben, oder sic ha-
ben eine feste Lage, und'dann gilt auch fiir die Streichinstrumente cine
gleichschwebende Temperatur. Selbst aber wonn ihre Lage verdnder-
lich wire, wiirden die in § 46 bis 49 dargestelllen '.l‘cm'}pcratureu eine
gleichmtssigere Reinheit aller Tonarten bewirken, als cs dic vor-
stehenden Beslimmungen vermdgen. Theoretisch genommen wire zwar
diese Reinheit nur eine genihorte, aber fitr das Ohp (vorziiglich die in
§ 49) so gul als vollkommen und jedenfalls vollkommener als sic dor
beste Spieler im Fluge des Vortrags mit Sicherheit hervorzubringen
vermag. '

*) Hierbei verdient bemerkt zu v{jerden, dass die Gleichsetzung der in Nr. 2 und.3
gefundenien Ausdriicke fiir D¥ und E%, G¥ und A ) s k== -4§-, die von C# und D,
Biund F, Féund GPu. s. f. hg=— 3 — ¢ giebt, woraus, wenn £ == %—, q == 4:% folgt,
die Zusammenziehung der erhéhlen tnd erniedrigten Ténc also auch hier auf die
mitllere gleichschwebonde Temperatur fihrt, . '* = - o

R

T
T D
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1I. ANHANG.

UBER DIE NEWTONSCHE ANALOGIE ZWISCHEN FARBEN- UND
.. TONVERHALTNISSEN. . ' ‘ :

1. Newton glaubte darch Versuche gefunden zu haben,*) dass,
wenn man die Linge des Rechteckes, welches das Farbenspectrum nach
Abrechnung seiner gerundeten Enden darstelit, verdoppelt und die Ab-
stinde dor #nsseren Grenze des Violett, der Grenzen zswischen Violelt und
Indigo, Indigo und Blau, Blaun und Griin, Grin und Gelb, Gelb und Orange,
Orange und Roth, endlich der Husseren Grenze des Roth von dem End-
punkt der jenc verdoppelte Lange darstellenden Geraden misst, dicse

sich verhalten wie die Zahlen

8 5 8 2

9 -4
’/l¢ g0 "6"., 3 TE

: 16* 2 '
d. i. resp. wie die Saitenlingen der Prime, grossen Secunde , kleinen
Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte, kleinen Septime and Octave.*¥)
Da sich die Saitenlingen umgekehrt wie die relativen Schwingungszah-
len der Tone verhalten, 50 kann man auch sageh, dass jene Abstinde
“resp. den relativen Schwingungszahlen der Octave, kleinen Septime,
grossen Sexte, Quinte, Quarte, kleinen Terz, grossen Secunde, Prime,

3
TR

! .
nimlich den Zahlen
9
5

proportional sind.

e

# Optic. Lib. 1. P. II. Prop. I Exper. VIIL
%) Man findet nicht'selten die Angabe, Newton habe zwischen den Dimensionen
der prismatischen Farben im Spectrum and den Tonen der diatonischen Scala eine
Analogie finden wollen. Dieser Ausdruck ist nicht genat, denn die obige Folge stellt

weder die Dur— noch die Mollscala dar.

H
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Gegen diese An"alogie zwischen den prismatischen Farben und dep
bezeichneten Tonen (die weder die Dur- noch die Mollscala vollstiindig
geben, da grosse Terz, klsine Sexle und grosse Seplime feh]en)_ist mit
Grund emcrawendct worden, dass sie schon deshalb nicht als aligemej-
nos Nalurgesetz oelten konne; weil die Vel‘l]h[LllISSI’IldSblé)O Grisse der
Theile des prismatischen Farbenbildes von dem eigenthimlichen Zer-
streuungsvermogen der Substanz des angewendeten Prisma’s abhiingig
sey,‘ die Dimensionsverhiltnisse des Spectrum sich daher gar nicht im
Allgemeinen bestimmen lassen. Gleichwohl wird zugestanden, dass
mehrere Anwendungen, die 'Newtm_l von dieser Analogie macht (indem

. er z..B. daraus eine Regel abléitet, nach welcher, wenn zwel.prisma-

tisché Farben nach Qualitit und Quantilit gegeben sind, die Qualitit
ihrer Mischungsfarbe bestimmt werden kann,*) desgleichen sie seiner
Erkliarung ‘der farbigen Ringe zum Grunde legt,”*)) mit der Erfahrung
ithercinstimmende Resultate gebex;.' Wie gegriindet daher aach jener
Einwand ist, so scheint doch die gedachte Analogie mehr zu seyn als
cin blosses Spiel der Phantasie, die den niich{ernen Newton wohl eben
so selten als den poetischen Kepler hiufig tuuschte.

2. Gerade diejenige Theorie des Lichtes, welche tber die New-
ton’sche endlich den Sieg davon getragen hat, die Undulationstheorie,
bringt Farben und Téne in eine nihere Beziehung zu einander, indem
sie fir jene #hnliche Ursachen nachweist wie fiir diese. - Man kann daher
die Bestimmungen der Undulationstheorie tiber die Vibrationszahlen der
Llchtweilenv, welche den sieben prismatischen Farben entsprechen, be-
nutzen, um ganz einfach und ohne alle vorgefasste Meinung zu pritfen,
ob zwischen denselben #hnliche Verhiltnisse statt finden wie zwischen

. den von Newton angegebenen Ttnen.

‘Gauchy giebt***) folgende Tafel der Vibrationszahlén der prisma-
tischen Farben, die sich auf I'resnel’s Messungen der lichten Sireifen
im Farbenbilde griindet, und in der die Zahlen BJHIOHOH bezeichnen und
sich auf die Sexagesimalsecunde beziehen :

* Lib. 1. Pars II. Prop. VI
* Lib. I, Pars I. Obs. XIV. Pars 1V. Obs. VIII.

***) Swr la dispersion de la lumidre, Prag, '1‘83(5, pe 198,
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Grenzen der Hauptfarben Hauptfarben
susserstes Yiolett 764 .
' _ . Violett 735
Violett — Indigo. 707. _
' \ Indigo 691
Indigo — Blau 676 -
Blan - 653
.Blau — Griin 630 o .
. ‘Griin 607
Griin — Gelb 583
’ ; Gelb 563
- Gelb — Orange 543 .
i ' Orange 532
Orange — Roth 520
Roth 500
susserstes Roth 484

' Nadil Herschels Angabe

169

sind diese Vibrationszahlen, in dersel-

ben Weise angeordunet, folgende:*)

Grenzen der Hauptfarben

e

susserstes Violett
Violett — Tndigo
Indigo — Blau
Blau‘e—— Griin
Griin — Gelb
Gelb — Orange

Orange — Roth )

-~ yusserstes Roth

— ———————

# Vom Licht, gbers. von E. Schmidt,

scheinen auf der Abmessung der Halbmesser
Bd. 6.

Boslimmungen  der Ldnge

des in Gehler's n. phys. W rterbuch,

dass der Herschelschen Tafel grissere

Grunde liegen.

Hauptfarben

721

672

644 -

600
555

47

£95

558

Stuttgart,

Violett | 699
Indigo 658
Blau 622
Griin BTT
Gelb 535
Orange 506
| Roth &7

1828. S. 307. Diese Angaben
der Farbenringe zu beruhen (vgl. Bran~—
S. 348). Cauchy bemerkt a. a, 0. nur,
der Lichiwellen zum
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3. Bei der Pritfung der Newton’schen Analogie kommt es nun hlog
auf die Vergleichung der Vibrationszahlen an, die den Grenzen dep
Hauptfarben zukommen, da sie sich nur auf die zwischen diesen liegen-
den Intervalle bezieht. Dass nun die Vibrationszahl 764 (oder 727) nicht
das Doppelte von 481 (458), die Zahl 630 (600) nicht das halbe Drei-
fache von 481 (458) ist w.s.f und also in diesem Sinne nicht das
- uusserste Violett die Octave, die Uebergangsfarbe vom Blaa zum Griin
nicht die Quinte des #unssersten Roth u. s. w. genannt werden kann,
leuchtet von selbst ein. Anders' stellt sich jedoch die Lage der Sache aus
- folgendem Gesichtspunkte dar. Schen wir die Formel y = 2%, walche
den Zusammenhang der relativen Schwingungszahl 4 eines Tons in Be-
zug auf den Grundton mit dem Intervall # zwischen beiden Tonen dar-
stellt, als besondern Fall der allgemeineren % = a* an, und setzen fiir
die Farben, je nachdem wir die Fresnelsche oder Herschelsche Tabelle

764 797 . . ‘
zum Grunde legen, ¢ =— m’ oder ¢ — 755+ S0 wird im ersten Falle
764\ @ e . log u )
U == (m) s ‘fQIghCh T = Tog 704 — It fog 7813
im zweiten
__ {12T\= . o log
U= (m) , folglich. & = log 727 — log 458"

Setzt man nun in der ersten von diesen heiden Formeln successiv
481.w =764, 707, 676, .... 481, in der zweilen 458.w — 797, 672,
644, .... £58, so ergeben sich fir # die in der folgenden Tabelle ent-
haltenen Werthe

A81 .4 @ 488 . u @

764 | 1,00000 727 1,00000

707 | 0,83242 672 0,8297%
676 0,73552 64 & 0,7376 4
630 | 0,58324 600 4 0,88447
883 | 0,41565 555 | 0,41878 ¢
543 | 0,26203 BT | 0,26225

520 | 0,16849 495 0,16824

481 0,00000 488 0,00000

‘ Vergleicht man diese Werthe von # mit den Intervallen - der kleinen
Septime = 0,83006, der grossen Sexte = 0,73696, der Quinte
= 0,88496, der Quarte = 0,41504, der kleinen Terz = 0,26303,
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der grossen Secunde == 0,1 6992 . so zeigt sich eine Uebereinstimmung,
die zumal bei den aus der Herschelschen Tafel ahgeleitelen Werthen
wahrhaft tiberraschend, aber auch bei den aus der Fresnelschen Tafel
folgenden viel zu gross ist, als dass sie fur zofillig gehalten werden
konnte. '

k. Wir wollen jedoch untersuchen, welche Aenderungen die Vibra-
tionszahlen beider Tabellen erleiden miissten, wenn die ihnen zugeho-

_rigen Werthe von z mit den genannten musikalischen Intervallen voll-

kommen iibereinstimmen sollten.
* Bezeichnen wir diese Intervalle, in umgekehrier Ordnung genom-

‘men, duorch

Ty By Tye g Ty Lo
so dass also @, das der grossen Secunde, & das der kleinen Terz in Be-
zug auf den Grandion zukommende Tntervall ist u. s. w., wobei das In-
tervall der Oclave selbstverstindlich ==1 angenommen wird; seyen

ferner ‘
| v, Uy, Uy Vg Yo Vs Vor Up
dic diesen Tntervallen resp. enschliesslich der Prime und Octave zu-
kommenden Vibrationszahlen; seyen endlich die gegebenen Vibra-
tionszahlen, nach ihrer Grisse aulsteigend geordnet,

b, by, by, by by by, bg, Uz
so ist, wenn zur Abkiirzung % — ¢ gesetzt wird,
v, == A", V,==0a", V== Va7, V==V v, ==, V=007, V== (A)
' Nehmen wir nun e als constant, v aber als variabel an, SO kann
letzteres so bestimmt werden, dass die Summe
(b— v} + (by—va" P+ (by— i o SR + (by— va®P 4 (by—a)®
sin Minimum wird. Setzen wir wimlich den Differentialquotienten dieser
Summe nach » gleich Null, so wird
g =2t A WO + bf.a”ﬁ t+be (B)
A a + PP S +a

Da nun nach Fresnel b = £81, b, = 520, b, = 843, .... b= 764,
nach Herschel aber b == 488, b, = 493, b, = 817, ..... b, = 627 ist,

so giebt die vorstehende Formel fur die erstere Zahlenreihe v == £80,96,
fir die zweite v = 457,97, Hieraus ergeben sich nun weiter nach den
Formeln unter (4) die folgenden Werihe von v, ¥, u.s.w., denen wir

ihre Abweichungen von by, by u.8.W- heifiigen.
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0,03

v —180,96; b —v = 0,04 v o= 487,97 b —p —
v, — 620,30; b —v,=-—10,30 v, = 495,37; b — v, ==-—0,37
v, = B43,20; by—0,==—0,20 | v,==81746; b, v, =——04g
v, = 882,78; by—rv,=— 0,22 U= 384,78; by—wv,=— 0,22
v,=0630,48; b, —v,=—— 0,45 v,=—600,09; b, — v, =— 0,09
7;=0676,39; by — v,=~—0,39 Vy==0643,78; by——v,=— 0,25
v,=706,16; by—uv;,— ~ 0,84 vy == 672,055 b, —v;=—10,05
v,=="763,93; b,—v,= 047 | v,==726,95; b,—n,——_0 (9

Mit Ausnahme von v, in der ersten dieser beiden Tafeln, das von
b, fast um eine ganze Vibration abwveicht, betragen dic Differenzen
aller ubrigen Werthe hochstens etwas tiber ein Driltel ciner Vibration.

5. Die Uebereinstimmung der nach Fresnels Vibrationgzahlen be-
rechneten Werthe wird noch grésser, wenn man bemerkt, dass diese
Zahlen abgerundet sind, sich aber aus den Fresnelschen Bestimmungen
der Wellenliingen leicht genauer angeben lassen. Da nimlich, wenn o'
die Vibrationszahl, ' die Wellenlinge, 2 die Geschwindigkeit des Lichts
bedeutet, v’ — % ist, 80 ergeben sich aus den in Millionteln des Meters
ausgedriickten Wellenlsingen*) 7, b, L, ... 1, wenn nach Cauchy log .2
== 8,4916103 angenommen wird, folgende genauere Bestiinmungen
- der Vibrationszahlen ; '

| = 645; b =— 480,8953
h==596; b, = 520,4320
' ly = 871 ; b, — 5.[[-3,‘2’1 80
Iy == 532; b, = 5830404
L =492; b, = 630,4420
ly = 459 ; b, == 675,7680
Iy = 439; b, — 706,5546
l, =406, b, — 763.9840.

*) Bei Cauchy p. 197,
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Aus diesen Werthen von b, b, b, u.s.w. erhtilt man nun nach (B)

und (A): L _

| v — 480,9068; b —v = — 0,0112
;  v = 520,2597; b, — 5)1 _— 0,1723
g v, = bA3,1735; b, —wm = 00445
b, = 582,7707; by—uvy=  0,2697
% . v, = 630,4899; b, — v, = — 0,0179
v 676,470 by — vy = — 0,6490

. v, = 706,2048; by —v;= 0,3498

v, == 66,0017 by — v, = —0,0171.

Die gmsste Abweichung betrigt also hier"(f?ir ) noch nicht ein
Drittel einer Vibration. Berechuet man endlich nach der Formel ! ——vf
die zu den vorstehenden Werthen von o, 7, ¥g U.S.W. zugehorigen
Wellenlingen, die wir durch %, 4, 4, w.8.W. bezelchnen wollen, s0
erhilt man folgende Zahlen nebst den beigefugten Abweichungen von

1L, lus. w.

2 —= 644,9850; | —4 = 0,0450

Ay = 596,0974; L, — A4 =—— 0,0974

hg = B74,0468; I, — A= — 0,0468

Ay = 539 2462; Iy — g =—— 0,2462

3, — 491,9862; 4 — 4= 00138

Ay = £58,5595; ly — dy = 0,44058

Ay = £39,2178;. Iy — % =— — 0,2178 .

Ay = £05,9906; I, — Ay=— 0,0094. i

- Die "grosste Differenz der Wellenlinge érreicht also noch nicht em
halbes Milliontel eines Millimeters. Fur die Her schelsche Tafel, die
ohnedlcs kleinere Abwclchunn'en giebt, miissen wir “auf die “enauere
Berechnung verzichten, da Lier der Werth von J2 nicht scharf angegeben
ist. Es erhelit aber schon volllg oeniigend, welche acringe Aenderungen
in den Angaben Fresnels sowoh! als Herschels erforderlich sind,. um

* sie mit den nach der Newton'schen Analocrie berechneten Zahlen in voll-.
kommene Uebereinstimmung zu bringen. Wenn daher auch diese Analogie
durch die Hinweisung auf die Dimensionen_der "Theile des Spectrams
nicht hinlanglich begrindet war, S0 erhilt sie doch dur ch Vergleichung

T der Vibrationsmengen der den Farbengrenzen zugehorigen Str ahlen voll-

| gtﬁngiige Bestitigung, SO dass wenn diesen Zahlen gelbst nur in thren

Abhandl. . K. S. Ges. d. Wissensch, V. S
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Verhiltnissen absolute Giiltigkeit zulkommt, auch Newton’s Analogie
ohmne alle Beschrdnkung gilt. Da die Zahl @ — b01 Fresnel und Her+

schel dem rationalen Bruch 2 7 " nahe kommt, so kann man die Newton'-
sche Analogie jetzt so ausdriicken: die relativen Vih rationszah-
len'der den Grenzen der prismatischen Farben z zugehorigen
Strahlen in-Bezug-auf die Vibrationszahl des dussersten
Roth sind Potenzen von 43;, welche dieselben Exponenten
wie dlejemgen Potenzen von 2. haben, welche die relativen
Schwingung szahlen der reinen Tdone D, Bs, I, G, A, B, cin
‘Bezug auf dén Grundton € ausdrucl\en.")» Diese Exponenten
ktnnen daher FarbEnilxtel'valle_genallnt werden.

6. Xs fithrt jedoch diese Analogie auf eine noch viel einfachere

merkwiirdige Bezichung zwischen den Vibrationen der {arbigen Strahlen
und den Schwingungen der genannten Téne. Wenn nimlich fur die Téne

y = 27 und fur die Farben u = ¢* ist, so folgt hieraus .
logu = Igf 2. logy;
und ferner, wenn wir zur Abkiirzung iggg == m selzen,
U ==y,
Nun ist aber ¢ — Z’ = zl"’ wo { und l,, wie zuvor, die Wellenlin-

gen fiir das susserste Roth und: Violett bedeuten. Da nun nach Fresnel’s
Angabe in Millionteln des Millimeters I — 645 » &y = 406, nach Her-

scheI aber in Zehnmillionteln deg englischen Ao]]s l = 266, I, =— 167
(ist, so wird zufolge der ersteren Zahlen m —— = :O‘g’g = g 33:333;, zufolge

‘ ) _loga _ 0,2024681 i} ,
der letzteren m =— Tog 3 “‘"mﬁ Beide Werthe sind, der erstere ge-

nauer als der zweite, nahe =— daher nitherungsweise % =— 3. Selzt
man daher fir y die relaliven Schwlnoungszahl(m der grossen Secunde,

kleinen Terz, Quarte u. 5. w., so folgt fir die absoluten Vibrationszahlen
Ups Uy WS W.

1 = (3)} y,_ (6)1 vy = b () n=0 (2):
' _"b() -vs— () v, = b . 2%,

* Oder auch der Tone E,F, G A H e din Bezug auf den Grundion .D. Es sey
mir verstaitel zu bemerken, dass ich auf diese Bestiitigung der Newion schen Analogie
durch die Verhiltnisse der Vibrationszahlen schon i. J. 1848 bei den YVorstudien zu
der oben angefithrien Abhandlung liber die musikalischen Intervalle gekommen bin.
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Um nun zu priifen, wie genau diese Ausdriicke die Vibrationszah-
len darstellen, setzen wir zuerst nach Fresnel » = b = 480,8953,
b, = 520,43, b, = 543,22 u. s.w. Hieraus ergiebt sich

v, = 520,183 by — v 0,25
v, == 543,01, by— 7, 0,24
v, = 582,56, by — ¥ 0,44

v, == 630,15 b, — v, = 0,29

v, = 676,005 by — D - — 0,23
v, — 705,78 ; . by — Y% 0.82
v, = 763,36; b, — 7, 0,62.

~

Setzen wir nach Herschel » = p — 458, b, = £95, b, = 517

u. 8. w., so kommt

vy — 495,410 by — 0= 0,41
v2:547,45; bgﬂ—pgz——fO,dﬁ
v, = 554,83 by — ¥ 07

— 0,45

b = 600,155 b, — 0=
vy, == 643,82; by — V= 0,18
v, = 672,135 by — %=
Y, = 97,085 by — v =

7. Obwohl nun hieraus hervorgeht, dass die aus der Relation
u — y} folgenden Werthe der Vibrationszahlen mit den gegebenen nahe

itbereinstimmen, S0 wollen wir doch noch untersuchen, welche Aende-

rungen der gegebenen Vibrationszahlen erforderlich sind, wenn die nach
moglichst nahe zusammentreflen

jener Relation herechneten mit ihnen

gollen. . ,
Man findet leicht auf dieselbe Weise, welche zu der Formel (B)

gefithrt hat, dass die Quadratsumme der Unterschiede der berechneten
Werthe v, ¥y, Vg ---- VOB den gegeb/enen b, by, by.... 0 Minimum
wird; wenn
L rgn(Piralp)iteooth (B +0 )
V= (e T
Setzen wir in dieser Formel zuerst die genaueren Tresnelschen
Werthe_b-:: £80,8953, b, = 520,4320 uw.s.W. ein, so erhalten wir

aus ihr und den Formeln wter (G)
f ot
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v = 81,1424 b — v = — 0,2471
v = 520,4456; by — v == — 0,0136
v, = 543,3269; b, — v, — 0,1089 °
v, = 582,8624; b, — v, — 0,1780
v, = 630,4750; b, — v, = — 0,0330
vs = 676,3820; b, — v, = — 0,5840
vy = 706,0878; b, — v, = — 0,k668
v, = 763,7662; b, — v, 0,2178.

O e T O T

Die Herschelschen Werthe b = 458 b, = 498 u. s. w. geben
v = §57,9825; b — v — 00,0478 '
v, =495,3695; b — v, — 0,3695
vy == 8174400 by — v, == — 0,1400
vy == 854,7700; by, — v, 0,2300
v, = 600,0875; b, — v, = — 0,0875
vy = 643,7536; by — v, 0,2464%
vy = 672,0560; b, — 1, == — 0,0560

v, == T726,9545;. b, — v, = — 0,0455.

8. Diese Resullale zeigen nun, dass die Gleichung # = y% in voll-
kommen befriedigender Weise sowohl mit den Fresnelschen als mit den
Herschelschen Beslimmungen der absoluten Vibrationszahlen dor den
Farbengrenzen zugehorigen Strahlen iibereinstimmt. Beide Werthreihen
geben ¢ :%’ = 1,587401 = 2% wie es seyn muss.  Wir kénnen da-
her jetzt folgenden Satz als begriindet anschen:- _

Die Gubi der relativen Schwingungszahlen der Strah-
len, welche dem Hussersten Roth, den Grenzen von Roth
und Orange, Orange und Gelb, Gelb und Grin, Grin und
Blau, Blau und Indigo, Indigo und Violett, endlich dem
dussersten Violett zugehoren, sind gleich den Quadraten
derrelativen Schwingungszahlen der reinen Prime, gros-
sen Secu:gde, kleinen Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte,
kleinen Septime und Octave; oder, was dasselbe sagt: die Cubi
der absoluten Scllefingungszalllen der bezeichneten Far-
benstrahlen sind den Quadraten der absoluten Schwing-
ungszahlen der genannten Toéne proportional.

Da die Lingen der Lichtwellen den Yibrationszahlen und eben so
die Lingen der Tonwellen ihren SchWingungszahlen umgekehrt propor-
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Lional sind, so folgt auch, dass die Gubi der Wellenlingen der
Farbengrenzen den Quadraten der Wellenliingen der vor-
genannten Toéne oder, was auf dasselbe hinauskommt, der
Saitenlangen direct proportional.seynmiussen.

Wenn nun Newton®) aus seinen Messungen berechnet, dass die
Dicken der Luftschichten zwischen den die Farbenringe zeigenden Gli-
sern fir die acht Grenzen der Farben den Cubikwurzeln aus den Qua-
draten der Saitenlingen der Ttne G.D,Es, F,G,A, B, c proportional
gind, so bedeutet dies nichts Andres, als dass sie sich direct verhalten
wie die Wellenlingen der diesen Stellen entsprechenden Farbenstrahlen,
was vollkommen der Wahrheit gemdss ist.*¥)

Wie die relativen Schwingungszahlen der Téne durch die Gleichung
y = 2, so werden also die relativen Schwingungszahlen der Strahlen
der Farhengrenzen durch die fast eben so einfache Gleichung

U — 23'7; i
dargestellt. Da nun die relativen Schwingungszahlen der grossen Se-
cunde, kleinen Terz, Quarte, Quinte, grossen Sexte, kleinen Septime,
Octave der Reihe nach %, %, —%«, %, -2—, iéﬁ 9 sind, so sind die
relativen Schwingungszahlen der den Farbengrenzen zugehorigen Strah-

len der Reihe nach
@ @ @n @R @ 6 2
=) () &) ) B N8/

also simmtlich irrational, s0 dass also hicr nicht die relativen Schwing-
ungszahlen selbst, sondern nur ihre dritten Potenzen in rationalen Ver-
hiiltnissen siehen, nimlich in den quadratischen Verhiltnissen, welche
einfach genommen fir die den Tarben entsprechende Tonfolge gelten.

9. Da die Farben eben so stetig in einander iibergehen wie die
Téne, so gilt die Gleichung # = 93= guch fir die zwischen den Farben-
grenzen liegenden Farben selbst. Die dritte Potenz der relativen Schwing-
ungszahl jeder Farbe, deren Intervall in Bezug auf die #ussere Grenze
des Roth == x, ist also gleich dem Quadrat der relativen Schwingungs-

zahl desjenigen Tons, der um dasselbe Intervall hoher liegt als der an-

e

% Opt. Lib. 1I. Pars 1. Obs, XIV.
#¥) Vgl. Herschel, vom Licht, § 644. Es lag hier ausscrordentlich mahe, den Schluss

zu ziehen, der den obigen Satz gicbt; es scheint fast, als habe man eben keine Ana—

logie haben wollen.
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genommene Grundton, Dieselbe Formel driickt aber auch aus, dasg
die relative Schwingungszahl einer Farbe, deren Intervall
in Bezug auf die @ussere Grenze des Roth = &, gleich ist
der relativen Schwingungszahl des Tons, der mit dem
Grundton das Intervall %—m bildet. Daherist die relative Schwing-
ungszahl der #Hussern Grenze des Violelt gleich der relal;ive;n Schwing-
ungszahl des Tons, dessen Intervall mit dem Grundton — i} des Octa~
venintervalls ist, was genau der gewdhnlichen gleichschwebend
temperirten kleinen Sexte entspricht.

Diejénigeu Farben, welche Fresnel als »Hauptfarben«, Herschel
als smittlere« Farben aaffithrt, haben, wie man leicht bemerkt, Vibra-
tionszahlen, welche die arithmetischen Miltel zwischen dencn der sic
einschliessenden Grenzfarben sind, die hier sehr nahe mit den geome-
trischen Mitteln zusammenfallen. ~Gehen wir nun von dem so le-
stimmten Roth aus und nennen seine Vibrationszahl b, so ist die Vibra-
tionszahl einer Farbe, deren Intervall mit diesem Roth = z, welche
v' heissen mag, bestimmt durch die Gleichung » = b.23*. Geben wir
nun & successiv die der grossen Secunde, kleinen Terz, Quarle, Quinte,
grossen Sexte und kleinen Septime entsprechenden Intervallwerthe und
bezeichnen die zugehdrigen Werthe von »' durch Vi, Vp, .... ¥y, SO €I-
geben sich, mit Hinzufiigung des zu & = 0 gehorigen Werthes o' == b,
je nachdem wir mit Fresnel b= 500 oder mit Herschel b = 477 sctzen,
folgende Werthreihen: | ‘

b — 500 b

v == 540,84 v, = 515,96
v, = 864,62 | o, — 538,65
v, = 605,72 vy, = 577,84
v, == 655,03 | 4, = 625,05
vy == 702,86 . vy == 670,53
v, == 13316 vy = 700,01

Vergleicht man diese Werthe mit denen der in Nr, 2. aufgefithrten .
»Hauptfarben«, so sieht man, dass v}, v, v, und vy mit ihnen nahe zu-
sammentreffen, v; und v aber hohere Vibrationszahlen haben alg resp.
das mittlere Orange und Indigo. Man kann also sagen, dass das mittlere
Gelb, ‘Gr.ﬁn,' Blau und Violett mit dem mittleren Roth ‘Intervalle bilden,
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welche résp. denen der kleinen Terz, Quarte, Quinte und kleinen Sep-

‘time entsprechen, dass aber das Orange, welches mit jenem Roth eine

grosse Secunde and das Indigo, was mit ihm cine grosse Sexte bildet,
vom Roth aus genommen, &twas iber die Mitte zwischen den benach-
barten Farbengrenzen hinaus liegt. Diese Resultate dndern sich mnicht
wesentlich, wenn man statt der angewandten Zahlen diejenigen setzt,
welche sich als Mittel aus den in Nr.'7 berechneten Werthen von v, 7y,

vy U. 8. W. ergeben.

10. Bezeichnen wir diese herechneten Mittelfarben der Reihe
nach 'durch ihre Anfangsbuchstaben R,0,G,9,.B, LY, die zwischen
ihnen liegenden Intervalle durch die Differenzen 0 — R, G—R, g— R
u.s.w., so ist also, wenn wir die Werthe dieser Intervalle nach §18
der vorstehenden Abhandlung heisetzen, |

0 — R-— 016992 = 2¢ — 1 == g8rosse Secunde,

G -— R=—026303= ¢—1t = kleine Terz,
g — R =041 504 = 1 — g == Quarte,

B — R = 0,68496 — q — Quinte,

7 — R— 073697 =1 — q + { == grosse Sexte,

V — R=—0,83008 = 2 —2¢ = (kleinere) kleine Septire.
Hieraus folgt weiter durch Subtraction des ersten Glieds von alien fol-
genden: ‘ SR | o

G- 0=0,09314 =4—q—1 — kleine Secunde,

g — 0= 024512 = 2— 3¢ = alterirte kleine Terz,

B— 0=0,k50k= 1—14q = Quarte,

I - 0=0,56708=2—3¢+ { — alterirte Quinte,

¥V — 0= 0,660i6= 38— kg = alterirte kleine Sexte.

Durch dasselbe Verfahren ergiebt sich aus dieser Reihe weiter:
g — G=20,1 5201 = 1 — 2 + ¢ = kleiner ganzer Ton,
B — G —= 0,321 93 — t — grosse Terz,
I — G=—0,739k = Ao 2g 4+ 2 = kleinere ithermass. Quarte,
V — G ==0,56706=2—3¢+= alterirte Quinte.

Hieraus folgt ferner auf dieselbe Weise:
B — g=0!1 6992 =— 2q — 1 == grosse Secunde,
I —g=— 0,32493 = £ — grosse Terz, '
V —g== 0,1504 = f—q = Quarte;
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woraus endlich SICh noch ergieht: -
I — B = 0,45201 = 1 — 2q + { = kleiner ganzer Ton,
V—B =0,24512 = 2 — 3q == allerirte kleine Terz,

I

und . .
VeI =—0,09311 =4 — ¢ — { = kleine Secunde.
Stimmtliche hier vorkommende alterirte Intervalle sind um ein syn-
tonisches Komma kleiner als die reinen.

Nachtrigliche Bemerkung.

In den §§ 26, 27 und 29 sind zwei Tonarten tthergangen, die, wenn es sich
um Vollstindigkeit handelt, gleiche Beriicksichtigung verdienen wie die {ibrigen seliner
in Gebrauch kommenden. Es sind dies Ces-dur und dis-moll, welche dio gleiche Yor-
zeichnung haben wie resp. As-moll und Cis-dur. In § 26 fanden sich nun fiir 4% die
‘drei verschiedenen Werthe '796, 814, 832. Hieraus erhilt man drei verschiedene Sca-

-len fir xizs-moll, von denen jedoch nur die letzle alq neuc Bestimmungen CH# == 95

und B¥ =1002 giebt. — In § 27 gicht Nr. 6 ... ¢b =— 908, woraus eine Scala fiir
Ces-dur folgt, in der die Werthe F? == 320, A(’ = Md neu smd, welche sich jedoch
auch in Nr. 13 und 12 finden. — In § 29 endlich erhalten durch Beriicksichtigung der

genannten Tonarten die beiden Tabellen S. 47 rolgende Zusiilze :

L Dur: Grundion, gr. Secunde, gr. Terz, Quarte, Quinte, gr. Se‘{te gr. Seplime.
‘ e, - 182, 322, 4tb, B85, 737, 889,

“IL Moll: Grundton gr. Secunde, kL Terz, Quarte, Quinte, kI Sexte, kl. Septime.

A4 145, 263, 18 560, 678, 848,

Es hat also nach der gewghnlichen akustischen Tabelle die Scala von Ces—dur dmselbe
Form wie die von G-dur und weicht demnach in der gr. Secunde und gr. Seplime wn

-¢in syntonisches Komma von der Reinheit ab; Ais-moll dagegen weicht nur in der

kl. Septime um das synlonische Komma ab, in der gr. Sccunde und Quinte aber um

L]
0,025 Octave == — o, T.
.0 ctave 558 1
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