SITZUNG AM %7. MARZ 1887.

Walther Dyck, Beitrige mur Anclysis sius. 1L Mit-
theilung. (Vorgelegt von A. Mayer.) Mit 1 lithogr. Tafel.

Die beiden vorangehenden Untersuchungen zur Analysis
situs, welche ich die Ehre hatte der hohen Societit vorzulegen 1),
behandelten im Wesentlichen die Definition der » Grundzabl«
einer Mannigfaltigkeit (inshesondere von zwei und drei Dimen-
sionen) und deren Bestimmung, falls die Mannigfaltigkeit in
analytischer Form gegeben ist.

Durch Aufstellung der Grundzahl ist nun selbstverstind-
lich eine Mannigfaltigkeit keineswegs »im Sinne der Analysis
situs vollstindig« bestimmt. So lisst sich z. B. aus der Bestim-
mung der Grundzahl fur den »Innenraum« einer ehenen Curve
(A. S. 1I. pag. 63) noch keineswegs die Anzahl der Zweige,
aus welchen die bhetr. CGurve besteht, angeben, oder aus der
Grundzahl einer Fliche sich ein Schluss auf die Anzahl oder die
Grundzahl ihrer einzelnen Theile machen. So wird man all-
gemeiner die Frage aufwerfen konnen :

Welche Anzahl- Bestimmungen sind — unter Voraussetzung
eines analytischen Datums — an einer Mmmigfaite‘gkeit durch-
suftihren, wm dieselbe im Svnne der Analysis situs hinveichend
und vollsttindig =u charakierisiren?

Diese Frage ist in den folgenden Zeilen fiir ebene Curven
und fiir Flichen eines ebenen dreidimensionalen Raumes hehan-
delt. Es werden Anzahlbestimmungen (im Wesentlichen in wie-
derholten Anwendungen des Sturm’schen Satzes bestehend) be-

4} Beitrdge zur Analysis situs I und II, vom 6. Juli 1885 und 8. Fe-
bruar 1886; im Folgenden A, 8. I. und II. citirt.
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zeichnet, durch welche die betr. Mannigfaltigkeit bis auf Verbie-
gungen und Verzerrungen (ohne Zerrsissen) eindeutig definirt
wird. Die zu Grunde gelegte Methode ist in der Ebene wie im
Raume dieselbe, nur habe ich fir die Discussion in der Ehene
eine an die friherenEntwickelungen unmittelbar anschliessende
Darstellung gewiihlt, wiahrend ich im Raume die Abloitung der
fraglichen Charaktieristiken mit Htilfe einer Projection der Fliache
mehr habe hervortreten lassen.

Die Frage, wie nun die so definirten Mannigfaltigkeiten in
gewisse Normalformen thergefuhirt werden konnen, deren Auf-
stellung und Classification uns ither die itberhaupt vorhandenen
gestaltlichen Méglichkeiten orientiren witrde, beriithre ich in der
vorliegenden Untersuchung nicht. Insofern man nun (eben
ankntpfend an eine solche Aufstellung gewisser Normalformen}
die hier gestellte Aufgabe auch durch die Ueberfithrung gegebener
Curven und Flichen in gewisse Normalformen behandelt denken
kann, wo dann die Gehilde als beweglich gewisse Umformungen
crieiden, mag man im Vergleich damit den hier eingeschlagenen
Weg dadurch bezeichnen, dass wir fur die Discussion unsere
Mannigfaltigkeiten zwar durch das analytische Datum als star»
gegeben betrachten, aber ihre gestaltlichen Eigenschafien nur
insoweit rechnerisch verfolgen, als wir sie eben zu einer Cha-
rakteristik im Sinne der Analysis situs bediirfen ).

Zum Schlusse habe ich in § 3 einige Bemerkungen uber die
Geslalten, welche die ebenen Projectionen von Flichen besitzen
konnen, angefigt. Sie sollen nur den Umfang der eintretenden
Moglichkeiten an Beispielen bezeichnen, ohne irgendwie er-
schipfen zu wollen. Eine ausfithrliche Darstellung michte ich
einer anderen Gelegenheit vorbehalten.

§ 1.
Ebene Curven.
Die Gleichung der Curve sei
fl@y =0,
wobei zur Vereinfachung des Ausdruckes (wie in den fritheren

1) Man vergleiche iibrigens higrzu die Schlussbemerkungen des § 2
pag. 49,
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Abhandlui}gen) vorausgesetzt sei, dass die Gleichungen
floy =0 f=0 f,=0,

{wo f, und f, die partiellen Ableitungen von f nach x und y
hezeichnen) nicht gleichzeitig filr reelle Werthepaare ac, y zu be-
friedigen seient}., |

Wir betrachten ferner (ebenso wie frither A. S, I. p. 322)
die Ebene als Kugel, d. h. mit nur einem unendlich fernen
Punkte, welcher im »Aussen-Raume« ' >> 0 der Gurve'gelegen sei.

Wir legen der Betrachtung wieder einen schon frither (A.
8. II. p. 62) gebrauchten Entstehungsprocess der Curve zu
Grunde, den wir wieder der einfacheren Ausdrucksweise wegen
in einer speciellen Gestalt voraussetzen: Eine Gerade y = y,
moge von einer »obersten« Lage beginnend, fiir welche noch
kein Schnittpunkt mit der Curve statthat, parallel zur Anfangs-
lage bleibend mit abnehmendem y tber die Gurve hinweg-
aeschoben werden. Wir betrachten dann den jedesmal oberhalb
der Geraden Dbefindlichen Theil der Gurve als entstanden und
achten darauf, wie hei der Bewegung neune Stiicke der Curve
entstehen und schon vorhandene sich vereinigen. Das Entstehen
neuer Gurventheile findet jedesmal statt, wenn die Curve von
soben« herithrt wird, die Vereinigung zweier Theile jedesmal
dann, wenn eine Bertihrung von »unten« statt hat. Die he-
treffenden Stellen sind also durch die Gleichungen

=0, =20
charakterisirt und die Art der Berithrung von »oben« bez.
runten« durch das positive bez. negative Vorzeichen von

PRITE |

Seien nun y,, ¥, . - . ¥, der Grisse nach geordnet die Ordinaten
fur welche Beriihrungen eintreten, so lisst sich zundchst aus
ler Kenniniss der jedem dieser Werthe entsprechenden Vorzeichen
von f; . [y, die Anzahl ¢ der Schnitipunikte einer belicbigen Ge-
raden y =y, mil der Curve bestimmen. Versteht man nimlich
unter [f,./,,] die Grosse = 1, je nachdem f,./,, positiv oder
negativ ist, so ist diese Zah! sofort gegeben durch

(1.) 2.3 [f,-fuls

1) Indess sei ausdriicklich bemerkt, dass ein Beibehallen solcher
singulirer Punkte keinerlei Schwierigkeiten bietet. '
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die Summe ausgedehnt tiber alle Punkte y;, (=10, f, = 03, fur
welche ¥y ~> y,, ist..

Die Intervalle von y, bis y,, y, bis y; . . ., yp_, bisy,
sind dergestalt jedes von einer bestimmten Anzahl von Curven-
stticken durchsetzt, die unter sich eben an jemen Bertihrungs-
punkten zusammenh#ngen. Zur wvollstiindigen Charakteristik
der Curven ist es also noch nothwendig, die Lage der Be-
rithrungspunkte auf den einzelnen Geraden y=1 ...y=y,
zu kennen, d. h: zu wissen, wie viele, A, vou allen Schnitt-
punkten einer solchen Geraden mit der Curve »rechis« (und
damit auch gleichzemg wie viele »links«) vom Berithrungs-
punkte liegen.

Die Kenniniss dieser Zahlen A4 fiir die sitmmilichen Tangenten

== 1y; 18t zur Charalierisirung jedenfalls hinveichend. Denn
sie ermiglicht unmittelbar und nur auf eine Weise ein Schema
der gegenseitigen Lage der einzelnen Gurvenzweige zu ent-
werflen (vergl.Fig. 4). Zun#chst etwa beim obersten Beriithrungs-
punkte (fir welchen f, . f,, positiv ist) beginnend und auf dem
einen der dort auslaufenden Aeste (stwa nach rechts) fortschrei-
tend bezeichnen wir einen ersten Curvenzug in ganz bestimmter
Weise dadurch, dass wir beim Ueberschreiten jsder Tangente
angeben, wie viele Schnittpunkie der Gurve mit dieser Tangente
rechts (bez. links) des jeweils durchlaufenen Gurvenzuges liegen
— und diese Anzahlen bestimmen sich sofort aus der Kenntniss
der obengenannten Zahlen. Diese lassen ndmlich erkennen, ob
ein Bertihrungspunkt »rechts« von dem durchlanfenen Gurven-
zweige auftritt (bezw. verschwindet), ob er auf dem durchlau-
fenen Zweige liegt, oder endlich links davon gelegen ist?}. So
ordnen sich in bestimmter Reihenfolge schliesslich alle jene Be-

1} Sei, um dies nidber auszufiihren, an einer bestimmien Stelle der
Cuarve {(die wir uns in der Richiung nach »abwirts« durchlaufen denken)
m die Zahl der »rechts«liegenden Curvenzweige; sei ferner fiir die nichst-
folgende horizonfale Tangenie u die Zahl der Zweige »rechis« vom Berlih-
rungspunkte. Nebmen wir dann an, diese Tangente beriihre von »obene,
so whchst die Zahl der »rechis«liegenden Curvenzweige flivr den durch-
laufenen Zweig um 2, wenn g < und bleibt ungeandert fir « > m. Be-
riihrt die Tangente von »unifen«, so himmt die Zahl der » rechts«liegenden
Zweige um 2 ab, wenn u < m — 4; wenn aber g =m — 1 bez. u =m
ist, so liegt der betr. Beruhrungqpunkt auf dem Curvenzweige und die Garve’
wendat sich von da nach cben und zwar nach rechis bez. nach links; ist
£ > m, so bleibt die Zahl der »rechtsliegenden « Curvenzweige ungedndert.
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rithrungspunkte auf geschlossenen Theilen der Gurve an, deren
gegenseitige Lage durch unsere Angaben vollig fixirt ist.

Unsere Anzahlbestimmungen sind aber nicht bloss Zin-
reichend, sondern auch nothwendig, wm mat Hilfe der gewdilillen
horizontalen Tangenten die Curve im Sinne der Analysis situs
vollstéindig zu definiren. Denkt man sich némlich die Zahl # der
horizontalen Tangenten und filr jede den Charakter der eintre-
tenden Berithrung (als obere bez. untere) gegeben, so lassen sich
nur unter Beriicksichtigung der obigen Relation (1), welche die
Gesammizahl o der Schuittpunkie der Curve in jedem Intervalle
angiebt, die Zahlen 4;, A, . . . 4, der rechts von jedem Beruh-
rungspunkte liegenden Schnittpunkte der Curve mit diesen Tan-
genten noch willkiirlich festsetzen und fithren jedesmal zu einem
und nur einem gapz bestimmten Schema einer Curve. :
| Fassen wir die hiermit gewonnene Methode zur Charakte-
risirung einer Curve zusaminen, so haben wir fir die Curve
[ (z,y)=="0 ausser der Bestimmung threr horizontalen Tangenten
und des Charakiers der jedesmaligen Beriihrung (als »obererc
bez. »unterer« Beriihrung) auf jeder dieser Tang genten das Lagen—
verhiiliniss des Berithrungspunkites zu den @brigen Schnittpunikten
auf der Tengenle durch die Bestimmung der Zahlen Ay zu fixiren,
eime Bestimmung , die jedesmal die Anwendung des sz m’schen
Saizes erfordert. :

Besitzt die Curve Doppeipunkze so ist fur diese glelch alls
auf einer durchgelegten Horizontalen je eine Zahl 4, zu hestim-
men. Ebenso lassen sich weilere singultire Verkemnxmssa Teicht
in die allgemeine Theorie einbegreifen. .

Unmittelbar ist ersichtlizh, dass unser System von horizon-
talen Geraden, das wir der »Beschrelbung der Curve« zu Grunde
gelegt hahen, dﬂrch irgend ein anderes, die Curve einfach uber-
deckendes Curvensystem zu analoger I*m mulirung ersetzt wer-
den kann, wo dann der speciellen Gurve irgend ein specielles
Sys’sem fﬁi‘ che Discussion am angemessensten sein wird1?).

§ 2.
Flichen im ebenen dreldxmensmna,len Raume,

Indem wir dazu ithergehen, eine analoge Methode zur Cha-
rak&emsn‘uuv einer (im e!}enen drelchmensmna?eﬂ Raume ge-

1} Man vergl. iibrigens die Schlussbemerkungen von § 2.




BEITRAGE zZUR ANALYSIS SITUS. 45

legenen) Fliche (die wir uns auch wieder als aus einer Anzahl
geschlossener, einander in mannigfachster Weise durchdringen-
der und umschliessender Theile bestehend zu denken hahen)
tibergehen, sei im Folgenden eine elwas verinderte Darstellungs-
form -— mit Hiilfe einer »Projection« der Fliiche — gewiihli, die
unmittelbar auch in den voranstehenden Entwicklungen hitle
gebraucht werden konnen.

Denken wir uns eine Fliiche (die wir, wenn es sich um eine
rechnerische Aunsfihrung handelt, wieder durch eine Gleichung
f (¢, y, ) = 0 gezeben voraussetzen) von irgend einem Punkte
aus betrachtet, so ktnnen wir dieselbe »von diesem Punkte aus«
dadurch beschreiben, dass wir zuniichst die Umrisseurve, in
ihrer Projection auf irgend eine Ebene, vollstiindig charakte-
risiren und dann angeben, wie sich in diese Gurve die sinzel-
nen Theile der Fliche, die als verschiedeue tiber der Projections-
ebene liegende Blitter zu denken sind, einspannen.

Wir zerlegen diese Discussion in folgende Schritte:

1. Die » Umrisscurve« (in welcher wir gleichzeitig auch
etwa vorhandene Riickkehreurven der Fliiche einbegreifen) sowie

- die » Doppelcurvex —  die wir beide als aus einer Anzahl ge-
schlossener, sich manniglach tiherkreuzender Theile bestehend
anzunchmen haben — milssen zundchst nach den soehen in § 4

ausgefiihrten Methoden in der Projectionsebene festgelegt werden.

2. Lings der Umrisscurve gehen nun {vom Projections-
cenirum aus gesehen) zwei Flachentheile in einander iber, so
zwar, dass wir lings der Gurve noch disjenige Seite, auf welcher
der Uebergang statthat (mit Hulfe einer Vorzeichénbestimmung,
die fir jeden getrennten Theil der Curve an einer Stelle aus-
zuftihren ist} fixiren kénnen; wir wollen diese Seite der CGurve
kurz die »Fliichenseile« nennen.

Nach diesen Bestimmungen lisst sich fir jeden beliebigen Pro-
Jectionsstrahl die Anzahl o seiner Schnittpunkte mit der Fliche an—
geben, wenn wir die Bestimmung einmal fiir einen Projectionssirahl
ausgefithrt haben. 7 - '

Jede Ueberschreitung der Umrisscurve {man sehe hier etwa
Fig. 2, 8} undert ndimlich die Anzahl der Schnittpunkte um
-+ 2 bez. — 2, je nachdem sie durch die lings des Umrisses
fixirte »Flichenseife« als Eintritt oder Ausiritt zu bezeichnen ist.
Ueberschreitungen der Doppelecurve dndern selbstverstindlich
diese Anzahl nicht. |
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3. Nun denken wir uns fiir alle Doppelpunkte der Umriss-
curve und Doppelcurve (die im Allgemeinen scheinbare Doppel-
punkte sein werden) in der Projectionsebene den dort »ither-
kreuzenden ¢ und den »unterkreuzenden« Gurvenzug bezeichnet;
weiler sei filr etwa vorhandene Bertthrungen der Projection von
Doppelcurve und Umrisscurve hestimmt, ob (im Raume) die
Doppeleurve, in bestimmter Richtung durchlaufen, den Umriss
von »oben nach unten « bez. von »unten nach oben« durchsetztl),

4. Es handelt sich jetzt noch um die Entscheidung, welche
Bliiter der Fluiche jedesmal lings der einzelnen Rinder zusam-
menhingen.

Diese Entscheidung wird dadurch getroffen, dass wir fir
jeden in sich geschlossenen Theil der Umrisscurve und der Doppel~
curve an emer (iibrigens willkiirlichen) Stelle bestimmen, in wie
vielen (A) Punkien der mugehorige Profectionssirahl in dem Stiicke
zwischen dem Projectionscentrum und.jenem Punfite der Umiriss-
{Doppel-) Curve {seinem Bertihrungspunkie) die Flilche schneidel.

Dann sind pémlich (man vergl. etwa Figur 5), wenn wwir
uns [3) ausgefithrt denken, jedesmal ldngs des betreffenden in
sich geschlossenen Curvenzuges die dort zusammenhingenden
Blitter bestimmt. Man beachte nimlich, dass die ebenerwihnte
Schnittpunktszabl A fiir einen Projectionsstrahl liings eines ge-
schlossenen Theiles der Umrisscurve sich jedesmal indert, so
oft ein scheinbarer Doppelpunkt (mit einem andern Stuck der
Umprisscurve) auftritt, in welchem der durchsetzende Curven-
theil zwischen Projectionseentrum und Bertihrangspunkt Iiegt.
Und zwar wichst die Zahl jener Schnittpunkte 4 um 2, bhez.
nimmt um 2 ab, je nachdem die betr. Stelle einen Eintritt oder
Austritt bezeichnet. Dagegen bleibt die Zahl jener Schnitt-
punkte an denjenigen scheinbaren Doppelpunkien ungetindert,
fdar welche der durchsetzende Zweig ausserhalb des oben er-
widhnten Sttickes den Projectionssirahl schneidet. Fermer andert
sich die Zahl A4 um eins an den Siellen. in welchen die Umriss~
curve von der Doppeleurve der Fliche bertihrt wird und zwar
um -4 bez. —1, je nachdem im Sinne der Durchlaufung der
Umrissourve gerechnet die Doppelcurve (die ja im Raume den

1} Wir werden weiter unten fiir eine rechnerische Durchfithrung die
Ausfitbrung der Beslimmungen {8) denen in (4) nachsetzen ; doch formuliren
sich die Bestimmungen (4} iibersichtlicher, wenn wir fiir den Aungenblick {3)
als bekannt voraussetzen, o -
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Umriss durchsetzt) von unten nach oben bez. von oben nach
unten tritt, Analog lisst sich jene Zahl 4 lings eines geschlos-
senen Theiles einer Doppelcurve bestimmen, wenn sie an einer
Stelle bekannt ist. Dabei ist {iir diejenigen geschlossenen Theile
der Doppelcurve, welche mit Theilen des Umrisses eine Be-
rithrung eingehen, eben an jener Beriihrungsstelle die Zahl der
Schnittpunkte A {iur die Doppelearve gleichzeitig mit der fiir
die betreffende Umrisscurve gegebenen Zahl 4 bestimmi. Weiter
ist selbstverstandlich die Zahl A ohne Rechnung egeben fur alle
diejenigen Curvenziige, die an ein Gebiet grenzen, in welchem
die Zahl der tiberdeckenden Bliiter 0 ist.

Nach Bestimmung der Zahlen A kann die Verbindung der
einzelnen Flichenstitcke, welche itber den verschiedenen Ge-
bieten der Projectionsebene ausgebreitet sind, zur Gesammit-
fliche nur mehr aufl e¢ine Weise erfolgen, wie man dies sofort
durch ghnliche Ueberlegungen wie die auf pag. 43 fur ebene
Curven gegebenen iibersieht. -

Wir erkennen also; dass zwur Festlegung der Fliche im Sinne
der Analysis sttus jedenfalls hinreichend ist: 1) Den Umriss
und die Doppelcurve [im Sinne von § 1} su charakterisiren. 2)
Fiir jedes geschlossene Stiick des Umrisses die »Fliichenseiie« zu
bestimmen. 5) Die Art der Ueberkreuzungen deas entstandenen
Curvensystems und der Beriihrungen von Doppelcurven und Um-
riss =u ficiren, und endlich 4) die Zahlen 4 zu bestimmen.

Es handelt; sich noch darum, zu discutiren, in wie weit fur
die Beschreibung der Fliche aus ihrer Projection diese Be-
stimmungen im Allgemeinen nofhwendig zur Gharakteristik sind.

Hat man durch die Bestimmungen 4 und 2 die Anordnung
der Umriss- und Doppelecurven in der Projectionsebene und
daraus die Bliiterzahlen ¢ in den einzelnen Gebieten festgelegt,
so geht man zweckmiissig zur Bestimmung der Zahlen 4 ither.
Ausser dem oben schon erwahnten speciellen Falle, in welchem
sich die lings einer geschlossenen Theilcurve statthabenden
Zahlen A unmittelbar ergeben, wird es im Allgemeinen an einer
bestimmten Stelle einer Theilcurve immer eine (durch die zu-
gehorige Zahl o begrenzte) Anzahl von Moglichkeiten fur Z geben,
aus welchem Umstande sich die Nothwendigkeit, die Bestimmung
von A [an einer Stelle) far Jede Thezlcm’ve yAH Lreﬁ“en, 1'€fiebt1}.

1) Im speciellen Talle ]sann allerd!n“s eine solche Configuration des
Umrisses vorliegen, dass aus ihr mit Nothwendigkeit die Zusammengehdorig-
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Erst nach Bestimmung der Zahlen 4 je fiir eine Stelle joder
Theilcurve wenden wir uns nun zu 3) der Bestimmung des
Charakters der Berithrung etwa vorhandener Doppelourven mit
Umprisscurven, in dem pag. 46 angedeuteten Sinne und dann
zur Bestimmung der Ueberkreusungen des Curvensystems. Von
diesen letzteren werden sich eine Anzahl ohne Rechnung, aus
den Zahlen A herleiten lassen. Denken wir z. B. fir zwei sich
iberkreuzende Curvenzweige in der Ueberkreuzungsstelle jene
Zahlen A gegeben, so ist damit ohne Weiteres entschieden,
welcher CGurvenzweig »oberhalb«, welcher sunterhalb« verlaufl.
Weiter werden sich {je nach den speciell vorliegenden Configura-
tionen) gewisse Ueberkreuzungen aus der Bedingung bestimmen
lassen, dass die entstehende Fliche keine weiteren Umrisse und
Doppelcurven als die zuerst {dureh 1 und 2) hestimmten haben
darf. Ueber selche aus der speciellen Configuration abzulesende
Ueberkreuzungen hinaus werden aber im Allgemeinen stets noch
Ueberkreuzungen existiren, wo die Arit des Uebereinander-
greifens der betreffenden Curvenziige rechnerisch durch Be-
stimmung der Lage der den beiden Zweigen im scheinbaren
Doppelpunkt entsprechenden Schnitipunkie fixirt werden muss;
dabei wird fuir jede specielle Configuration jede solche Be-
stimmung nach den vorhin ausgesprochenen Siilzen gewisse
andere nach sich ziehen. So sind in Fig. 3 diejenizen Ueher-
kreuzungsstellen der als zwei in einandergreifende Ringe ge-
dachten Fliche durch Punkte hervorgehoben, welche allein
rechnerisch bestimmt werden mitssen, withrend sich die Art
der Ueberkreuzung fir die tihrigen Durchkreuzungen hieraus
ohne Rechnung ergiebt. Usberdies heachte man den Satz, dass
die Gesammitnderung der Zahl A (wie wir sie fiur die ver-
schiedenen Ueberkreuzungsstellen und Beritbrungspunkte mit
Doppeleurven auf pag. 46 verfolgt haben) heim Durchlaufen
einer geschlossenen Theilcurve gleich Null sein muss, da wir

nicht vorausselzen, dass eine Umrisscurve mehrfach zihlend
als Umriss auftritt. '

keit zweier Theilcurven zu einem einzigen geschlossenen Flichentheile
folgt. In einem solchien Falle — wie er in Figur 2, wo die Curven €1 und Gy
nothwendig zusammengehtren, vorliegt — zicht dann eine auf der einen

Curve bestimmte Zahl 2 eine enisprechende Zahl auf der andern Curve
nach sich. :
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Der im Vorstehenden gegebene Weg der Discussion der
gestaltlichen Verhidltnisse von CGurven und Flichen mag noch
aufl die manniglaltigste Art durch die Auswahl anderer Curven~
systeme an Stelle der hier zu Grunde gelegien Geradenbitschel
in der Ebene und im Raume abgesiindertwerden und selbstver-
stindlich wird speciellen Daten das eine oder andere System
fitr die Discussion angemessener sein. - Allen Anordnungen aber
ist gemeinsam die Art der Verwendung des Sturn’schen Salses,
welche — mag sie nun -auf dem einen oder anderen Wege in
grosserer oder geringerer Wiederholung nothwendig: sein —
die schliessliche Charakterisirung der Curven und Fliichen herbei-
fthrt. Auch wenn man sich etwa vor einer speciellen Discus-
sion eine gegebene Curve oder Fliche im ‘Sinne der Analysis
situs' umgewandelt. denkt (etwa bei einer Curve durch Auf-
liebung von Wendepunkien, bei einer Fliche durch Reduction
gewisser anflosbarer Verschlingungen}, solassen sich aueh solche
Umformungen - durch die Auswahl. specieller Gurvensysteme
durch eine Discussion im obigen Sinne ersetzen, und so {thren
die schliesslich nothwendigen Anzahlbestimmungen wieder auf
Formulirungen der vorstehend gegebenen Art. . Insofern lassen
steh also unseve Methoden der Bestimmung der gestalllichen Ver-
hilinisse von Curven. und Flichen nichl nur ais fnm*ezdmzde S07~
dern auch aZs nothwendige Zae:zezci’mefn

Anschhessende Bemerkungen.

- Es seien der aligememen DISC‘ESSIG]} noch. emxge Sdme be;-
gei’izgt ilber ebene Gurvensysteme, welche als vollstindige Um-~
risse von Flichen (in der PZ‘(}JSGUOE auf elne Ebene) hetrachtet
werden kénnen: : . o - L D

Wir denken uns in der Ebene ein Curvensysﬁem gegeben
in welchem die einzelne geschlossene Theileurve sich nicht selbst
durchsetzt, welches aber sonst ganz willkiirlich angenommen
ist, so dass sich also die verschiedenen Theilecurven auf .die
mannigfachste Art durchkreuzen migen; wir’ setzen ferner fur
jede einzelne Theilcurve in tibrigens voilig W:Iikﬁrhcher Weise
die » Flichénseite ¢ fest — dann lassz‘ sich — wnd zwar m All-
gemeinen noch avf manmgﬁec}w Weise — ein solches Curvensystem
stets als der vollsidndige Umriss einer Fluche betrachten; dabei

Math.-pliys. Classe 1887, _ A
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kann auch verlangt werden, dass die Fliche keine Doppeleurven
hesitzen soll,: : :

Fixirt man in einem der Gehiete, in welche durch den
Umriss die Ebene zerlegl erscheint, dle {iiber einer gewissen
unteren Grenze willkiirliche) Zahl o der tiberdeckenden Blitter
der Fliache , so ist (nach pag. 45} die betreffende Zahl fiir alle
Gebiele der Ebene bestimmt ). Sie wird in gewissen Gebieten
einen kleinsten Werth erreichen; withlen wir diesen gleich Null,
setzen also voraus, dass die betreffenden Gebhiete von der Fliiche
nicht ttberdeckt werden sollen, so lisst sich auch wunicr dicser
Voraussetzung, bei welcher alle Gebiete mil der kleinstmtglichen
Blatterzahl iiberdeckt erscheinen, stels und zwar im Allgemeinen
noch auf mannigfache Art eine FZ&cize construiren, welche das ge-
wiihlte Curvensystem zum wvollstindigen Umriss besitzi. Dabei
kinnen wir auch hier noch verlangen, dass die [Iliiche keine
Doppeleurve besitzt. Die Anzahl der verschiedenen Mdoglich-
keiten ist : wegen der endlichen Blitterzahl hlerbel stets eine
endliche. -

Der Beweis dieser Sitze w1rd in emfachsher Art durch die
wirkliche Aufstellung zugehoriger Flichen gefliihri. So lisst
sich etwa fur den allgemeinen Fall sofort jede einzelne Theil-
curve als vollstindiger Umriss eines Flichenstiickes belrachten,
welches die Gestalt einer »Kugel « (im Sinne der Analysis situs)
besitzt, wenn das durch die TFlichenseite der betr. Theilcurve
definirte CGurveninnere den unendlich fernen Punkt der Ebene
ausschliesst, welches andererseits die Gestalt eines einschaligen
Iiyperhale}lds {(etwa mit der Kehlellipse als Umriss) besital,
sofern das »Innere« der zugehirigen Thetlcurve den uﬂendl,ich
fernen Punkt einschliesst. Die so construirten Flichen besilzen,
wenn man von derMoglichkeit etwa vorhandener Flichentheile,
die keinen Umriss in die Projectionsebene liefern?), absieht, das

' 4} Es ist sofort deuthch, dass fitr die Fixirung der Zahl o in einem
behﬁb;gen Gebiete auch bei unserer ganz willkiirlichen Eintheilung und be-
liebiger ‘Wahl des. Randes der einzelnen Theilcurven kein W1der5pruch
entstehen kann aus der Abéinderung des Weges, auf welchem wir vom Aus-~
gangsgebiet.nach dem betreffenden Gebiete, in welchem wir ¢ bestimmen
wollen, fortschrmten da jeder geschlossene Weg — insofern auf ihm gleich
viel Eintritte und Aus&mti:e mit ;eder emzeiaen Thexicurve lie,gen —— din
Charakteristik Null erglebt '

2) Kugeln, von éinem inneren Punkte projicirt.
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Maximum von Theilen bei gegechenem Umriss.  In Figur 4 sind
in die einzelnen Theilgebiete die dieser Annahme entsprechen-
den Zahlen eingetragen, wo dann jeder Punkt von doppelt so
vielen Blattern tiberdeckt erscheint, als es (mit Beriicksichtigung
der »Flachenseile«) ihn umsechliessende Curvenziige giebt. .

Fur die Flichen mitl einer Minimalzahl von Ueberdeckungen
der Ebene beachte man, dass man einander durchschneidende
Theilcurven des Umrisses nicht als (auf der Fliche) aufeinander-
folgende Umrisse eines Flichenstiickes betrachten kann, wohl
aber eine umfassende Theileurve und vollslindig von ihr ein-
geschlossene, welche sich die » Fliichenseiten « zukehren, als auf-
einanderfolgende Stticke des Umrisses eines Fliichentheiles. Da
nun fiur die Gebiele, welche ¢ = 0 erhalten sollen, die begrenzen-
den Curvenstiicke des Umrisses ihre TFlichenseite siimmtlich
von dem Gebiete abkehren,: ibersieht man, dass in der That
bei geeigneten  (und noch mannigfach zu treffenden) Verbin-
dungen einzelner Theilcurven durch' ein Flichenstiick jene Ge~
biete unbedeckt bleiben kénnen. Man vergleiche etwa Fig. 5,
wo der Umriss dieselbe Configuration wie in Fig, 4 zeigt. In
die cinzelnen Gebiete sind jetzt die der neuen Annahme, die
hier ersichtlich noch auf mannigfache Weise erfillt werden
kann, entsprechenden Zahlen eingetragen; weiter ist durch
specielle Annahme einer Zahl A (welche dem Rande des;ent-
sprechenden Curvenzuges beigesetzt ist) die Darstellung eines
speciellen leicht tibersichtlichen Falles (die ganze Fliche besteht
aus zwei kugellsrmigen, einem rlngfermlgen und ginem deppe}-—
ringformigen Theile) festgelegt. : S

Fiir Curvensysteme bei We}cheﬁ die einzelnen Thelism‘ven
sich selbst durchsetzen, sind die hier gegebenen Siitze zu modi-
ficiren. Fiur ihre Dlscmsszon ist zu heachtcn dass eine hehehzg
sich selbst. durchkreuzende, geschlossene Gurve zwar auch als
der vollstdndige Umriss einer geschlossenen Fliche hetr*mhtet
werden kann, aber im Ailgememen nur mit Zuhulfenahme ge-
wisser smguicirer Punkte auf der Umrisscurve, die gestaltlich
durch Zusammenziehung kleiner Schleifen (etwa von der in
Fig. 6 vorliegenden Art) entstehen, oder etwa auch durch Zu~
hillfenahme von Doppelcurven, die im Innern der Fliiche in Ver-
zweigungspunkten (pinch-points) endigen.

Iis sei zum Schlusse noch eine Bemerkung gestattet Uiber
4% '
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die Beziehung der Anzahl der Umrisscurven  einer. (aus einem
geschlossenen Stiicke hestehenden) Fliche und der Grundzahl
derselben. ' SN : : ,

Herr Klein hat in ‘seiner Schrift iber »Riemann’s Theorie
der algebraischen Functionen« und in zwei Noten »Ueber die
conforme Abbildung von Flichen« und »Ueber eindeutige Fune-
tionen mit linearen Transformationen in sich« Annalen XIX p.
159 und B65, auf die Classification der symmetrischen Riemann-
schen Flichen nach: ihren »Symmeirielinien« hingewiescen und
gezeigt, dass orthosymmetrische Flachen') vom »Geschlechie p«
stets T :
A=14,38,5,...p+1
Symmetrzehmen wenn p gewda und

=2 4, 6...p + | :

Symmetrielinien, wenn p ungerade? besitzen. Herr Weichold
hat in seiner Dissertation  » Ueber symmectrische Riemann’sche
Flichen « (Schilvmilcl’s Zeitschr. Bd. 28} typische Gestalten fur
diese Flichen aufgestellt, 'in denen jene Symmetrielinien fur
eine Orthogonalprojection als Umrisse auftreten, aber so, dass
ausser diesen die Fliche noch weitere (zu einander symmetrisely
gelegene) Umrisscurven besitzt.. Es legt die Frage nahe, ob es
nicht gelingt, derartige typische Gestalten . aunfzustlellen, fur
welche jene Symmetrielinien als der alleinige Umriss aultreten,
so also, dass alle jene Flichen wieder durch doppelte Ueheor-
deckung eines mehrfach zusammenhingenden ebenen Flichen-
stiickes vorgestellt werden kdnnen. Dies gelingt in der That auf
die einfachste Weise. Die Figuren 6 — 8 zeigen die exiremsten
Irdlle, in denen also die Anzahl der Umrisscurven A == {1 bez.
A = 2 ist, fur Flichen vom Geschlechte 2, 4 hez. 3, aus welchen
sich sofort alle fibrigen analogen qusieliuﬁgen ergeben. TFig. 6
ist dabei die schon von Riemann in der Theorie der Abel’schen
Functionen (Werke pag. 89) angewandte Figur. TFig. 8 kann
auch ersetzt werden durch eine den Fig. 6 und 7 analoge Dar-
stelmng, die in diesem Falle zwel Umnsscurven hesnz,t

Mtinchen, 5. Marz 488'7

1) Man vergl. i}ezughch der Bezelchnungen dee Sogie;ch zu fzrwah—
nende Dissertation von Weichold. : S




