SITZUNG AM 6. JULI 1885.

Walther Dyek, Beilrige s Analysis situs. 1. Mittheilung.
(Vorgelegi von F. Klein.) Mit 4 lithogr. Talel.

Die. folgenden Untersuchungen handeln von der Bestim-
mung der Grundsahl einer Fliche'), welehe aus beliehig vielen
— berandeten oder geschlossenen — Theilon besteht, und be-
zweeken inshesondero, diese Bestimmung zu cimrakhemszren
falls jene Fliche durch analytische Daten gegeberi vorliegt.

Die Bestimmung griindet sich awf ein, awf der Fliiche gezeich-
neles Curvensystem, von der Art, dass durch jeden Punkl eine und
nur eine Curve des Systems Zzz?zdu?“chgdzt wnd nur i emer end-
lichen Zahi von Punkten mehrere — auch wnendlich viele —
Curvenzsweige emmiinden. -

Der Gedanke, die Beziehungen der besm}daren Punkte der-
artiger.Gurvensysieme zu der Grundzahl einer geschlossenen
Fliche aufzusuchen, ist zuerst von Mobius in.seiner » Theorie
der elementaren VYerwandtschafte, in diesen Berichten Bd. 15,
(1863} ausgefithrt und es waren gerade dessen anschauliche
und dem Weseon der Fragestellung angepasste Methoden, wolche
mich zu den vorliegenden Untersuchungen geftihrt haben. Und
in der That trifft gerade diese Hcrlelmng der Grundzahl das
Wesen der Aufgdbe, insofern’ durch ein solches Gurvensystem
gewissermassen der Werdeprocess der Fliche geschildert wird,
thr Wachsthum in schmalen Streifen, welche zwischen je zwei
benachbarten Curven enthalten sind, wobei dann die Verwach-

1) Ich bediene mich hier der von Neuma nn eingefithrien Bezeich-
nung fir die wohl auch als »ausserordentlicher Zusammenhang« he-
zeichnets Zahl G =z — 1 == 2p, wo z den »Zusammenhange« im Riemann-
schen Sinne, p das » Geschlecht« der Fliche hezei¢chnet.
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sungen; von denen ja die Grundzahl abhiingt, jedesmal in don
singuliiren Stellen des Curvensystems ihren Ausdruck findet.
" Andeutungen Uber die gegenscilige Beziechunyg der beson-
deren Punkte eines derartigen Gurvensystoms finden sich wobl
guerst bei Gauss?), ferner hat Reech diese Bezichungen far
die aul einer Kugel gezcichnelen Curvensysteme aufgestelic®?).
In neuester Zeit ist von Klein 3} aufl die Moglichkeit ihrer all-
gemeineren Formulirung hingewieson worden und inshesondere
kommt Poincaré in seinen Untersuchungen »Sur les courbes
définties par une cquation différentielle«?) aul die Frage fir
Kugel und Kugelealotto ganz in dem hier im ersten Abschnitte
- gegebenon Sinne vy, - |
I Absehnitt 1 ist die geometrische Bestimmung der Grund-
zahl einer Fliiche fn allgemeinsier Weoise gegebon.  BDiese Formou-
lirung fuhrt dann unmittelbar aueh zu einer rechnerischon, aul
die analytische Darstellung joner Fliche gegrindeten, welcher
der Absclhindtl I gowidmel ist.  Dicse letzlere Bestimmung aboer
zeigt die unmitielbare Besichuny unserer geomelrischen Frage-
stellung =w den allgemeinen Untersuchungen von Kronecker iiber
die Characleristil eines Functionensystems®, und fithet se um-
gekehrt, wenigstons [(tr speceiclle Fille, zu einer neuen, an-
schauungsmissigen Deutunyg jener Gharacteristik?).  Personlicho

1) Theorie des Erdmagnetismus, | _

2} Demonsiration d'une propriété gendrale des sarfaces fermees. Jour-
nal do 'deole polytechnique, Gah, 37. 4858,

3) Ricmann’s Theorie der Abel'schen Functionen und ihver Inlegrale.
Teubner 1882, pay. 39,

4) Journal do malthiémaliques 3¢ sdvie, 1. VII, VIIL. 1884, 82,

5] Beim Abschluss dieser Mittheilung erhalle ich die Forlselzung
dieser Poin caré’schen Untersuchungen (im neuesten Helte des Journal do
mathématiques, 4¢ série, L. 1), welche gleichfalls die Ausdehnung auf Flichen
von belichiger Grundzahl enthill und in nicht wesentlicher Specialisiruny 'or-
Cmeln {pag. 208 i1, w. pag. 2425, aus welehen sicle die von wdr in § 3 gegebene,
und fiiy gin belichiges irgendivie berandetes Flachenaygregal yitltige Besichuny
susanmmensiellen lisst, In Ricksicht auf ibre abgeschilossene Form, welchio
fiir die Entwicklungen des I Abschnills wesentlich ist, glaube ich aber
doch auch diese geometrischen Darvleguogen meines I Abschnitles nichii
- unberdriicken zu sollon,

6} Monaltsherichie der Borliner Akademio vom Jahro 1869 u. 1878,

7) Man vergl. beziiglich des Zusammenlumgs der Charactleristiken-
theorie mit geomotrischen Problemen hier nech besonders die Bemuorkuugen
auf pag. 146 der Monaishoericlhite vou 48735,
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Untcrredunéeﬁ mit Herrn Kronscker haben mich wesentlieh: 2
deren Ausfuhrung angeregt. - ‘Indem .ich auf eine 4llgemtme;
Du'lagung bei e¢iner anderen Gelegenheit eingehen will, ist
hier-im. 11.: Abschnitte  die analytische Darstellung spacmﬂ an
den ’}QS‘E{I'GIi‘Aufgabén ausgeflithrt : 1) Gegeben d1e Gleichung .
einer chenen Curve F'=.0; man beslimme die Grundzahl des
Gehictes /< 0. 2, Gegehen die Gleichung f==0 einer (goschlos-
SLH(‘;I}) Fliche ; man bestimme ibre Grundzahl..: Fir diesc Anfl-
gaben ergiebt sich die Grundzahl direct ausged; ickt durch dic
Ghdractemsmk des aus f*und seinen ersien Abiaﬂungen nach den

Variabeln " gebildeten Functionensysiems, ein System, wolches
(hei n Variabeln) von Kronecker speciell in der Abhandlung
vom August 1869 behandelt ist. Die dovt fiir die geschlossene
Yliche ‘gegebene geometrische Deutung  der Characteristik als
»Curvatura mtegrm im Gauss'schen Sinne zeigl dabei dic Bezichung
der letzteren sur Grundzahl einer Fliche, ‘welche, so natilrlich
sie sich (auch auf geometrischem Wege) crgbtpbl,, bisher noch
nicht ‘heachtet' zn sein scheint. ' Die Ausdchnung auf Gebiete
von mehr Dimensionen, - wie sie bei Kronecker eingefliihrt ist,
giebt- die. Richtung, in'welcher. die hier vorliegenden geome-
trischen Fragen {iir hthere Riume aufzufassen sind. In der Be-
handlung der }iwéiﬁéﬁ'ﬁufgab& (vexgl pag. 323) ist Gelegenheit
geboten, auf jenc Sitze lur einen dreidimensionalen Raum,
wenigstens in einer speciellen Form humuwemen Igh danke
auf dieselben demnichst cmzagﬁhen ' |

'Absehnitf; 'I.
,§-/I Iha Gmndza,hl emer » Fla,che lf «.

I s ist Wehl ,ezwcfckmasmg? zur Emfuhrung der gebrauchten
Bezeichnungen kurz die Definition ' der Grundzahl eines Aggre-~
‘gatesvon beheblg berandeten und geschlasseuen I*iadlensmcken
— welches in der Folge kurz als »Fléiche Fe bezeichnet wird —
vorauszuschicken, wie siec Neumann in seinen »Yorlesungen tber
Riemann s Theome ‘der Abel’'schen Integrale« gegeben hatt):

' Fitr eine aus eineih ‘einzigen berandeten Sticke hestehende

laehe zunichst 151; die Grundmlﬂ glewh dcr um eins Vermehl ten

fE) Man verglmehe etwa auch Kiem Math Annalen Bd. 24. pag. %&2
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Schnitten), welche nothwendig sind, win die Fliche einfach be-
randet, und ohne Faltung und Zerreissung in dic Ebene aus-
breithar zu machen. Darvaus folgt: 4) Ziehen eines Querschnilles
vermindert die Grundzall um eins. 2) Anbringen einer Og/fnung
im Innern der Fliche, eine Operation, welche die Definition der
Grundzahl auf geschlossene Flachen auszudehnen gestatiet, evhisht
die Grundzahl uny eins. 3} Ein in sich gesehlossener Schnitt
» Riickhehrschniii«, als Gombination von Ope a{,mn 2 und 1, lusst
die Grundzahl ungetindert.

Die Festselzung, dass dic ¢rwithnten Ziblungen giltig hlo:-—
hen sollen, atich soferne die Flitche bei den Operalionen 4 nund
3 gerstiickt wird, liofert sofort die Definition der Grundzahl G
einecs Aggregates von N belichig berandeten und goschlossenen
I*Lzohgnswckma bez. von den Grundzahlen g, gy, - .. gy in dor

I‘Qmml
G=ZXg,.— 2N+ 2.,

§ 2. Curvensystem S.

- Unter einem Curvensysiem S ist in der Folgo stets cin be-

liehiges, auf der Fliche F gezoichnetes Gurvensystem der Lin-

: : : - % : »

gangs erwihnten Art verstanden, Jeder Punkt P im Innern, P

auf dem Rando der Fliéche sei hezeichnet nach der Zahl der von
3: .

ihm auslaufenden Gurvenzweige ; wir gehr mehen also P, boz. P

als Symbol fir cinen isolirten Punkt, P bez. P fur cinen: Pnnki,
in welchem eine Curve des Systems abbrmht, sei es im .hmern

oder auf dem Rande, P, stellt einen gewdhnlichen Punkt im

,
Innern der Fliiche vor, von einem P, laufen zwei Zweige in das
Innere der Fliche (z. B I}u emer Berﬁhrung giner vaa des

Systems mit dem Rande), in- P 3 P mtmden n — mit n sei stels
”

ein endlicher Index bexzeichnet —, in Pm, P, unendlich viele

Zweige des Systems S. ‘ : .

Nun seien die Punkte P,‘m 15',m Pm, P bez. m der Zahl

b

pm Py pw? p auf der F]s-iche vorhanden, -W{Jbel pg und (falls

die Fliche Fﬁberbanpt Randourven l)esnab) p& gleich unendhch
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ist, wihrend wir alle ubrigen — »besonderen« — Punkte des
‘%ystems als in endlicher Zall aul der Fldehe vorhanden voraus-
selzent}. :

Indem wir diese leizteren discrel auf der Fliache vertheilt
annelimen, ist das Verhalten des Gurvensystems § in der Um-
gebung eines jeden dieser Punkie villig bestimmt, sowie es die
Figuren 4—©6 schematisch dar:ﬂ,ellen. %pamelle Formen der
Punkte P, wie sie durch Zusammenriicken mit Punkten P,
entstehen, herticksichtigen wir in der Folge nichl weiler, Wul
ihr Einfluss auf die abzuleilende Formel ohne weiteres aus ihrer
Entsteling sich ergicht. In Fig. 7—9 sind derartige Vorkomm-
nisse angedeutet. Zu den I’wuren 6—38 seci dabei bemerkt, dass

di{‘.‘ab {lzm Formen eines P auch entstehen, wenn man einen

Punkt P&,‘, ze:‘schnetdeb und zwar, je nachdem hei diescr Zer-
schneidung von den beiden Zweigen, welche die- Schnittlinie
berithren, keiner, einer oder zwei in das Flicheninnere fallen.

'§ 3. Die Beziehung zwischen den Zahlen ¢ und p.

- Mit Einfihrung dieser Be*zezck?zzmq ergzd)é sich nun fiir die
Besiehung der Grundzahl G unserer Fliche F su den besonderen
Bunkien irgend eines e:m/" dersclben gezeichnelen Gw*vms Jsiems S
die Formel : ‘ ' |

& & t
(1) QG‘"‘{{"""‘Z(R”Q} Pn ‘*‘2(”"‘"“?}9&“9?}@*

Zun: Beweise derselben gehen wir aus von einem speciclien
Faile, wo es sich um e¢in einfach berandetes Flichenstiick von
der Grundzahl 4 handelt und in welchem das Curvensystem S
im Innern der Fliiche keinen besonderen Punkt, auf dem Rande
nur Pamﬁzﬁg P und P Desitzt. Hierfir nimmt dor Satz (1) die
Form | - o ‘ '

(2) | ' = 2=p, —p,
an, dic sich wie lolgt erweist
Man zerschneide die Fliche Lings der 2 p von den Punkien

1‘
P, ausgehenden Gurven des Systems S%). Dann tiberzeugt man

" 4) Vergl. hierza noch die Schlusshemerkung des folgenden § 3.
9} Ich belrachte diese Curven als von cinander vcrbghie{fnn spe-
cicllere Annahmen bringen nur unwesentliche Modification.
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sich, indem man die Stilcke successive in einem System S sich
entstchend denkt, sofort, dass dieselben nur die in Fig. 10 u. 44
Lqebenen 1*0111}(,11 h(ﬂ}en kdlmc’n Imlem wir die Vertheilung

der p Punkte- P und der 3 pg Punkte P auf diesen Stilcken
beachten iihersehen wir sofort: Bs z.,leht. p Theile, die jo einen

Punkt P imd P enthalten und 4 {3 p.i pﬂ) Thelle, mit je swed

Punkten Pz. Nun hat man andererseits im Ganzen 2 j}g-l—‘f Stitcke.
Del VBPgIeich beider Anzahlen fuhrt sofort zur obigen Fovmel {2).

- Aul diese Form (2) ldsst sich nun der allgemeine Satlz durch
successive Umformung unserer Iliche F redueiren,

1} Wir schneiden ans der Fliche F, weiche die Grundzahl &
besitze, alle besonderen Punkte im Innumn heraus und aul dem

Rande alle mit Ausnabme der Punkte P und P . Dle neuent—-
,-sf;undene Fliiche 7 hat die Grundzahl ¢'= G +> p + p und

awf ihren Randern bloss mehy Punikie P und Pa. ‘Beim Ausschnei-
den der besonderen Punkie entstehen nimlich, wie dies die

Figuren 41— 6 erldutern, Hertihrungen von Lurvcn des Systems
mit dem neugebildeten Bande welche, je nachdem sie von Innen
oder Aussen an die um den Punkt. gei’ﬂlu t¢ Schnittlinie heran-

treten, als Punkte I’ bez. P- filr unsere Fliche F' zu rechnen
sind. ﬂfabes sf, JE(ZLS??LQE die Differenz d aus der Anzahl dieser
Punkte P wnl P ¢in Charucteristicum des bctreﬂ"mdmz smgulém'e%
Punktes, I}Ild zwm‘ ist fur einen Punkt fj' diese Differenz d =1,
fiir emen P {5 =0, Imd analog ist fiir die Punkte des Randes:

ﬂ' ’3

{!I,n (n — 4}, fir P, d = 0. Dlem Tig. 7 u. 8 bezeichneten
speciellen Formen eines Punktes. P sind dann Wieder aulm—
faé,sen als Vere;mg.,mag emes bez. zweier Punkis P mil ezncm
gewthnlichen Punkle Pw. Unsere Abzihlung zeigt, dass die
lilfiche F’ auf ibren Riéindern eine Anzahl von Punkten f)z und

P ~ besitzt, dm‘t*n I)iffereﬂz vollig . bestimmt wund gleich

Z?zp” —{-2 z—-fl ;:::
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2) Diese Fliche F' verwandle man durch ein geeignetes
System von Ritckkehr-'und Querschnitten in eine Fliche F", die
ang N einfach berandeten Theilen, je von der Grundzahl 4 be-
steht. Dieses Sehmt,tsystem en{,hétlt wie man_ lemht, abmhli,-

%G’-&—%Nmé-..%G-i-%an 2p, + 2N — & Kreumngs-

punkte, welche wir (nur der Kiirze wegen) nicht in den beson-
deren Punkien unserer Fliche gelegen annehmen F' enthilt |

jetzt auf ihren Riindern wieder nur Punkte P und PB, deren Dil-
ferenz sich gegen die vorige von F' nur um dle Anzahl jener Kreu-
zungsstelien gecmdert hat. In diesen ndmlich hat, wie dies Fig.12

andeutet, ciner der de 81 dmt vere:mgten Bdnde: einen Punkt P

erhalten. Punkte Pﬂ, Psa aber, die auf den iibrigen Theilen jener
Quer- und Rickkehrschnitlie auftreten, sind (vergl. Tig. 13)
immer paarweise einander ergiinzend vorhanden, so dass deren
Differenz verschwindet. Nun wendet man endlich fir diese
N Fidohensmcke, fur welche die Gesammtdlﬂ"el enz der Punkie

+

P u. JP;l gle‘lchy(frz—-ﬂ p¢1+2 (n—A) pn —2p_ — 2G—2AN-+4k
“igt, die Formeél {2) an, um unmittelbar cmf den za Anfang aufﬁre-»

stellten Satz zu gelangen, |
Bezuglich des Randes unserer Wiache F sei hier noch be-
merkt: Wir kénnen annehmen, dass Theile desselben, oder auch
ganze (geschlossene) Randourven dem Gurveﬂsysbe_m S ange~
horen, Im ersteren Falle konnen wir, ohne die Grundzahl der
TFiiche zu indern, jenes Stiick sofort auf einen Punkt zusammen-
zichen, dessen Qualitit in jedem Falle leicht zu entscheiden isi,
und, falls ein Rand seiner ganzen Ausdehnung nach als Curve
‘des Systems auftritt, durch eine kleine Verzerrung desselben
- {vergl. z. B. Fig. 1) a?me Aendemng der fir thn char act&mstzscﬁzeﬂ

Differenz von Punfkien Pg , P das gewthnliche Verhiiltniss her-

stellen. Das letztere Varlmmmmss ist also f{ur die Abmhlung
'(}]me Einfluss.

Abschmtt. IT.

Die in Abschnitt I gegebene allgemeine I‘ormel ermoglicht
- nun sofort auch die analytische Bestimmung der Grundzahl einer
Fliche F etwa f{ur folgende Fragestellung: Gegeben die Glei-

chungen F, (¢, y, 5) = 0 und F, {x, 9, = z) = 0 zweier Fldchen
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wie gross ist cie Grundzabl der »im Innemi«von F, = 0 liegen-
den Theile von F, = 0% Man stella zu dem Ende z. B. durch ein
Bitschel von I*ldeizeﬂ 7 ) == 0 ein Cur vansybtcm S aal F, =0
her und berechne die Anzahlen der besonderen Punkte dieses
Systems fir das Innere von F, und fur den von Fy=0, F,=0
gebildeten Rand, Anzablen,; welche sich in tbersichtlichster
Weise aus den Voraemhen gewisser Debermmanten hestimmen, .
in oiner Form, welche unmittelbar auf die allgemeine 'lheorie
'dér;C-havac{;emsgzken_ eines I‘uncttenensystems hinweist, wio sie
von Kronecker a. a. O. gegeben ist. In §§ 5 und 6 formuhre,n
wir dio hiermit allgemein bezeichnote Aufgahe, fur zwei spe-
cielle Fulle, an denen die Beziehung zu Jenen Un t,eréua,hungm
am dcmhchbten hervortrits.

§ i. Die Kfo:ie}zker’sche_'(}ha:r#etari's;tik eines Fm}gtiqnensy'stefms .

Zur Uebersicht sei die allgemeine Definition dér Characte-
ristik eines thctionensysibms nach Kronecker vorangestellt.

Es seien [y, fiesr faor* [ne emdeuuge reclle Functionen
der n recellen Vel*'iLiderli(=llet:1 %, %y ... % und zwar, solche,
die sowohl eine nmfach unendliche Zahl pogztwm’ als negabwer
Werthe annehmen.  Sie seien Uberdies im Allgemeinen stetig
und nach den cinzelnen Variabeln differentiichar vorausgesetzt
und endlich werde angenommen, dass keine der n.+ 1 Functio-
naldeterminanten gleichzeitig ‘mit den botreffenden Functionen
ftir unendlich viele Werthsysteme z Verschwmdet’) Bezeichnet
‘nun fqh die nach z, genommene Ableitung von. fg0s und [a] die
positive oder negative Einheit oder Null, je nachdem die reelle
Grisse o posiliv oder negativ oder Null ist, so ergeben sich fur
die Characteristik K des Functionensystems die beiden Darstel-

lungen : |
K= — 1= Ufgi_zl}j—;‘ 73[[/2‘355] |
g,k—-O 1,2 . ey L hk=A4,2...mn,
dioc crste Summation verstanden iiber alle Punkte
foo =[1o ="+ = f(m-’—a}ﬁ = fans+1p ="+ =[o=20

(fur welche also ir saend n der n 4 1 Functionen verschwinden) ;
die zweite Summe verbiau(len 'Iiber dle Punki,e fiiv Wdche

-—

1) Vergl. hier pag. 325 des Folgonden, -
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-fea'<0§ fm ::'faa = =f::w = {,

Dies vorangeschickt formuliren wir die:

§ 5. Aufgabe 1.

Gegeben die Gleichuny einer cbenen Curve [, y) =0, Wel-
ches 18t die Grundzahl des »Innenraumes« <097

Zur bestimmien Fixirung der Aufgabe nehmen wir an, dass
die Gleichungen f= 0, f,=10, f,=0 (wo [/, und f; die particllen
Ableitungen von f° nach x bez. y bezeichnen) nichi gleichzeitig
fir reelle Werthepaare ¢, y zut befriedigen seien. Zur einfacheren
Formulirung dient: Die Ebene werde beziiglich ihres Verhaltens
im Unendlichen als eine Kugel, d. h. mit nur einem unendlich
fernen Punkte hetrachtet, welcher im Aussenraume f> 0 der
Curve gelegen sei {was stets durch stereographische Projection
erreicht werden kann). Dann gilt der Satz : |

Bezeichnet K die Characteristih des Functionensystems

(1) | | [=0, fi=0, [,=0,
G die Grundzahl des Innenraumes von f == 0, so ist
@ . G=—K+2.

Wir erlauatern den Satz in doppelter Form

I. Man betrachte die Geraden parallel zur X-Axe als Curven-
- system Sund frage nach der Differenz der » inneren« und »4usse-
renc Bertthrungen, welche specielle Gerade des Systems mit der
Curve f==0 emgehen Diese ist, nuch Abschnitt I, gleich 2 G—4;
tibrigens wird sie bestimmt durch B

r A A

SU A fu fe )
fa o i

diese Summe ausgedehnt iiber alle Punkte, fiir welche
. , f._..(} und fi=0
ist, und also ist
— (G -—‘2)““-%'; ] =K
die Gharacteristik des Funetionensystems (1).
II. Man betrachte das System der Gurven [ = const. im
Inunern von /= 0. Es ist ein Curvensystem S, bei welchem der
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Rand (f=0) dem Systeme angehvrt (vergl. pag. 320}. Man frage
also zur Bestzmmumg der Grundzahl nach der Differenz der

Punkte P and P im Innel‘n von f = 01}, fiir welehe sich nach

AbschnittI. G — 2 = ;04 — pﬁ ergiebt. Siewird weiter gegeben

durch f ;
31 fu Fan |7

diese Summe ausgedehnt tber alle Punkte

. : <0, fi=10, f,=0,
also, bis auf das Vorzeichen, als Characteristik K. So liefern

s gerade die beiden Formen der Kronecker’schen Characteristik
dig verlangte Bestimmung in der einfachsten Art.

§ 6. Aufgabe 2.

Gegeben die Gleichung einer Fliche f (x, y, 5) == 0. Welcfzss
ist thre Grundsahl? ,

Ich fihre hier gleichfalls zwet Formuiirungen dieser Ab-

zihlung an, wie sie sich aus den zwei Formen der Kronecker-
schen Characteristik sofort ergeben, wobei, wie schon Eingangs
bemerkt, die zweite Formulirung hier bereits in das Gebiet der
Abzihlungen in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit hini-
bergreift. Wenngleich ich ausfithrlich auf diese letzteren Abzith-
lungen an dieser Sielle nicht eingehe, so mag doch in der speci-
ellen, sich hier nnmittelbar aufdringenden Form dieses weitere
Pmblem angedeutet sein.
A Zur bestimmten Fixirung der Aufzabe nehmen wir wieder
an, dass die vier Gleichungen =0, f, =0, f, =0, f, =0 (unter
fis [ar [ die partiellen Ableitungen von f nach x, Y, 5 verstan-
den) nicht gleichzeitig fur reelle Werthe von @, y, 5 zu befrie-
digen seien. Zur einfacheren Formulirung setzen wir weiter fest;
Der Raum werde als Kugelraum betrachtet, d. h. mit nur einem
unendlich fernen Punkte, welchen wir als im Aussenrauine
f > 0 unserer Fliche gelegen annehmen. Dann laulet unser
Satz:

1) Der Einfacheit v?egen seien hohere Singularitiien aﬂsgéschlossen
Punkte P_, kiénnen nach der zu Anfang gegebenen Formulirung der Aufgabe
hier nxcht auftreten,

Math.-phys. Classe 1885, 22
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Die Grundz&hl G unserer Flfiche f=10 1ist gegeben durch die
Formel .

(1), ‘ G=—az+2

- wo K die O‘hm‘acte? istile des Functionens JstE?ns
©  f=0, fi=0, f=0, f=0.

Formel (1) driickt dabei, im Zusammenhalt mit der Krohecker-
schen Deutung der Character istik, die Eingangs erwdhnte Begie-
hung der Grundzahl einer geschlossenen, tibrigens aus beliebig
vielen Theilen bestehenden Fltiche zu der durch & 7t dividirten
Curvatura integra derselben aus, eine Relation, die sich auch
unmittelbar durch geometrische Betrachtungen erg:ebt Zur Be-
griindung von Formel (1) betrachten wir wieder: |

I. Ein System von Ebenen parallel zur (ocy)-Ebene. Das—-
selbe schneidet auf f (o, y, z) =0 ein Gut vensystem S aus, wel-

‘ches nur Punkte P und P aufzuweisen hat fur die Tangential-
ebenen in Punkten hyperbahscher bez. elliptischer Kriimmunag,.

] % : :
Die Differenz p, — p, aller dieger Punkte vou f = 0, welche nach
Abschnitt I.- gleich G — 2 ist, wird gega]}en duit ch -

| i LG

E[ f«l f:sa ﬁiz f-xs }’
fa ﬁzt /‘% f%s
fs f31 f&a f33

die Summe dusgedehnb tiber alle Punkte

f= ? fif“"'_“oa f%=0:

und also ist

:G~2~—z[ﬁ*ﬁﬂyé_%x
| f;u fas
w. L bh. w, -
II Nf.m 1st aber auch
' fn'fw f&s.
K=E['faa*fw f*zs ']:
fsa faa 'fsa

diese Summie ausgedehnt ither f<< 0, /, =10, £, =0, f;.= 0.
Diese Formel ergiebt unmitielbar dle geometz ische Ahzahlung
der Grundzahl unserer Fliche in folgender Form : |
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Im Innern von f=40 ist ein »Flichensystem S« von Fliichen
f==const. gezeichnet, sodass durch jeden Punkt nur eine Fliche
des Systems hindurchgeht. Die Knotenpunkte (f, =0, f, = 0,
f, = 0) von Flichen des Systems trennen sich, wenn wir das
System in bestimmter Richtung (mit wachsender Constanten)
durchlaufen, in 4 Kategorien:

1) Punkte, in welchen ein elliptisch gekrtimmter Flichen-
theil aus einem isolirten Punkte entsteht; umgekehrt

2) Punkte, in dene_n___sich ein el]iptisch gekrﬁmmter Theil
zusammenzieht, | |

' 3) Punkte, bei denen sin hyperbolisch gekriimmter Flichen-
theil in zwel elhpt,zseh gekrimmte sich spaltet, und umgekehrt,
-4} Punkte, wo zwei elhptlsch gekrilmmte Flachentheile sich

zu einem hyperhohschen vereinigen. ,

‘Nimmt man nun an, dass die Anzahlen del im Innern von
f=0 beﬁndhchen Knotenpunkte der ehengenamﬂen Arten*}
hez . Piey Peis Pher Pen sind, so sagl unsere ob:ge I‘ermel dass

G = 2 (Pg; + Peh — Pie — Pre) + 2. |

In der That erkennt man auch geometrisch sofort aus den in §4
gegebenen Definitionen fur die Grundzahl, dass durch die Ueber-
ginge (1) und {3) die Grundzahl der Fli:iche um 2 vermindert,
durch die Ueberginge (2) und {4) dagegen um 2 vermehrt wird,
was die eben gegebens Formel sofort auch a‘af geomeﬁrxschem
Wege erweist. - - '

Ich denke auf die weiteren hiermlt aﬁgedeuteien Formuli-
rungen bel nichster Gelegenheit einzugehen.

1} Soferne hihere Singularvititen in einzelnen Punkten eintreten, lassen
sie sich leicht in die allgemeine Formulirung einbegreifen. Das Aufireten
von Doppeliinien aber (und damit such das Vorkommniss einseitiger Fliichen
in unserem Systeme) ist in der gegenwirtigen Formulirung schon durch die
Kronecker'schen Bedmﬂunaen fur das I*unctmnensystem f, fi, fg, fs (vergi
§ 4) ausgesahiosscn )
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