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Zur Berechnung
der Matrizen beim Wasserstoffatom

Fon W, Gordon

Fir die Matrixkomponenten der Koordinaten mz, y, z sind
von P. Hpstein'y fiir das Wasserstoffatom bei Separation in
Polar- und parabolischen Koordinaten (Zeeman. und Stark-
effelct) allgemeine Formeln aufgestellt worden, die im folzenden
auf einfache Weise (auch bei Beriicksichtizung des kontinuier-

lichen Spektrums) abgeleitet werden sollen.

§ 1. Die EBigenfunktionen

Sie enthalten die Funktion

&
(L S w=c * 53‘}?(—?3, Y k&i:]:
WO
iofT a, 2V
(2) I F (fz! ?I m) = 2' ?P-y 2] 3
’ =1
1 e, =e(e+ 1) ... (a+»—~1), ¢ =1,

das aus der hypergeometrischen Tunktien

OO0
s 2y "vm? $
(2} F(“rﬁs?’:g)‘:z;%": §@*<1
ye={} v

H &

vermige &> 3 und lim 5 - oo hervorgeht. (2) geniigt daher
der entarteten hypergeometrischen Differentialgleichung

a2 ar o
(3) fs—m%"(?”‘i’)j{;f‘"“ﬁ":@

1) P. Epstein, Proe. Nat. Acad. 12, 5, 620, 142465 15, 5. 405, 1¢
Phys. Rev. 28, 8. 6953, 1826.
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und w somit der Gleichung

g B 5 e
o ¢ [ ".'n (E‘E‘.ﬁ (lf _,_{p) {t{&
(37) l L2E P
1 (-— _L —-g(af—-zv—l)+ﬁ)w=0

(37) f=l(f-+mn).

Vermoge des Hulerschen Integrals

L) L7 (b 17 ..

: ,,,_..__j____.._)._“mf‘__l — j ga—1 {1 — 8) b—1, g .

L+ D) b.

L1y

wo stets 9Th > 0, wihvend fir Ra > 0, § = 1 zu setzen und
goradlinig von 0 big 1 zu  integrieren ist, fur Ma <O,
[ = edeie 1 und die Integration von 1 mit args = 0 be-
ginnemwd um g = O positiv heruin zu 1 guriickkehrt (arg 1 —s =0
filt & == 0), erhiilt man mit o = e -+ 2, b =y — & fur

e Iy O I+ ) [— .
ety 3, 5, @) = 1{“‘“{%}‘ il I+ 9 ( f) (— @)
y=1{
dies Integraldarstellung
1 Cce. B oo ) == Lo —1(1 — gyr=e—1 (1 — g §)—~Ad
j:f (M? ﬁ? 7 ¥ ‘z’} - b_[j(“} _i’(gf — (z)(lu) §¢ (1 é) . (1 333) {Z §

=1 oder §=e?=ic—1, die die Reihe fiir | # | > 1 fortsetzt.

N s
Mit 8 = T 7 wird
| - A 14+ —xr)y fne—3d
(<13 1 (e, B, 7, 1) = 5 {y} — ( - : 2_ " d
Ly L (y — o) (L 4+ h)? f
{0 oa)
wnd  darans
ah
, - I R T
(£ ¥ (gs Vs :I;) = o {?) f-f dh.
y L) £y — ) (1 + "
{0 oo}

Die Integration gebt iy Ve >0 mit § = 1 geradlinig von
- ].‘. e hd 12' +
0 el oo und fitr Me < O mit ) = e?27ic — |

(so dald 11927 (e) = e—wiae (1 —e) | 2701

von oo positiv. um (0 herum nach <o znriii‘ck, dergz:t, .daB
ave o= 7 auf der negativen roellen Achse. In dem wichtigen
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Falle ¢ = —n, n positiv ganz oder Null, reduzieren sich die
beiden I auf Polynome und die Integrale auf eine Umkreisung
des Nullpunkts. Awus {4) und (4" resultiert die Darstellung

dieser Polynome durch erzeugende FHFunktionen (— 74 statt 2
gesetzt)

b0l ST ()
- = f — 1, x
(1 — k}? # pogamy . LY ] )
_ a2l
1—% oo
£ kfn ‘},ﬂ
W - 2; nt F{—mn,y, ).
n=1) ‘

Das Verhalten von I {e, y,2) im Unendlichen ergibt sich, wenn
man zunichst unter der Voraussetzung Me > 0 das Integral
(4), das dann von O bis oo zu nehmen 1ist, in zwel Integrale
zerlegt: von O bis —1 und von — 1 bis co, wo der Weg mit

9}% < 0 in b = —1 ein- bzw. auslduft. Um die beiden

MTeile eindeutig zu bestimmen, nehmen wir |argz| und.
jarg — 2 | <= und setzen fir # = —1 argh =« oder — m,
je nachdem O < arga < =m oder —a<argz <0, d h jJe
nachdem 2 in der oberen oder unteren Halbebene liegt.
Fe,y, ) wird dann zerlegt in

o0

—1
= h
B 1 _ 1_}(9}) f ei.-{-fz ka—i
F=5d+5= rore—w ( + ) v "

1

0
oo

. I (y) — py—a —7 pa—1 (1 _2)?mg*1d
=Tl —o {( @) Qfe 4 T x

o0

b anr e [omrmret (10— 202,

&x
O
-1

wo im Inte,gmlf
o

x h

=7 O<z<®

substituiert wurde, was in der k-Ebene einem Kreishogen von
0 bis — 1 entspricht, der in der Richtung des Vektors vom



1034 W. Gordon

Punkt # nach dem Punkt 0 in — 1 einmiindet, und im
O

Integral f

-1 xh i

Trr - T O<r< o,
was in der k-Ebene einer Geraden von — 1 in der Richtung
O->x entspricht.l) Setzt man die Mellinsche Formel?)
; —38
1 — 1 & Il{a—se as } ]arg:e:[ < 7
(L4 2)° 2 d I (@)

mit 2 = %- und @ = e + 1 —y in das Integral far £, ein,

indemn man die Integration iuber = vermige der Integral-
darstellung die Z-Funktion ausfithrt, so wird

2 L)y Iy — ) L7(l + o — ) TToxi

-fI@Iﬁqdp—y—@Fm—wm%s.
Der Integrationsweg 1iBt die Pole von I'(s) s=0,—1, —2,...
links und die von I'(1 4+ & — y — §) I («¢ — s) rechts.’) Analog

F, I () &Y %

2 f{a)l’(ay-—m} L1 —w 29 3

.fr@ra—aw@fwmangpwma
Diese Ausdriicke fiir #, und #, sind unabhingig von der
Voraussetzung 91 ¢ > 0. Schiebt man den Weg iiber die N

1) Man denke sich den Weg durch einen Kreisbogen von groflem
Radius zu % = co zuriickkehrend, der wegen R{y — o) > 0 keinen Bei-
trag gibt.

2) Wenn man fiir [z | < 1 den Weg itber die Pole =0, —1, —2,...
von £ (3) schiebt, bekommt man die Binomialentwicklung von '

1 _ =y I« 4+ 2)(— )"
14 2% Z{; L (a) »!

3) Dies ist moglich, falls & und 1 + « — y nicht negativ ganz sind,
in welchem Falle die Reihe () abbricht.
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ersten ['ole von I'(s), so gibt der’ Residuensatz die asympto-
tische Rnthclduna‘

o P

5

mit dem Restglied
Byet, y, ) =

N

— — 1 (}- + £ , ,,,
v=i}

sin n {y — «) 1
I {a) 21 m® ¥t

. f['(:'-—-—N—t‘?‘) I'l+e—y+ N+ 9—1) e+ N+1+—1)r7dT,
—iee 0< I <1,
so daB lim |z |¥ Ry =0 fir [5]|-> oo. Analog

N ;
] (1 — “}v (‘?’ — ﬁ):;,
riax?

%i = I'(y)xo—7e” {r-—lf;;}—
68 3 y=0

T By — o 7, _x)}
Schiebt man dagegen den Weg iiber die Pole von

I'l +e¢—y—8{Le—s) baw. I'l —a—8)L(y — o —s),
so ergibt der Residuensatz die Entwicklung von # = 0 aus. Im

wichtigen Halle ¥ =1 4 g, g positiv ganz, sind diese Pole
doppelt?) und es wird

+2xia .

JFf:il (a7, ) + F (2,7, 7)
(G) 1___8i‘3:£§a '

| 7= + =" i p0) + Fla o)
mit

( g = Dle? ST 6 —g),0
gl —=-D! = 927

Pl ) =— "0, & T=g,

(67 o z’uf‘;; ;i (Wle+9)—p+)—ypE+g+1)
+F(a,y,:n)(1na:-{—£cotg n‘a#"-@i))

1) Die Entwmklung von £'(¢) an einem Pol z=—n (n=0, 1,. J ist

R
T = (%!) {z+%+wfn+l}+...},

an einer reguliiren Stelle 2 = a
TF@=T@{l+eE—ay@+...},’ "‘“”"'r(z) .
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WO Y (2) = %j-)-}- und das obere Vorzeichen fur O<argaz <=
und das untere fir — 7z < arge < 0 gilt. @ («,y, ) ist ein

zweites, im Nullpunkt singuliires Integral von (3).
Die Eigenfunktionen in Polarkoordinaten
& 1Y = rsindeiv, z=17cos
sind

Qﬁfnr, i,m

= P (cos ) gt Xﬂ?’ , )

(n, radiale, 1 = 0,1,2,... azimutale, m =0, £ 1, &=2,..., &1
magnetische Quantenzahl). Fur X gilt

. &X ax PP T -
R r G P )X =0
. | .
((& = _.__._;f’___m_ = Wasserstoffradins,
dn=m, e*

e = —2?-?—1/-—- 2m i, I = Energie) ,
d. h. (39 und (8") mit
@) E=2r, y=2142, p=

L, n=mn,
byild — | — ._];-. -
(7 B=kl+1+4n)=—
Daher nach (1)
(8) X,,;T, = e kT2 (—mn,, 21 4 2, 2k 7).

Fiv B < 0, diékretes Spektrum, sei k > 0. Die Eigen-
funktionen haben der Bedingung:

f r# X2 (@) dr existiert

O
zu geniigen (vgl. 15”). Daher muB nach der asymptotischen
Entwicklung (5), ) n, =0,1, 2,... sein. (7) ist dann die
Balmerformel.

Fiir If > 0, kontinuierliches Spektrum, sei b= —¢ %, 2 > 0.

An Stelle der Eigenfunktionen treten hier die Figendifferenivale
die sich auf ein Intervall des Spektrums beziehen. In unserem

Fall sind diese Differentiale in der x-Skala f Xo o) dox,
A

wo 43 das Intervall ist. Die Bedingung ist jetzt:

0o

f p2 ( f Xp ()4 x)zcl ¥ existiert (vgl. 157).
0 A '
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HEs ist n_ =";E£ — I — 1, also komplex, Die mit I, und I,

gebildeten Funktionen XM und X@ lauten nach (5) und (5"
asymptotisch

b 4 . In@xv 2+ 1
(L) 3 * (” v ! )
. i 2 i. = ¢ 2 & Pt
(8" x@ 21+ Dl-e i e e o ’
11(£+1:§:;?(;) rattl

ein- und auslaufende Kugelwellen, die sich zur stehenden
X = 3 (X®%™ 4 X zusammensetzen. Die Higendifferentiale
nehmen wie 1/r? im Unendlichen ab und geniigen daher der
genannten Bedingung.
Die Figenfunktionen in parabolischen Koordinaten
. : . A, — A .
o +ry =V A et?, 2= —Lgmi sind
Q)U‘nuﬁz; m = 85”1‘;0'{17&; ‘?31_(2‘}.) ‘A“zs’m U"z}
(n,, n, parabolische Quanteunzahlen), Fitr die 4, gilt
| d*Ad; d A; k2L, m2
. LA S A, =0
A aiE T Tan + i i+ f: ) 4 ’

1
| Gy + B = —
d. h. (8) und (3”) mit

@ &=4; y=|m|+1, ?}xl%i’ o=, f =5,

g 1
(9')_ - ﬁl—%[y’g:?ﬁL[?}'Ll-{-1—1—%1-1—?;2)—_;}?.
Daher nach (1)

L {m ]
(10) Ay () =e 2 4 ° F—mn, |m|+ 1LEL).
Fir k > 0, diskretes Spektrnm, mull

a3

@

f Ad () Aiym (g) By + A)d 2, d 2,

0 0 , ‘
existieren (vgl. 16). Daher nach (8) (6) n, = 0,1,2,... (9') ist
dann die Balmerformel.

Tiir k = — 12, kontinuierliches Spektram, mull R, —n,)=0
sein, damit A, , n(d;) du,m{ky) wie 1 Jr im Unendlichen ver-
schwindet, d. h. nach (99

i — | —1 - . R :
(1 - n SRILL ;”” Lig baw. By =g £l
Annalen der Physik. B5.Tolge. 2. 69
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wo ¢ reell. Es wird dann asymptotisch nach (5) und (5

T i
%% 2[9;@]!3_?(2"“+£)
A’”u (;Ll}: r }m]—!—l . 1
(10) . ( 2 if&(?xa« +€))
4
2 Ay i fm| 41
8"—”(:"'2—'*"- (o + O 1mnts - =)
’ Jm| 41 -
! ' ;’.;32 . 2
Diese beiden fortschreitenden Wellen setzen sich gemiB
y a (2
Anm ) = 5 (48, @) + 48, 3)

{1
zur stehenden zusammen. Bei A@) o (Ag) 18t 1n (10’) A, & mit

15, — & zu vertauschen.
Die Eigendifferentiale in der #— -Skala sind

Apym (M) Ay Py} d e d L.
Ar AL | ' e
'Sie nehmen wieder wie 1/7? imm Unendlichen ab.

Es st filr das Folgende wesenilich, daff wir auch Funik-
ttonen (8) und (10) belrachien, bei denen (7') und (9') nicht
gelien, die also heine Higenfunktionen des Wasserstoffs sind
(@ variabel, statt konstant). ‘

§ 2. Die zu berechnenden Integrale

Fiir die Intensitit des bei einem Ubergang m—»>n’ aus-
- gestrahlten ILichtes ist maBgebend die Stromdichte

7 Es . i
8 = E_&h:@;— (1w grad w, — y, grad i),
wo W, und vy, die zeitabhiingigen Kigenfunktionen oder -diffe-
rentiale der beiden Zmustiinde sind (* = konjugiert—komplex),
die gem#if
(12) [lwlpdv =1, dv=dadyaz
normiert sind. Das Vektorpotential in groBler Entfernung ist

bei Vernachlissigung der Retfardiernng proportional zu f gdv

- und die Feldstirkenamplituden daher zun -%—":c}l v. Aus dem
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Krbaltungssatz der Elektrizitit einerseits und der Schrédinger-
gleichung

A &y 2 e?
2mi 8¢ T 87* my, AQ’U—’—T?’!)’

andererseits folgt

05 = i (c’l'?’!J * 1 a8 e’ * .
dt a¢ fn”i,l’nf)-’rt‘? m_é—zf—)=m??% ;Fannf—dl?Em:
WO
h* dy,
gm = 1872 My ( Ld gra‘d 1,’)':"
- a‘w* -:-t- P
74"'71
+ % grad y, — y, gr&d — % grad — ) ,

die Schrodlﬁgerschen Spannungenl) sznd Da die Ewen—
funktionen im Unendlichen exponentiell und die Differentiale
wie 1/r? gegen Null gehen, verschwinden bei der Integration
tiber dv die div und es resultiert

63? a2 2 %
(13) f dv = dz%fmqpnqpnf dv = 5@: —x—-wﬂwn’ dv,

was nmhts anderes als die Bewegungsgleichung ist.
Nun konvergiert das Integral

[ 5 wmpdv

bereits {iber die Xigenfunkiionen und fir die Intensitit
kommt daher

4]
f - Pa wj‘;; dv

in Frage, wo jetzt ap,+pf die Eigenfunkitomen sind, multi-
pliziert mit den infinitesimalen Intervallen 4o des kontinuier-
lichen Spektrums (wenn Zustinde derselben vorkommen), falls a
die kontinuierlichen Parameter zusammenfaBt (» bei Polar-,
s und £ bei parabolischen Xoordinaten). Ferner ist das Inte-_-
gral (12} im kontinuierlichen Spektrum, falls  wieder die
Kigen funktionen sind, |

fjia’. {fd'v w(a)',ﬁ#?a’)d&'} = Aafd” ‘P(&)_fz"ﬂ*@? ag,

o < o< gy, do=0a —a,

1) E. Schriédinger, Ann. d. Phys. 82. 5. 265, 1927.
89+
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da das Integral in {} konvergiert und unabhingig von der
GriBe des Intervalls Ada lst Durch

n Way d?} it fd‘u w(ajfep (e, d a’y =1

fir das kontinuierliche und (12) fiir das diskrete Spektrum,
unter o die Eigeﬁf&nktionen verstanden, sind daher die Ampli-
tuden pro Yda und damit die Intensitiit pro da des konti-
nuierlichen Spektrums gegeben.

Der Schritt (14) von

—5 W W AV 71 f T Y, Y AV

fir Higenfunkiionen 1o ist ohme weiteres ausfiihrbar, wenn
mindestens eine der Funkiionen dem diskreten Spektrum an-
gehdrt, weil wegen deren exponentiellem Verschwinden der
Integrale iiber. die div wegfalien. Sind aber beide Zusténde
kontinwierlich, so zerlege man, falls % > s, in 1y, die Funk-
tion ¥ in F, und F,, d.h. X in X% und X und die 4
in A und 4® Infolge dieser Zufiillung des ¢, besteht
P, Yy dann einmal aus Teilen (I) mit #, und Teilen (1L
mit F,. Nach (8) und (10 verschwinden wegen = > x die
Teile (I) auf einem Viertelkrsis mit unendlichem Radius von
der positiv-reellen zur positiv-imaginiren Achse der kom-
plexen 7, 2, oder 2, ¥bene, die Teile (II) aunf einem solchen
Viertelkreis zur mnegativ-imagindren Achse. (Fiir s < %’ wiire
analog . zu zerlegen) Im Nullpunkt dagegen wurden jene
Teile unendlich gemifl (6), (6. Daher konnen wir in

e «
J 5wl de

die Teile (I) von & > O geradlinig nach ¢ + 7 oo und die Teile (LL)
von ¢ nach & —% oo integrieren wund hiernach zu lims= 0O
ithergehen. Dann gilt fiir die einzelnen Glieder, in die

:33 Yy, Y zerfillt, wieder (18), da auch die mit I und Fg ge-
bildeten 4 die Schrédingergleichung erfitllen, die Higenfunk-
tionen im positiv- bzw. negativ-imaginiir Unendlichen exponen-
tiell verschwinden und 1]11:‘8 Summe fitr lime = O im Nullpunkt
Null ist. - -
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Es handelt sich also um die Matrizen

(14) | m:, :fm W, Wr A D

mit

) flwppdv =1 bav. [do @ [v*@de=16<ae<a,
27

wenn die  stets Kigen funkiionen sind und das Integral (14)
im geschilderten Sinne genommen wird. Aus diesen Matrizen
berechnet sich die Intensitit pro Intervall des hcntmmeﬂmheu
Spektrums jedes Zustandes.

‘Die polaren Matrizen sind (nach Integration itber & und g)

;

g b m ’__i_l_l/(éim—lj{lj;m} o, 1
(15) nf, =1, mEl 2 (21 +1D@E1—1) n_ ,Z—-—l,
z‘?t;_, Z, m . . ]/ (I + ny{d — m) On
TS i1, m o 214+ 1)21—1) fn‘! 12
@
(A5) Oty = Ny, YN0, L= 1) 19 X0 0) Xy s ()7,
g
; ' - ‘
N—2(n_, =f Xi..@)dr bzw. T
1 0 ' .
5y )
| | lim CZ%I?EX,@ g{_?} X?& f{(’?)d?
, f=oo

Unter X sind die Fuﬂktzoﬁeu (8), wo zwischen }‘a,l 7, die
Relation (7) gﬂt zu verstehen; sind beide Zustiinde kontinuier-
lich und 2 > %', so ist nach dem (esagten in (15 das Integral

 Efico

. 1 A{r; '
imi{={ ¥ X, X, i—1(dr
s,.ﬁ{ggf JOESRE

‘s4+ioco

- 3f?31&§?};‘ ﬁz_w‘)d?}

gemeint. |
Die Matrizen fiir den Sprung I 4 1 ergeben smh wegen
der Svmmetﬂe in den beiden Zustanden gemaj.’;

g“r i m _ 'n-?" I+1 an+1 oM, m __ ’ 1+1m
_ :n;z-z—lmxl'"_'" n, 1 P ? ""‘n;z—z-lm_ nr i m
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aus den Matrizen (15). Die y-Matrizen endlich unterscheiden
sich von den z-Matrizen um einen Faktor 4 1.

Die parabolischen Matrizen sind (nach Integration iiber ¢),
fir A, m(A) de,m(i;) kurz 4,(n,, ng) geschrieben,

¢ mul g MW N (‘Re ’?’l«g)N (%1’?2’2,«) |

?!1 ﬂg H— I.

f f VA, 7 (- 2g) (A 2, )y (0 75) 3 A0
(16) falls m= 1, so daB |m — 1| = |m|— 1,
] zﬂx g omo__ _;_ E\Tm @@1 %2) Nm (??,1’?2’2’)

7, mg' m

: f f (A3 —23) 4, (0, ) A, (1, ny) AR A4y
0 0
| | M= =0,

(16) N %y my) = f f (hy -+ 2g) Ah(nymp)d Ay d 2,

A sind die Eigenfunktionen, gebildet aus (10) mit den Rela-
tionen (99 bzw. (11) fir =»,n,; sind beide kontinmierlich und
# > %', so ist in (16) die Summe von 4 Integralen gemeint,
die durch die Zufillung von Anim(k) und A,,.,(4,) in ihre
zweli Bestandteile entsteht.

Die z-Matrizen fiiv den Sprung m—->m - 1 ergeben sich
filr m = 0 gemil

ny T M 7yl wl mE1
w2," " mbl Ty Ny M

aus den Matrizen (16). Die Matrizen fiir negative m folgen
Termoge

—m m .
—_ —_ > —_— —
H i 1-—-$ 1 ?’?E__.O, @€ 1—_$ 1??%,__1

aus denen fiir positive .
Setzt man
b __ _?c-!—k'
(17) Jg”’“'} (n,n) =fe 2 §H+UF(-— n,0 + 1, kE)
| O F(-——'H,()—f—l—r,?{:'f)dg,
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so wird aus (157, (15")

(18)  Ohl, =g NOON @, 1T—1)JT5% @m0,
& - ) 1 )
(18" N~ (@,]) = 5 pran ()
und aus (16), (16"
Ny Fip W

7, %y’ m—1

1 F4
- K3 Nm (??‘1 ﬂ’g) E\Tm_l {:'}.?51 ?2‘2’)
1,1} ., n o TO, .
. {Jlmi (}‘Ll 1, ) J}m{ (12.2 n, ) - '} ,
1 .
=3 Nm (ﬂ’l %2) Nm (‘?2-1 M, )

(2, ¢) n 70,0}, ’
. {Jtml (a2, ?Ll)Jimi (1, 1,7y — } .

(19) 3
1y Hp M
ny’ nyf m

.
: —2 1 , ) .

(19) N Ty n,) = { J(tlm? (1, 1)) J&?} (n, M) + } }

wo der . in {} Wiederholung mit Vertauschung der Indizes 1

und 2 bei den n bedeutet.
Es handelt sich also um die Berechnung der Integrale /.

8§ 3. Reduktion der Integrale .J 0,7) guf JOO
Die Reaktion in 7 geschieht mittels
1)

F(“:?’Jm): =

@®

(Fletyy — L,a) —Fle— 1,7 — 1, 3);

der Koeffizient von z*/»! rechts ist n&mlich

&y

L , .
o ry (et —@—1e) =

Wiederholung gibt

¥

B ety y, %) = v 1235?’ —..2) (F(a'};f —2,8) — 2 (e — Ly — 2,2)

‘ 4+ Flee — 2,7y — 2,2)).
Wendet man dies in (17) auf F(—n, ¢ + L, k&) an, so er-
halt man

( J;"’ Y, ny = -—%— (J ;‘i’_? (n,n’y —J :T_’.? m + 1, 'ﬁ"}) 4

o

(20) I B,y = ele—1 (Jg’;; D) — 2T I+ 1, )

k2

4 J;‘ig‘ n -+ 2, ?L’)) .
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Es bleibt mithin noch die Reduktion von

[w2]
Ji}"’ A (n, ") =J ww dg mit
U
. & e+ o
(21) w=¢ * & 2 IN(—mn,04+1,k§

und w’, wo I'n’ an Stelle von kn stelit. Nach (89, (3”) gentigt
(21) der Gleichung

. ' ! K E el
(22) 5‘(‘{‘&:} + (1 — 0) {;ﬁ + ( 4 : 4 *.;F + ﬁ’g (’}'L)) o=
(22" I () =k (“‘“‘%“1 H ’”“) ’

Multipliziert man sie mit ' und die fir 2" geltende mit w
subtrabicrt und integriert iiber & von 0 bis oo (baw. -2 oo,
wenn in w0 Iy steht), so erhillt man (nach einer partiellen Inte-

2
gration, wo der ausintegrierte Teil bei den Normierungsfaktoren
des kontinuierlichen Spektrums nach (157) und (16°) zwischen 0
und B zu nehmon ist)

oo

1T, e’ d w’

£ [qpt L0 N N pLw

[e.-,(“f‘ TE 1 d&) (rww] }-Qafw GE ag
0

2 — Rt +1,0 ' , , 0 :
+-_T.-_J(“+ 3(%,%)4-(;99_-;99}@ Ym,m’y = 0,

wo kurz g7 fir & (9 t1 fn) geschrieben ist. Mit

i I (e, oy, 1)
o

S (Fle+1, 7,0 — Py, )

(der Koeffizient vou zv—!/»! rechts ist ninlich

oy le ¥ ey ¥ "v_.)
Y Vv 'y
wird die Ableitung von (21)
il {ia} I3 : —‘f.; = * %> ‘3%.
AT SR S T - wMm) — —wm — 1
ol b2 () — S w i — 1)

und daher

o

j’w G GE = I J{"’“\’(?z; 7Y+ {0 + o -+ 21

GO

. Ji"_l’ Doy ny — 2n’ Jé"—i" D in,n'— 1).

Y
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Dies eingesetzt, gibfb die gewiinschte Reduktionsformel
TerE Oy = b (=W o+ 8, —BT9%mn
4+ alo + o + 2n) Ji"—i* Dn,n’y — 2n'¢ Jf;“f{* "’(%, n—1y
~}- [5 (w—%z} — -uf%) — 510%0"]:} .
Insbesondere fiivr ¢ =0, ¢ = 1
[ T8O,y = {8, — 8, IO,y
+ (g v [[e - 0}
T 1y — — 4 . {(4_"(—— W8, — 66, —8,)

k- k2

(23) i

| ++1+ 2%’)) JG D (n,n) — 2 T o, m — 1)}

wo in J®Y der ausintegrierte MTeil weggelassen ist, da er
nicht gebraucht wird.

Damit ist alles :a,uf JO 90 zmuckgef11h1t

Tl}_ § 4. Bereehnnng von J{a, o

J W, 9 (10, f}'zf')
I }‘ Ib

._._f SIS (=m0 + LEOF(— 0+ LEHAS

setzen wir fm das erste I' die Integlalchrstelhmg (4, fiir das
zweite [ die Reihe (2) ein, so dafl, wenn wir die Iutegrationen
nach & und nach % vertauschen, it den Abkmzm}gen

(24) S TEE Q}'—k-}-"k"’
worans o
om0 1w N
(24 k___iv%’ T ;-u
resultiert , .
' e _E{dthw
. e h-—'nu-l e (1l + k) E2
JP V) =4 f f
o B™) | @+ mert
U O o .

S (— k’&) |
. z’ (y) . dg .5371,, L

y={}
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wenn 4 den Faktor vor den Integralen in (4) und (4) be-
zeichnet.

Ist mindestens einer der Zustinde diskret, so sei es ¥
Dann ist die Summe endlich. Damit das Integral tiber g
konvergiert, ist der Weg in A4 so zu fithren, daf

d h E+kE+hHW -5k

1+ hu
R >0, d. - T 7% > 0.

Lv(l-iﬂfa}

Ist & auch diskret wie k', dann ist der Weg in 2 eine Null-
punktsumkreisung, die so eng gemacht werden kann, daBf die
Bedingung erfillt ist. Ist dagegen % = —4x kontinuierlich,
dann ist der Weg in 2 eine von oo ausgehende, den Null-
punkt positiv umkreisende Schleife mit argh = x auf der
negativen reellen Achse, und die Bedingung Wird erfiilllt, wenn

man aulerhalb des Kreises um 5 = — 1 + darch == —1

bleibt. |
oind beide Zustinde kontinuierlich und % > ', so handelt
es sich um das Inteﬂ'la,l

fu

—1L s4-ico e E—icn
wm ([ [+ [ )
Ks ist nach dem S. 1033 Bemerkten argh = — ¢ fiir 7 == — 1,
well € = — 4% & den negativen Imaginirteil — 7 s hat. Da,mlt

~1
(118 Integrale iiber & konvergzeran mufl in f bezm Einmiinden

in A=—1 ?R < 0 und in f beim Auslauf%)‘ k ~> 0

sein. Damit die Integrale iiber g konvergieren, muB

E(1l 4+ 2w . At — (g — VR
N T > 0 sein, d.h. R ~ TR ~> 0
-1

in f und < 0 1in f A s wird alles erfiilllt, wenn % langs

R A= — %) R == 0 heilt mnerha}}a des Kreises um
14+ 7 auller

t

*®
#t — =2
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der negativen reellen Achse mit dem arg = — =z geht, was dem
Weg in = auf S. 1035/1036 entspricht.

Die Integration iiber § ist elementar ausfithrbar und gibt
eine Binomialreibe mit dem allgemeinen Glied

s — -1 Y Q+V+1 — Y

¥ (1 + hwyetr+l

Qo

wenn man zu lime = 0 tibergeht und beide Integrale wtber %
in eins zusammenzieht. Die Reihe ist endlich, wenn &’ diskret
ist. Im Falle, daB beide Zustiinde kontinuierlich sind, geht
das Integral von 0 nach — oo, und die Reihe konvergiert fiir

1L+ 2]lek] 11 +R{[1+ ul
[1 +Rhu] |1+ hul <1

£

. < ¥ — H
was der Fall ist, wenn das wegen x» > % negative u = g
zwischen — 1 und — } liegt.

Summation ergibt

A me*-if__m’f“”l__ (1— Fol + B )“’dk
¢ (1 -+ howett T+ hu ’

O

oder h durch A/u ersetzt und nach (24) k'v = 1 4 u substituiert

- — 1 nt '
A plo? Ty (— wy f h (1 - —-h—) dh,
O ' ‘

(1 4 meti+w u?

wo die neuen Integrationswege aus den alten durch Drehung
um argwu (und Vergroferung im Verhaltnis |u|) hervorgehen.
Tst T diskret, so haben wir fur diskretes %k eine Nullpunkts-

amkreisung, fir kontinuierliches k& = — ¢ %, ist, wenn wir in
4 i 21{ aretg — ‘ # T
u=_]f,_'3;i'i_:_3‘ %, 0 < arctg — < —
M—ix Sk 2

nehmen, wieder argh =4 & beim Passieren der negativen
recllen Achse. Sind beide Zustsinde kontinuierlich, so haben
wir argw = m (und arg — w = 0) zu nehmen; dann geht der
Weg von h =0 bis 7 =+ co mit arg b = 0.

Fiir alle Fille ist nach (4)

Jf’ ® (n,n) |
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wo ur+?” eindeutig bestimmt ist durch

=
2 iaretg — 3 T
U = & L | I arctg —— < 5

fitr die Springe diskret-kontinuierlich und durch

o — % x — %
U = g7~ arg ——-— = 0
® 4w 5 + i

fiir die Spriinge kontinuierlich-kontinuierlich.
(25) kann auf Grund der Relationen zwischen den hyper-
geometrischen Funktionen umgeformt werden. Mittels

(28a) FHlf,y,0)=(1—x)"¢F (;f — e, B, ¥, ;—2—1—)
(man fithre zum Beweise (1 — z)% statt A in .(4) ein) folgt
(25 h) { TP (m,n)) = e+ xin’ glpetlyn—w

o Flo+14+mn —n,o+ 1,1 —u?).
Mittels 1) | ‘

| T Ty — e — B e T
F (e f, 7, @) = rg)_gf;_:j;z?(g, Boatpf—y+1,1—2)

T Lie+8—7)
+ f-fiﬁt) L7(8) (1
- By —ea,y—8, 7 "ﬁ“ﬁ+11“@
folgt auns (25)

33’)3’*—0—43

]{a N o, 07) = (o)) o1 _”n{ I(n —mn) _ v
{ ( ) (@)*v ¢ Lo+l +0) I (—n) (g aﬂ%) "
Fle—n, o414 0,0 —n-4 1, u?
(25 c){ Y A T ) :
i -+ Lo+ 1 + 1" f’s’ — n) COED i

- (—n",o+1L1mn %—%+1 262}}

Setzt man in (25) fir I die Reihe (2) ein, so konvergiert
1un Falle, daB beide Zustinde kontmmerheh sind, (25) fir
1 <L u?, daﬂeﬂeﬁ (25b) und (2bc) fiir 0 < u2< 1. (25b) ist

- 1) Vgl E. T ‘ﬁ?rhﬁtaker un. G. N. W’atson, Madern Analys;s,
4, Auﬁ 8.201. -
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geeigneter fur 1 — u?<€ 1 und (2b¢) fiir u?<€ 1. TIst einer der
Zustinde diskret, dann sind die # Polynome. Ist es kY,
withrend & kontinuierlich ist, dann bleibt in (25¢) nur das
zweite I’ stehen (wegen 1/1”’(— ) = 0); sind beide diskret
und # —n" =0, so gilt dasselbe und (25c¢) reduziert sich auf

. + !2’ ! £
{Jf’ O, wy = O vty

(25 d) n— )l 4+ u)!

=m0+ 140, n—n"++1, 4%, n=n.

Daraus folgt insbesondere flir n =n'

(25 6) JO D m) = (b el
° (@ + o)t ke
& 5. Die polaren DMatrizen
Um O L au berechnen, brauchen wir zuniichst nach (18)
¥

J(} z;}:t (n,m/). Nach (7)) ist wegen I'= Z —1

E@ 4 1 +mn)= R’(Z—}un) |
and somit gilt fur die fg,—1(,) =k{ + n,) [vsl (22)]
Brian) — PN =—TF,  Para@, 4+ 1) — fara(®) =0,
Bor—i(, 4+ 2) — faimain) = — ke
Daher nach (28)

4% 7 0)

7 {1, 0 N
TG0y ) == g pr Jai )y o L, +1,n,) =0,

’ 4% (0, 0) ,
JQI-—*.‘L(‘R‘T + 2? %r) = T e Jg; 1(%,-'3— 2? ﬂ'@'}

und nach (20), wenn man nach (24) 4/(k"® — k%) = v%ju einsetut,
2
J-gi .i:)l UET? ‘??;?:} == 2 2(2 Z + 1} ""5_;”
26 |
(20) . (J szf)l (n,,n) — J"O’ 0 L+ 2 ))

Ferner wird der Normierungsfaktor fir das diskrete Spelk-
trun Wege:n

2
lim —5— f,z (ﬂag+1(%) — (3‘; e (1)) = 75(1 4+ 1 4+ n)

e
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nach (187, (23) nnd (25e)

{ 7 —2 I4+1+n, 50,0
N (ﬁr? Z) = 4k Jg i+1 (ﬂ’r} ﬂ'r)

({234—1}1)9 nt @+ 1 -:—%,.ﬁ
42141 +n)EAEES
((22-1—1}!)2 (n—1— 1) n*ad
{ - 4+ pli2

(267 =

mit Einfithrung der Hauptquantenzahl # =1 4- 1 + »_ und Be-

1
nutzung -der Balmerformel &k = — ”

Der Normierungsfaktor fiir das kontinuierliche Spektrum
ist wegen

Baip1(n) = fap1(n,)) = —i— und

Woro, gmat4t = Eu X () (nach (21) und (8))

_ @l+Dle & 1 cosr + )
eV

asymptotisch nach (8, wo ¢ fiir 7 - co gegen xr verschwindet,
nach (157, (189, (23)

. . oo
5T

(@1 + D)Re < 1 sin o
—32 —_
N7, b = - TN2 59,0042 da

3 ’Z‘ ’
il’(l—!-l"i‘*ﬁ) @
26 “} 4 _a e
({2 I+ 1)5)28 %0 oy Ein —g—{—
= PR — (¢ = (»"— x) IN)
NEPES-D BN O S
2 II(& + {xajg)
g=1
da
7 _ ) % g
f(l+ 1+ fsa) T (Zi xa) (Zﬂli_;}?) .T(——I: xa)’
f( i r(-— ¢ ) =w¢af(—i—~) I’(lm— i )
na %@ x % a
— ﬁ?:‘z — 28 und fsmmdﬁ———%.
sin




Zur Berechnung der Matrizen beim Wasserstoffatom 1051

Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (8)

A _}_% 2 (i 4+ 0!
uﬁ?(?)_(a) w2 GBI+ DY -1 — D!

g

o M(i)zp(.ﬁ(ﬂ__zmn, 2142, %}z

A
(2?) i - (82—[— 1 )
@ @il @in -2
B ‘ei“(Qx?*)ﬁF(Z—g—l—-;g, 21+ 2, —2”?-).

T G:::zi__l erhiilt man nach (18), (26) [wenn man darin
(26) bzw. (25D) eintriigt] und (26) baw. (26”) beim Sprung

diskret%diskret

( ot (—1)7% a i+ Dl +1— 1)
=T YRl Y m—1— D@ — B!

4w’ 1+ fa—n/\ntn
" —n)? 7+ %

(28) ’ Y ‘97 4090
- {.f ('—%?, “%‘P, , — '(%—:‘__’?z,)g
1 — ' \2 o, dnn’ .
L o (?L-}-ﬂ’) F(—%*’ —2, =, 2L, *W)}
diskret-kontinuierlich
1
3
y £ 4 ’ QH(S + (a}g}
O?zr,i (1) 2 (n -l-l'-"l}_!_ s=1
? 37 == 5 B e
', i—1 Sxr (21— 1! (n"— D! Sin ?‘Ea
: 1 F ) o
287 - — Zaretg— 4% » Vi+l .
(24 J ﬁ . g HE (2 k) (k’2+32): VT 1
rlle1—2" n’ 21, 1—
'{ + — e e ’ 2e%
e i, 20 1—
Cwm (e, = 2t 1=
WO

. ®
0 = 821aretg W

Dies ist reell auf Grund von (25a)
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koutinuierlich-—koatinuier}ich

1/ [I( {m))l_[( W)

IR 2 %
*
C?i =1 83‘4:(2%_}-)! 7T , . .
xa@mm # a Ein—
® H e
oam ) ESNEN S D I
(287) A Py v il W R T LS Rl B ek R s
{1 n')? | w4
' 1 1 43
-AE L 1 ey - 27, ———
{ + 4+ wa #a’ T 4wy

2 2 \ 2 g i dxx \)
= (- ‘)F@“1+?“Z“fF2hZEﬁﬂr
Dies ist reell anf Grund von "

Fla,f,7,2) = (1 —ayr—= P (y — e,y — f, 7, @),
was durch zweimalige Anwendung vou (25a) folgt.
‘Die Summation itber alle m gibt
2 2,1 2
= Z( !n:,’, 3—1)

| ?L,Zan
E'Tn‘ i—1,m
1

my:{.m

und die absolute Intensitit der Kmission. ergibt sich hieraus

k| .
durch Multiplikation mit el Z_(2m )%, wenn » die Frequenz ist.

§ 6. Die parabolischen Matirizen
Zur Berechnung der a-Matrix brauchen wir nach (19)
](G 1} (n,n"y und J {11 ml) (12,7,

die sich gem#f (20) und (23) auf JO 9 reduzieren:

710 1}(}3 ;}3) — ,[__””,l (Jﬂl ) L (1) - J(D D’ Jom+1,n ))

ban | jm|—

(1, 1) 4!%[ . - (') : ©, 0)
J§ R (?’? " ) = (ks —_— 'fﬂh“'}z} (( [}f wm ] —1 (\/ﬂ) '— fef m i —1 (’n })Ji mj—1 (fn.’ fn’}

—- (ﬂj m| —1 (rn + -[) - ﬁ] o | —I.(!RI}> J({:mﬂ)—-i ({”' + 1 " })
Daher ergibt sich fur
{J ?1?;11') (ny, ") J ?1 ? (1, 15") + 1,
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well nach (9
ke, + A m| 1) = K (n + n,’ _;_'ifn-;,;) = é_

und somit fiir die B, ml 1) = k ([m | + n) gilt:

Blmi—1W) — B 1)+ - ==k,

ﬁimi —1(?1'1} - ﬂfm} —~1(?31’) + ﬁifmi —1(??’2 +1) — ﬁfmg'_i(ﬂ'z,) =

(S;I.ml -1 (ﬂ’l + 1}_ ﬁimi _.1(%1,} + ﬁiml ,..;(ﬂ’z} T ﬁ;mi__.i(ﬁgi) =0 3

Bloy—1tty + 1) =8, )+ - =k,
wenn man nach (24) 4/(k"* — k) = v?/u einsetzt:

{J{’i:aié} (%13%2’) JEOJ b U’z' ’%2:) + - }

% L

DLy wm? vt 0,0 0,0
(29) < = (Jﬁm) R )J{ ) (g, my)

— JOO L 1,009 JE G’__l (n, + 1, ?3.2')) .

\ im[ [ =]

Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19)
f‘v‘* ' (nyn), das sich gemiB (28) auf J° reduzierti Daher
exglht sich fir

2, ¢ 5, 03 ,
{J{ }Qn, )J“;‘Jm g}(\?’i-z,?’bg y — -},

(Imiz—l—l

weil fir die fla ) =k + ?@) gilt

(ﬂlml(ﬂ1) - ﬁ%’!Rl(ﬂif))z"‘ =0,
Bim () — Bim () — - = k@ —ny) — F(n,"—mn,),

wenn man % und v einfithrt,
’ { IO 0 1, T (g, my) — - }
(299 o {((fn; — Y (1 -+ w?) — (0, —mp) (1 — u))
1 ’ 3,0 7 ’ G, 0, 7
J(Iu j? My, M) Jém 3) (g, 7)) + 2%1 w Ji’m ! 0y My — 1)
? [4 ‘ * G i G’ o !
L . Jﬁﬁ?} (’??/2? My, )= 2%2 U J(ﬁm I)(%z! Ny — 1) JE m 3}(%1 1 ) } )

Terner wird der Normierungsfaktor fiir das diskrete Spek-
trum wegen
_ 2 flmid1
L T (Bt (1) — B () = T( P
Annalen der Physik., 5. Folge, 2. 70

+ ?’L)
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nach (199, (23,) und (258}

{ N;?" G@l, n,) = 2%; (Jm]+ 14 n, 4+ n,)
(30) ¢ - | | o ﬁ;? (ny ny) J ?G?;Q*‘

(| m|h*n,lnl 1

i (1, 72,)

unter Benutzung der Balmerformel (9.

2a (|m] + n)! (|m] +n! B2mITE?

Der Normierungsfaktor fir das kontinuierliche Spektrum

1st, wegen

B )+ Bran) () = Brm) () + Blm, (10, = —

und :
(Worr), p=|m| = Aﬂ a(A) [nach (21) und (10)]
14 1
- z
2imile -~ (3““+) 1
31y s +1 1 jmj-+1
( ; lr(—;}%——— —i—‘@(z :]:g))l ‘-15‘-"}-; 3
Fe : + 1
L | .cog("g + (g ) Imwer, — 2L “)

agymptotisch nach (109, wo nach (11) das obere Vorzeichen
fiir 2 =1, das untere fiivr 7 = 2 gilt, nach (19) und (23,), wenn -

=1 4

' o (w1 e Zra
*\;,¢ My, Mgt == NS lim dx'd{
td .{}3--‘;»0 Ii =&
A s

7 —

sin

s EI Pt -

- HAEN U:; . )
1 # - o f” 'fz 0| (-.!H‘E > n’z

I T+

(m) das Dis R, geﬁommer.ae Integral bezeic}met,

PR

wo mit 1 und 2 auch & und — § zu vertauschen ist

[f._& steht fir z“(L*;;’:i )

- o)
Die Ansfﬁhrung der Integration nach x" gibt

7E

a{jmih? e 2xa e* e . (0, 0) .
x!m;'i.{..]_ {l_z—. l2 ]'1111 J;,m{ (??’15%},)dg +|}

Bi=aw ¢

-

=
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Wiedernm nach (28,) und (81) ist, da nach (11)
Pr— 0 = (C— L) e ir e =2'),

i 0
- T + £
* 41 [ ( o ) * 2 .
11111 fJ(!GL{I}} (\R‘l , 41’} (z’ _C’ — 2 { Egnl -} 8 - & o j sina (I 2

By=w WAL X
w=xn’ AL ;
—
U S '
2a(jm|h?e T \Tna +’:,)

e @=E—dlnxky).

Mithin
2] ' 2 ; n%
(32 N %n n) = — % (!’"’m;f_i
{ ) FiH ( 1 2) 11_'4_]211‘_{93&%?11!&-2
it
2
(Lalr =T [(6—5)+ (ma)Y) 1T 1
g=1 Eo3 ﬂ:( + Z)
2xa
wenn [mi = 2
B2) I ‘1 s
= ) = ( 2x ¢ = ?;)
— pL 2y,
LI (s + (g =007 )
=1 Cmﬂ'( 5T g)
\ wennlml—_— ‘u—g- 1.
Die normierten Kigentunkfionen sind also nach (10

s 1 i

ar
Am (?1&1 2 ﬂ'?a) = (TS-E_) - 1?}‘?» } !}é
A+ is

/( U%i | ?31)’ }?l% —L'”?}' g—L B Gﬁe; )*3} 2
g |

. P(’“’”‘n im‘i + Lk A)F(—ny, |m| -1,k 2,),

1 -
I.‘(]?HH- 41 (2}:& g))
‘ 31.;.,1 Imi

g It L P i
,j(-‘_ﬁi%__—_——}—fz.(zxa———a))i TR %

-m-

st
2

1 n. . )'_ 1 %
A, (MM = 57 (lmihH*

(33} 1

) | 1 - = | o
LT 5 # 0 —ifL, |m|41, —rxd
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Tiir die Matrizen der Starkeffektkomponenten gilt nach
(19), (29) (29) [wenn man darin (25) eintrégt] und (30), zur

Abkiirzung
. N S . 25 49 ,
qfu (Mg 73y} = 1 (+ 1) m—n)H®

4+ b — 1) - 2" (0 — 1) ( dnn )2 e
@+ 1)+ 2)2! n — n)°

und Im} @ gesetzt,

(2 ?h-f :,:n = [— 1)?‘1 +ny’ @
g 02! (y + @)t ) + 5 — DIy + p — 1)1 dnn' )fé-t-l (%—n’ n+n’
) Nyl 7, ! 7,71 : 27, ! (n—n? n4-n’
. {Qfﬂ_l(?z.l,?szl YV, 1%y, 90,
n—n'\2 - o .
| -— (n+a@’) Wi+ 1,0V, _(n,+ 1,?22’}} ,
(84} |
nln m
‘Z — 1 L P - -
=( ) 4[# b
{n, -{—y)' (g +u)! ) + w)! (" + ! dnn" \e¥2{n—n"\nta
7, ! 7y ! ' (n — uH)? N4 1
149’2 . dnn' . ,
{(@1 ) (™ “qz’ﬁ)m) P, 00, ) P, (y5m7)
# ' ’ . <
. 2 (?1'1 o {1 =W o gy 10y ) — 1y qu Mg,y —1) &, (’“’1:%{» }

Die mit (34) bei natiirlicher Anregung berechneten Inten-
sitiiten der Starkeffektkomponenten stimmen mit den von
Schrodingerl) angegebenen Zahlen {iberein.

Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut.

1) E Schrédinger, Ann. d. Phys. 80. 8. 437, 1926; W. Gordon
und R. Minkowski, Naturw. 17. 8. 368. 1929.

(Bingegangen 6. August 1920)




