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Z~l'i' Berec1l:wu/ng 
cle1' .1fIat'1'irte1t beint WassC1'stoffatO'1ll 

Von W. Gor(lon 

]'ür die l\Iatrixkomponenten der Koordinaten :C, y, Z Silill 
von P. Epsteill 1

) für das ,Vasserstoffatom hei Separation in 
Polar- und parabolischen Koordinaten (Zeeman- und Stark­
effekt) allgemeine POl'meln aufgestellt worden, die im folgenden 
auf einfache \Veise (auch bei Berücksichtigung des kontinuier­
lichen Spektrums) abgeleitet werden sollen. 

(1) 

wo 

(2) 

das 

(2 ') 

§ 1. Die Eigenfunktionen 

Sie enthalten die ]'unktioll 

J 
1 

aus 

k~ 

W = e - 2 ~1' F (- n, y, k~), 

00 

F(a,y,x) = y 
,,=0 

ft.,. XV 

I r" v. 

u" = u(u + 1) ... (a + v - 1), 

der hypel'geometrischen Funktion 

00 

:2 
t! v 

~ u.~.x F(a,p,r, x) = r-' 
f" v . 

.. =0 

vermöge ;1; -)- ß und lim (J -->- IX> . hervorgeht. (2) genügt 

der entarteten hypel'geometrischcll Differentialgleichung 

x d
2 
F + (" _ x) cl 1/ _ ul" = 0 

(3) d x" v d :1' 

daher 

1) P. Epstein, Proc. Nat. Acad. 12. S.(21). W2ü; 1[,. S. 40.1.1929; 
Phys. Rev. 28. S. 695. 1920. 
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mul w somit der Gleichung 

(LI ") 

f 
l 

. rl1l' 
2,n)---.­

L'. (l'; 

( 
k2 ~ P ) -\- - ,~ - T (I' - P - 1) -\- ß w = 0 

ß = 7t: (~ -\- n) . 
Vermijo'c des Elllerschen Integrals b 

T}(~L!:_~~~ = ..:~ J' sn-l \1 - S)b-l cl S , 
1 (Ct + b) t) • 

(10) 

wo stets ~Ji h > 0, wiiJll'ond für m a > 0, 1) = 1 zu setzen uml 
go!'mUinig VOll 0 his 1. zu integrieren ist, für ffi a < U - , 
f) = n ~JC i,~ - 1 ulIel die Integration von 1 mit arg s = 0 Le~ 

gimH.nu 1 UIIl S = 0 posi ti v herum zu 1. zurückkehrt (arg 1 -.s = () 

filt' 8 ~= 0), edüiJt :man mit a = u -\- ']1, b = I' - u für 

(!io lutogrnlc1arstellung 

.b' (a ß.,' a:) = ---;- :r (r) J s ,,-1 (1 - 8) )'-a-1 (1 - x s) - (J cl s , " '9.1 ((~) .1'(r - (t) 
(10) . 

f) = 1. oder f) = e 2"" i a - 1, die die Reihe für I x I > 1 fortsetzt. 

-~.1·· t h 'vl'rel 
.inl. S = 1 I ' -I- b 

/t'(u, ß, y, :1:) 
-:;--=--:-r-7c(~r) f ---,(~1_+_(.1-=- x) h) -(J h'<~_l cl h 

- 1) T(1) [(r - t:<) 'I + h»)'-(; 
(000) , 

fi' (a, r, :1:) = 

xh 

F(-r) J cl +1< h a
-

1 

--~-dh. 
t} 1'(1<) 1'(r - a) (1 + h) l' 

(U oe} 

I liu Illtugmtiou geht für ffi CI- > 0 mit f) = 1 geradlinig von 
(I 1I:wh CI:) Im<! fitr m u < U mit f) = e 2

;-o i," - 1 

(so (laß 1 I t) ['Cu) = e--·:daT(l- a) \ 2ni) 

VOlt Cf) posii,iv um () herUlll nach co zurück, derart, daß 
:trg h = n md' (101' llGgn,tiVl!ll roellen Achse. In dem wichtigen 
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Falle u = -n, n positiv ganz oder Null, reduzieren sich die 
beiden F auf Polynome und die Integrale auf eine Umkreisung 
des Nullpunkts. Aus (4) und (4') resultiert die Darstellung 
dieser Polynome durch erzeugende Funktionen (- h statt h 
gesetzt) 

(1 - (1 - x) h)-P 

(1 - hlY- ß 

xh ---
e 1-" 
(1 - 11.)"1 

00 

h" r 
= ;:E; n! n F(-n,r,x). 

n=lJ 

Das Verhalten von F (u, y, x) im Unendlichen ergibt sich, wenn 
man zunächst unter der Voraussetzung ffi; oe > 0 das Integral 
(4'), das dann von 0 bis CXJ zu nehmen ist, in zwei Integrale 
zerlegt: von 0 bis - 1 und von - 1 bis CXJ, wo der Weg mit 

ffi; x \ < 0 in h = - 1 ein- bzw. ausläuft. Um die beiden 
1 + ~ 

Teile eindeutig zu bestimmen, nehmen wir I arg x I und_ 
I arg - x I < 'TC und setzen für h = - 1 arg h = 'TC oder ~ 'TC, 

je nachdem 0< argx < n oder - n < arg x < 0, cl. h. je 
nachdem x in der oberen oder unteren Ralbebene liegt. 

F' (N ~I ",) wird dann zerlegt in ._ "",I,.v 
-1 00 

-1 

wo 1111 Integral.[ 
u 

00 

( J+ J ) --=e_l"'_:_lt.:.:..h a_1 d h 
(1 + h)Y 

o -1 

{ J ( 7: )y-a-1 
(- x)-a e-T -r a - 1 1 + -X- d x 

o 
00 

+ xa-y eO> J e--': -ry-a-1 (1 - : r-1 
d r} , 

o 

_x_h_= --r 
1+11, 

(0 < -r < CXJ) 

,substituiert wurde, was in der h-Ebene einem Kreishagen von 
Obis _ 1 entspricht, der in der Richtung des Vektors vom 
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Puukt x nach dem Punkt 0 in - 1 einmündet, und nn 
00 

Integral J 
-1 xh 

-,---,--- = x - 7: 
l+h 

(0 < 7: < co), 

was in der h-Ebenß einer Geraden von - 1 in der Richtung 
0-+ x entspricht. 1) Setzt man die Me 11 i n sche FormeP) 

; co 

1 = 1 JF(8)T(a-S)Z-
S

cl8, largzl<n 
(1 + z)a 2n i r(a) 

-i 00 

mit z =; unda = u + 1 - Y in. das Integral für PI eln, 

indem man die Integration über 7: vermöge der Integral­
darstellung die F-Funktion ausführt, so wird 

F~ r (r) ( _ x)-a 

2- = P(<<) F(y - ... ,) [(1 + C< - 'r) 2n i 
ioo 

. fI(s)F(l + IX - Y - s)F(u - s)x··ds. 
-i (X) 

Der Integrationsweg läßt die Pole von F(s) s = 0, - 1, - 2, ... 
links und die von F(l + u - y - s) F(et - s) rechts.3

) ~~nalog 

F 2 T(r) 
2 = T(a) I'(r - a) ..r(1 - (X) 

ioo . J F(s) F(l - a - s)F(y - IX - s)(- x)Sd s. 
-ioo 

Diese Ausdrücke für F I 

voraussetzung 'In u > O. 
und F 2 sind. unabhängig VOll der 

Schiebt man den \"Veg über die N 

1) .Man denke sich den Weg durch einen Kreisbogen von großem 
Radius zu h = CD zurückkehrend, der wegen m: (r - a) > 0 keinen Bei­
trag gibt. 

2) Wenn man für I z I <'1 den vVeg über die Pole 8=0, -1, -2, ... 
von T(s) schiebt, bekommt man die Binomialentwicklung von 

00 
1 = ~ T(rt+p)(-z)"V 

(1 + z)a ..:::::,.; r (a) P! 
v=o 

3) Dies ist möglich, falls a und 1 + IX - r nicht negativ ganz sind, 
in welchem Falle die Reihe (5) abbricht. 
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ersten Pole von res), so gibt der) Residuensatz die asympto­
tische ~jntwicldung 

N 

(5) Pt = rcy)(- x)-a lf =-c, -.::.1::.....,. - """" !!f" -r).,a" + R ia x)} 
2 .1 (r - a) ~ t ( , v N \ ,y, 

]I. - X) 
·v=u 

mit dem Restglied 

RN(a, y, x) = 

i 00 

sin n (r - a) 

real 2i n 2 

1 
N+iJ­X 

. J r(r-N-{)-) r(l+a-y+N + {J'-T) T(a+N +l<"-T) TrdT, 

-, 00 0 < {j' < 1, 

so daß lim I x 1 N RN = 0 für I x 1-+ 00. Analog 

(5') 

N . ß
2

2- = rry) xa-y CX 1 __ 1 _ ,-' (1 - a),. (r - a)'V 
\ 1 r(",) ..:::::;.; v! XV 

v=u 

+ RN(y - a, y, - X)} . 
Schiebt man dagegen den Weg über die Pole von 

r(l + u - y - s)(Tu - s) bzw. r(l - u - s)r(-}' - a - sr, 
so ergibt der Residuensatz die Entwicklung von X = 0 aus, Im 
wichtigen Falle "I = 1 + g, 9 positiv ganz, sind diese Pole 
doppelt 1) und es wird 

(G) 

mit 

(6') I 
I 

J ± 
l_e+ 2 n:ia 

(1) (a, r, x) +F (a, "I, x) F -1 - ni 

1 F 2 = + 
1- e±231da 

(/J (a, y, x) + F (a, y, x) 
ni 

(/J (a, "I, x) = -
(a-g)"x" 
(1 - g),. 1,] ,. 

00 

+ .' """" .I. [t,. ~'. ! (1p(u + v) -1.jJ('11 + 1) -1/1('11 + 9 + 1) ..:::::;.; ( + 9 .. p • 
'V=u 

+ F (a, "I, x) (ln x + ; cotg 'it u + i)), 
1) Die Entwicklung von F(z) an einem Pol Z= -n (n=Ü, 1, ... ) ist 

T(z) = (_l)n {. 1 +'!f1fn + 1)+ •.. }, 
n! z + n 

an einer regulären Stelle z = a 
. T' (z) r (z) = T (a) {1 + (z - a) 1/J (a) + ... }, . '!f1 (z) = ._- • 

, F(z) 
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r' (z) 'Wo 1/J (z) = und das obere Vorzeichen für 0< arg x< 'TC 
l'(z) > 

l.wd das untere für - 'TC < arg x < 0 gilt. tb (a, y, x) ist ein 
zweites, iIn Nullpunkt singuläres Integral von (3). 

Die Eigenfunktionen in Pola1'kom'dinaten 

x + i y = l' sinl.9-e i 'p, z = l' COS {)-

sind 

(n
r 

radiale, l = 0, 1, 2, ... azimutale, 1n= 0, + 1, + 2, ... , ± l 
magnetische Quantenzahl). Fü.r X gilt 

l' d
2
X + 2!LX + ('-:'k 2 r- l(l+l) + a

2 )X=0 
d1" cl?' l' 

(a= 

cl, h. (3') 

(7) 

(7') 

h<J. 
2 • = Wasserstoffradius, 

4n 'tn e" 
o 2 ) 

71, = l~ 11 - 2rn oE, E = Energie , 

und (3") mit 

~ = 2 r, y = 2 Z + 2, P = l, n =n,>, 

ß = k (l + 1 + n r) = -! 
Daher nach (1) 

(8) X n • = e-k '> (21')lF(-n , 2l + 2, 2k '1"). 
r' T 

Für E < 0, diskretes Spektrum, sei k > O. Die Eigen­
funktionen haben der Bedingung: 

00 

zu genügen (vgI. 15"). Daher muß nach 
Entwicklung (5), (5') nr = 0, 1, 2, . .. sein. 
Balmerformel. 

der asymptotischen 
(7') ist dann die 

Für E > 0, kontinuierliches Spektrum, sei k = - i x, x> O. 
An Stelle der Eigenfunktionen treten hier die EigencZiffeTentiale 
die sich auf ein Intervall des Spektrums beziehen. In unserem 

Fall sind diese Differentiale in der x-Skala f X n ,> , l (1') d x , 

LI" 
wo L1 x das Intervall ist. Die Bedingung ist jetzt: 

00 

J'1' 2 
( f X n ,. l (1')d x r (71' existiert (vgl. 15"), 

o Lll< 
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Es ist n = _'L_ - l - 1 also kOIDIJlex, Die mit Fund F 
r r.a' 1 2 

gebildeten Funktionen X(l) und X(2) lauten n:?ch (5) und (5') 
asymptotisch 

(8') 
(lI 

x, (2)_ 
-< -

7t ----
(2l+ l)!.e 2y.a 

T(l+l±~) 
;tU 

( 
ln.2xy 

± i 'H' + ~-=-:..:...:.-
e x a 

, 

ein- und H.uslaufende Kugelwellen , die sich zur stehenden 
X = ~ (X{1) + X(2») zusammensetZeIl. Die Eigendifferentiale 
nehmen wie 1/1,2 im Unendlichen ab und genügen daher der 
genannten Bedingung. 

Die Eigenfunktionen in l)al'aboUschen Koordinaten 

, "Th" Al - A2 • 1 x + 'b Y = I' f,~ Äz e t <p , , z = --2-- SIlle 

'ljJn1 • no. ,n = (3 i.", <P An" 'In (}.l) LI n" 1TL t)"2) 

(nI' 'n2 parabolische Quantenzahlen). FUr die Ai gilt 

Ai :~2i~i + ~l~1 + (- !~:Ai - :~~ + ß.) Ai = 0, 

'J+ß-2.-11 2-a' 

cl. h, (3) und (3") mit 
1m 1 

(9) ~ = Äp Y = I '1]1, I + 1, 1) = -: 2-' n = '?Li' 

(9') " ßl + ßz = li, ( 1 111- I + 1 + n 1 + ?l2) = : 

Daher nach (1) 
kl. 111./ . --

(10) A"im (Ai) = (3-~ Äi 2 F(- n u 

Für 7" > 0, diskretes Spektrum, muß 
(j) 00 

I JA,;"n (Ä1) A,79 m (}'2) (h1 + Az) cl J'I cl }'2 

o {} 
existieren (vgI. 16'). Daher nach (5) (5') ?L; = 0,1,2, .. ' (9') ist 
dann die Balmerformel. 

Für 7c= -iu, kontinuierliches Spektrum, muß ~l(nl-n2)=0 
sein, damit An], '" (A.I ) An •. m (Ä2) wie 1/1' im U nencllichen ver­
schwindet, cl. h. nach (9') 

(11) 
i/na - Im I - 1· . r 

on! = . 2 + 1'!::> 
'l 

bzw. ßl=~-±?;U,. " 2a 
Annalen der Physik. 5, Folge. 2. 69 
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wo ?; reell. Es wird dann asymptotisch nach (5) und (5') 

(1) 
A(2) (A.) = 

'11~1 m 1 

(10') 

J on I + 1 

'1 2 A ·u 1 

Diese beiden fortschreitenden Wellen setzen sich gemäß 

zur stehenden zusammen. 
}'lP -I; zu vertauschen, 

Die Eigendifferentiale in der ;;t -I;-Skala sind 

J J A n1 on (Al) An. m (1.2 ) d u d I; . 
Ll x A {; 

Sie nehmen wieder wie 1/r2 im Unendlichen ab. 

I; mit 

Es ist für das Folgende wesentlich, daß wi'i' atwh Fun7c­
tionen (8) und (10) betrachten, bei denen ('7') 'Ltnd (9') nicht 
gelten, die also keine Eigenfunktionen des liVaSS81"stoffs sind 
(a variabel, statt konstant). 

§ 2, Die zu berechnenden Integrale ." 

Filr die Intensität des bei einem Übergang n -> n,' aus­
. gestrahlten Lichtes ist maßgebend die Stromdichte 

~ = 7~ (l/J:,' grad 1fJ" - 1/1 JI gr:HlljJ:,'), 
4 n 't mo 

WO 1jJ .. und 1jJn' die zeitabh1:ingigcn Eigenfunktionen oder -cliffe­
rentiale der beiden Zustände sind (* = konjugiert-komplex), 
die gemäß 

(12) 

normiert sind. Das Vektorpotential in großer Entfernung ist 

bei Vernachlässigung der Retardierung proportional zu J~ d'/) 

uncl die Feldstärkenamplituden daher zu f ~ ~ i.l '/). Aus dem 
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Erhaltungssatz der Elektrizität einerseits und der Schrödinger­
gleichung 

h a '1/1 h 2 e" 
2 n i 7ft = 8 n" 1no L1 'I/J + r '1/) , 

andererseits folgt 

a 15", a2 
( * . ( aB) at = a t2 x 1.fJ., 'I/.1n' ) + div x 7ft 

wo 

C1-' h
2 

( a 'I/In d * 
-'t-", = 16n~ m o a x gra '1/)." 

a '1/1";,.' a "P;', . * a "Pn ) + a x grad 1/)., - 'I/J ... grad a x - 'l/Jn' grad a x ' 

die Schrödingerschen Spannungen l ) sind. Da ilie Eigen­
funktionen im Unendlichen exponentiell und die Differentiale 
wie 1/r2 gegen Null gehen, verschwinden bei der Integration 
über cl v die iliv und es resultiert 

(13) f a {;s,. cl d
2 J * d e

t f x * at v = d t2 x 'l/Jn 'I/J." V = - mo -;:a 'IjJ., '!/Jn' cl 'V, 

was nichts ancleres als die Bewegungsgleichung ist. 
Nun konvergiert das Integral 

f ;:a 1/Jn ~P:' cl v 

bereits über 
kommt daher 

die Eigenfunläionen und für die Intensität 

J ;'q 1/.1,. 'l./-'~, cl v 

in Frag"', wo jetzt 'l/Jn 'I./J:' ilie Eigenfunktionen sind, multi­
pliziert mit den infinitesimalen Intervallen L1 a des kontinuier­
lichen Spektrums (wenn Zustände derselben vorkommen), falls a 
ilie kontinuierlichen Parameter zusammenfaßt (u beiPolar-, 
'Je und ?; bei parabolischen Koordinaten). Ferner ist das Inte­
gral (12) im kontinuierlichen Spektrum, falls '!/J wieder die 
Eigenfunktionen sind, 

U. ~ Ul f da {f d 'V 'I/J (a).! 'I/J (a') cl a'} = LI a J cl v 'ljJ (a) J 'I/J* (x) cl a', 
a l (tl at 

1) E. Schrödinger, Ann. d. Phys. 82. S.265. 1927. 
69* 
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da das Integral in {} konvergiert und unabhängig von der 
Größe des Intervalls LI a ist. Durch 

a. 

J x *:]. ml't r" 1/J.n "-/J,.' Cb V J d v "-/J (a) J"-/J* (c( cl a') = 1 

für das kontinuierliche und (12) für das diskrete Spektrum, 
unter 1./1 die Eigenfunktionen verstanden, sind daher die Ampli­
tuden pro V ,da und damit die Intensität pro LI a des konti­
nuierlichen Spektrums gegeben. 

Der Schritt (14) von 

f l~-1./1n 1./1:' d v zu f x 1./1n "-/J:' d v 

für Eigenfunktionen 'l.fJ ist ohne weiteres ausführbar, wenn 
mindestens eine der Fnnktionen dem diskreten Spektrum an­
gehört, weil wegen deren exponentiellem Verschwinden der 
Integrale über die cuv wegfallen. Sind aber beide Zustände 
kontinuierlich, so zerlege man, falls x > x', in '1-/1 .. die Funk­
tion P in .. PI und P2' d. h. X in X m nncl X(2l uncl die A 
in Am und A(2). Infolge (liesel' Zufiilhmg des 1./1.. besteht 
1/11t '1/-':' dann einmal aus Teilen (I) mit P 1 und Teilen (11) 
mit F 2 • Nach (8') und (10') verschwinden wegen x > x' die 
Teile (I) auf einem Viertelkreis mit unendlichem Radius von 
der positiv-reenen zur positiv-iTnaginären Achse der kom­
plexen .", ;1.1 oder "2 J:!:bene, die fl'eile (il) auf einem solchen 
Viertelkreis zur negativ-imaginären Achse. (Für x < x' ,Yäre 
analog 1/1':.' Zll zerlegen.) Im Nullpunkt dagegen wurden JeDe 
.'Peile unendlich gemäß (6), (6')'. Daher können wir in 

die Teile (I) von 8 > 0 geradlinig nach 8 + i co und die Teüe (1I) 
von 8 nach 8 - i co integrieren und hiernach zu lim 8= 0 
übergehen. Dann gilt für die einzelnen Glieder, in die 

;3 1./1" 1/1:' zerfällt, wieder (13), da auch die mit P l und F 2 ge­

bildeten 1/1 die Schrödingergleichung erfüllen, die Eigenfunk­
tionen im positiv- bzw. negativ-imaginär Unendlichen exponen­
tiell verschwinden und ihre Summe für lüi18 = 0 im Nullpunkt 
Null ist. 
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Es handelt sich also um die Matrizen 

(14) 

mit 
a. 

(14')!11p\2 d v = 1 bzw, Jdvl/J(a)! 1./J*(a')da'= 1,a1 <a<a2 , 

(/', 

wenn die 1./1 stets Eigenfunktionen sind und das Integral (14) 
im geschilderten Sinne genommen wird. Aus (oesen Matrizen 
berechnet sich die IntensiUtt pro Intervall des kontinuierlichen 
Spektrums jecles Zustandes . 

. Die polm'en Matrizen sind (nach Integration über {} und rp) 

(15) 

(15") 

= ± ~, / (l ± m - 1) (l ± m) 
2 V l2 l + 1) (2 l - 1) 

, / (l + 1n) (l - m) 

V (2 l + 1) (2 l - 1) 

00 

N- 2 (n r , l) = J 1'2 X;", l (1') d r bzw. 
\) 

~2 R 

lim 
R=oo 

J d x' J 1'2 X n,.! (1') X .... ' ! (1') d l' , 
x, U 

onr , ~ 
n' 1-1 , 

T' 

Unter X sind die Funktionen (8), wo z,vischen 71" l, n,. die 
Relation (7') gilt, zu verstehen; sind beide Zustände kontinuier­
lich und x > x', so ist nach dem Gesagten in (15') das Integral 

gemeint, 
Die Matrizen fitr den Sprnng l-+ l + 1 ergeben sich wegen 

der Symmetrie in elen beiden Zllstän<;len gemäß 
~ . . . . 
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aus den Matrizen (15). Die y-Matrizen endlich unterscheiden 
sich von den x-JYIatrizen um einen Faktor + i. 

Die pm'abolischen Matrizen sind (nach Integration über p), 
ftir A n1 m ()'I) An. ",(.1..2 ) kurz Am(nv n 2) geschrieben, 

(16) { 

l 

(16') 

"1 n. In . 1 N ( ) N . ( , '\ 
X"l' "'.' ?1l-~ = 8 'In 11,1 n 2 .L m~l n 1 n 2 ) 

00 00 

. J .fVAl )"2 (Al + .1..2 ) (Am (nI n 2 )Am.-l (nI' n 2')d.l..1 d.l..2 , 

o 0 
falls 11~ 2:: 1, so daß I rn - 1 I = I m I - 1 , 

Zfl1 
". 1/. = ~ N (n n ) N (n T n ') .,,'110"" 8 'In 12. m 12 

00 00 

. J J (I. ~ - },,~) Am (nI n 2) Am (n/ 11,2') d Al d.l..2 , 

U 0 
'In ~ 0, 

co CI;) 

N.:
2 

(nI n 2 ) = ! J J (Al + }'2) A;:' (nI n 2 ) d Al d .1..2 , 
o u 

A sind die Eigenfunktionen, gebildet aus (10) mit den Rela­
tionen (9') bzw. (11) für n l n 2 ; sind beide kontinuierlich und 
u > u', so ist in (16) die Summe von 4 Integralen gemeint, 
die durch die Zufällung von A"l m (Al) und An. 'In (.1..2 ) in ihre 
zwei Bestandteile entsteht. 

Die x-Matrizen fitr den Sprung m -+-7iL + 1 ergeben sich 
für m::>- ° gemäß 

xllt 112 1n = X1l1'n . ./m+l 
n/ n./ m+l 1'1 1'2 m. 

aus den JYIatrizen (16). Die Matrizen für negative m folgen 
vermöge 

x - '" _ X "'t rn ::>- 1 
-m+l rn-I 

aus denen für positive m. 
Setzt man 

co 

J -.!,+1<' I; 

(17) J:,7:) (n,n') = e 2 st?+<>F'(- n,(! + 1,k s) 
o • F(- n',(! + 1 - r,lc's)d s , 
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so wird aus (15'), (15") 

(18) 

(18') 

on .. ~ = ~N(n l)'N(n 'l-1)J(1, 2) (n n ')' nr' L-1 16 T r ,21+1 r' l' , 

N- 2 (n l) = ..!... J(1, 0) (n n) 
,. 8 2/+1 ,. r 

und aus (16), (Iß') 

(19) 

N -2 ( 1 {J(l, 0) ( ) J(O, 0) . } (19') 'In n 1 'nz) = 4:" I minI n 1 I ,n! ('i'I'2 n z) +. , 
wo der . in {} Wiederholung mit Vertauschung der Indizes 1 
und 2 bei den n bedeutet, 

Es handelt sich also um die Berechnung der Integrale J. 

§ 3. Reduktion der Integrale J(a, -c) auf J(O, 0) 

Die Reaktion in 7: geschieht mittels 

F (ex, r, x) = (r:; 1) (F (a, r - 1, x) - F (a - 1, I' - 1, x)) ; 

der Koeffizient von X" Iv! rechts ist nämlich 

1 (u (a + v) -' (u - 1) u) = ..3::.. • 
~~+l) • '. ~ 

vViederholung gibt 

F (r - 1) Cr - 2) 
1 (a, r, x) = ::v2 

(F (a, r -' 2, x) - 2 F (a - 1, r - 2, x) 

+ F (a - 2, r - 2, x)) . 

Wendet man dies m (17) auf F (- 'n, (! + 1, k~) an, so er­
hält man 

(JCU' 0) (n n') _ J(a, 0) (11.0 + 1 11.0/ )) 
8-1' e-1 " 

(20) J (a, 2)(n, 'n') == f! (q - 1) (J(U, O) (n n') - 2 J{fT, (I) (n + 1 n') 
e le' e-2 ' e-2 , 

+ J(a, 0) (n + 2 n'»). 
8-2 ' 

• 
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I-Ds hleibt mithin noch die Reduktion von 

(21) 

und 
(21) 

(22) 

(22') 

CI> 

J(a, 0) (n, n') = f'w 10' cl ~ mit 
(! .• 

u 
ldf (! + U 

W = e-'-~ ~--2-F(_ n, (! + 1, k~) 

10', wo /G' n,' an Stelle von 7e n steht. Nach (3'), (3'/) genügt 
üer Gleiclmng 

d!w 
~ 'Il ~:';' + (1 

)VInltipli;r,iert mn,n sie mit tO' und die fitr 10' geltende mit w 
suhtrahiert und integriert üher ~ von 0 bis 00 (bzw. -\- i 00, 

wmm in 10 B', steht), so erhält man (nach einer partiellen Inte-
11 

gL'~ttion, wo üer [l,usintegl'icl'te ~l'ei1 bei tlcu Normiel'lUlgsf'aktoren 
des kontinuierlichem Hpektl'lll11S nach (loN

) llutl(l6') zwischen () 
UlHl B zu nehmon ist) 

CD 

~w --:-' - 'IV --. - - a IV W + 2 a w .--.--- d ~ [ ( 
, II w d 11" ) ,] U J (l w' 

,- clt; d'; 0 cl~ 
u 

+ !C' 2 - 1c2 
J(u+l,O) (n n') -.1_ ('J _ ß ') J(u, 0) (n n') = 0 

4 e .' -I ,I e e e \, , 

wo kurz ße' für 7,.,' ( Q ; 1 + n') geschrieben ist. Mit 

(Z F (a l' 'r) ('t 

--('l:~ ,. = -:;:-(F(u + 1, /" x) - Feet, y, x)) 

(Iler Koeftizient VOll X,,-l Iv! rechts ist niimlich 

",. (IX + 11.1 Ci ('t v 11 Ii,. ) 
_._~--_._- - ._--- = -,,,, '.---

1',. r" J'" 
wirt! die A.hleiblllg von l21) 

~~;l-t) = (- ;- + -~-~~~)w(n) - ~. w(n - 1) 

UIl!l Ihdwl' 

+ a + 2n') 

• J(a-l, U) (n, n') _ 2 n' J(rr-l, 0) in, n' - 1). 
Q a \ 



Zur Be1'echnung der JYlat1'izen bei1n Wasserstoffator:L 1045 

Dies eingesetzt, gibt die gewünschte Recluktiol1sformel 

J(a+l, 0) (:n n') = 4 {(_ k' tr + f.J _ (J ') J(a,O)(n n') 
e ' k2 

- ~2 ~a I e ' 

+ tr(p + tr + 2n') J~a-l. 0) (n,n') - 2n'trJ~a-l, O\n,n'_ 1) 

[ 
f:: ( , d w cl w' ) ,] R } + 5 W -- - w--- - (J W W • 

d~ d~ 0 

Insbesondere für tr = 0, .tr = 1 

( J(l, 0) (n, n') = ,4 {«(1 _ ß i) Jeü , 0) (n n') 

1 
e . 7c

2 

-+k'~[f: (12, dw
l 

12 dWI')]R( 0 } 
. " ,w dr - W cl ~ 0 (J = ) , 

J(2, 0) (n n') = . 4 { ( 4 (- 71/ + {Ja -. (Je') ({Je - (Jc/) 
(! ,. 7,;2 - k' 2 .. k 2 _ k' 2 

(23) 

l . + (() + 1 + 2 n')) J;o, 0) (n, n') - 2 n' J~o, 0) (n, n'_l)} , 

wo in J(2, 0) der ausintegrierte Teil weggelassen ist, da er 
nicht gel)l'fbUcht wird. 

Damit ist alles auf J[O' 0) zurückgeführt .. 

Iu 
§ 4. Berechnung von J(O, 0) 

J~J, 0) (:n, n') 

UJ 1, + ,,' _. 
= Je - -2-~ ~(! F(- n, (! + 1, k ~)F(- n', (! +1, k' ~)d~ 

u 

set:6en wir fül' das erste P die Integraldarstellung (4'); für das 
zweite Ji' die Reihe (2) ein, so daß, wenn wir die Integrationen 
IUtch ~ nn(l nach h vertauschen, mit elen .Abkürzungen· . 

worans 

(24') 

resultiert 

k'- k 2 
U= 

k'+ Tc ' 

k=l-~f, . 
v ' 

v = k + k" 

k' = 1 +t~ 
V 

~ Cl + /tu) 

J J ,-n-l "ll + h) ~$! 
J(U' 0) (n 11,') = A .::L~_--=e __ --:<_--=c_ 

a ' (1 + h)$!+l 
000 0 

(- 11 ~)" d~ ilh, 
(~ + 1)" 
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wenn A den Faktor vor elen Integralen m (4) und (4') be­
zeichnet. 

Ist mindestens einer der Zustände diskret, 80 sei es k'. 
Dann ist die Summe endlich. Damit das Integral über ~ 
konvergiert, ist (leI' Weg in h so zu führen, daß 

1 +hu m: v (1 + h) > 0 , d h k' + k + h (h' - k) > 0 
•. 1 + h • 

Ist k auch diskret wie k', dann ist der ",Veg in h eine Null­
pun1..-tsumkreisung, die so eng gemacht werden kann, daß die 
Bedingung erfüllt ist. Ist dagegen k = - i" kontinuierlich, 
dann ist der Weg in h eine von CO ausgehende, den Null­
punkt positiv umkreisende Schleife mit arg h = 'lf', auf der 
negativen reellen Achse, und die Bedingung wird erfüllt, wenn 

man außerhalb des Kreises um h = - 1 + ~,7 du~ch h = .- 1 

bleibt. 
Sind beide Zustände kontinuierlich und x > ,,', so handelt 

es sich um das Integral 

Es ist nach dem S. 1033 Bemerkten arg h = - 'lf', für h = - 1, 
weil m = - i x ~ den negativen Imaginärteil - i 8 hat. Damit 

-1 

die Integrale über h konvergieren, muß in J beim Einmünden 
o 

00 

in h = - 1 ~H: xh < 0 und in·f beim Auslauf m: "h > 0 
l+h l+h 

-1 

sem. Damit die Integrale über ~ konvergieren, muß 

(YJ. l; (1 + h u) 0 . d h cu >t + x' - (" - x') h > 0 
in ·v (1 + h) > sem, . . iJ~ 1 + h 

-1 <:t:J 

m J und < 0 in J .1) Es wird alles erfüllt, wenn h längs 
o -1 

1) fft" + x' - (u - x') h ~ 0 heißt innerhalb des Kreises um 
1 + h außer 

n' 
IL = --- durch h = - 1. 

u - ,,' 
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der negativen reellen Achse mit dem arg = - % geht, was dem 
Weg in 7: auf S. 1035/1036 entspricht. . 

Die Integration ü.ber ~ ist elementar ausführbar und gibt 
eine Binomialreihe mit dem allgemeinen Glied 

A 0 I. J (nI) h - n - 1 (1 + 11,) t' V I? + v + 1 (- k') 'V d h 
.., 000 v (1 + h u) (! + ." + 1 , 

wenn man zu lim I> = 0 übergeht und beide Integrale über h 
in eins zusammenzieht. Die Reihe ist endlich, wenn 71;' diskret 
ist. Im Falle, daß beide Zustände kontinuierlich sind, geht 
das Integral von 0 nach - co, und· die Reihe konvergiert für 

11 + h 11 v k' 1 _ ! 1 + h 11 1 + tt 1 < 1 
11+hul - 11 + hu l ' , 

was der Fall ist, wenn das wegen x > x' negative lb = ,,- x ,,' + n 
zwischen - 1 und - ~ liegt. 

Summation ergibt 

A '1?+1J h-
n-1 (1 k'v(l + h) )nl 

(!.v (1+hu)e+ 1 - l+h~t dh, 
000 

oder h durch h / u ersetzt und nach (24) lf,' v = 1 + tb substituiert 

A t: I V f.!+lU1t
(_ ut'J h-

n-1 
F (1 + ~)n' dh, 

(1 + ~e+l+n . u. . 
000 

wo die neuen Integrationswege aus den alten durch Drehung 
um arg u (und Vergrößerung im Verhältnis luD hervorgehen. 
Ist Je' diskret, so haben wir fü.r diskretes Tb eine Nullpunkts­
umkreisung, ftir kontinuierliches k = - i x, ist, wenn wir m 

k' + i" 2 i nrctg "', n TC 
U = . = e }, I 0 < arctg - < -

/c'-'tx !C' 2 

nehmen, wieder arg h = + % bejm Passieren der negativen 
reellen Achse. Sind beide Zustände kontinuierlich, so haben 
wir arg u = 'J(, (uncl arg - u = 0) zu nehmen; dann geht der 
,Veg von h = 0 bis h =+ co mit argh = O. 

Für alle Fälle. ist nach (4) 

(25) 
{ 

J~o, 0) (n, n ') 

= e - :"n' (! I va+ 1 un +n' F (- n, - 11,', (? +1,1 - ~2)' 
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WO u,n+n' eindeutig bestimmt ist durch 

" 2 i arctg-, 
1(,=8 k, " 'Ir 0< arct IT - < --

b k' 2 

fi'tr die Sprünge diskret-kontinuierlich und durch 

• ;t - n' ~ - :)t' 
1t = c,:< --- ,arg _ ... - = 0 

n + ;{ >< + n' 

fü.r die Sprünge kontinuierlich-kontinuierlich. 
(25) kann auf Grund der Relationen zwischen den hypeI'­

geometrisehen Funktionen, umgeformt werden. J\'Iittels 

(25a) F (u, ß, r, x) =:' (1 - x)-P F (r -' u, ß, y, x:' 1) 
(man führe zum Beweise (1 - x) h statt h in (4) ein) folgt 

(25b) { J~o.O)(11,n') = e+:rin' !.!!va +1u n- n' , 

. ' . F ((? + 1 + n, - n', (? + 1, 1 - u 2
) , 

J\'Iittels 1) 

F ( r (r) r (r - a - (J) F 'ß . . 
i u,ß, y, x) = 1'(r -:- (X) r(r _ (J) 1 tu, ,CL + ß - y + 1, 1 - x) 

+ r(YlT(a+{J-rl (1- x)y-a-p 
1'(a) 1'«(:1). . 

. P(r - u, r - ß, r - u - ß + 1, 1- x) 

folgt aus (25) 

( 
J(O, (I) (n, n') = (0 !)2 V!.'+l 13 ~ in { r (<]I, - n') (13 - inU)"'-n. 

,Q .• ". r(!!+l+n)T(-n') 

J 

. F (- n, !.! + 1 .+ n'.' n'- n + 1, U
2

) 

(25c) . T(o'- iL) .. ' , .. + -- (13 - ''''u),,-n I FW+l+n')r(-n) 

l . F (- 'n', (J + 1 + 11, n - n' + 1, u,2) } • 

Setzt man in (25) filI' F die Reihe (2') ein, so konv81~giert 
im Falle, daß heide Zustände kontinuierlich sind, (25)' für 
~ < u,3, dagegen (25b) und (25c) fitr 0 < u 2 < 1. (25b) ist 

1) Vgl. E. T. vVhittaker u. G. N. 'Yatson, Modern Änalysis, 
4. ÄufL-S. 291. 
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geeigneter für 1 - 1/,2< 1 und (25 c) für u 2 < 1. . Ist einer der 
Zustände diskret, dann sind die ]J' Polynome. Ist es];;', 
,vährencl 7c kontinuierlich ist, clann bleibt in (25 c) nur clas 
zweite ]J' stehen (wegen 1 / r (- n') = ü); sind beide diskret 
und n -' 11,'::::> 0, so gilt dasselbe und (25 c) reduziert sich auf 

(25d) [! ) (n-n')!ü!+n')! . 
{ 

J(O, 0) \'H n') =(1/ !)2 iI! va+1 u,.-n' 

• ]J' (- n', (! + 1 + n', n - n' + 1, u 2), n "2:'11'. 

Dm.'tl,llS folgt insbesondere für n = n' 

(25 e) 

§ 5. Die polaren Matrizen 

Um On,., ~ zu berechnen, brauchen wir zunächst nach (18) 
n/, l-l 

e7~1~!)1 (11"., n/). Nach (7') ist wegen l' = l - 1 

k (l + 1 + 'n,.) = k' (l + n..') = ! 
und somit gilt für die ß 21-1 (nT) = 7c (l + n .. ) [vgL (22)] 

ß'21-1(n,.) - (J2L-l(n,:) =-7c, (J21-1(n .. + 1)- (J2l-1(n,:) = 0, 

ß2 1-1 (11". + 2) - (J2 1-1 (n..') = - 7,~ • 

Daher nach (28) 

7(1. 0) (') 4 lc J(O, 0) In n ') J(l, U) (n + 1 n ') = 0 
e 21-1 n .. , n.,. = - k~ _ !C' 2 21-1 \ T' ".' 2 1-1'" 'T , 

J ( 2 ') 4 k J(O, 0) (n + 2 n') 
21-1 n'r + ,n... = k2 _ Je' ~ 21-1" ,'r 

l11Hl nach (20), wenn man nach (24) 4/ (k' 2 - k 2
) = v2 ju einsetzt, 

v 2 

{ 

7(1, 2) (n n ') = 2 l (2 l + 1 )--
'21+1\ r l T ' 1lk 

• (J(O' 0) (n n ') _ J(O, 0) (n: + 2 n '):'1 • 
21-1 r'" 2 Z-l r 'r ') 

Ferner wirc1 der Normierungsfaktor HiT <las disln'ete Spek­

tl'lllll wegen 

• 4 ( , )' ß' (' ')) - 2 n + 1 + n ) lnn 1'---:::-"'~- ß21+1 (n1., - 21+1 n.. - T\" r 

1._'-' Je c 
~-I'" 
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nach (18'), (23) unc! (25 e) 

(26') 

( N -2 ( l) l + 1 + n r J(O, 0) ( ) n r , = 411; 21+1 11"" 11, .. 

(2l + 1) !)2 n r ! (l + 1 + n r ) 

4 (2 l + 1 + n r) ! 1.2 H3 

((21 + 1) !)2 (n - l- 1)! 11,4 aB 

4 (n + l)! 1I;2l 

mit Einführung dm' Hauptquantenzahl 'n = l + 1 + n r und Be­
l nutzung . der Balmerfol'mel k = -- , 

na 
Der Normierungsfaktor für das kontinuierliche Spektrum 

ist wegen 
1 

ß2 Hdn .. ) = ß2l+1 (n .. ') = a unc! 

wa=o, ~=2l+1 = ~':2 X llrl (1') (nach (21) und (8)) 

(2l + I)! e 2 .. a t/2- 1 
= I ( . ) I - t+1 cos (u r + rp) r l + 1 + _'h_ l' n 

xa 

asymptotisch nach (8'), wo rp für 1'.....,.. CO gegen x r verschwindet, 
nach (15"), (18'), (23) 

00 

~ --
(2l + 1)!)2e xa. 

Ir (z + 1 + xia) r 
26 U) -00 

:z; 
- -- 'TC 

(21+ 1) !)2 e "a U a eilt ~ 
- -----~-l- ____ x_u,_ (x = (x' - x) R) , 

2;<2t+2II(S2+ (u~IT!) 
8=1 

da 

r (Z + 1 + ~) = (Z ± ~) (Z - 1 + ~.) , ., r (+ ~) - xa ua -. ua - xa ' 

r(uia) r(- "ia ) = ixar(/a) r(l- x~) 

'TCiua 
.ni 

Sln-­
xa 

'TCna 
=, 'TC 
=ltt -­na 

und 
<XJ 

f sinm a x = %. 
m 

-00 
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Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (8) 

( 
1 )"jg 2 V (11, + l) I 

U (1") = 
n Z a n 2 (2l + 1) I (n - l - I)! 

-~ ( 21')Z ( 
.(3 '1l.a 11,0, F -(n-l-1), 

<e i ><"(2u1<)IF(l + 1-~ 2l + 2 -2iu1'). 
U 0, ' , 

]'ür O::T'~I_l erhält man nach (18), (26) [wenn man darin 
r 

(25) bzw. (25 b) einträgt] unc1 (26') bzw. (26") beim Sprung 

(28) 

(28') 

'NO 

di s kret-cliskret 

anTI. (_l)n: a 1/(11, + l)!(n' + l- 1)1 
n/,I-l = 4(2l-1)! V (n -l- 1)1 (1~' - 1)! 

• ( 4n'1~', )Z+l (n_n')n+'1l.
1 

(11, - n') 2 n + n' 

{ ( 
4nn' ) 

• .ll - n,., - n r ', 2l, - (n _ n')2 

_1_ (:: _ Zarctg k"") ( 4k' x )<+1 n '-1 .ena &< Ur 
k'2 + ,,2 

. {F (Z + 1 - xia ' - n,.', 2l, 1- ~:2) 
_U2F(Z-1- xia,' --nr', 21, 1- t:2 )}, 

2i arctg 1; 
U= e . 

Dies ist reell auf Grund yon (25 a) 
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( 

·W.Ool'don 

kOll tin ui erli ch-koll tin uier 1 ic h 

n I 
C ".,., I-I = 

y J 

/ I . 1-1 -.' ,,v [J("+ ("~)')JI("'+V'aP) 
s"" (2l-1). = .. n ,_. d 

X a ~ln - "a 1::;111 -,-
x a " a 

(28") { "1
11

\( ) I 'li i 
-,--- 4",,' 1+1 x-x ----.-.. e 2 alu'" H . __ -,-:- __ --;- u Cl r.,' a 

(x+ X')2 I x + ,,' 

l- -~-
,,' Cl ' 

9l ~ , 

l (
X + "')2 F (Z _ 1 +~_ 
x - ,,' . x CL ' 

l- ~-. 2l, 
r. CL ' 

Dies ist reell auf Grund von 

F (a, ß,]', x) = (1 - x)y-o.-ß F (/, - a, I' - ß, ]" x), 

was durch zweimalige Anwendung VOll l25a) folgt . 
. Die Summation ülJer alle 'rn gibt 

:E I ",.t I, >n /2 l (0"11., .. I ) 2 
; X 'n t l-l 'm = n ' I-I. 
i 1" , ,,' 

ffiuzm' 

und die absolute Intensitltt eler Emission. ergibt sich hieraus 

durch lvlultiplikation mit 4
3 

e: (2 n '1))4, wenn v die Freq nenz ist. . c 

§ 6. Die parabolischen Matrizen 

Zur Berechnung der x-Matrix brauchen wir nach (19) 

fO,l) ('1'1. n') 
I m I ' 

und J(1, 1) in n') 
Im! \1 . , 

die sich gemäß (20) und (23) auf Jro,O) reduzieren: 

J(O, 1) (,n n') = l!1~1 (J(O' 0) (n n') _. J(O, 0) (n + 1 n')) 
11101 \' k 11Il1-l'. 1'''1-1 " 

J'l, 1) (n. n') = 4 Im 1_ ( ß (n) _ ß (n') ('n'») J(O' 0) (n n) 
I". I' (k" - k'i<) k .J I", 1 -1 \ I.n i,-1 . Im J -1 " 

- (ß/1n! -'1 (n + 1) - ß1 m 1-1(n')) Ji;"~)_1 (n + 1, n')). 

Daher ergibt sich für 

{ J (1, 1) (' ') J(O' 1) (. ') + } I 1n I 'n1 , n 1 I m I n 2 , n 2 ., . 
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weil nach (9') 

Je (n} + 11,2 + I 'l1~ I + 1) = 70' (11,1' + n z' + I tn I) _ 1 
a 

und somit für die ß1 m 1 -1 (n) = k (I t;! + n) gilt: 

ß (n ) - ß . (11, ') + ' - - k 1"'1-1\ 1 Iml-l 1 - , 

ß I 'In I -1 (nI) - ß1m 1-1 (n}') + ß llI' l -1 (n 2 + 1) - ßI m 1-1 (l1 z') = 

ß,.", [-I (n} + 1)- ß'm 1-1 (nt') + ß j m 1-1 (11,2).- ß[lI'l-l (n:/) = 0, 

ßI"'I_l(nl+l)-ßlml_1(nl')+ . =k, 

welln mall nach (24) 4j(k'2_k2) = v 2 jtt einsetzt: 

{ Jt1, 1) (n n') J(O, 1) In n ') + . } 
1"' I \ l' 2 Im 1 \ 2' 2 

(29) = J' (n n ')J' (n 11,') 
1n2 v 2 

( (00) (0 0) 
u k I,n J -1 l' 1 1"'1 -1 2' 2 

J (O, 0) ( + 1 ') Jeo, 0) ( + 1 '») - l,ml-1 n1 ,n} 1'"1-1 n 2 ,?t2 , 

Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19) 

eJi~~~) (n, n'), elas sich gemäß (23) auf J(O, 0) reduziert.! Daher 

ergibt sich für 
J Jt2 , O} • ') J~o, 0) • ') 1 
\ I "" I ('nI' ?LI I m I \.n2 , n 2 -' r I 

weil für die ßll1' 1 (11.). 7c ( Im k + 1 + n) gilt 

(ßl m l(n 1) - ßl m l(n1'»2- = 0, 

ßlml(n1 ) - (1lml(n1) - • = k(n1 -n2) - k'(1~1/-11,2')' 

wenn man u, und v einführt, 

I. {Jf~.:.~) (n}, n/) Jf~ r (n:p n 2') - • } 

= -:~: {(nt' - n 2') (1 + u 2
) - (nI - 'nz)(1 - tL2» 

l 
(2.9') 

J(O,O)(n n ')J{O,O)(n n ')+211, 'ttJ(O,O)(n n '_i) 
• 1''',1 l' 1 11nl \ 2' 2 1 Iml l' 1 

. J;~~) (n2 , 11,2') - 2nz' u Jj~~ ~\n2' n 2' -1).1(0.:. ~\nl1 n 1') }. 

Ferner wird der Normierungsfaktor für das c1islnete Spek-
trum. wegen 

1, 4 ) 2 (I m i + 1 + 11,) 
1111. 12 _ k'2 (ßI '11.1 (n) - (31'''' 1(11,') = TC 2 

I, =1<' C 
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nach (19'), (231) und (25 e) 

N;;:2 (nl , n) - -fA (I 'in I + 1 + n 1 + 162;) 

/30) . J(O, 0) (n n) J(O, 0) In n ) 
\ . 1'101 1 1 1'''1 \ 2; 2 

(I m I!) 4 n1 J n.l 1 = --_. ;;-;----;-,-;-
2n(lmj +1$1)1 (Iml +n2)1 7,: 2 I m l+4

' 

unter Benutzung der Balmel'formel (9'). 
Der Normierungsfaktor fÜT das kontinuierliche Spektrum 

ist, wegen 

unO. 
Wa=l), e=i ... 1 = An. ",(A) [nach (21) und (10)] 

• 
_ ..::.. (_. 1_ + ~) 

21ulile 2 2na- 1 
(31) - Ir(ltn\2+ 1 +i(2~a ± s)) I 

. cos ( X ~'i + (2 ~ a ± s) In "J' i -
Iml +1 ) 

4 'I& 

asymptotisch nach (10,), wo nach (}1) das obere Vorzeichen 
für i = 1, das nnteTe :für i = 2 gilt, nach (19') und (231), wenu 
JljO, (}I) (n., n.') das bis R. genommen e Integral bezeichnet, 

'ln, ,1 ,. l 

:r:. J J' '1',;J - -,,-y-'" . (:m,;.j-e _"a I' .. 
;.V -(ll I ,lI,,1 =' . I 1 llll cl"ld;'-' 

1,,- • - X ! tn l + ..... 
1l,=~, li"=oo -

A .. .1, 
x' - X 

.) BI 

wo mit 1 und 2 auch + sund - s zu vertauschen ist 

[r+ steht für r(im~+l +i(2:a + s))]. 
Die Au?ftihrung der Integration nach "r gibt 

n; 

:n; <lmi!)2 e-~ 
x!lJlI+l { 

e::l (; r } lim J(O, 0) (n n ') d r' + . . 
Ir 12 . ! m! PI. " _ Rl.= GO t. x=~' 

Ll':-
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\~Viederum nach (231 ) und (31) ist, da nach (11) 

ßl - ß/ = (~- ;') u (für u = x'), . J (0, 0) . " 2 (\ 1n I!) 2 e - =< C ~ a +,;) J~ IHn J In l1)a; = . ________ . __ 
''''1 \ l' 1, - \r 12 '",.+1 1/. = (J) , +, ~ , . 

,,= x' AI; 

Mithin 

(32) 

mit 

(ß2') 

(33) 

I· 

,. ---
4n2(\m\!)4e xa 

\r+I~lr_12 ~:lI1nI+ ~ 

!F+ 12 = [I ((s - ~) 2 + (')1 ) 2) . -----.!!~. __ ._. __ , 
:.. 2 ~ x CL es: ß ( 1 + r) s_l 0 'TC 2xa _ ~ 

wenn !1n! = 211-, 

( 
1 ,) 

• TC , ±\: + ;-) 2) . 2;< (6 __ _ 
- SI' 

~ill n (--- + i;) 2;< a 

wenn \ in \ = 2 f.L + 1 . 
sind also nach (10) 
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Ifür die Matrizen der Starkeffektkomponenten gilt nach 
(19), (29), (29') [wenn man darin (25) einträgt] und (30), zur 
Abkürzung 

Hf' , 1 Tl; 11/ 4n 1/' 
'i' In"n..) = - 1) ')2 

t< \, • . (f.L + (n - n 

n, (ni - 1) • n/ (n/ - 1) ( 4n n' )Z _ ... + (p + I) (p, + 2) 2 ! (n - n')2 

und Im I = f.k gesetzt, 

x 1\"';n = (_ 1 )111' + n,' a 
11, 11, m-I . 4( (p, _ 1) !y! 

."t/~nl+p,)!(n:l+p,)!(nt'+p,-1)!(n2/+p,-1)! (4nn' )!'+I(n-n')n+n' 
V nil n2! n l '! n/! (n-n')' n+n' 

{t[f,.-I(nl , 'n1'llJl,<-1(nz,1lz') 

- (:~::r lJif,-Ünl + l,nl ') lJf!,-I(n2+ 1,11 z
/
)}, 

. Zf\n.o:" = (_ 1 )n/ + 11/ a 
", 11, m . 4(,u !)2 

• "t /(n1 + /')! (n2 + p,)! (nt' + [Li! (nz' + !l)! ( 4n n' ),u +2 (n _ n' ),,+n' 
V nil 112 ' nt'! n,/I (n-n')2 n+n' 

. {((n1'-nZ') ~:::): - (nI - n z) \:~;::)2) lJfl< (nI' n 1') 1.j.i,., (n2, nz') 

- 2 (11,1' lJf
l
• (nl ,nI' -1) lJf

l
• (nz, n z') - 'nz' lJf f< (n2 , n 2' - 1) lJi

f
• (nu n/» }. 

Die mit (34) bei natürlicher Amegung berechneten Inten­
sitäten der Starkeffektkomponenten stimmen mit den von 
Schrödi nger 1) angegebenen Zahlen überein. 

Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 

1) E. Schrödinger, Ann. d. Phys. 80. 8.437. 1926; \Y. Gordon 
und R. ßIinkowski, Natul'w. 17. S.368. 1929. 

(Eingegangen 6. August 1929) 


