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Topologische Betrachtungen.

Von

Dr. FErMANN BRUNN

in Mfinohen,
Hierzu Tafel 1V, Figur 1—11.

I.

Kritische Bemerkungen zu dem veon Simony aufgestellten Begriffe
der Torsion verknoteter Blnder.

In seiner Schrift: , Gemeinfassliche, leicht controlirbare Lisung der Auf
gabe: ,in ein ringférmig geschlossenes Band einen IKnoten zu machen®
‘und verwandter merkwiikr_diger' Probleme® bestimmt O. Simony u 4
die ,Torsion® gewisser geschlossener Binder, eine Constunte, die in der
That in vielen Fillen direct auf den gewthnlichen Begriff der Torsion sich
bezieht. Der Umstand, dass seine populiiren Auseinandersetzungen hiertiber
Vergsehen enthalten, die in den spliteren Aufsiitzen Simony’s keine Be-
richtigung finden und neuerdings auch in eine andere wissenschaftlichs
Schrift* tbergegangen sind, veranlasst mich zn einigen Bemerkungen tber
- diesen fiir die Lebre von den verschlungenen Bindern fundamentalen Punkt,

Wir geben zuniichst einen wortlichen Abdruck der auf die Bestimmung
der Torsionszahl bezliglichen Hauptstelle (1. e, § 1, 8. 2—4),

Citat I
»Man verwendet ... einen rechteckigen Papilerstreifen, in dessen Feken
auf seiner oberen und unteren TFliche beispielsweise nach dem Muster der
schematischen Figur 1 die Ziffern 1, 2, 3, 4 geschrieben werden mégen,
wobei jedes Hlck beiderseits mit derselben Ziffer zu versehen ist. Biegt
man hi_erauf die beiden Hnden des Streifens in der durch die schematische
Figur 2%* verginnlichten Art gegen einander und verdreht dessen vrechi-

* Topologische Studien ete. von Dr. Fr. Dingeldey. Leipzig 1890 bei
B. G. Teubner, . :

** Siehe aaf unserer Tafel 1V, Figur 1. . Die Figorennummern im Folg:endeﬁ
beziehen sich stets auf Tafel 1V, :
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seitiges Ende so lange, bis die Keken (1) und (4), (2) und (3) zum ersten
Male neben einander zu liegen kommen, 8o hat man eine Drehung um
1 X 180° ausgefiibrt. Ich nenne dieselbe positiv (), wenn sie im Sinne
des Pfeiles (p), negativ (—), wenn sie im entgegengesetzien Sinne vor-
genommen worden ist. Durch Verdoppelung, Verdreifachung etc, der eben
chmakterasuten Drehung lisst sich analog eine Verdyehung des rechtseitigen
Fndes am 2 X 18092, 3 X 1809 gte. erzeugen; sie wird als positiv oder
negativ - zu bezeichnen sein, je nachdem sie aus einer Verdoppelung, Ver-
dreifachung ete., einer positiven oder einer megativen Drehung um 1 180°
hervorgegangen ist.

Die Vereinigung be1del Dnden des Streufens 11efelt natiirlich stets
cinen ringfdrmig geschlossenen, knotenfreien Streifen, dessen Gesammt-
torsion (7'} mit jener des rechtseitigen Endes des ungeschlossenen Streifens
tibereinetimmt. Handelt es sich also umgekehrt um den Nachweis einer
bestimmten Gesammtiorsion in einem ringférmig geschlossenen, knoten-
freien Streifen, so verwandle man denselben mittels eines, seine ganze
Breite durchsetzenden Querschnittes in einen Streifen mit zwel freien Enden
und verdrehe dessen rechtseitiges Ende bei negativem 7 in positivem, bei posi-
tivem 7'in negativem SBinneum jenes Vielfache von 1809, welches fiir Tangegeben
- wurde. War die betreffende Angabe vichtig, so miissen nach Vollendung dieser Ope-
~ration s#imimtliche Torsionen aus dem Streifen verschwunden sein. HEbenso ein-
fach gestaltet sich die Priifung der Gesammttorsion eines ringfirmig geschlos-
senen Streifens, falls derselbe einen Knoten von dem Habitus der schema-
tischen Figuren 13, 14, 27, 28, 31, 32% besitzt. Schneidet man némlich
den Streifen unmittelbar neben den Umschlingungen des Knotens quer
durch und zieht jenen Theil des Streifens, welcher die Umschlingungen
triigt, ohne Drehung aus den lefzteren heraus, so hat man den vorgelegten
Streifen ohne Aenderung seiner Gesammttorsion in einen knotenlosen
Streifen mit zwel freien Enden transformirt, dessen Gesammtverdrehung
wieder in der zuvor beschriebenen Weise controlirt werden kann,

Vor Allem sei der mit Knotenexperlmentan nicht vertraute Leser ge-
‘warnt, die hier mit den Streifen vorgenommene Operation filr eine harm-
lose und #iberhaupt ein Aufschneiden und Hervorziehen eines Strelfenthelles,
wenn nur keine neue Torsion hinzugefitgt wird, bei Bestimmung der Tor-
sionszahl fiir erlaubt zu halten. Iinige Beispiele werden sofort zeigen, in
welche Widerspriiche man dadurch gerathen kann. Tigur 4 entspricht der
Figur 19 bei Simony. Wollte man die Torsion des abgebildeten Bandes
dadurch bestimmen, dass man dJasselbe bei a aufschneidet, dan Theil ab
aus den Umschlingungen ohne Torsion hervorzieht und tber den fritheren
Umschlingungen zur Schnittstelle @ hinlaufen lisst, so wirde das jetzt un-
verknotete Band eine Torsion von 47 aufweisen; verfilhre man genau so,

* Vergl, auf unserer Tafel die als Reprisentanten auvsgewiblten Fig. 2 und 3,
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nur mit der Aenderung, den heransgezogenen Streifen unter den frithere, ,
Umschlingungen zur Schnittstelle hinlaufen zu lassen, so wiirde sich éine
Torsion von 8= ergeben. Welche der beiden Zahlen soll nun als Ti.
sionszahl des urspriinglichen, verkpoteten Bandes angesehen werden? Und'
warum soll nicht jede der beiden Operationen zur Bestimmmung der Torsioy |
ebenso berechtigt sein, wie . die von Simony vorgeschlagene? Oder,
Figur 5 stellt ein Band vor, dessen Toxsion entweder direet nach der fi |
unverknotete Ringe gegebenen Vorschrift oder mittels Aufschneiden bei 4 !
und Hervausziehen von ab aus der Umschlingung etc. bestimmt werde; |
kann, wobei die einer Umwandlung unterworfene Stelle der in Fig. 14 by
Simony abgebildeten ganz gleich ist. Das erste Verfahren giebt als Ton
siongzahl —x, das zweite -3 x., Wie steht es mit der Berechtigung eine
Verfahrens, das schon bei so einfachem Beispie}. zu den bedenklichsten
‘Wldelsplﬁchen ftihrt ? '

" Nun' sagt allerdmgs Simony selbst in der auf das Citat I bezﬁg
lichen Anmerkung 5:

Citat I

- ,Dieser Satz hat lediglich den Werth einer empirischen Regel
. welche zwar speciell filr die hier in Betracht kommenden Knotenformen
richtige Resultate liefert, im Allgemeinen jedoech keine unbedingte Giltig.
keit; besitzt. ¢ ‘ | |
pEmpirisch® mchten wir die Regel deswogen nicht nennen, weil nur
ein einziger Umstand bei ihrer Begriindung auf Empirie gestﬁtzt werden
kann. Bel einem einzigen der von Simony in § 1 behandelten Gebilde
niimlich kann die Torsion einwurfsfrei empirisch bestimmt werden. K
ist dies Gebilde das durch Mittelschnitt aus einem geschlcssenen, einmal
tordirten Bande entstehende Band, und die dafiir gefundene Torsionszahl
~ordnet sich allerdings dem Gesetze unter, das fiir die Torsionszahlen de
aus mehrfach tordirten Bindern entstehenden Streifen mittels obiger Regel
aufgestellt wird. '

Fiir diese letzteren Stre1fen aber stellt die Regel dogmatisch, nicht
emplrlsch etwas fest.

Es ist noch zweckdienlich, die Grhnde kennen zu lernen, die Simony !
veranlassten, seiner Regel unbedingte Giltigkeit fhbzusplechen In einem "}
seiner anderesn Aufsitze: ,8iizb. d. Wien., Ae. II. Abth. 1881, 8. 250¢
findet sich die Stelle: ' l |

- Citat IIL

,Bndlich muss bei der Brledigung des .2. Hauptfalles noch der That-
sache Rechnung getragen werden, dass die hierbei in Betracht kommenden
Verkntipfungen und Verschlingungen je nach der Art ihrer Auflgsung ver-
schiedene Torsionszahlen liefern, also durch das Experiment im Allgemeinen
nur die ausserbalb der betreffenden Verkniipfung resp. Verschlingung auf-
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tretenden Torsionen um je 180°% welche in ihrer Gesammtheit die jeweilige
gugsere Verdrehung: V=§ X 180° der untersuchten Fliche bestimmen,
jorem Sinne und ibrer Anzahl nach eindeutig festgestellt werden kénnen.*

Den einfachsten Ifall der in Trage stehenden Verkniipfungen und Ver-
schlingungen . stellen die beiden Figoren 6 und 7 dar. Im allgeméin‘en
Fall diirfen an Stelle der einen Umschlingung bei ab beliebig viele gleich-
sinnige Umschlingungen des horizontalen Streifentheiles treten, auch darf
der Sinn der Umschlingungen bei ab und ¢d ein anderer als in der Figur
sein, Simony sebzt auseinander, dass fir Figur 6, je nachdem man die
im Citat T am Schlusse:beschriebene Operation nur auf die Stelle b, nur
auf die Stelle c¢d, oder auf beide Stellen zusammen anwendet, die Tor-
sionen —4x, -+4wx oder O erhalten werden, dass aber bel Vergleichung
der Figur mit einer symmetrischen Griinde sich ergeben, welche nur die
letzte Torsion als die richtige erscheinen lassen. Analoges gilt von Figur 7.

Was nun hier nachgewiesen werden soll, ist, dass die in Citat I ge-
gebene Regel nicht nur fir die Knoten im Citat III zweifelbafte, sondern
anch fir die in der populdiren Bcehrift behandelten direct verwerfliche Re-
sultate giebt, dass aber sehr wohl eine Regel aufgestellt werden kann,
welehe stets unzweideutige, unter einander widerspruchsfreie und mit der
Empirie tibereinstimmende Torsionszahlen liefert,

Tis ist klar, dass die Regel Citat I hiitte in Bemehung gesetzt werden
milssen - zu ‘de}:' Stelle 8. B—6, wo das Torsionsiiguivalent von
Ueberkrenzungen in folgender Weise besprochen wird: :

Citat 1V. |

- ,An die hier gegebene elementare Irliuternng des ersten und zweiten
Experiments knfipft sich ausserdem noch eine theoretische I‘olgerung,
welche speciell fiir die Beurtheilung der jeweiligen Gesammivérdrehung
eines geschlossenen, mit einem Knoten versehenen Streifens von Bedeutung
ist. Da sich niimlich die Figuren 4 und 6% lediglich durch die zwischen
ihren Hilften auftretenden Ueberkreuzungen unterscheiden, so bildet eine
Ueberkreuzung zweier Theile eines und desselben geschlossenen Streifens,
gemiiss unserer letzten Bemerkungen, das charakteristische Aequivalent fiir
eine Torsion um -+ 2.180° resp. —2.180°, je nachdem sie mit der als
positiv zu bezeichnenden Ugberkreuzung in Tigur 4 oder mit der negativen
Uebexkleuzunp' in Tigur 6 gleichsinnig ist. Es kann daher auch um-
gekehrt eine Torgion um -~ 2.180° als positive Ueberkreuzung, eine solche
um — 2.180° als negative Ueberkreuzung zweier Streifentheile auftreten,
welcher Satz sich u. A. durch Flachdrticken eines um 2.180¢ resp. um
—2.180% verdrehten, ringfSrmig geschlossenen Streifens besonders an-
schaulich controliren lHsst.

% Slehe unsere Tafel Fig. 8 und 9, wo d1e Stellung der Figuren ubngens
verinderl ist,
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Denn bei der in der Regel Citat I vorgeschriebenen Operation werdey
Ueberkreuzungen aufgehoben, oder ihre Natur veriindert. KEs scheint nup
‘Simony das Versehen passirt zu sein, die aufgehobenen Ueberkreuznngeﬁ
als paarweise einander entgegengesetzt, und somit einer Torsion O deni-
valent angesehen zu haben. Indem nlimlich bei ihm 3. 5 und 6 der Unter
schied einer positiven und negativen Ueberkreunzung einfach durch Hinweis
auf seine Tiguren 4 und 6 erklirt wird, lag die Gefahr nake, Ueher.
kreuzungen durch eine oberflichliche Vergleichung nur der unmittelbar in der
Nithe der Ueberkreuzungen befindlichen Streifentheile falsch zu beurtheﬂen.

Man braucht, um ein gleiches Aussehen beider Figuren in der Nihe
der Ueberkreuzungsstelle herbeizuftibren, nur eine derselben in ihrer B Tibene,
am 90° zu drehen., Is ist daher gerathen, den ,,Sinn‘ einer Ueberkreuzunc
etwas sorgsamer, etwa folgendermassen zu definiren:

Man halte die Ueberkreuzung so vor sich hin, dass der dem Blick zu.
gewendete (vordere) Streifentheil in der Nihe der Ueberkreuzungsstelle senk-
recht, der andere wagrecht verliuft, und denlke sich von der Kreuzungsstells ¢
nach oben gegen a einen das Band durchlaufenden Punkt ausgehen; kommt der-
selbe im weiteren Verlaufe von rechts, von b, zur Ueberkreuzungsstelle zuriick,
so liegh eine rechisinnige, positive Ueberkreuzung vor (s. Fig. 8); im ent
gegengesetzten Ialle eine linksinnige, negative (s, Fig. 9).*

Beachtet man diese Vorschrift und nimmt man den Satz von der Ae.
quivalenz einer positiven Streifen-TUeberkrenzung mit einer Torsion von
42, einer negativen Streifen-Ueberkreuzung mit einer Torsion von
— 27 als allgemein giltig an, so kommt man in allen von mir untersuchten
Fillen zu einer einheitlichen, unzweideutigen und mit der Brfahrung iiber-
emstlmmenden Bestimmung der Torsionszahl,

Beispiele. Die Usberkreuzungen in den Wig. 13, 27, 81%** bei Simony
sind simmtlich positiv, die in seinen Fig. 14, 28, 32 sa,rnmtlmh negativ.

8. Fig. 5. Die beiden Ueberkreuzungen sind negativ, ausserdem in
dem Bande 3 positive Torsionen um = vorhanden. Die Gessmmttorsion
wird somit (8—4)mw <= —x sein, wie man dies auch beim Auseinander-
falten, Aufschneiden und Torsionslosmachen des Bandes bestitigt findet.

8. Fig. 6. Die beiden Ueberkrenzungen bei' @, b sind positiv, die bei
¢, 4 negativ, so dass ihre Torsionsiquivalente sich aufheben; die Ueber-
kreuzung bei e ist megativ, ausserdem besitzt das Band 2 Torsionen um =,
so dass als Gesammttorsion O sich ergiebt, entsprechend dem von Simony,
unter den drei von ihm erhaltenen, aus Symmetriegriinden als  einzig
richtig hervorgehobenen Resultate. '

* Diese Erld’a‘,rungén sind verwandt, aber nieht identiseh mit der von
Listing gegebenen Unterscheidung einer dexiotropen und lacotropen Ueber-
krevzung, 8, in den Gottinger Studlen 1, 1847 die ,,Vorstudien zur Topologie®.
3. 860 u, ff.

*#* Vergl. auf unserer Tafel Fig. 2 und 3.
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Die Verschiedenheit der Resultate bei Simony bhingt damit zusammen,
dags er einmal eine positive, einmal eine negative, und einmal zwei entgegen-
gesetzte Ueberkrenzungen aufhebt und in entgegengesetizte verwandelt.

8. Fig. 4. An dieser Figur bestimmt Simony die Torsion eines Bandes,
die er vorher nach Regel Citat I begtimmt hat, direct durch Flachdrticken
und Abzi#hlen der Torsionen und Ueberkreuzungen. Auffilliger Weise ge-
langt er zu dem niimlichen Ergebniss wie vorher. Sollen wir also Recht
haben, so muss hier abermals ein Fehler vorliegen, und in der That be-
zeichnet Simony die Ueberkrenzung bei p als negativ, wilbrend sie doch
positiv ist, und erhilt dadweh eine um - 4z zu kleine Torsionszahl.

Ganz tihnliche Versehen liegen bei den Torsionsbestimmungen simmt-
licher Knoten in §§ 1 und 2 vor, indem Simony allgemein bel einem
Knoten, der ans (2K -+ 1)-fach tfordirlem Ringbande durch Mittelsehnitt
entstanden ist, 2 I gleichsinnige Ueberkreuszungen bei der Z#hlung ver-
nachlissigh, und dadurch den absoluten Werth der Torsion um 4X7 zu
klein erhillt. Demgemiiss ist die Stelle anf Seite 15, Zeile 17 von oben
in folgenden Wortlaut umzugestalten: | . '

nAusser dem Knofen besitzt der men erzeugte Streifen auch noch eine
charalkteristizsche Verdrehung, indem seine Gesammtbtorsion zwar mit‘jener
des urspringlichen Streifens gleichsinnig, ihr absoluter Betrag jedoch auf
4(2K4-1).180° [nicht 4 (K- 1).1809] gestiegen ist, wobei 2 (2E-+1)
Torsionen wm je 180° stets in der Torm von 2K <41 Ueberkreuzungen
aweier Streifentheile auftreten.®

Bbenso ist auf Seite 19, Zeile 17 von oben entsprechend zu corrigiren
in:_,,...Beide Streifen zeigen eine mit jener des ursprlinglichen Streifens
gleichsinnige Gesammtverdrehung, deren absoluter Werth bei dem lingeren
4(2K4-1).180° ausmacht, ete.'

II.
Andere Anffassung des Torsionsbegriffes. Die Zahl V.

Nachdem sich nun gezeigt hat, dass die im Vorliegenden behandelte
Eigenschaft der ,s Torsion “ bei Verknotung des Bandes gar nicht rein dureh
eine Torsion des Bandes dargestellt werden kann, ohne Aenderungen an
dem Bande vorzunehmen, deren Zulissigkeitsbeweis bel rein empirischem
Verfaliren zu einem civculus vitiosus verfithrt, « wird man iiber das rein
e{rnpirisch_a Verfahren hina‘usgehen und versuchen milssen, von vornhersin |
tine anf alle Binder gleichmiissig anwendbare Definition zu erlangen.

Eine solche Definition l@sst sich gewinnen, indem wman die Verschling-
ung* der Randeurven, resp. der Randeurve des Bandes ins Auge fasst.

- Wir kntipfen dialBe'i;raach_tung an die plattgedriickte Form der Binder,

Wie sle unsere Figuren aufweisen, und beginnen mit dem Fall, dass das
—_—— :

g * Die Wichtiglkeit des Gauss’schent'Begriﬁ‘es der Verschlingung an dieser
telle Wwurde mir gespriichsweise von Herrn Prof. W. Dyck bebont.
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Band zwei Randcurven besitzt, wie sich dies bei den stnttlgen Flgulen
Simony’s in der That immer so verhilt. :

Die beiden Rinder sind dann zwei geschlossene Curven in einer Bbepe
an deren Kreuzungspunkten ein Untenliegen der einen und Obenliegen gy
andern unterschieden wird, Hs lisst sich flr diese ,, Ueberkreuzungen
zweier Curven der relative Sinn ganz #ihnlich feststellen, wie dies fiir dis
Ueberkrenzungen einer Curve oder eines Streifens schon oben auf Seite 11(]
von uns ausgefilhrt worden ist. -
, Man theile jeder Curve einen bestimmten Sinn — Pfeil — zn, :in 'dém
sie durchlaufen woerden soll, IBine Ueberkreuzung soll positiv oder rechts
sinnig heissen, wenn, sobald man in der Richtung des Pfeiles der obern, .
dem Beschauer zugewendeten Curve blickt, der Pfeil der untern Curve von
rechts zur Ueberkreuzungssielle kommt, nach links sie verlisst. Die Seite,
von welcher man die IEbene der Curven ansieht, hat hierbei keinen Bip-
fluss auf die Bestimmung. Dagegen #ndert sich allerdings der Sinn da
Ueberkreuzung, sobald man den Pfeil einer der beiden Curven umdrehi, :
was bel der Bestimmung des Charakters der Ueberkrenzungen einer
Curve nicht der Fall ist. Die Unterscheidung, welche Ueberkreunzungen
gleichen, welche entgegengesetzten Sinn haben, ist aber wieder unabhingig
von der Richtung der Pfleile, mit anderen Worten, es ist der ,relalive?
Sinn der Ueberkreuzungen eindeutig bestimmt; ebenso auch der absolafc
Werth der Differenz d-—14, wo § die Anzahl der pogitiven, A die der ne-
gabtiven gegenseitigen Ueberkreuzungen beider Curven bedeutet.

 Diese Differenz 8§ — A ist bei Unveriinderlichkeit der Pfeile fiir stetige |
Gestaltsvertinderungen beider Curven, die unter Wahrung der Undureh. |
dringlichkeit derselben vorgenommen werden, eine Invariante, da bei diesen
Aenderungen neue Doppelpunkte nur in Paaren, deren Individuen entgegen
gesetzten Ueberkrenzungssinn haben, gewonnen oder verloren werden, indem
irgend zwel {(endlose) Theile beider Curven sich gegeneinander-iiberein
ander oder iibereinander-auseinander schieben.

Ftr die beiden Randcurven eines Bandes withlen wir die Pfeile s,
dass sie in dem benachbarten nebeneinander herlaufenden Theilen beider
Curven gleichen Sinn haben, besser gesagt so, wie sie sich ergeben, wem
man dem ganzen DBande einen bestimmten  Sinn beilegt, indem es von
einem Querschnitt durchlaufen wird. TUnter Festhaltung dieser Beschriink-
ung tiber die Pfeilrichtung wird das Vorzeichen der Ueberkreunzungen des
Weiteren von der Pfeilstellung unabhiingig, da eine Aenderung devselben
den Sinn in beiden Curven #ndert. ' -

An einem flachgedriickten Bande zeigen sich zwei Arten von Singn-
larititen: Knickungs- und Ueberkreuzungsstellen. Wiihrend bei der friiheren,
von der Torsion des gestreckien oder ringf6rmigen Bandes ausgehenden
Begriffsfassung nur die ersteren unmittelbar evident zur Torsion beitragen,
die letzteren nur anf Umwegen als Hquivalent gewissen Torsionen erkann
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wurden, erscheinen beide Singularittiten bei unserer gegenwartlgen Begmﬂ%-'
fassung nur gradweise verschieden. :

Jede Knickung fithrt eine Usberkreuzung beider Curven herbei und
zwar eine positive fir die Form von Figur 10, eine negative flir die Form
von Figur 11. Flr die geradlinig begrenzten und undehnsamen Papier-
bander lassen sich beide FPormen folgendermassen bequem aunseinander halten:

. Nimmt man seinen Augpunkt iiber einem Punkte des Winkels < m,
den beide in der Knickung zusammenstossende Bandtheile bilden, und denk}
sich den Scheitel dieses Winkels vom Beschauer weggewendet (/\), so hat
man eine Plus-Ueberkreuzung vor sich, wenn der obere, dem Auge
nihere Bandtheil nach rechts, eine Minus- Ueberkreuzung, wenn er nach
links zieht.

Jede Uebeﬂ:reuzung des PBandes fﬁhrt zwei gleichsinnige Ueberkreuz-
ungen beider Curven herbei, und zwar zwel positive oder zwel negative,
je nachdem die Bandiiberkreuzung nach der .auf Se1te 110 gegebenen De-
finition positiv oder negativ ist. ,

Die Differenz der simmtlichen in den Knickungen und Uebarkreuzungen
des Bandes enthaltenen positiven und negativen Randeurventiberkreuzungen
ist die fiir das Band charakteristische Zahl v =3 — 1, um die es sich handelt,
und fir welche man, wenn man will, den Namen Torsionszahl beibehalten
kann, ingofern sie in den Fillen des tordirten gestreckten oder unver-
knoteten ringfdrmigen Bandes nach Multiplication durch = offenbar iiber-
pinstimmt mit der von Simony definirten Torsion. Xine noch schiirfere
Begriffstheilung aber wilirde man erbalten, wenn man mit Torsioi nur
solche Erscheinungen an Biindern bezeichnete, welche sich durch Drehung
sei es eines variablen Querschnittes, einer wvariablen Ehene oder dergl. aus-
reichend definiren lassen bei jeder Gestalt des Bandes;* mit der obigen
Bigenschaft acheint mir dlBS nach meinen bisherigen Versuchen mcht der
Fall zu sein. :

Doch o8 hegt uns noch ob, unsere charakteristische Za,hl &uch fiir
einrandige Binder zu definiren. s ergiebt sich hier eine kleine Sehwierig-
keit. Whhrend niimlich bei zweirandigen Bindern nur die Ueberkreuzungen
der Curven untereinander zur Bestimmung von v beigezogen, die Ueber-
kreuzungen der Curven mit sich selbst vernachlissigt wurden, fliessen bei
einrandigen Béndern beide Arten von Ueberkreuzungen in eine zusammen,
und man ist in CGefahr, auf einc wit der fritheren wenig verwandte Zahl v
zu gerathen. Man kann sich aber dadurch helfen, dass man das einran-
dige Band quer durchschneidet, so, dass der Querschnitt keine Ueber-
krenzung oder Knickung passirt, und durch Hinzuftigen einer Torsion des
einen Endes um = und Wiedervereinigung der Enden ein zweirandiges
Band herstellt, dessen » ==« nach dem Obigen bestimmt werden kann, Dem

* Wohl dasselbe, was Simony unter , Husserer Verdrehung* versteht.
Zoitsohrift f. Mathomatik n. Physik XXXVIL, 2, 8
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einrandigen "Bande wird man dann die charakteristische Zahl v = ¢
zuordnen. Zu zeigen ist daun jedenfalls, dass es Glelchglltm ist, an welch,
Stelle der Querschpitt angebracht wird. | ,;;
Fiir - die Knickungsstellen sndert sich offenbar gar nichts, wo man auch
den Querschnitt hin verschieben mag. Bel einer Ueberkreuzungsstene n

es mdglich, dass bel einer L‘agem‘:%ndelung des Querschnittes die beigg

Punkte, welche zuerst Selbstiiberkrenzungen beider Randcurven vorstelltey,
mit jemen, welche gegenseitige Ueberkreuzungen waren, die Rollen tausche,
Dies macht aber fiir v nichts aus, weil das Vorzeichen aller vier Ushg.
kreuzungen das niimliche isf,

Das Resultat der obigen Vorschrift flir einrandige Biinder ist &lso dag
nimliche, als ob man simmiliche Usberkrenzungen der Randcurve mit s sich .-
selbst an dem unverfinderten Bande bestimmé, die Anzabl der von Ban. |
itberkrenzungen herrtthrenden sowohi positiven als negativen aber nur halbiy

in die Differenz 6 — i hiitte eingehen lassen.

Rin etwas organischeres Verfahren der Bestimmung von » bel el
randigen Bindern scheint tbrigens wiinschenswerth. Die eben berfihrie
Schwierigkeit ist von allgemeinerer Bedeutung; sie behinderf immer wieder
den TUebergang von der Theorie der Verschlingung =zweler Curven zuy
Verknotuhg ‘einer Curve und ist auch in Boddicker’s Arbeit: ,,Erwe
terung der Gauss’schen Theorie der Verschlingungen ete,® mehr verdeck:
als gehoben, Der Verfasser hofft auf diese Dinge an anderer Stelle zuriick-
zukommen.

| T |

Beziehung der Zahl » zn dem Gauss’schen Verschlingungsintegral,
 Die Zahl |v|=]6 — A/ fiir zwei getrennte Randcurven ist eine gerads
Zahl, weil & 4+ 4 als Anzahl der Schnittpunkte zweier geschlossenen Curven

in einer Ebene. gerade ist. Sie ist gleich dem absoluten Werth des halben
Coefficienten von = in dem Werthe, den das Gauss’sche Integral

x — % de - dx'
¥—y dy 4y
2 — & dz d&

==4

| (@ — @) (' — )+ (& — 3) 1% ,
annn:nmt wenn die Integla,tlonen iiber die Punkte 2, u, z der einen und
die Punkte @', y, # der andern Curve ausgedshnt werden. m z#hlt hier
bei die Differenz der positiven und negativen ,, Umschlingungen®* der einen
Curve ¢ um die andere C"

‘Bsddicker® hat gezeigt, dass m zuglewh die Differenz der Auza,hlen
zweiel Schmttpunktsgluppen ist; die erste Gr uppe enthiilt jene Schnittpunlkte,

* Hrweiterung der Gauss schen ’l‘heoue der Verschlingungen etc Stutt-
gart 1876. ,

i
I
|
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in.welchen C eine von C' begrenzte zweiseilige Flliche in einem Sinne durch-
setzt, die zweite Gruppe enthilt die Schnitbpunlkie entgegengesetzten Sinnes.

Dies vorausgesebzt, ldsst sich die Gleichung:
|v=|2m |
' folgendermassen beweisen:

€ und O selen wieder in einer Ebene gedacht, mit Unterscheidung
eines ,,oben'* und ,,unten‘ an den Kreuzungspunkten,. '

Von  einem beliebigen Punkte " der Hbene, der sich in endlicher
Entfernung von der Curve befindet, denke man sich die Radienvectoren
R’ nach den Punkten ¢’ von O gezogen. Die A  hilden eine plattgedriickte
Kegelfliche &' mit der Spitze »' und der Randcurve C, welche im Allge-
meinen die Ebene mit mehreren, an verschiedenen Orten verschieden vielen
Blittern bedeckt. An diesen Bliitern lisst sich im Anschluss an die Curven-
kreuzpunkte ein ,,oben‘ und ,,unten** unterscheiden, wenn auch nicht in
vollig bestimmter Weise. Bis zu einem gewissen Grade bleiben nimlich
die Lagen der £, mach welchen sich die Kegelfiiche selbst durchsetzt und
ein Blatt in Bezug auf ein anderes von ,,unten® nach ,,oben‘ ifibergeht,
willkiirlich, Diese Willkiirlichkeit schwindet, wenn man €, ¢’ und ' als
Projectionen zweier bestimmten, im Raum gewundenen Curven und eines
im Raum sich ausdehnenden Kegels ansieht.

Der Sinn, in welchem die ¢ auf ¢ durchlaufen werden, Udbertrigt
sich anf die B’ der Fliche &', wodurch es gelingt, die beiden Seiten der
Flgehe zu unterscheiden; die eine, von der aus betrachtet die B’ die Uhr-
zeigerbewegung haben und die wir willkiirlich die rechte, positive Seite
der Fliiche nennen, die andre, wo das entgegengesetzte der Fall ist. - Diese
Untelschmdung der Seiten bleibt auch bestehen fiir die Sectoren, in welehe
wir die § jetst uerlegen wollen. Jeder dieser Sectoren &' bedecke die
Ebene in seiner ganzen Ausdehnung einfach und sei von zwei verschiedenen
Radienvectoren R, und R’, seiflich begrenzt. HEine Zerlegung der Flache
in Bectoren, welche diese Bedingungen erfilllen, ist immer moglich.  Das
dritte Stiick der Begrenzung, der Curve O’ angehorig, heisse S'. Es darf
sich offenbar nicht selbst schneiden. Wir gében dem Contur eines jeden
© -einen bestimmten Umkreisungssinn, tbereinstimmend mit dem fur S’
geltenden Pfeile. Fierdurch erhalten auch die By, R, bestimmte Sinne und
swar wird jeder dieser Radienvectoren als Grenze fir zwei benachbarte
Sectoren zweimal in entgegengesetzten Weisen in Amnspruch genommen.

Betrachten wir nun, wie die Curve C einen beliebigen der Sectoven
®' passiren kann., Denkt man sich auf ¢ von einem bestimmten Anfangs-
purkte a aus einen Punkt im Sinne des Pfeiles laufen, so wird derselbe bei
der Rtickkehr nach & den Sector & ebenso oft betreten als verlassen haben;
und es werden diese vegelmiissig abwechseinden Ein- und Austritte, d. h.

die Usberkrenzungen von € mit dem Contur von &', paarweisze einander
g
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zugeordnet werden kénnen. Die beiden Culvenubmkleuzuncen eines solchey
Paares sollen anf € einander unmittelbar folgen und ktnnen

«) vom nimlichen Sinne,

f) vom entgegengesetzien Sinne
sein,

. Im Falle @) muss die Curve ¢, wenn sie beim Einiritt tiber dem
Contur von & lduft, beim Austritt unter demselben laufen, und umge.
kehrt, woraus zu schliessen ist, dass C zwischen den beiden Ueberkreus.
ungeﬁ den Sector einmal Ofter im einen Sinn durchsetzt hat, als im ent.
gegengesetzten.

Im Talle ) dagegen erfolcren ‘Ein- und Austritt von O a,uf der nim-
lichen Fliichenseite von &; der Sector muss gerade so oft im einen wie im
andern Sinne durchsetzt Wmden sein,

- Und zwar entspricht nach den oben getroffenen Festsetzungen tiber die
Vorzeichen zwel positiven Usberkreuzungen eine Flichendurchsetzung von
der positiven zur negativen Seite, was wir willkiirlich als positive Durgh.
setzung bezeichnen diirfen, ete. '

Bs gilt natiirlich auch umgekehrt: Wenn € beim einmaligen Passiren
eines Sectors demselben einmal Bfter positiv als negativ clurchsetat 50 ent-
- stehen’ zwel positive Ueberkreuzungen ete.

Da nun feststeht, dass bhel einmaligem Passiren des Sectors zwei
positiven TUeberkrenzungen eine #iberschilssige positive, zwei negativen
Ueberkrenzungen eine tiberschilssige negative, zwel entgegengesetzten Ueber-
kreuzungen keine itherschilssige Flichendurchsetzung entsprieht, so ist leichi
ersichtlich, wie sich durch Summation iiber die verschisdenen Durchschrei.
tungen’ eines Sectors, dann iiber die stimmtlichen Sectoren der gewlinschte
Sﬂ:hZ". ’ I‘V|=]2’m|
nach den getroffenen Vorzeichenbestimmungen sogar

v=2m _ o ,
ergiebt. Hierbei ist nur aaf das Eine noch aufmerksam zu machen, dass
die fir die Ueberkreuzungen von C mit simmtlichen Seetorconturen gebil-
dete Differenz § — & deswegen direct gleich v, d. h. gleich der fiir die Usber-
kreuzangen von ¢ mit O gebildeten Differenz § — & ist, weil jede Ueber-
kreuzung von € mit einem R'; oder R, zweimal auftritt, das eine Mal
positiv, das andere Mal negativ (s. oben Seite 115, Zeile 9 v. w.).

Mtinchen, 30, Juli 1891,
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