
cu eber eill·lniegral von Ganss,' welches die 
. . ; - - . . . . -

Yerkllotungen' z,veier geschlossenen 
T (Jul~ven iInl-taullle zählt. 

Von Profess'or J. T.h.oJr:nue in Freiburg i. BI'. 

In GaU8S 's N aclJlass!. im . fünften Bande seiner Werke 
befindet sich auf Seite 605 .die Bomerkung: 
. "Eine Hallptaufgabe nus., deul Grenzgebiet tler g'eo-

rnetria situs und der g'eollletl'ia. magnituclinis wir(l die sein, .. 
die Verschlingungen zweier geschlossenen oder unondlichcn 
3 ... i1'1ien zu zählen". 

"Es s<::ien die Ooordinaten eines unbestilllluton P L1uktos 
der einen Linie ;f) Y z, der zweiten X'Y'Z' und 

V = J JlV(X 1 
- X)2 + (y/~-y)2-1-(ZI-Z)2_r' 

,venn 
Xl_X , , 

y -V, 
,6= cl X, cl y, 

cl Xl, cl yl, 

ist, dann ist (lies es Integral 
gehnt, gleich 41n TI: und 'in 

gnngml." 

ZI_Z 
cl Z 
cl z' 

durch beiae Linien ausge
die Anzahl der Umschlin-

Von diesern Satze ist in einer Abhandlung yon 11errn 
Bölldicker ein Beweis gegeben, undmitgetheilt, dass von 
Herrn Schering 1867 ein anclerer Beweis bei Gelegenheit 
potentialtheoretischer Entwickelungen geg'eben seI. 
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. Dieses IntegTal kann von einem Gesichtspunkte be
trachtet werden, yon welchem aus man seine Richtigkeit 
leicht übersieht. Dies will ich hier zeigen, und führe 

-dazu einige Abkürzungen. ein. 

Es sei 
dX (z-z') cl y-(y--_ V') d z, dX'= (z'-z)d yl-(yl- y)cl.z', 
clY (x-x') cl z-(z-z') cl X, dT'7=(x'-x)cl.z'-(z'-z )dx',
clZ (y_yl) cl x-(x-x')dy, dZ'=(y'-y)clxl

---(x'-x)llyl; 

r = v(x - Xl) 2 + (y-yjy~+z - .z') 2, 

01' 8", 8'1' 
dr=-clx+-ä y+ -- tlz ox 8y 8 z 

8r 81' 81' 
=-----dx---- -- cly--- cl.zi 

ox' 8y' 8z' 
ferner 

71 8 l 1+- 8 l" 1-. 8 l I 
C = 8 ~,.t • ( X '?'I-i . C Y - D J . ( z, 

~ uy uz 

woraus z. B. die Gleichung resultirt 
8,· 8'1' - 8r 

ä' l' = ---' cl Xl -1- cl yl + ---llzl 
8 Xl 8 yl 8 z' 
81' 8 l' f) l' = --- 8 .. dx'- -8- rly' -- 8-- cl z'. 
~ y z 

In dieser Bezeichnung ist das zu behandelnde Inte
-g'ral _ JJ~ dXlll x + cl Y' lly -1- dZ' clz .v - a . r _ 

= J J~ dXdx' -1- d ;7:l y l + clZdz'. 

Die Ourve, welcher der Punet x yz angehört, werde 
mit -' 8, die, welcher -der Punct -xly' z' angehört, mit s' be
zeichnet. Nehmen wir -nun das Intregral nicht über die 
ganze geschlossene Curve 8, sondern von einem feston 

2* 
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Puncte xoYozo auf ihr bis zu einem unbestimmten X y.z, 
so sind in dem Integ-rale 

f,a; y z 0 V B V 0 V 
-- dx-I- ---- dy + -~ cl z 

• xoyoZu Bx oy 0 z 

. . 1 ffi' 0 V B V 0 VI:' . ". 1 die Dlffel'entm eoe Clenten -:0-, n-, n-"- < l1nctlonen, [Lle a s 
uxuyuz, 

. Functionen von x y.Z für die Puncte der Ourve s' unend
lich werden, sonst aber überall endlich unel ein~.indrig sind. 

'Da aber die Curve s' geschlossen (eventuell im Unendlichen 
geschlossen) ist, so ist 

,BV OV oV 
cl ~ = ri- cl.x + .!1-- d y + .!1- d z 

uX uy U.z 

f dX' J'd},'] J'>dZ' 
= dx r 8 -I- cl y. '1' 3 -1- cl Z-;:-fi 

mn vollständiges Differential. Man hat nämlich 

und 

oder' 

_0_ IO~)_ 
oy \ox -

°fdX' 
oy r 3 

_ 3 (z'-.z)cl y'-(y'-y)dz' B 3.: 
l' ,1 011 

o 

f> - clz' _ 3 (x'-'-'x)d z' --( z'-z)cl Xl 01" 
• r 3 1"4 li;;' 

OOy (~-:) - oOx (~:) 

J2 d Z' < clz' [, a l' 0 r 01"] --3-+Ö-,- (y -Y)--+Cx'-x)-- -J-(z'-z)-
1" ' ')4 , a y 0 x 0 .Z_ 

...J 9 Z '-Z l' 'J-dz' ,z'-z ., J Z-Zl 
-I-V r 4 l ')' = 1"3 +- 3 ').4 cl'r = d'· 1"1f--= O. 
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N u11 ist aber dies Integral, weil s' .gesohlossen ist. 
Demnach ist mit Rücksicht auf die Symmetrie 

aay(~:)-:x(~~) , :y(~:)=-:z(~-:)' 
aa x(~ :) = :.z 0~~) , 

und also ä V ein vollständiges Differential. 
Nach einem allgemeinen Satze der Integralrechnung, 

der streng bewiesCll werden kann, erhält unter diesen 
Umständen das Integral 

{

X Y Z [dX' fel Y' (clZI 

Y = .' cl x ---::-u + cl Y -. 8- + tlz ' .. )3 

L xoyoZo • 1 '}' ... 1 

auf jedem Integrationswege 8 zwischen ,xoy"zo und x y z 
einen und denselben Werth, wenn nicht die \Vege von 
einander durch eine Linie geh'ennt sind, in der die Dif
ferentialcoefficienten unter dem Integralzeichen unendlich 
weroen, unel zwar auf cine solche Wojse g'etrennt sind, 
dass sie nicht durch stetig'e Deformation in einander über
geluhrt werden können, ohne dass bei der Deformation 
die Uns tetigkeitscllrve, also hier Si überschritten würde. 
Oder, mit Gauss zu reden, das Integral übe~ eine Cllrve 
8 ist Null, wenn sie, der Integrationsweg, die Curve 8 1 

nicht umschlingt. Umschlingt aber die Curve s die CUl've 
Si in derselben Richtung 'l/t mal, so ist das Integral, ganz 
ähnlich wie im Cauchy'schen Satze, gleich dem m-fachen 
des Integralwerthes, welchen man erhält, wenn man über 
eine beliebjg gezogene Schlinge, z. B. über einen Kreis, 
der um Si herumführt,' integrirt. 

Ist nun wieder die Curve s geschlossen, so kann man 
nach demselben Princip wegen der völligen Symmetrie 
des IntegTales in Bezug' auf x y z und x' y' :;;' die Cnrve 
s' ebenfalls durch jede andere ersetzen? welche die Curve 
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s mit ihr gleich oft umwindet. Daraus folgt, dass das 
Integral V von der Gestalt der geschlossener: Curvell 8 

und s' insofern ganz unabhängig ist, als nur die Anzahl 
der Umschlingnngen der einen urn die andere den vVerth 
von VbestilIllnt, und um diesen zu bestiInmen, kOlllmt es 
nur darauf an", den Werth auszumitteln, wenn seine 
specielle Ourve, etwa ein Kreis, s' eine andere speoielle 
Curve, etwa eine dlu·üh das Oentrum des I{reises gehende, 
auf der Ebene des Kreises senkrechte Gerade einmal um
schlingt. 

Der Kreis s liege in der xv-Ebene, die Gerade Si sei 
eHe z-Achse. Auf dem Kreise sei x = (! cos SO, y = (I sin SO, 
Z= 0 auf den Geraden "x'=y( = o. Dann haben WH· 

- f= 'J' ydx - xdy 
V - _=dz [VX2 + y2 ~I_ Z12]1I 

_ _ 2f= ,,7 Zl [2 71: Cl SO 2 2 f= tlz
l 

- [! '""' ~ [. /- 1I - Tr [! , c - 3 . -00 '" 0 _y[!2+Z/2J ~ ___ =[y()2+Z'2J 
f .lim· z' lbn z' 1 . 

. -2 Trlz'==V[!2-t-z/2 ZI __ =V(!2_I=-zT2!=-4 n. 

'iVenn aber S "In-nml um. Si geschlungen ist (l.lnd also 
auch Si m-rnal um s), so haben wir mit Gauss, abgesehen 
VOlll Vorzeichen 

17= .+ 4mn. 
Das Vorzeichen hängt, wenn sund s' geg'eben sind, noch 

davon . ab, in welcher l"lichtung über diese Linien inte
grirt wird, oder :in welcher Hichtung die Urnschlingungen 
positiv' gezählt werden] und ist daher noch· willkürlich. 
Es ist aber über das Zeichen völlig verfügt, wenn für 
irgend eine Umschlingung festgesetzt ist, U1 welchem 
Sinne sie positiv genommen werden solL 

Ji'reiburg', 1876. 
J. ThQmae. 



Ueber Kartographie. 
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Ein Vortrag 
gehalt'en am 26. April 18T<!, 

von Prof. '.J. T11ornae. 
lIit einet: :L~afßl. 

" 

, 
J\'Ieine Herren! 

vVenn ein lVIathematikor es' unter'nimmt, einmal 'der 
Erwartung zn entsprecheü, die man von ihm hegt~- wenn 
(;1' :IHitgIied diesol' hoelmnsehnlichcn Gesellschaft geworden 
ist, daSH er den. Zwecke derselben gemäs!'! durch einen 
Vortrag' einen wissenschaftlichen G eg'enstand Niehtfach
leuteTl nähor zn bringen suchen, so geräthdersc1be, sofern 
er- Tciner 1VIathema.tikeT ist, in einigo Vorh'ß'cnheit wt~g('n 

dcr 'iV a.hl eInes ve:ständlichen Thcnüt's. Zwar haben 
einige besonders begabte l\liLuner, wie Dirichh~t, es vor
standen,. in Vorträgen über rlic abstraktcstün Geg'cIlstäncle, 
::ulüh I~aion zu fesseln. Alleiü dazu gchlirt eben ein he;' 
sondel't's Talent, und im Allgemeinen dürfte es schwel' so]n, 
ein allon wm,tändlichos _ Beispiel VOn der rein nmthellla
tischen :U"'orschl111gsweiso Nichtmathcmatil-::c]'n vorzuführen. 
Hingegen hietet die angewanc1tc JVIathcmatik . des Stoffes 
,gnnug, der eine populäre Darstellung ZUHiHst, ja Htofl~ 

von denl Inan sagen kann, dass es nicht unvcrc1iünstlich 
l5eill würde, ihn so zu bearbeiten, dass er jedom Gebilde-
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ten zugänglich wird und ihm so auch eine Perspective 
auf das eigentliche Treiben der ~Iathematiker eröffnet. 
Einen solchen Stoff habe ich für meine Besprechung 
gewählt. Dabei ist nur ein Missliches, weswegen. ich um 
Nachsicht bitten muss: Ein lVIissliches, lvelches eben wie
der zeigt, dass es für einen reinen Mathematiker schwer 
ist, ein passendes Thema zu finden. 

Die Kartographie, über welehe ich sprechen will, 
ist ein Wissenszweig, der mit den höchsten Gebieten der 
.Mathematik in engem Zusammenhange steht und daher 
elie reinen 1tfathematiker nahe genug interessirt. Allein 
gerade die Theile der Kal'tographie, welche den Analysten 
fesseln, würden schwerlich Reiz für Sie haben, und wie
derum die. allgemeinen Sachen darin werden nicht so von 
dem J.·einen Mathematiker als vielmehr von dem Astronomen 
oder Geodät.en behn,ndelt. Zn diesen I .... entcn gelJöre ich 
nun nicht. Wenn ich also hier einen. Vortrag über 
Kartographie halte, so ist das Missliche dahei, dass ich 
mich in einem Gebiete bewege, in dem ich oft genug 
selbst Laie bin, jedenfalls habe ich dieselbe niemals prak
tisch gohandhabt. Ich laufe dabei Gefahr, unter Ihnen, 
meirie . Herren, namentlich unter denen, welche Soldaten 
sind oder gewesen sinel, solche zu finden, die, während 
sie hier Belehrung erwarten, selbst zu belehren wol11 im 
Stande ivären, die also getäuscht werden. Ich bitte Sie 
desshalb , mich zu entsch ulcligen, wenn ich als reiner 
l\ofathematiker einem Stoffe, den ich in meinem Berufe nur 
beiläufig streife aber nicht selbst bearbeite, nieh t diejenigen 
interessanten Seiten . abzugewinnen und ihueIl vorzuführen 
vermag, WJ.e es wohl ein Astronom. oder Geograph könnte, 
und wie es die JYlaterie wohl werth wäre. 
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Dass die Erde eine Kugel sei, haben schon einige 
von den Alten behauptet. Pythagoras soll diese Lehre 
von den Aegyptern nach Griechenland gebracht haben, 
und Eudoxus und Aristoteles haben sie zuerst mit Grün
den zu unterstützen gesucht. Aber erst nachdem im 
Jahre 1519 die Erde von den Portugiesen· vollständig 
umschifft worden w~r, hat die 1\feinung allgemein Eingang 
gefunden, dass die Oberfläche der Erde eine geschlossene 
lu:umme Fläche sei. Von allen geschlossenen k~'Ulmnen 
Flächen ist die Kugelfläche die einfachste, und es wäre 
daher in geographischer Beziehung recht wünschenswerth, 
dass die Erde eine Kugel wäre. Dass dies abel.' nicht 
so ist, können wir aUe Tage wahrnehmen. Unsere Woh
nungen, unsere Berge und. TMiler fügen sich entschieden 
nicht der Kugelgestalt. Da hat man nun freilich gesagt, 
diese Berge seien nur wie Sandstaubköl.·ner auf einer 
Kegelkugel, sie könnten an der Kugelgesta.lt im Ganzen 
und Grossen nichts ändern. Nun, je nach dem subjec
tiven Ermessen, was man vernachlässigen will oder nicht, 
kann Ulan annehmen, dass die 1:lJrc1e eine Kugel sei oder 
nicht. Es ist nämlich aus den Gradmessungen g'al1z un
zweifelhaft hervorgegangen, dass der Durchmesser von 
Pol zu Pol etwa 1/300 kürzel.' ist, als ein in der Aequator
ebene genommener. Diese Zahl wird die Abplattung 
genannt. Würde man nUll, um ein Moden der Erde zu 
erhalten, eine kugelartigo Oberfläche construiren, deren 
Aequator überall im . Durchmesser einen Meter hätte, 
während der Durchmesser, der auf dem Aequator senk
recht steht, 997 J\iIillimetel' mässe, so wiirde wohl schwer
lich Jemand ohne Anwendung des Sphärometers darauf 
kommen, dass die Oberfläche keine Kugel sei, würde 
aber ein Astronom in unsern Gegenden annehmen, dass 
die Verticallil1ie durch den JYIittelpunkt der El.·de g·el1fl. 
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wie es der li'all sein müsste, wenn die Erde· eIne (homo
gene) Kugel wäre, so wür<le er einen so groben I<'ehler 
machen, dass seine Reehnung'en in der Astrono111ic gänz
lich unbrauchbar wären, die Astronomie sieht< sich sogar 
genöthigt, viel unbedeütendere Abweichung'cll des Lothes, 
die (lurch grössero Gehirgsmasson, oder wie bei ]~vreux 
bei Paris durch an der Oberfläche der Eide nicht auf
faUende g'eologische V m;hältnil3se bewirkt ,,,erden, in < ihre 
Rechnungen einzuführen. Aber auch für dell (leogThphen, 
wenn Cl' nicht blas die Ver:J.ülltnisso, s<onc1erll < die ab
soluten Längen in Betracht zieht, ist eine· Vel'kib'ztmg' 
der Erdaxe gegen den Aequatm'durchmesser llm ü<·jV[cile<n 
keine so kleine Zahl, . dass er sie bei seiheU: Uütoi'snclnni;" 
gen immer als unerheblich ignoriren dürfte. Des<shalh 
11 at man für die Kugel ein: sogel1al1ntes "ahgeplattetcR 
Rotationsellipsoid oder Sphäroid· suhstitnirt, «a. 11. eme 
Oberfläche, die durch· Umdrehung einer ElliJ)se um ihre 
kleinere .1"-ohse entstanden ist.· 

Kann man denn nun aber überhaupt <1 ie ]i~rde nJB 
einen Rotationskörper ansehen,· oder 'mit andorn "\Torte]}, 
sind denn· elie· Dnrchuu::sser auf dem Aequator oinandor 
gleich. Darüber gibt die Gra.dmessung ebenfalls Auf'
schln.ss, und zwar verneint sie eho f,:Heichheit nicht in 
ganz minimalom lViasse, sondern sie eönstati.rt so hemerk
bare Differenzen der verschiedenen· DUL'clunesser, dass im 
.lahr 1859 IIen' v. SchnbeJ~t, ein russischer Genoral, den 
Vorschlag . gemacht hat, die Erde als ein drein.xigcs 
Ellipsoid anzusehen, welche Annahmc· Herrn ,Veierstrass 
in BcrUn veranlasste, die kärzi..'lste Linie, die sogenannte 
geodätische IJinie, auf dieser Oberfläohe mathematisch zn 
untersuchen. Die mathematische Behandlung' der geodä
tischen Linie, welche bei allen ,Messungen auf der Erde 
dieselbe Rolle spielt, wie die Gerade in der li~bene, oder 
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der grösste Kreis auf der Kugel, bietet Schwierigkeiten, .. 
welche erst die allerneuste Zeit zu überwinden gelehrt hat. 

Indessen hat Herr v. Schubert seine Idee bald selbst 
wieder fallen gelassen, und man ist jetzt allgemein zur 
Annahn1.e des Rotationsellipsoides zurückgekehrt, nachdem 
man sich überzeugt hatte, dass man mit der Annalnüc 
des dreiarigen Ellipsoides der Sache nicht so merklich 
näher kOl11mt, dass daclurch andere, von. der geringern 
Einfacheit des 3axigen Ellipsoides abhängende Unznträg
Jichkeiten compensirt würden. Die Natur hat wohl, als 
sie die Erde formte, die sphäroidische Gestalt im Auge 
gehabt, wie' aber die Hausfi:au, wenn sie einen thüringer 
Kl088 zur Kugel gestalten will, nicht pedantisch jede 
Protuberanz entfernt, so hat auch die Natur kleinere 
Abweichungen sorglos uncorrigirt gelassen. Aber jenes 
ideale Ziel der Natur ist unverkennhar. Herr Listing' in 
Göttingen hat daher don Vorschlag gemacht, nnn lo!;W3.r 
die Erdoberfläche, das Geoicl, nicht als Hotatiol1sellipsoid 
anzusehen, wohl aber in das Geoid hinein ein Rötations
ellillsoicL zu legen, welches durch die l}t[cthode der klein
sten Quadrate bestimmt, möglichst wenig von dem' Geoid 
alnveicht, hier unter dasselbe hinabsinkt, dort wieder aus 
demselben heraussteigt. Ebenso wird umgekehrt sich das 
Ocoicl, die waInc Erdoberfläche, ahwechselnd über jenes 
typische Ellipsoid erheben und hie und da Ül dasselbe 
unte~'hUlchen. Auf jenes . typü;lche Ellipsoid \"ürden alle 
IGrhobungcn und Senkungen der Erde zn beziehen seln. 
J1jinstweilen bedient. man sich jedoeh noch derJYlethode, 
die Erhebungen auf die· nächstliegellden 1I100re zn }Jezio
hell. Denkt mall sich z. B. [tom Ji'üldberg ein Loch. VOll 

sehr grosser Tiefo,'welches mit der N orclsee durch Rühren 
communicirtc) so würde clas Wasser darjn einen ganz 
bestimmten St;tnd h;tben. Dies<;'ln Stand. :pennt man clel1 
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1\1 eeresspiege1. Und wenn der l!'eldberg 1494 .l\1:et-pr sich 
über den Stand dieses Wassers erhebt, so sagt man, der 
Feldbm:g habe eine Höhe v.on 1494 :l\IIetor über dom 
Meeresspiegel. 

Wollte Ulan nun die Erde in kleinerem Thfassstabe 
darstellen, so dass Jemand, der diese Da,rstellung beb'ach
tet, grössere Stücke auf einmal übersehen könnte, und 
Wollte man die gegenseitige Lage der Berge, :f.i'lüsse, 
Städte etc. vollkomrne.n getreu zur Anscha.uung bringen, 
d. h. so, dass mait jede über die Oberflüohe ode,r <lireet 
gemessene l.Jänge immer nur Tuit derselben Zahl zn lTml
tiplion:el1 brauchte, um die wirkliche Entfernung zn er
halten, wollte man, um es in eineJll Worte znsamrnen zu 
tassen, eine w a. hr e Darstellung haben, so wäre dazu noth
wendig, dass man die Gestalt der Erde genau künne. 
Dann könnte man von einem. beliebigen Punkte Strahlen 
nach allen ürten der Erde ziehen, und von einem andern 
Punkte zu diesen Strahlen parallele construÜ'en, und auf 
diesen den Ürig-inulstrahlen l,ropol'tionale Stücke nbschnei
den. Die Geometrie lehrt, dass in dem so entstehenden· 
Gebilde nicht blos die Construktionsstrahlen, sondern eHe 
Verbindungslinien aller entsprechenden Pllnkte, dire0te 
sowohl als über die Obel.'fläche gezogene einander I1ropm:
tional sind. 

Eine solche. genaue Kenntniss der Erdol)el'fläche 
zu erlangen,wircl zwar· durch wiederholte Gradmessungen 
erstrebt, wfu'de aber natürlich nur dann zu erreichen sein, 
wenn die Triangulation über die ganze Erde ausgebreitet 
würde, was nicht nm· mit Schwierigkeiten in unculti.viTten 
Ländern, wie Afrika, zu kämpfen hat, sondern auch mit 
noch grössern in inselal'men Meeren. :E'erner ist die 
Gestalt kein,eswegs von der Zeit unabhängig, sondern es 
werden Hebungen.und Senkung'en gTosser GelJiete beob-
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acht<,;t, und es kann leicht geschehen, dass ein Ingenieur 
späterer Zeiten einen seiner Vorgänger für einen Pfuscher 
erklärt, weil er das Plamul1 ejner Bahnlinie nicht recht 
bestimmt" habe, wälll'encl derselbe doch seine Schuldigkeit 
vollständig gethan und nur JYfutter Erde ihren Rücken 
seitdem ein wenig anders gekrümmt hat. Auf eine ab
solut wahre Darstellung wn:d man wohl verzichten 
müssen, und vorläufig dürfen wir einen Globus, der die 
Abplattung mit 3-4" Tausendstel berücksichtigt, für den 
vollkommensten halten. 

U:p.ter geographischer Breite oder Polhöhe eines Ortes 
versteht man den"vVinkel, den die Gesic11tslinie nach dem 
Pol, also ungefähr eine von dem 01:te nach dem Polar
stern geheneie Gerade mit dem Horizont macht. Der 
vVinkel, welchen diese Gesichtslinie mit der Verticale 
macht, also die Zenithdistanz des Poles ist das Comp]e
ment der geographischen Breite zu einem Rechten. 
\Vürde man nun auf dem Globoid, um einen Namen für 
l1nser abgeplattetes Erdmodell zu haben, in irgend einem 
Punkte eine Normale, d. i. Lothlinie, auf der Oberfläche 

"errichten und. das Complement des Winkels, "den diese 
Linie mit dem lcleinsten Dnrchmesser, der Achse des 
Globoids, dem Abbilde der Weltaxe macht, die geogra
phische Breite des Ortes auf dem Globoid nennen, würde 
man fe1'ner dm'ch die Axe gelegten Ebenen Meridian
ebenen, und den Winkel, den die :l\-fel'idiallebenen zweieT 
Orte miteinander machen, die Längendifferenz dieser 
Orte nennen, so würde durch Breite und Länge auf der 
Erde, letztere von einem willkürlich gewählten Orte, et"wa 
Ferro an, gezählt, ein Ort von del'selben Länge und 
BTeite auf dem Globoid bestimmt sein, so dass jedem 
Punkte der Erde ein bestimmter Punkt, der Bildpunkt 
auf dem Globoid entspricht. Eine solche Darstellung 
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anf dem Hotationsellipsoiel wUrde nun zwar nicht absolut 
wahr, . doch von einer· solchen Genauigkeit, d. h. Aehn
lichkeit des Originales und Bildes sein, dass sio allen· 
Anforderungen, . die die Praxis an eine ~olche Abbildung 
stellt, vollkommen erfüllen würde. Namentlich würde 
genau wie auf der Erde die Entfernung eler Breitengraele 
von einander in der Richtung'. VOlll· .A.equator nach· clen 
Polen bin ztmeillnen, was eben eine Folge eler Ahplat
tnng ist, und zwar würden sie in demselben Vorlül.ltnisse 
als dort zunehmen. 

Eine solche Aehnlichkeit des Bildes und Originals 
ist auf· dem wirklichen Globus auf der :Kugel nicht zu 
erreichen. Es ist mlf keine vVeise mögliell, diePnnkte 
eIer Oberfläche eines Ellipsoides den Punkten einer Kugel 
oder· einer liJbeno, oder die Punkte Olner Kugel deli 
Punkten einer Ebene so znzuOl-duen, dass das Bilt} dem 
Original ähnlich ist, oder dass das Bild ein 1'\ra1n'os ist. 

Aehnlichkeit kann ttuch nicht einmal· dann orreicht 
werden, wenn, was vollständig ::nisreieht, von c1ll11 direkten 
Distanzen ganz abgesehen wird und die Entfernungen nur 
über die Oberfläche gemessen werden. Dass yon den 
direkten Distanzen abgesehen werden muss, ist unmittel
bar klar, denn· m.an kann z. B.· von einem Planiglobus 
nicht erwarten, dass er sowohl die:Entfernung unserer 
Antipoden gleich 2700 ]\tIeilen über die Oberfläche ge
messen, als . auch die direkte. gleich 1720 Meilen, in wel
chem JVIassstabees auch inuner sei; itngebensollc. 

Also ich wiederhole es noch einmal, es ist auf Imine 
Weise möglich, die ganze· Erde oder aucl{ nur ein Stück 
derselben auf eilleKugel oder auf eine Ebene Ithnlidh 
abzubilden, wenn· ituch von der Körperähnlichkeit ganz 
abstrahil't und· nur Flächen~illl1.lichkeitgefordertw.ira. 

Diese Unmöglichkeit ist die Ursache, dass überhaupt 
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eIne Discipliu. der Kartographie existirt. "Venn nämlich 
Aehnlichkeit erreicht werdcn könnte, so würde wohl unter 
allen Umständen die ähnliche Karte die beste sein, und 
demnach . eine Wissenschaft, die sich damit beschäftigte, 
die beste Abbildung der Erdoberfläche zu finden, "bald an 
ihren natürlichen Grenzen angekommen sein. 

Die Kartographie ist die "Vissensehaft , die sich da
mit beschiiftigt, unter· g'egebenen Voraüssetzungen die 
bestmögliche Darstellung der Erde, des Mondes odel.· des 
Himmels, oder eines Theiles derselben zu finden und 
JHittel, uncl· zwar möglichst einfache JYIittel anzugeben, 
wie .eine solche Karte fertig zustellen sei. 

vVas nUll zuerst die .Abbildung der Erde auf einer 
Kugel betrifft, so sind die .Anf<'u·derungen, die man in der 
Praxis an eine solche stellt, nicht der ATt, da,ss es der 
:Mühe lohnen würde zu untersuchen, wie' elie Abbildung 
am besten geschähe, man wählt hierzu viclmelll: meist 
nicht die beste, sondern n1.u· die ein:thchste. Man nimmt 
einen Kug'el-Durchmesser als V\T eltaxe an, . uud eine darauf 
l>enkrechte . Ebene durch den Mittelpunkt als Aequator
ebene. Die Parallellu-eise sowohl als die Meridiane sind 
in. gl ei c h e n Distanzen von einander gezogen. Erstel'e 
dem Acquator parallel, letztere durch die "Veltaxe. Die 
Parallelkreise enthalten die Punkte gleicher geographischer 
Breite, die JYleridial1e die Punkte gleicher Länge. Durch 
Länge' _ und' Breite sind aber die Lagen. correspondll'ender 
Punkte auf der Erde' und den1 Globus völlig bestimmt 
und die Herstellllngist leicht. 

Dass aber diese Abbildung eine falsche ist, sieht man 
sofort, weil die Bl'eiten auf dem kugelförmigen Globus 
eiilal1der in gl ei c h e n Abständen . folgen, während dies 
beim Original, wie schon öftm' erwähnt, nicht Statt hat. 

"Venn . also Jemand den Scllluss macht: Weil auf 
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dem Globus der Ort A vom. Orte :ß ebensoweit entfernt 
ist, als C von D, so müssen auch auf der J~l'de die A 
und B entsprechenden Orte ebensoweit von einander ent
fernt sein, als die 0 und D entsprechenden, so macht 
derselbe itn Allgemeinen einen ]~ehlschluss. Der ~-'ehler 

beträgt jedoch, wie ich beiläufig bemerke, im s chI i m lll
s te n ~-'alle weniger ~ls 1/150 der gemessenen Länge. 
Nun wird aber Niemancl versucht sein, auf Grund eines 
solchen Globus ein Ländergebiet genau ausmessen oder 
denselben auf der Fahrt nach OstincUen a.ls Seekarte zu 
benutzen.· Bei Schätzungen der JDntferullngen auf einem 
Globus genügt eine solche Genauigkeit vollkoulluen, weil 
man nicht J\ilessungen dm:auf vornehmen, sondern nur 
Gestalt und gegenseitige Lage der Länder im Allgemeinen 
zur Anschauung bringen will. Wäre nicht der Globus 
lmmel' so klein; dass . die durch unvermeidliche Zeichen
fehler entstehenden erheblichen Abweichungen vom Ori
ginale denselben zn J\ilessungen untauglich machten, so 
würde man immerhin gellaue l\1essungen auf dem Globus 
vornehmen können. Nur dürfte Inan sich dann des sphä
ri.schen. Lineals nicht allein bedienen, sondern müsste noch 
eine mathematische von Länge und Breite des Anfangs
punktes und Endpunktes abhängende Correktionsformel 
daneben benutzen, was freilich unbequem wäre. 

Wenn ich nun im Folgenden die Erde als eille Ku
gel ansehe, so g'eschieht es nicht, weil die Geographen 
bei Zeichnung von Gradnetzen die sphä.roidische Ges.talt 
ignorirten, sondm'n weil der augenblickliche Zweck nur 
der ist, .. Ihnen die Methoden der Kartenzeichnung im 
Allgemeinen zu. charakterisiren,· wobei von den feineren 
Details abgesehen werden niusB. Diese Methoden sind 
für die Kug'el natürlich in den meisten Fällen einfacher 
als für das Sphäroid, und es ist daher leichter, Ihnen 
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einen Begriff von diesen lY'Iethoden zu machen. Diejenigen, 
• 

welchen die Sache schon bekannt ist, werden vielleicht 
nicht zufrieden damit sein, aber ich fürchte andererseits, 
dass die anzustellenden Betrachtm:gen vielen andern· VOll 

Ihnen zu mathematisch werden würden, wenn eine grössere 
Genauigkeit unser Augenmerk wäre. 

Die Aufgabe also, die sich die Kartographie stellt, 
ist elie: Von der ganzen Erde oder einem ~'heile der Erde 
eine· gewissen Zwecken ent.sprechende Abbildung' zu er
halten. 

Durch den Zweck sowohl als auch den Umfang der 
Karte wird die li'Iethode de:r Abbildung bedingt sein. 

Unter den Zwecken oder . vielmehr Gründen, die eine 
J\ifethode veranlassen, befindet sich meist der 'mit, class 
die Sache· dem Zeichner nicht zu schwierig gemacht werde. 

Dieser letztere G,esichtspunkt ist sogar bei vielen 
Projectionen der allein massgehende gewesen, und es sind 
desshalb jene Projectionen oft mit erheblichen 1Jfängeln 
behaftet, welche den so angefertigten Karten nur be
schränkten vVerth zu gestehen, so dass sie meist nnr da brauch
bar sind, wo man entweder mit ganz rohen Vorstellungen 
zun:iedeil sein kann, oder wo das abgebilclete Flächellstück 
sehr klein ist. Dm"oh die Kleinheit des abgebildeten 
Stückes werden viele Mängel, wie wir bald sehen werden, 
sehr abg'escl1wächt. Ehe ich solche AbLildungen bespreche, 
will ich voraufschicken, welches Princip bei den besten 
Karten seit Gauss zu Grunde gelegt ist. 

A elmlichkeit der Bilder im G rossen kann llicllt er
reicht werden. Wohl abCl:kann man die ]~ordel'ung 

stellen, class die Aelmlicbkeit überall um so grösser sei, 
ein je kleineres Stück. der. Karte man betrachtet. Eine 
solche Abbildung nennt man eine cOllforme oder in den 
kleinsten Theilell ähnliche, weil das Bild um so· ähnlicher 

Berichte der naturf. Gos, z. ],'reilmrg i. Hr, Bd. VII. nert 1. 3 
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(wahrer) wird, je kleiner der abgebildete Theil ist,. Rher 
immer für jeden Theil einer nooh so umfassenden Karte, 
wovon nur in· einzelnen Punlden, gewöhnlioh in den 
Polen, eine Ausnahme stattfinden darf. 

Diese conforme Abbilclunghat den Vorzug, dass sie 
die 'Vinkel exaot wiedergiebt. vVenn man also irgendwo 
ein rechtwinklig'esDreieok auf der Erde zeichnet, so wird 
dasselbe im Bilde ebenfalls chlroh ein reohtwinkliges 
Dreieck ,viedergegeben. Unter einem Dreieok verstehe 
ioh hier nicht ein geradliniges, sondern krulluuliniges, 
weil auf der Erde keine geraden ].Jinien vorhanden sind. 
Die krummen Linien sohneiden sich aber auf der Abbil
dung unter denselben Winkeln als im Original. Sie 
sehen hier bei dieser (stereographischen) Projection 
(Tafel II, Fig. 4), dass die Linien, welche ein Parallelo
gramm auf der Erde abbilden, welches VOll zwei ~leri
dianen und zwei PaTallelkreisen gebildet wiTd, also recht
winklig ist, im Bilde eben~alls eine rechtwinklige :E'igur 
bilden, die um so wenigm" vom' Original abweicht, je 
weniger Breiten- und Längengrade sie l.unfasst. Wb.' 
sprechen nachher mehr von dieser Pl'ojeotion, für jetzt 
bemerke ioh nur im Allgemeinen,. dass eine allgemeine 
Folge der exacten Wiedergabe der VV inkel ist, dass, 
wenn man ein nur· kleines Stüok betraohtet, man wirklioh 
ein nahezu richtiges, d. h. ähnliches Bil!;l vom Original 
erhält, ein in allen Fällen um so richtigeres, je kleiner 
das betrachtete Stück ist in jedem beliebigen The:iJe der 
Karte, 

Der Forderung, die Winkel im Bilde exact wie
derzng"eben, entsprechell die Projectiollsmethoden, welche 
nur die Leichtigkeit der Ausfülll:ung der Zeichnung im 
Auge haben, gewöhnlioh nicht, wenn auch einige oonforme 
Abbildungen sehr leioht zu zeichnen sind, also eine 
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grössere oder kleinere. Verzerrung der Figuren selbst 
im Kleinen, hn Grossen ist sie überhaupt nicht zu ver
meiden, findet bei lli~ht conformen Abbildungen jedesmal 
statt. Gleichwohl finden einige nicht cOllfonne Abbil
dungen sowohl 1m Grossen , als auch 1m Kleinen 
Anwendung. 

Wenn nämlich Jeman.d einen Situationsplan , ein 
Croq uis oder dergl. entwirft, so zeichnet er ein so kleines 
Stück der Erdoberfläche, dass er es ohue erheblichen 
Fehler nicht als ein Kugelstück, sondern selbst als einEbenen
stück ansehen kann. Man projicirt wenigstcns alle PUllcte, 
hoch oder tief, auf eine Horizontalebene durch Parallel
projection, und gibt die Erhöhungen, Berge, Thäler durch 
besondel~e Hilfsmittel, z. B. durch Niveaulinien oder Berg
schattenstriehe an. So wie eine solche Karte würde die 
Erde aussehen, wenn man VOll cinem sehr entfernten 
Puncte auf die Erde herabsehen würde, Da, wie gesagt, 
die Oberfläche einer Kugel mit einem Dl.U'chmesser vun 
1720 J\feilen, wie ihn die Erde llat, in kleineren Theilen 
von einer Ebene recht wenig abweicht, so dass ein Punet 
der Erde, der eine Meile von einem Orte liegt, durch 
,velchen eine Horizontalebene'gelegt ist, nur 1/1 (100 :iYleile 
ojler 15 FUßs unter jener Ebene liegt, so erfüllen jene 
J{arten recht gut ihI'en Zweck, weil die Verzerrung am 
Rande, wo sie am grössten ist, immer noch klein genug
erscheint, dass sie da, wo es sich nicht um genaue Mes
sungen handelt, sich nicht fühlbar macht. Es ist klar, 
dass während die Kreise um die JYlitte der Karte herum 
ihre wahre Läng'e" beibehalten, die Radien dieser Kreise auf 
der Karte verkürzt erscheinen. 

Die Parallelprojection hat man abel' auch im Grossen 
angewandt in einem Falle, in welchem sie sich von selbst 
darbietet. Nämlich bei Mondkarten. Mal{ bildet den 

3* 
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Mond so ab, wie er ,uns erscheint, oder man photographirt 
ihn. Wenn man die ganze sichtbare IIalbkllgel des 
lVIcll1.des so darstellt, so muss am Rancle die Ahbildung 
gegen das Original sehr verzerrt erscheinen. J~ntschulc1igt 
vl'ircl di.ese Abbildung- eben. dadurch, dass wir die lVfoml
oberfläche immcr in dieser Verzerrung sehen. 

Hier ist ein Netz (Tat'. Il, Fig·. 3) , welohes die 
Längen und Breiten inParaUelprojectioll für den J,'all 
wiedergibt, in welchem ein Pol ZUJü l\fittelpunot der Karte 
genommen ist. In diesem Falle ist die Constl'uction des 
Netzes am leichtesten, denn die l\l(eridia.ue sind gerade 
Linien) die Parallelkreise concentrische :Kreise, deren Ab
stände nach dem Aequator hin imnwr mehr abnehmen. 
lVIan braucht zur Zeichnullg nur eHe einfachston geome
trischen Instrumente, Zirkel und Lineal. Betzt man den 
Radius des· Aequators gleich 1, 80 ist der Hurlins, eIer zu 
der Polhöhe (oder geogr. Breite) p gehört, gh\ich lJQSp. 

Der Abstand des 89. Parallelkreises VOll der Mitte be
trägt 0,0174,52, der Ahstand des 1. vom Aequator (oder 
dem Ra,ncle der Karte) beträg't 0,00015, also das Vel'hiilt
Hiss der beiden Abstände ist ungefähr 1 : 11G, woraus 
die GrUsse der Verzerrul1g' am Rande erkannt wird. 

-VVollte man einen von den Polen verschiec1ene~ 

I'unctzurn lVIittelpunct der Karte nehmen, so würde das 
Netz ans Ellipsen bestehen .• 

Bei der Parallelprojection ist das SellCentrum eigent
lich. unoucUich weit entfernt zu denken, clal11it die Pro
jectionsstrahlen parallel werden. N:hnmt man aber eHe 
]~ntfernung so gross als die des Mondes von. der Erde, 
so erhält man nur irrelevante }\t[odificationon. Bildet man 
ein kleines Stü.ck de): Erde ab, und setzt das Auge in 
den J'\1ittelpunet der Erde, so ist der Unterschied von der 
Parallelprojection um so geringer) je kleiner das Stück 
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ist. Letztere Projection heisst Oentralprojeetion. vVoIlte 
man eine ganze Halbkugel damit abbilden, so wilrden die 
Meridiane und der Aequator als gerade Linien zu zeich
üen sein, weil sie in Ebenen durch den JYIittelpunkt lieg·en. 
Hingegen werden aus den Parallelkreisen Elli1)Sen, Hyperbeln 
und Parabeln, wenn der:ßiittelpunct der Karte kein 1)01 
ist. Liegt der :ß'Iittelpunct auf dem Aequator, so sind 
dieNleridiane einu,nder parallel, fo]gen aber einander in 
grösser werdenden Abständen. Die Parallelkreise wel;den 
ausael' dem Aequator (dem otcn) im Bilde sämmtJich 
Parabeln. Zur Abbildung grässerer Länderstücke sind 
solche l"">rojectionen unbrauchbar, wenigstens bieten sie 
nicht den mindesten Vorzug . dar . Verlegt man das 
SehcentrllID in' einen Punet der Kugelfläche seIhst, wel
cher der ]}IIitte der Karte" gegenülJcr liegt, so erhält man 
die vortreffliche stereographische Projection, von der wir 
nachher redc'n, weil sie eine eonforme ist. 

Die JYlethode, die Pnncte der Erdoberfläche· von einem 
bestimmten Punote porspeotivisoh· abzubilden, hat Inan 
mit Erfolg mit dem Princip der Abwickolung verbunden. 
Um nur die einfachsteil Fälle zu erwähnen, lege' man 
einen Oylinder um die l{ugel, der sie im Acquator he
rührt. N tui projicirtman die einzelnen Punote der Kngel
oberfläche von ihrem Mittclpuncte aus auf dieseIl Oylinder, 
und bild{~t sie dort ab. Die JYleridiane werden dann 
offen bar gerade Linien, die l"">arallelkreise Kreise, die aher 
in immer "weiteren Abständen nach dem Pole zn einander 
folgen, und daher für höhere Bl'eiten ein inn11.er verzerrteres 
Bild liefern. '. Diesen Oylinder schneidet man längs eines 
l\Ieridianes auf, und breitet ihn in eine Ebene ans, wickelt 
ihn ab, wie man sieh ausdrückt. Die Parallelkreise 
WIckeln sich dann auf gerade Linien ab, so dass ein ge., 
l'aclJiniges N et", nJit rechtwinklil3cn JYIaschop. vorliegt. Dns 
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ganze Bild bedeckt ein Ebenenstück von der Breite des 
Aequators und unendlicher Länge. Bezeichn.et man Länge 
und Breite im Bilde mit P'7 I', so ist I' = 1, pi = tgI), 
wenn 1, p Länge und Breite des Originales sind und 
11' p pi in 'l'heilen des Halbmesse]'s ausgedrückt sind. 
Unser verehrtes verstorbenes Mitglied .Tohannes JYnUler 
sagte mir,. dass er für die kleinen rechteckigen Karten 
in seinem Lehrbuche der Physik· und in Vorlesungeü 
wegen der Leichtigkeit der Construktion und U ebersicht
lichlmit diese Projection angewandt habe. Freilich kann 
sich dieses Netz nicht messen mit einem andcrn, mit dem 
es leicht verwechselt werden kann, mit dem J.\I[erkatornetze, 
welches eines der vorzüglichsten überhaupt ist. Letzteres 
lässt sich mit so einfachen geometrischen Principien nicht 
constrniren, und erfordert einen einigermassen mathematisch 
gebildeten Zeichner,. wenn schon es geradlinig ist. In
dessen kann man einem Netzzeichner 'rabeUen in die I-Iancl 
geben, mit denen er auch J.\IIerkatorlmrten leicht zeichnen 
kann. Auf diese Karte als. auf mue conforme kom
lllBn wir· nachher zurüok. 

Will man nur eine. schlllale Zone zwischen zwt'a 
Parallelkreisen darstellen, z. B. mn Isothern1en einzu
zeichnen, so genügt meist ein älll1liches Princip. Man 
legt nämlich duroh die beiden begt'enzenclen Kreise einen 
geraden Kegel, projioil't vom Centrum die :Punch, der 
Kugel auf den. Kegel und wickelt denselben nachher in 
die Ebene ab. Die begrenzenden Parallelkreise sowie alle 
Parallelkreise werden durch Stücke pa.ral1cler Kreise, die 

. :Meridiane durch convergente gerade Linien dargestellt. Die 
J\1asch!3n des Netzes sind rechtwinklige, am H.ande der Karte 
ist die Abbildung richtig, in der Mitte der Karte aber liegen 
die Puncte gegenüber clenen der Kugel um so dichter bei 
eillander, je breiter die Zo~e jst. Ich will auf diese P~:o-
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jection nicht weiter eingehen, sondern eben nur bemerken,. 
dass sie zu. einzelnen meist physikalischen Zwecken 1'ccht 
gut brauchbar seiu kann. 

Hier ist (Taf. Ir, :Fig. 2) eine von Herrn Jäger in 
,\Vien zuerst gezeichnete, von Herrn Petermann etwas 
modifioirte Karte, welche zoologische Zwecke im Auge 
hat. Es kam dabei darauf an, den Nordpol auf der Karte 
zllhahen, der bei J\.ferka tor fellIt, und dann alles Laml 
mUglichst günstig dargestellt zu erhalten, während es auf 
die Verzerrung der ~fcere mcht ankommt. Ich 11abe diese 
Karte nur zeichnen lassen, um Ihnen zu zeigen, welche 
sonderbaren Gestalten zun1 Vorschein kommen können) 
wenn besondere Zwecke verfolgt werden. 13ei manchen 
Karten aber sieht man den Nutzen der sonderbaren Ge
stalt kaum ein, und die Karten machen dann den Ein
druck einer Spielerei. ]\fan hat die Erde in Rhomben, in 
Ellipsen ete. eingezeichnet. Bei coruormcn Karten können 
allerdings solche sonderbare Gestftltu;ngen eine Folge 
guter Principien sein, und wir kommen bald auf eine 
solche zu sprechen. 

Wir gehen jetzt zu den conformen Karten über. 
Unter den Karten, die man perspectivisch zeichnen 

kann, findet sich, wie schon belllCrkt~ eine conform.e vor, 
wenigstens ist sie es, wenn die Erde als Kugel angesehen 
wird. Dies ist die sogenlLnnte stereographische IJrojeetion. 
Sie vereinigt heide VOl"züge in sich, leicht eonstruirhal" 
zu sein und die 1Vinkel bis auf die in einem einzigen 
Punete überall getreu wiederzugeben, welche Eigenschaft 
die Conformi4>tt ausmacht. Man erllält sie dadurch, dass 
man an einem I:>ullet der I{ugel eine Tangentialebene legt, 
und von dem andern Endpuncte des Kngeldur~hllle.ssers, 
der durch den Bcrührllngspunct geht, die I1nncte der I{ugel 
flllf die Ebene projicirt. Der I3er\ihrungspUlwt dßr Tangential .. 
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. ebene heisstMittelIJl1l1.et der Karte. Inder bescht'iebenen Lage 
der Ebene übersieht man am besten die g~ometrisohen 
Eigenschaften dieser Projection, man sieht aber sofort, dass 
man ·nur den Massstab der Abbildung verändert, wenn 
man c1ieEbene parallel· mit. sich verschieht. 

Entfernt man dieselbe vom -Sehcentrum, so \vhel der 
JYIassstab vergrössert, im andern l!-'alle verkleinert. Am 
meisten empfiehlt es sich, die Bildebene durch den JYIittel
punct der Kugel zu legen, und diebeiden dadurch be
stiTnmten . Halbkugeln _ gesondert von dell beiden .Polen 
dieser Ebene auf sie . zu projiciren, was auch llleist ge
geschieht.. So entstehen die beiclen Hälften eines l)la.ni
globus. Nach einer von Herrn EisenIohr in He.idelherg 
geg'ebenen Sehätzungsmethode der Güte einer :Karte ist 
die bestmögliohe Abbildung einer Hnlhkugel die stereo
g'raphische. AUl -einfachsten sind· Elolelle steroograplliAohe 
Karten, bei denen _ der M1ttelpunct entweder ein :Pol, oder 
ein. Punet desA~quators der Erde ist. 

Nhnmt man einen Pol zmn JYIii-teIIHlncte, so werden 
alle Parallelkreise im Bilde conüentTisühe l{reise, lind 
die Meridiane _-gerade l~il1ien. -Nimmt man einenPunet 
des Aequators zum Mittelpunct der Karte, so wer
den alle Parallelkreise und alle JYleridiane _ Kreise im 
Bilcle, bis auf zwei, den Aoquator und den durch .den 
Kartenmittelpunct gehenden Meridian, welche g'orade Linion 
werden. Die JYleridiane sind Kreise,· welche sieh alle .in 
2Puncten, den llildpullcten der Pole schneiden. 

-Diese Abbildung' hatüberhal1pt das Eigenthümliehe, 
dass jedem IÜ'eise auf der Kugel ein l<reis in der Ebene 
entspricht und umgekehrt. Nur entsprochen allen Kreisen, 
welche auf der I{ugel durch das Sehcentrum. gehen, ge
rade· Linien iIit Bilde. Würde dem .Mittelpuncte eines 
jeden Kreises auf der Kugel der Mittelpunct fles Bilc1-
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kreises entsprechen, so müsste die Abbildung eine ähüliche 
sein, also wäre die Karte vollkommen. Dies ist jedoch 
nicht der I!'all, und findet nur bei Kreisen statt, deren 
Mittelpu1J.ct zugleich Jlli.ttelpunct der Karte ist. Sonst 
aber rückt der Bildpunct des l\Ettelpunctes eines Kugel
Irreises dem l\littelpunct des Bildkreises um so näher, je 
Ideiner der Kreis· 1st, und zwar nichtblos im Verhältniss 
der Abnahme der Durchmesser, sondern viel rascher. 
Daraus entspringt der zweite V ortheil dieser Projection, 
die Oonformität, . während der Bl'ste der war, dass man 
zur Zeichnung des Netzes nur Zu:kel und Lineal braucht, 
und dass vermöge der Perspectivität eine einfache Bezie
hung des Bildes zum Origü1al, der Ebene zur Kugel 
besteht. 

Bei jeder confo1'1l1en Abbildung ist der . Massstab der 
Vergrässornng zwar in der Nähe verschiedener Puncte 
verschieden, aber für kleinste Linien, die von einern und 
demselbenPunGte ausgehen, nach allen Richtungen der
selbe, wällrend bei elen nichtcol1for.ll1en, wie die früher 
besprochenen sind) der J\'Iassstab nicht blos von Ort zu 
Ort verschieden ist., sondern ün AJ1gemeinen allch von 
Richtung zn Richtung' an dem seI ben Orte wechselt. 

Man verlangt aber nun aueh von einer guten con
fonnen Ahbildung, dass der 1\:fassstab, der nothwendig ein 
veränderlicher· ist,. an den verschiedenen Stellen ein nicht 
zu sehr verschiedener sei. Betrachtet man die stCl'eogra
pbische Karte von diesem Gcsicbtspuncte aus, so erfüllt 
sie diese :B'orderung ganz sehlecht, wenn man die ganz e 
Erde auf ein III a I abbilden will. Sie Sehell, (Taf. Ir, 
J:t~ig.4) wie verzent Amerilca auf dieser stereographischen 
Zeichnung dargestellt ist, wenngleich kleinere Pa;rtien auch 
dort richtig dargestellt sein müssten/ wenn die Zeichnung 
fehlel'frei wäre, 
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Vorzüglich aber ist die stereographische Projection, 
wenn man) wie schon einmal bemerkt, nur eine Halb~ 
kugel auf einen Kreis, die andere :l.11f einen andern Kreis 
abbildet, und wenn man' die beiden Karten neben einander 
stellt. • 

Das Gesetz der Vergrösserul1g drückt sich afn ein~ 

fachsten in deTn J,'all aus, in welchem ein Pol JVIittelpunct 
der Karte ist. Dann ist die 1.il1ear-V ergrösserung 
sec2 (45°_1/ 2 p), wenn Ul1tr-~r p die Polhöhe eines Ortes 
verstanden wird, nnd wenn die Vergrüssel:nng in der lVIitte 
der Karte gleich 1 gesetzt ist. Also ist sie, wie' die 
Formel zeigt, anl Rande, wo p = 0 ist, gleich 2. Das 
ist für eine Karte, die die ganze Halbkugel umfasst, oin 
recht günstig'es Resultat] und, wie schon bemerkt, das 
günstigste, welehes erreicht werden kann. Um es mit 
der Parallelprojection zu vergleichen, erinnere ich· -Sie 
daran, dass Grad. 89 von 90 mehr als 100 mal so weit 
entfernt war als 0° von 1°. Hier jst der Unterschied 
kleiner als 2, und zwar ist hier die Mitte kleiner, der 
Rand grösser. 

Uebrigei1.s braucht man den Massstab nicht aus der 
Formel sec2 (45°_1/2 p) zn entnehmen, wenn man auf der 
I{arte 1vlessungen kleinerer DistanzßI1 vornehmen will, 
(denn nur solche sind direct, d. h. ohnc Rechnung brauch
bar), sondern man kann dann das Gxadnetz gebrauchen, 
wenn es einigermassen dioht gezogen ist. ]\tran braucht 
nur zu bemerken, dass die· Entfernung der Parallelkreise 
von Grad zn Grad 15 Meilen beträgt. Nahe - denn ioh 
bemerke nochmals, dass clieseKartc einige kleine Correk~ 
turen nöthig macht, wenn man nicht die kugclförmigc, 
sondern die abgeplatte~ Erde darstellen will. 

Es ist als ein J\t[angel an der stereographischen 
Projection gerügt worden, dass sie eine Zweitheilung der 
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Erde noth\\rendig mache. Dadurch dass die ganze Kugel 
auf 2 Hälften abgebildet werden muss, wenn die Dar
stellung gut sein soll, werde der Znsammenhang zerrissen 
und man bekomme an der Trennungsstellc keine gute 
Vorstellung. Gewisse :Mängel sind freilich unvermeidlich. 
Herr August in Berliu hat die Erde in eine epicycloidische 
Figm' (Tafel II, ~'ig. 1) mit 2 Rückkehrpuncten, die den 
Polen entsprechen, so eingezeichnet, dass sie in allen 
Puncten confonn ist. Denkt man sich über eine die Erde 
vorstellende Kugel eine Gummihaut gezogen, schneidet 
sie längs eines Meridians von Pol zu Pol auf und spannt 
dieselbe in diesen epicycloidischen Rahmen, dann ,yürder 
wenn die Elasticität der Haut so wäre, dass die Theilchen 
sich proportional der Entfernung anzögen (was wirklich 
jedoch nicht stattfindet), die Raut so zusammen fahren, dass 
die Orte auf ihr die hier gezeichnete Lage erhalten würden. 

Ihre Construktion ist zwar weniger complicirt, als 
die einer ähnlichen Karte von Herrn EisenIohr, die wohl 
noch besser als die vorliegende ist, aber doch im1"ner noch 
sosch.vierig, dass sie ohne Hilf.'3mittel mathematischer 
Rechnung nicht construirt werden kann. Die J..inearver
grässerung ist da, wo sie am schlechtesten ist, etwa das 
8facJle gegen die der l\fitte, was für eine Abbildung der 
ga n zen Erde ein gutes Resultat 1st. Dass diese Karte 
allgenlfline Anwendung finden werde, scheiut mjr jedoch 
zweifelhaft, da sie doch immerhin etwas gezwungenes hat. 
Indessen ist es ein V Ol:theH, dass die Meridiane ohne 
:Eeken dlu'eh die Pole verfolgt werden können nnd dass 
eben die J~inheit gewahrt ist. Das Original zn dieser 
Karte ist von Herrn Richard Kiepert in Berlin gezl~ichnet 
und hat aueh noch die Binigung des verstorbenen Obersten 
von Sydow erhalten. 

Es gibt unendlich vide conforme Abbildungen, und 
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man kann namentlich, wenn Inan hlOß eillzelne El'dthcile 
oeler Länder, wie Deutschland, oder aueh eilw Zone ab
bilclen will, eine Vollkounnel1heit erreiohon, die der WH,hr~ 
heit, d. h. der wirklichen Aehnlichkeit, sühr nahe kommt. 
Zur Anfertigung solcher Ahbildungen Imt schon Ganss 
Reg'eln angegeben, wir können uns jedoch hier nicht dn.
Init befassen, schon deswegen, weil wir uns dn. mitten in 
die höheren 'l'hei1e der :ß!fathernatilc hineinlwgeben müssten. 
Denn clas ganze I)roblem der conforllwn Abhildung hängt 
von einer partiellen Differentialg-1eicllUllg' a,b. 

Eine der wichtigsten, namcntlioh für Kuufahrer nn
entbehrliche Karte ist die sogellu,nntü lVlnrkator'HcllO. 
Mel'kat01' heisst eigentlich Oremer und lebte 1 f) 12-1596. 
Seine. Karte verdankt ihren Ursprung dem Bestreben, dPll 

La.uf eines im. g'leichmässigon Curs steuol'nden Hehim~s 

auf der Karte möglichst 'leicht, also durch Bille g'llrade 
Linie richHg. einzeichnen zu können. ];jin Hühi!f sucht 
seinen 011..TS, so 1ange es geht, gngen die JVlagndmulel 
immer in derselben Hichtung zn erha.lton. Also, WIUI 

dasselbe ist, es strebt fhm.ach, alle Meridiane nntur dom
selben vVinkel zn schneiden, wenn es dabei tl,nch einen 
kleinen Umweg macht. Die Linie, welche das Schiff hier
bei beschreibt, Loxodrome genannt, ist nämlich nicht die 
kürzeste· zwischen 2 Punctel1. der }1}rde. Diese Loxodrome 
so11 auf einer Karte durch eine elie J\ieridiane dor !{;eich
nung ebenfalls unter demselben vVinkel sohneidende Gernde 
abgebildet werden. Dieser 'iVinkel· heiast die Schiefe. 
Ist die Schiefe Null; so· erhält lnan die Meridiane selber, 
ist sie 90°, so erhält man die Parallelkreise. Heide müs
sen also, da sie selber Loxodromen sind, als gerade 

·I..Iinien dargestellt werden, und . es ist somit von vornher
ein klar, dass das Netz . ein geradliniges ist, mit recht
winklig'en :Maschen. 
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Zu J'tIIerkator's Zeit konnte man noch nicht Differen
ziren und Integriren, also konnte man auch noch nichts 
von de~' Conformität wissen, und die Aufgabe überhaupt 
nur annäherungsweise lösen. Die Lösung, die schon die 
Spanier (z. B. Cortes) erstrebt hatten, gab Merkator in 
der Regel: nG1'adus latitudinum versus utrumque polum 
auximus pro incremento paral1elorum supra rationem qumn 
habent ad aeqninoctialem." 

.Also, wir lassen die Breitengrade nach den Polen hin 
in dem Verhältnisse wachsen, in welchem die Parallelkreise 
zum Aequator stehen. Diese Karte wurde ausgeführt, 
indem man von Gradminute zu Gradminute die Zunahme 
der ParalleUrreise des Bildes gegen die des Originals be
stimmte. Dadurch wurde ein für die Praxis vollkommen 
hinreichend genanes Resultat erzielt. Nimmt man die 
Zunahmen ,unendlich klein, im Sinne der Infinitesimal
rechnung, so ergibt sich, dass Länge und Breite des 
Bildes (1' ,p') und Originals (l, p), wenn der Halbmesser 
zur Einheit genommen wh'cl, in der Beziehung 

l' = 1, p' = Ig ,tg (450 -1- li2 1)) 
2'11 einander stehen. Hat man keinen N etzzeiehner , der 
die Fähigkeit hat, mit trigonometl'ischen und Logarithmen
tafeln zu rechnen] so muss man für p' Tafeln vorher 
ausrechnen, wie solche schon vorhanden sind, und sie dem 
Zeichner in die Hand geben; Die Längen folgen in glei
chen Abständen \Ton einander. Die Lillearvel'grössel'uug 
ist nur von der Breite eines Ortes .abhängig und ist 
sec p ,ist also 1 für p = 0, d. h. auf dem. Aequator 
stimmen Karte und Orig'inal überein. Für p = 60° ist 
sec 11 = 2. Bis dahin ist also die Karte vorzüglich, 
weiter hinauf wird sie verzerrter und kann höchstens bis 
ZUTn 85. Grade nördlicher und siiJlicher Breite ausgedehnt. 
werdOl}, weil nachher' die Verzerrung übermässig wird, 
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obgleich 111 sehr kleinen Stücken auch dort noch die Karte 
richtig sein n111S8. Da sie sich aber ins Unülldliche er
streckt, so ist sie für Polarfahrer nicht brauohbar. 

So viel von den conformell Abbildungen. l\ian hat 
nooh eine andere Art guter Karton, die man aetllIivalente 
nennt. Diese Abbildung verzichtet auf getreue ';Y~ieder

gabe der Winkel, stellt aber d~lfür die :Wläelwn ihrem In
halt naoh richtig da,r. 

Sie wird duroh die Aufgabe definirt. Dil~ 'l'heile 
einer Kug'el (genauer eines Splüiroids) so auf eine ]~bene 
abzubilden, dass· alle Flächentheile, die im Orig·illH.l luttl 
der Abbildung' einander entsprechen, ihrem ]'liieheninha.lt 
nach in demselben Verhältnisse stehen. Also wml1l eine 
Reihe von Ländern a, b, c . . (~nadl'a.tmciloH enthiilt, und 
das Bild eIes ersten a Quadratzoll, so müssen (He übrigen 
genau b c .. QuadratzoU enthalten, wenn a.neh (las Bild 
verzerrt erscheint. Es leuchtet ein, dass wonn os gelingt, 
die Verzerrung auf ein. geringes l\'Iass zu redueiron, was 
namentlich bei Karten, die nioht mehr nJs etwa, ]ijuropa 
umfassen, recht gut m.öglieh ist, diese Kn,rten Init manchen 

• 
Vortheilen verknüpft sind. . In denKarten des f'rn,nzösi-
sehen depöt de In, guerre hat man die sogenannte Bonne'
sehe . Projeetion, welche eine aequivalellte ist 1 wirklich 
angewandt. Wir können, ohne viellPormeln zu henutzen, 
nicht näher auf sie eingehen, ich will nur bemerken, dass 
sie in der Nähe des Mittelpunctes der Karte ein fast 
exactes Bild liefert~ 

Obwohl die Aufg'abe der aequivalenten· Abbildung 
ebenso wie die der conformen auf eine partielle Differential
gleichung fUhrt, so hat sie doch nicht in dem 1\IIasse wie 
jene das allgemeine Interesse rege ·zu halten gewusst. 
Aus zwei Gründen glaube ich. Einmal ist wohl die G leioh
heit der vVinkel wirklich meist noch wichtig'er als elle der 
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Flächen. Der zweite vielleicht noch mächtigere Grund 
ist ein mathematischer. 

Die Lösung der Aufgabe der conformen Abbildung 
hat die Ueberwindung gTösserer Schwierigkeiten nöthig' 
g'emacht, als die deI' aequivalenten] dadurch ist sie den 
l\fathematikeTn interessanter geworden. Die co:nt'orme 
Abbildung hat ZUCl'st gezeigt, daSH die imaginären 
Zahlen in . eminenter Weise in der realen, in der ange
wandten l\fathematik eine Rolle zu spielen vermögen. 
Denn die complexen, oder Ulll Ihnen· verständlicher zu 
sein, imaginäl'en Zahlen siml es, mit deren Hilfe das 
Problem, die Theile einer beliebigen Oberfläche auf die. 
einer beliebigen andern Oberfläche conform, d. h. in den 
kleinsten Theilen ähnlich abzubilden, von Lagl'ange und 
Gauss vollständig gelöst worden ist. Dies Problem ist 
fLiT den Mathematiker so fesselnd, dass es, ganz abgesehen 
von der Beziehung zur Geographie, durch Nebenbedingun
gen modificirt und nähel' bestimmt, die bedeutendsten Kräfte 
für sich zu gewinnen gewusst hat. Es knüpfen sich 
daran, abgesehen yon Lebenden, dle Namen von Lagrange, 
Gauss und Riemann. 

Gehen wir zur aequivalenten Abbildung znriiek. 
Um I'Hmächst die Möglichkeit aquivalenter Abbildungen 
zu zeigen, denken wir uns ein Quadl'at durch parallele 
Gerade in kleine Quadrate getheilt. Ziehen wir dasselbe 
an zwei Seiten auseinander,als wenn es von GUImni wäre, 
so witrde, wenn der Gummi die Eigenschaft hätte, in dem
selben Verhältnisse, in welchem. er sich in der einen Rich
tung ausdehnt, sich in der andern zusammen zn ziehen, 
so dass der Flächeninhalt constant bliebe, _. so würde 
dieser Flächeninhalt nicht blos im Ganzen derselbe blei
ben, sondern auch früher quadratische Maschen auf der 
Haut würden im Bilde in Rechtecke von demselben In-
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halt sich verwandeln:. Daraus· folg't, dass jede Figur im 
Original, und in dem durch Ausdehnung und Zusarnmon
ziehung entstandenen Bilde aus gleich vielen solcher 
l\ifasohen hesteht, und dass demnach der ]~'1ti.cheninhalt 

ungeändert geblieben ist. Da haben wir also eine aequi
valente Ahbildung >-Iweier Ebenenstücke a.uf einander. 

Nun wollen wir nur ein Beispiel einer aequivfllenten 
Karte besprechen, die isoeylindrisehe von T.lHmbert, die wohl 
die. einfachste aequivalente ist, uud (He Brde auf ein Hecht
eck abbildet. 

Ein Cylinder wu'd um die Kug'el geleg-t, so dass er 
sie im. Aeqllator berührt. Die.M eridiano uud. :Parallcl
kreise werden auf dem Oylinder ihulurch abgebildet, dass 
man die . Merülianebenen un(l 1!arn.11elkxeisehenen ein
fach bis zUlnSohrutt mit dem Oylinder vm:längert und. 
ihre Spuren dort verzeichnet. Dann sehneidllt man dOll 

Oylind.er auf und wickelt ihn in die lijbone ah. Die Maschen 
{les Gradnetzes sind geradlinig rechteckigc! Ulul zwar 
ist l' =.1, pI = sin p. vVährencl -abor die .1:"ängen
abstände der einzelnen Grade einnnder gleioh sind, nehmen 
die Breitenabstände nach den Polen zu raseh ttb, und die 
Kt1,rte wu'd nach den Polen hin sehr verzerrt sein. Da 
der lI'lächeninhalt einer Zone g'leich der Länge eines 
grössten Kreises ( Aeq uatm:s), III ultiplicirt mit der Höhe 
der ZOlle, jst, und die beiden . GrUssen unverämlert a.uf 
den Cylinde;e übertragen "tUl.d auf die Ebene abg'owickelt 
werden, so ist der Inhalt jeder Zone auf .Kugel .und Karte
derselbe. Da 'ferner die Zonen auf . Kugel und J<::tu'te 
durch (lie Meridiane in gl ei c h e 'I'heile getheilt worden, 
so sind die Maschen des Netzes ttuf Kugel llncl Ka,l'te 
fläohengleich, die Abbilchmg ist aequivalent. 

Es m.acht keine grossen Schwierigkeiten, . die Erde 
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,) oder auch einen ebenen Ei'eis aeqnivalent auf ein Dreieck 
oder ein Viereck abzubilden. 

Um noch ein pan,r Namen zn erklären, bemm'ke ich, 
dass eine Abbildung gnomonisch oder central genannt 
wird, wenn sie eine perspectivische ist, mit dem Mittel
punet der Erde als Oentl'um. ZenithaI llOisst eine Pro
jeetion, wenn alle Punete, die von einem Punet A anf 
der Erde gleichweit abstehen, auf der Karte auf einem 
Kreise liegen, dessen Oentrum A entspricht (es abbildet), 
und wenn alle durch A gehenden grössten Kreise auf der 
K arte durch gerade Linien dargestellt werden. 

nnritlhte der ""turf. GOH. zu F...,iburg i ßr. Bd. VII. neft 1. 4 


