-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byﬁ CORE

provided by Hochschulschriftenserver - Universitat Frankfurt am Main

Harmonische Funktionen

beschrankter mittlerer Oszillation

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades

der Naturwissenschaften

vorgelegt beim Fachbereich Informatik und Mathematik
der Goethe-Universitit

in Frankfurt am Main

von
Christian Kohl
aus Darmstadt

Frankfurt 2009
(D 30)


https://core.ac.uk/display/14506626?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Tag der miindlichen Priifung: 04.06.2009
Erstgutachter: Prof. J. Bliedtner

Zweitgutachter: Prof. J. Baumeister



Inhaltsverzeichnis

Einleitung iv
1 Grundlagen 1
1.1 Harmonische Rdume . . . . . . . ... ... ... ....... 1
1.2 Harmonische Majoranten . . . . . . . .. .. ... ... .. .. 5)
1.3 MafBtheorie . . . . . ... ... 6
1.4 Gleichgradige Integrierbarkeit . . . . . . ... ... ... ... 7
1.5 @Q-Kompaktifizierung . . . . . . . ... ... ... L. 9
2 Harmonische Funktionen beschriankter mittlerer Oszillation 10

2.1 Vorbereitungen . . . . . .. .. ... L 10
2.2 Eine John-Nirenberg Ungleichung . . . . . . . ... . ... .. 15
2.3 Quasibeschranktheit . . . . . ... ... ... ... .. ... 25
2.4 Charakterisierung von BM O-Funktionen . . . . . . . . .. .. 27
Randverhalten von BMO- Funktionen 31
3.1 Integraldarstellung harmonischer Majoranten . . . . . . . . .. 31
3.2 Feller-Kompaktifizierung . . . . . . .. .. ... .. ... ... 41
3.3 Kompaktifizierung vom Typ Martin . . . . .. .. ... ... 45
Beispiele 47
4.1 Klassische Potentialtheorie auf dem Einheitsintervall . . . . . 47
4.2  Wiérmeleitungsgleichung . . . . . . . .. .. .00 49
4.3 Laplacegleichung . . . . .. .. . ... ... ... 52
Funktionalanalystische Eigenschaften von BMO(X) 55

5.1 Der Banachraum BMO"(X)/R . ... ... ... ... .... 55

i



5.2 Vollstandigkeit von BMO(X)NA . . .. ... ... ... ... 61
5.3 Variante der Harnackschen Ungleichung fiir BM O-Funktionen 67

Literaturverzeichnis 69

Lebenslauf 71

il



Zusammenfassung

Funktionen beschrinkter mittlerer Oszillation wurden von F. John und
L. Nirenberg in ihrer Arbeit [JN] 1961 eingefithrt. Eine Funktion f aus
Ll

Le(R™) heifit dabei von beschrankter mittlerer Oszillation, wenn das Su-

premum iiber die Menge Q aller Wiirfel () mit Achsen parallel zu den Ko-

ordinatenachsen

o
sup f— foldm
Qeo m(Q) Q | 4
endlich ist. Hierbei sei fo der Integralmittelwert von f iiber ) und m das

n-dimensionale Lebesguemafl des R".
Das Konzept der beschrankten mittleren Oszillation findet erste Verwendung
beim Beweis der Harnackschen Ungleichung fiir elliptische partielle Differen-

tialgleichungen durch Moser in [MO].

In dieser Arbeit wird die Idee der beschrankten mittleren Oszillation auf har-
monische Raume (X, H) iibertragen. Erstmals wurde dieses Konzept von H.
Leutwiler in einem Artikel [LE2] fiir allgemeine harmonische Rdume entwi-
ckelt. Dabei heiffit eine harmonische Funktion h von beschrinkter mittlerer

Oszillation, wenn das Supremum

1]l = sup M(h = h(x))" (z)

endlich ist. Ms bezeichnet hierbei die kleinste harmonische Majorante einer
subharmonischen Funktion s. Der so aus h erhaltene Wert || 2| soll als BMO-

Norm von h bezeichnet werden.

v



Da die Mehrzahl der Ergebnisse in [LE2] nur fiir Brelotsche Rédume oder
sogar nur fiir die Laplacegleichung auf der oberen Halbebene gezeigt wer-
den konnten, sind diese zum Beispiel nicht auf harmonische Rdume anwend-
bar, die durch einen parabolischen Differentialoperator, wie die klassische
Wirmeleitungsgleichung, erzeugt wurden. Ziel dieser Arbeit ist es nun die
Theorie der harmonischen Funktionen beschrankter mittlerer Oszillation fiir
allgemeine harmonische Rdume zu entwickeln und unter anderem die Leut-
wilerschen Resultate zu beweisen. Naturgeméf3 lassen sich die Beweise aus
[LE2] im Allgemeinen nicht einfach iibertragen. Vielmehr muBten zum Teil
neue Beweisideen und Methoden gefunden werden. Insbesondere wird konse-
quent von Bezugsmaflen Gebrauch gemacht, die eine allgemeine Harnacksche
Ungleichung fiir diesen Rahmen zur Verfiigung stellen.

Die wichtigsten Ergebnisse sollen hier kurz beschrieben werden.

Das erste Kapitel enthélt die grundlegenden Definitionen aus der Theorie der
harmonischen Rédume und stellt die fiir den Fortgang der Arbeit notwendigen
Hilfsmittel bereit.

Mit Hilfe eines Resultats von T. Lyons, der eine John-Nirenberg Ungleichung
fiir allgemeine harmonische Raume in [LY] beweist, sowie unter Verwendung
einer dquivalenten Definition des Raumes der harmonischen Funktionen be-
schriankter mittlerer Oszillation auf dem Grundraum X (BMO(X)), kann
im zweiten Kapitel eine Charakterisierung von BMO(X) durch Theorem
2.4.6 gezeigt werden, die bisher nur fiir die klassische Potentialtheorie der

Laplacegleichung auf der oberen Halbebene bekannt war. (Siehe [LE2]).

Autbauend auf der Arbeit [BL] wird im dritten Kapitel zuerst eine abstrakte
Integraldarstellung quasibeschrénkter Funktionen hergeleitet, die in Theorem
3.1.9 ihren Niederschlag findet. Dieses Theorem erlaubt eine Darstellung der
kleinsten harmonischen Majorante gewisser subharmonischer Funktionen in
Theorem 3.1.15.

Ausgehend von diesen Resultaten werden schliellich in Theorem 3.2.2 und



Korollar 3.2.3 Charakterisierungen harmonischer Funktionen beschréinkter
mittlerer Oszillation durch ihr Randverhalten erzielt, wie sie bisher nur im
klassischen Fall der Laplacegleichung auf der oberen Halbebene in [LE3] ge-

zeigt werden konnten.

Im vierten Kapitel werden die harmonischen Rdume (X,H) der Laplace-
und Wiérmeleitungsgleichung betrachtet, die die Berechnung der Funktion
x+— M(h—h(z))"(z) und der BMO-Norm zumindest in einigen Fillen mit

Hilfe von Maple zulassen.

Im fiinften Kapitel wird die Vollstéandigkeit gewisser Teilmengen des Raumes
(BMO(X)/R) untersucht. In Theorem 5.1.10 wird durch Modifikation der
Norm gezeigt, dafl dieser so modifizierte Raum ein Banachraum ist, allerdings
zu dem Preis, dafl simtliche Funktionen in diesem Raum beschrankt sind.
Aus Theorem 5.2.4 ergibt sich als Korollar 5.2.6 ein neuer Beweis der
Tatsache, dafl im Spezialfall Brelotscher harmonischer Réume der Raum
(BMO(X)/R,|| ||+) ein Banachraum ist.

SchlieBlich zeigt Theorem 5.2.12, daf gewisse Teilmengen von (BMO(X)/R)
vollstandig beziiglich der BM O-Norm sind, ohne dafl man dabei zusétzliche

Bedingungen (wie etwa Brelotscher Raum) an (X, H) stellen muf.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Jiirgen Bliedtner ganz
herzlich fiir die hervorragende Betreuung wéhrend der Anfertigung dieser
Arbeit bedanken. Durch viele anregende Gespréiche hat er mir wertvolle
Hilfestellungen geben konnen und mich stets unterstiitzt. Weiterhin méchte
ich mich bei Frau Christa Belz und Frau Jacqueline Habash fiir die gute

Zusammenarbeit bedanken.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Harmonische Riume

In dieser Arbeit sei X stets ein lokal kompakter Raum mit abzahlbarer Basis
und (X, H) ein harmonischer Raum im Sinne von Constantinescu und Cornea

mit den Eigenschaften:
1. 1 eH(X).
2. Das Doobsche Konvergenzaxiom gilt.

Fiir weitere Einzelheiten zu harmonischen Rédumen siche [CC2].

Sei V die Menge aller offenen und relativ kompakten Mengen V' C X. Das
harmonische Maf} beziiglich V' € V und x € X sei mit ) bezeichnet. Der
Vektorraum aller harmonischen Funktionen h, die sich als Differenz zweier

positiver harmonischer Funktionen darstellen lassen, wird im Folgenden mit
H() == H()(X) = {h € H(X) : h= hl — hg, hl,hg € H+(X)}

bezeichnet.
Die kleinste harmonische Majorante einer Funktion f : X — R (falls diese
existiert) werde mit M f bezeichnet. Fiir M f gilt also:

1. Mf>f.

2. MfeH(X).



3. Fiir alle h € H(X) mit h > f folgt h > M f.

Fiir jedes h € Hy existiert eine Funktion m € H™, so daf |h| < m gilt. Fiir
alle z € X besitzen dann die Funktionen (h — h(z))* sowie |h — h(x)| eine

kleinste harmonische Majorante.

Definition 1.1.1 FEine abgeschlossene Teilmenge A C X eines harmoni-
schen Raumes X heifst Absorptionsmenge, wenn fir alle x € A und jede
requlire Umgebung V von x das zu V' gehdrige harmonische Maf Y von A

getragen wird.

Bemerkung 1.1.2 A C X ist genau dann eine Absorptionsmenge, wenn

eine positive hyperharmonische Funktion u existiert, so dafs
A =u"10)
qilt. Stets sind X und die leere Menge Absorptionsmengen.

Definition 1.1.3 FEin positives Radon-Maf$ v auf X heifit Bezugsmafl zum
harmonische Raum (X, H), wenn X die kleinste Absorptionsmenge ist, die
den Trager von r enthdlt. Falls r ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, so heifst r

normiertes Bezugsmays.
Fiir Bezugsmafle gilt die folgende Harnacksche Ungleichung.

Theorem 1.1.4 Zu jedem Bezugsmafl v und jeder kompakten Teilmenge K
von X gibt es eine Konstante Cy, so daf fiir alle h € H* gilt

sup h < C’K/hdr.
K

Beweis:
Siehe [BA] Satz 1.4.4.

Als Korollar folgt



Korollar 1.1.5 Sei r ein Bezugsmaf. Zu K C X kompakt existiert eine
Konstante Cy, so daf fiir alle h € H* gilt

sup (h—l— /hdr) < Ok inf <h+/hdr) )
K K

Nach Theorem 1.1.4 gibt es eine Konstante C'x mit

Beweis:

sup h < C’K/hdr.
K

Nun folgt fiir die positive harmonische Funktion h + [ hdr

sup <h+ / hdr) < Cx <2 / hdr) .

Da h positiv ist, gilt fiir alle z € K

sup (h+ / hdr) <20k (h(x) + / hdr> .

Definition 1.1.6 Ist fiir jedes Gebiet G C X und jedes v € G das Maf
e, ein Bezugsmaf im Unterraum (G, H|q) und ist X zusammenhdingend, so

heifit (X, H) Brelotscher Raum.

Bemerkung 1.1.7 Aus Theorem 1.1.4 folgt fiir Brelotsche Rdume sofort,
dafs fiir jede kompakte Menge K C X eine positive Konstante Cx existiert

mat

suph < Cginf h
K K
fur alle positiven harmonischen Funktionen h.

Definition 1.1.8 Fin Kern R auf X heiffit Bezugskern, wenn R(x, ) fir
alle v € X ein Bezugsmaf ist.

Beispiel 1.1.9 Sei (X,H) ein harmonischer Raum und r ein Bezugsmafl
auf X, dann ist durch
1
R(l'7 ) = 5(6:5 + T)

eine Bezugskern auf X gegeben.



Da in einem spéteren Abschnitt der Begriff der Keldychmenge benétigt wird,

soll dieser hier kurz eingefiihrt werden.

Definition 1.1.10 Ein linearer und positiver Operator L : C(OU) — H(U)
heifit Keldychoperator auf der offenen und relativ kompakten Menge U C X,
wenn

L (hov) = by

fiir jede auf U harmonische und auf U stetige Funktion h gilt.
Ausgehend von dieser Definition legt man fest.

Definition 1.1.11 FEine offene Menge U C X heifit Keldychmenge, wenn
fur jeden Keldychoperator L auf U und jede auf dem Rand von
U stetige Funktion f

Lf=H7

gilt. Dabei bezeichnet H}J die Losung des verallgemeinerten
Dirichletproblems.

Fiir eine offene und relativ kompakte Menge V' wird die Verbindung zwischen
den zum simplizialen Kegel S(V) der auf V superharmonischen und V steti-
gen Funktionen gehérigen, minimalen Mafie DV (z, ) und den harmonischen

MafBen durch das folgende Lemma hergestellt.

Lemma 1.1.12 Fine offene (relativ kopmakte) Menge V  ist eine
Keldychmenge genau dann, wenn fir alle x € V das zu x und V gehori-
ge minimale Mafs DY (x, ) mit dem gefegten Majf 55‘/ tbereinstimmen. Es

sind also dquivalent
1. 'V ist eine Keldychmenge.

2. Fir alle z € V folgt DV (z, ) = &8 = pY.

xT

Beweis: Siehe [BH] VII Korollar 7.2. O



1.2 Harmonische Majoranten

Das folgende Lemma aus [JA] zeigt, wie man unter bestimmten Bedingungen
die Funktion M f einer subharmonischen Funktion f als Grenzwert einer

gewissen Funktionenfolge erhalt.

Lemma 1.2.1 (K. Janflen) Seien (V) eine Ausschiopfung von X, r ein
Bezugsmaf$ auf X und s € L*(r) eine auf X subharmonische Funktion. De-
finiere fiir n € N folgende Abbildung s, : X — R

s(2) Y1 (dz) x eV,
R RECEORE

s(x) r eV,

Dann steigt die Funktionenfolge (s,) auf. Die Funktion u := sup,, s,, ist genau

dann r-integrierbar, wenn es ein K € R gibt mit

/sn(y)r(dy) < KVneN.

VTL

In diesem Fall ist u = M s die kleinste harmonische Majorante von s, und es

qilt.
Tim [ s, (y)r(dy) = / u(y)r(dy).
Va
Beweis: Siehe [JA] Lemma 1.5 . O

Von besonderem Interesse fiir die weiteren Untersuchungen ist die kleinste
harmonische Majorante der subharmonischen Funktion (h — h(z))", wobei h
eine auf ganz X harmonische Funktion ist und x € X fest gewéahlt wurde.
Aus Lemma 1.2.1 folgt:

Bemerkung 1.2.2 Seien h eine auf X harmonische Funktion, ¢ eine kon-
veze reellwertige Funktion, (V},) eine Ausschipfung von X und x € X. Wenn

ein Bezugsmafl r auf X existiert, so daf

sup [ [ (b (dr(dy) < o0



qilt, dann folgt
lim / B(h(2))i' (dz) = MIo(h)](y)

n—oo

und

n—oo

im [ [ o rdn) = [ Mlow)wyr(ay).

Sofort ergibt sich

Lemma 1.2.3 Flir eine subharmonische Funktion s > 0 in einem harmoni-

schen Raum (X, H) sind dquivalent
1. Es existiert eine harmonische Majorante h.
2. Die kleinste harmonische Majorante Ms existiert.

Beweis: 1. = 2. Wenn h existiert, dann gilt fiir alle y € X

[t =1 > [ sy = )

Zu h gibt es ein Bezugsmaf} r; so dal A und vor allem s r—integrierbar sind.

Daraus folgt
o> [nrian) = [ [snyran

fiir alle offenen und relativ kompakten V. Nach Lemma 1.2.1 existiert dann
die kleinste harmonische Majorante von s.

2. = 1.

Klar. 0

1.3 Mafitheorie

Der Vollstéandigkeit halber werden die folgenden Tatsachen aus der Mafitheo-

rie kurz erwahnt.

Lemma 1.3.1 Seien (X, F,u) ein Mafraum mit u(X) < oo und
[ € LL(n). Definiere fiir X > 0 die Mengen A{ durch

Ay=Al:={z e X: f(z)> A},

6



dann gilt fir alle A >0
1
X/fduzu(fh)-

Beweis: Klar. O

Lemma 1.3.2 Sei ¢ : R — R eine strikt positive und streng monoton wach-

sende Funktion. Dann gilt
Af = A%4,.

Beweis: Sei » € A{. Wegen der strikten Monotonie folgt dann

o(f(z)) > o(N), also = € Ai'(’j\). Fir x € Ai'({\) ergibt sich dann z € Af

aufgrund der strikten Monotonie . OJ

Theorem 1.3.3 Seien f € Lﬂr (1) und ¢ eine positive, streng monoton wach-
sende Funktion ¢ : Ry — Ry, so daf gilt o f € L (). Dann gilt fir alle
A>0

1
A< / o fdp.
Beweis: Aus Lemma 1.3.1 folgt

I (Ai'&) < ﬁ/mfdu-

Mit Lemma 1.3.2 ergibt sich dann das Resultat

1
1 (Ax) < W/¢0fdﬂ-

1.4 Gleichgradige Integrierbarkeit

Da zu einem spéteren Zeitpunkt das Konzept der gleichgradigen Integrier-
barkeit benotigt wird, soll dieses hier dargestellt werden. Fiir eine Ubersicht

siehe [DM] oder [KLJ.



Definition 1.4.1 Sei (X, F;, i1i)ier eine Familie von Mafrdumen mit

sup p;(X;) < 0o. Sei (f;)ier eine Familie von Funktionen, mit f; € F; fir alle
el

i € I. Die Familie (f;) heif$t gleichgradig integrierbar beziiglich (y;) genau

dann, wenn qilt

lim sup / | fildp; = 0.

a—=00 4eT
|fil>a

Eine dquivalente Beschreibung der gleichgradigen Integrierbarkeit liefert das
folgende Theorem
Theorem 1.4.2 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent

1. (f;) ist gleichgradig integrierbar beziglich (u;).

2. Es gibt eine monoton wachsende, konvexe Funktion ¢ : Ry — Ry mit

o)

: = 00 und

lim
t—o0

sup [ (1) ds < 0.

3. (a) Es gilt
sup/]flld,uz < 0.

(b) Fiir jede Familie von messbaren Abbildungen (&;)
&R — F

mil
pi(&(A) < A
fiir alle A > 0 folgt

hm sup/]fllduz =0.

el

Beweis: Sieche [DM] Kapitel II, 2 und [KL] 6.2. O



1.5 (@Q-Kompaktifizierung

Zu einem lokal-kompakten Raum mit abzéhlbarer Basis X sowie einer Men-
ge () stetiger, beschrinkter Abbildungen f : X — R existiert immer eine
Kompaktifizierung X von X , so daf} die folgenden Bedingungen gelten

1. X ist eine dichte Teilmenge von X.
2. Alle f aus @ sind stetig auf X fortsetzbar.
3. Die Menge der Fortsetzungen von () trennt die Punkte von X \ X.

Zwei Kompaktifizierungen von X, die diese Eigenschaften erfiillen, sind
zueinander homéomorph. Fiir weitere Einzelheiten siehe die Arbeiten [CCI]
und [LO].



Kapitel 2

Harmonische Funktionen
beschrankter mittlerer

Oszillation

2.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt wird der Raum der harmonischen Funktionen beschrank-
ter mittlerer Oszillation definiert sowie einige fiir den spéteren Verlauf niitz-

liche Resultate gezeigt.

Definition 2.1.1 FEine harmonische Funktion h € Hy auf X heiffe von be-

schréankter mittlerer Oszillation, wenn gult

|2|l« := sup M (h — h(z))"(z) < oco.

zeX

Mit BMO(X) werde der Raum aller dieser Funktionen bezeichnet.

Bemerkung 2.1.2 Bei der Definition von BMO(X) kénnte man statt
(h—nh(x))" auch die Funktion |h— h(x)| verwenden. Fir harmonische Funk-
tionen w, die sich als Differenz zweier positiver harmonischer Funktionen

schreiben lassen, gilt ndamlich

2M (u) = M|u| + u.

10



Speziell fir u=h — h(zx) folgt
2M (h — h(z))"(z) = M|h — h(z)|(x). (2.1)
Die so entstehende Abbildung

h+— sup M|h — h(z)|(x)
zeX
ist ebenso wie || ||« eine Halbnorm und wire um den Faktor 2 grifler. Aus
sprachlichen Grinden wird in dieser Arbeit trotzdem von || ||, als der BMO-

Norm einer Funktion gesprochen werden.

Definition 2.1.3 Seien h € Hy, V € V und x € X. Definiere den Kern
Hy(z, ) durch

1%
t, eV
Hv<£L', ) =

e xelV

xT

Fiir die Funktion (h — h(z))t gilt dann fir alle y € X

J(h(z) = h(@)) ) (dz) y eV
(h(y) = h(z))* y €LV

Hy (h = h(x))" (y) =

Bemerkung 2.1.4 Fiir h € Hy und x € X besitzt die Funktion
Hy(h — h(z))™ unter anderem die folgenden FEigenschaften

1. Firalle VeV gilt (h—h(z))" < Hy(h — h(z))*.
2. Firh e H(X)" und V €V gilt h > Hy(h — h(z))*.

3. Die Funktion Hy(h— h(x))" ist harmonisch auf V' und subharmonisch
auf X .

Es gilt das folgende Lemma

Lemma 2.1.5 Seien h € Hy, V,W €V, 2 € X mit V C W, dann gilt

Hy (h — h(2))* < Hy(h — h(z))*.

11



Beweis: Sei y € V, dann ist zu zeigen

/ (h(z) — b)) ) (dz) < / (h(z) — hx))* ¥ (d2).

Dies folgt aber sofort, wenn man bedenkt, dafl Hy(h — h(z))* die kleins-
te harmonische Majorante von resty (h — h(z))* und Hy (h — h(z))" eine
harmonische Majorante von resty (h — h(z))" ist.

Sei nun y € CV N W.

Dann folgt sofort Hy (h — h(x))"(y) < Hw(h — h(z))(y), weil (h — h(z))*
auf ganz X subharmonisch ist.

Fiir y € CW gilt trivialerweise Hy (h—h(z))*(y) = Hw (h—h(x))* (y). Damit
ist das Lemma bewiesen.

OJ

Bemerkung 2.1.6 Dieses Lemma behilt seine Gliltigkeit, wenn man anstatt

einer harmonischen Funktion h eine subharmonische Funktion s betrachtet.

Sei R(z, ) eine Familie von positiven Maflen auf X (so, dafi h € L'(R(x, ))
fir alle x € X). Desweiteren sei (V;,) C V eine Ausschopfung von X durch
offene, relativ kompakte Mengen, das heif3t

1. V,, € V fiir alle n € N.
2. V,,C V. fiir alle n € N.
3. U V=X,

Definiere eine Abbildung || ||z von Hp in Ry U {oo} durch

T —— / Hy (h — h(z))* (y)R(z, dy). (2.2)

Vev,zeV

Mit dieser Definition gilt

Lemma 2.1.7 Sei (V,,) eine Ausschipfung von X und h € Hy. Dann gilt

[hllr = sup /Hv (h — h(z))" (y)R(z, dy).

Vn,x€Vi

12



Beweis: Die Ungleichung

Il > sup / Hy, (h — h(z))* (4)R(x, dy)

Vn7IEVn

gilt trivialerweise.

Sei nun V€ V und x € V, dann gibt es ein n € N mit der Eigenschaft
Vv,

Mit Lemma 2.1.5 folgt

Hy (h = h(x))" < Hy, (h = h(z))",

also gilt

/ Hy (h — h(z))*(y)R(z, dy) < / Hy, (h — h(x))* () R(z, dy).

Da V € V beliebig war, erhalt man

sup / Hy, (h — h(x))* (4)R(z,dy) > |h]s.

Vin,x€Vp,

Bemerkung 2.1.8 Aus Lemma 2.1.5 folgt sofort, daf$ es unerheblich ist,

welche Ausschopfung man verwendet.
Es ergibt sich die folgende Charakterisierung von B M O-Funktionen.
Theorem 2.1.9 Sei h € Hy, dann sind dquivalent

1. h € BMO(X).

2. Ves;lfevf(h(z) — h(x)) Ty (dz) < oo.

Es gilt in diesem Fuall

Il = sup / (h(z) — h(@)) 1Y (d2) < 0.

13



Beweis: 2. = 1.
Wiéhle zu M (h — h(z))* und z € X ein Bezugsma$ r, so dafi M (h — h(x))"
r-integrierbar ist. Es gilt fiir alle n € N

M(h= (@) () 2 [ () = b)) (d) 2 (biy) = b)),

weil fir y € V,, die Abbildung y — [(h(z) — h(z))*p,"(dz) die kleinste

harmonische Majorante von resty, (h — h(x))" ist. Daraus folgt

[ [0 = nwy i@ty < [ 3100 hia)) @irtdy) < o0

da M(h — h(z))" integrierbar beziiglich r ist.
Aufgrund von Bemerkung 1.2.2 gilt aulderdem fiir alle z,y € X

lim [ (h(z) = h(x))" " (dz) = M(h = h(z))* (y). (2.3)

n—oo

Vor allem gilt

lim [ (h(z) = h(2))" ;" (dz) = M(h = h(z))* (), (2.4)

n—oo

woraus nach Voraussetzung

sup M (h — h(z))"(z) < 00

zeX

folgt.
1.=2
Sei nun h € BMO(X); dann gilt immer

M(h = b)) (@) = [ (h(2) - b)) 4 ()

und die zweite Behauptung folgt. Aufgrund von Gleichung 2.4 folgt weiterhin

Il = sup (A=)  ha)) u (@) < o0

Vev,zeV
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2.2 Eine John-Nirenberg Ungleichung

Im Wesentlichen orientiert sich die folgende Darstellung an der Arbeit [LY].

In diesem Abschnitt wird eine John-Nirenberg Ungleichung (JNU) fiir allge-
meine harmonische Rdume hergeleitet. Diese ist ein wesentliches Hilfsmittel
fiir die spétere Charakterisierung der BM O-Funktionen.

Ihren Namen erhélt diese Ungleichung von einem klassischen Resultat von
John und Nirenberg (siche [JN]):

Theorem 2.2.1 Ist fiir eine lokalintegrierbare Funktion f : R" — R das
folgende Supremum iber die Menge Q aller Wiirfel (Q mit Seiten parallel zu

den Koordinatenachsen endlich, das heiﬂt

/ |f — foldm < oo,

| fllBrro = SUP

dann existieren Konstanten K und v, die nur von n abhdngen, so daf$ fiir
jeden Wiirfel Q@ mit Seiten parallel zu den Achsen und jedes A > 0, die
folgende Ungleichung gilt

I fllBaro

mlzeR: |f(z) - @/fdm S < m(Q)K exp (—LA>
Q

Eine Funktion von beschrinkter mittlerer Oszillation schwingt also nicht zu
stark um ihren Mittelwert, in dem Sinn, daf§ die Menge der Punkte, fiir die
diese Abweichung grofler als eine gewisse Schranke ist, exponentiell abnimmt.
Der Beweis einer solchen Ungleichung fiir allgemeine harmonische Raume
ist Lyons (siche [LY]) mit Hilfe einer entsprechenden Ungleichung aus der
Stochastik gelungen. Im Folgenden sei h € Hy. h ist also darstellbar als die
Differenz zweier, auf ganz X positiver harmonischer Funktionen. Es wird die
folgende Abbildung betrachtet
Ihllesior = sup [ [h(e) = hio)lu (d2).

VeVvzeV

Nach Theorem 2.1.9 und Bemerkung 2.1.2 gilt

1
h * — = h * .
18]l = SlIAllBaro
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Bemerkung 2.2.2 Im nun folgenden Abschnitt sei V' immer eine offene und
relativ kompakte Menge. Mit S(V) werde der Kegel aller auf V stetigen und
auf V' superharmonischen Funktionen bezeichnet. Dieser Kegel ist simplizial.
Siehe hierfiir [BH] . Dementsprechend existiert zu jedem x € V genau ein

minimales Darstellungsmaf3, welches mit DY (x, ) bezeichnet wird.

Da es nach Lemma 2.1.5 und der anschlieBenden Bemerkung unerheblich ist,
welche Ausschopfung man betrachtet, sei im Folgenden eine Ausschépfung
von Keldychmengen (V,,) gewéhlt. Aufgrund von 1.1.12 erhélt man also eine
Verbindung zwischen minimalen Mafien und dem Raum BMO(X):

Bemerkung 2.2.3 Fliir einen gegebenen harmonischen Raum X existiert
immer eine Auschiépfung durch Keldychmengen. Fir einen Beweis siehe
[BH] VII Proposition 7.3. Eine harmonische Funktion ist also genau dann
ein Element von BMO(X), wenn fir eine Auschopfung (V,,) von X durch
Keldychmengen gilt

sup /|h(z) — h(z)|D""(z,dz) < oco.

Vn,x€Va

Im Folgenden wird auf der Menge V' ein diskreter stochastischer Prozefl kon-
struiert, mit dessen Hilfe spéater die JNU bewiesen werden kann. Seien also
V eine Keldychmenge und h eine harmonische Funktion auf X. Definiere fiir
A > 0 die Mengen Uy durch

Uy :={z€ X : |h(x) — h(z)] < A}

Die Menge Uy ist also das Urbild des offenen Intervalls mit Durchmesser 2\
um den Punkt h(z) und damit als Urbild einer offenen Menge selbst wieder
eine offene Menge.

Wihle eine (lokal endliche) abzéahlbare Zerlegung der Eins (®,,)yew mit In-
dexmenge W, so daf gilt

supp (o) C Uy)s.

Solche eine Zerlegung existiert in unserem Kontext immer. Mit Hilfe dieser
Zerlegung der Eins konstruiert man nun einen diskreten ProzeB auf V, wie
folgt.

16



Definition 2.2.4 Definiere fiir v € V einen Kern K auf V' durch

= @, (x)DV" R (z, ).

weW

Da die Konstanten nach Voraussetzung harmonisch sind, kann man eine Mar-
kovprozeB (X,,) mit Zustandsraum V und Ubergangskern K konstruieren. Es
gilt also

P(X, € B|X,—1) = K(X,,-1,B)

fiir meBbare Mengen B. Der so definierte Prozef besitzt die folgende Eigen-
schatft.

Lemma 2.2.5 Fir die Pfade w von (X,,) gilt
[h(Xn-1) = M(Xn)|(@) < A/2 = Xnyj(w) = X (w)

fiir alle j € N. Auflerdem ist X,(w) im Choquetrand des simplizialen Kegels
S(V) enthalten.
Xn(w) S Chg(v)v.

Beweis: Da die Zerlegung der Eins lokal endlich ist, gilt fiir den Kern K
an der Stelle X,,_;

K(Xp_1,B) =Y ®,(X,-1)D""¥(X,_1, B).
Das bedeutet, dafl X,, mit Wahrscheinlichkeit 1 in der Menge

U ChswrvmVNTY

w=1

enthalten ist, da die Masse der minimalen Mafle nur auf dem Choquetrand

der jeweiligen Menge liegt. Es folgt also, daf} es ein w gibt mit
X, € ChS(VﬁU;\“)V N U}\U,

wobei notwendigerweise ®,,(X,,_1) > 0 gilt, woraus X,,_; € U;"/2 folgt.

17



Zusammenfassend hat man also ein w gefunden, so dafl gilt
1. X, € Chs(VmU;\U)V N U}\U
2. Xo1 €VNUY,

Aufgrund der Voraussetzung folgt

|M(Xn) = h(w)| = [h(Xyn) = h(w) + h(Xp-1) — A(Xn1)]
< |W(X) — A(Xpo1)| + | R(Xn—1) — h(w)]
< A

Also gilt X,, € UY.

Insgesamt gilt also X,, € Chs(VmU;\U)mm Uy’ Der Choquetrand ChS(V)V
fiir eine offene und relativ kompakte Menge V' ist bekanntlich gleich der
Menge OV N B(CV).

Dabei bezeichnet 3 den Operator, der jeder Menge ihre wesentliche Basis

(“essential base”) zuordnet.
Deshalb gilt

Chswnum)VNUYNUY = BV UlU) NnUY Na(V NUY).

Mit Hilfe einfacher Umformungen gelangt man dann zu dem Ergebniss, dafl
die obige Menge im Choquetrand von S(V') enthalten sein mu$.

Dann gilt aber notwendigerweise

K(X,, )=¢

xT

und damit
Xnyj = X, fiir alle j € N.

O

Aufgrund der Harmonizitét von h ist der Proze h(X,,) wieder ein Martingal,

wie man aus einer einfachen Rechnung erkennt.
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Fir alle n € N gilt

E((X,)| Xoos = 2) = / hy)K (z,dy) = / M) v (DY (0, dy)

m

= > v, @) / h(y) DV (2, dy)

=3t (@) = h() = B ).

Bemerkung 2.2.6 Aufgrund der Stetigkeit von h ist h auf V beschrinkt
und h(X,) somit ein beschrinktes Martingal. Damit konvergiert h(X,,) fast

sicher gegen eine Zufallsvariable Z.

Aufgrund dieser Bemerkung gilt nun das folgende Lemma

Lemma 2.2.7 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gibt es ein n € N, so daf§ gilt
Xntj(w) = Xy (w) fiir alle j € N.

Beweis: Da das Martingal h(X,,) fast sicher konvergiert, existieren mit
Wahrscheinlichkeit 1 ein reelles ¢ und ein ny € N (abhéngig von w) mit
|h(Xn) — ¢ < A/4 ¥n > ny.
Dann gilt
(X)) = h(Xnia)| = [A(Xn) = e+ e = h(Xnga)|
< (X)) — o + |h(Xpp1) — ¢ < A/2.

Wegen Lemma 2.2.5 folgt
Xnti1+j = Xpq fiir alle j € N mit Wahrscheinlichkeit 1.

O
Dieser Grenzwert sei im Folgenden mit X, := lim X, bezeichnet. Aus Lem-
ma 2.2.5 folgt weiterhin o
Xo € Chgan)V.
Nun stellt sich die Frage nach der Verteilung von X,. Da X, den Choque-
trand Chg(v)v fast sicher trifft, liegt es nahe, DV (z, ) als einen Kandidaten
zu nehmen, wenn man der Prozefl in x gestartet hat. Das soll im Folgenden

gezeigt werden.
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Lemma 2.2.8 Fiir alle mef$baren Mengen B C C’hS(V)V und x €'V gilt
P(Xs € B|Xo =) = DY(z, B).
Beweis: Sei p1, das Maf auf ChS(V)V mit der Eigenschaft
P(Xw € B|lXo = 2) = p12(B).

Fir g aus S(V) gilt

/ gds = E(g(X.0)| X0 = 2) < 9(Xo) = g(0).

Das Maf} pu, ist also ein Darstellungsmafl fiir den Punkt x beziiglich des
Kegels S(V'). Weiterhin gilt

p1(V'\ Chgyy) = 0.

Also ist p, ein minimales Mafl und aufgrund der Simplizialitit von S(V)
folgt schliefllich
e = DY (z, ).

O]
Fiir die harmonische Funktion h ist der Prozefl h(X,) also ein Martingal
und konvergiert fast sicher gegen die Zufallsvariable h(X,). Fiir die BMO;-
Martingalnorm von h(X,,) gilt nach Definition (siche [GA])

17(Xoo)llpar0, = sup [|E*(|h(Xoo) = A Xn-1)] 1 70) oo

Diese Norm 148t sich nun nach oben durch die BM O-Norm der Funktion h

abschétzen. Genauer gilt das Lemma

Lemma 2.2.9 Fiir alle A > 0 gilt

|h(Xeo)l| Brroy < [|h]|Brro- + (3/2) A

Beweis: Sei A\ > 0, dann gilt

[M(Xeo)llBro, = sup [E*(JM(Xoo) = M(Xn1)| [ Fn)lloo

n>1

SUp [|(Xn) = A(Xn-1)lloc + sup | E*(A(Xo0) = A{Xn)[ [ Fn)loe-

n>1

IN
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Nach Lemma 2.2.5 gibt es ein w € X mit
X, € OhS(VﬂUgf)V N U;\U
und
Xn-1 € Uy
Mit der Dreiecksungleichung folgt

[h(Xn) = h(Xn-1)| < (3/2)A

fiir alle n € N fast sicher.
Aufgrund der Markoveigenschaft gilt

EX(IMXoo) = h(Xa)| [F2) = E([h(Xeo) = M(Xn)| | F2)
= E([h(Xe) = h(Xa)| | Xa)
= B (|h(X) = h(X)]).

Wegen

EX(|h(Xao )= [ 1hs) = XDV (X, )
ergibt sich dann
EX(|A(Xo0) — R(X)]) < ||Bllsao- fiir alle n € N,
O

Um nun eine JNU fiir den harmonischen Raum (X, H) zu erhalten, benotigt
man, wie eingangs erwahnt, ein dhnliches Resultat aus der Stochastik. Es

lautet:

Theorem 2.2.10 Sei (X,,)nen €in Martingal mit Startwert x beziiglich einer
Filtration (Fp)nen, das fast sicher gegen die integrierbare Zufallsvariable X
konvergiert. Dann gilt fiir n € N die folgende Ungleichung

1

E ‘X — X 1| F
@) < TS X oo

wann 1mmer

1
X Baro, = sup [|E(1X = Xoa| 1Fn)llee < 3

gilt.
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Beweis: Siehe [GA] III 1.4. O

Mit Hilfe von Theorem 2.2.10 soll jetzt gezeigt werden

Theorem 2.2.11 Seien V' offen und relativ kompakt und x € V. Fiir jede

auf X harmonische Funktion h mit

1
1hllaro- < g
gilt die Ungleichung
1
() ~h@)| DV (1. d) <
e x,dz) < :
/ S
Beweis: Nach Theorem 2.2.10 gilt
1

e e|h(Xoo)*h(Xn71)| fn < .
( Fn) S TS Tamron

Nach Lemma 2.2.9 folgt deswegen

1
< .
— 1 —=8(||hllsro- +3/2X)

Ex(elh(Xoo)fh(Xn_l)l ’]:n)

Fiir alle n € N gilt

Ew(elh(Xoo)fh(Xn)\ | F>) E(e|h(Xoo)*h(anl)+h(Xn71)7h(Xn)| Fa8)

< B(h o) A ) K )-h (Xl 7
= M) <h(Xn)] ol (Xo) Rl 7, )
< oD 1

1 —8(||hlBro- + (3/2)N)

Diese Ungleichung gilt fiir alle A > 0, also

/€|h(z)h(Xn)|DV<Xn, dZ) _ E:r(e|h(Xoo)*h(Xn)|’fn) < 1 .
1 —8|[AllBaro-

Speziell fiir n = 0 ergibt sich

1
E(h(Xoo)—h(z)] :/elh(z)—h(x)lDV x,dz) < :
( ) ( ) < 1 = 8||h|| Brro-
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Korollar 2.2.12 Seien h eine harmonische Funktion mit ||h||. < oo,
x eV eV. Dann gibt es Konstanten v > 0 und K < oo mit

sup /e”'h(z)_h(x)Dv(x,dz) < K.
Vev,zeV

Beweis: Normiere gegebenfalls die Funktion h. O

Nach dieser Vorarbeit kann man nun eine JNU fiir harmonische Raume zei-

gen.

Theorem 2.2.13 (John-Nirenberg Ungleichung) Sei h € Hy eine har-
monische Funktion mit ||h||« < co. Dann gilt fir A > 0 die folgende Unglei-
chung

DY {|h — h(z)| > A} < e‘”/e”h(z)_h(x”DV(a:,dz) < Ke™,
Beweis: Korollar 2.2.12 und Theorem 1.3.3 O

Weiterhin gilt
Korollar 2.2.14 Sei h € BMO(X). Dann gibt es K,y > 0, so daf$ gilt

sup / -V (42) < K.
Vev, zeV

Vor allem erhdlt man
po {h = n(x) > A} < py {[h = h(2)] > A} < K7,
unabhdngig von x und V.

Beweis: Wihle fiir V eine Keldychmenge W mit V' C W, dann wende
an. 0J

Lemma 2.1.5 auf die subharmonische Funktion e7/"~"()
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Leicht erhélt man nun die folgende Charakterisierung der Funktionen aus
BMO(X).

Lemma 2.2.15 Sei h € Hy. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
1. h € BMO(X).

2. 37, K >0: sup [eh=h@lq,Y < K.
(2,V)

3. sup [ |h— h(z)PdpY < oo, Vp € N > 2.
(z,V)

Beweis: 1. = 2.
Folgt nach Korollar 2.2.14.

2. = 3.
Stets gilt
et > %”yp:cp, Vv, z > 0.
3. = L.
Wegen |h—h(z)|P+1> |h—h(x)| > (h—h(x))", Vp > 2 gilt auch die letzte
Implikation. O

Bemerkung 2.2.16 Vor allem zeigt die letzte Figenschaft des vorherigen
Lemmas, daff man zur Definition von BMO(X) anstelle von |h — h(z)| auch
die Funktion |h — h(z)[P mit Ezponent p > 2 wdhlen kann und trotzdem die
gleiche Klasse an Funktionen erhdlt. Nur die BMO-Norm verdndert sich.

Die in diesem Abschnitt erzielten Resultate sollen im Folgenden verwendet

werden, um eine Charakterisierung der harmonischen Funktionen zu erzielen,

die von der Klasse BMO sind.
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2.3 Quasibeschrianktheit

Bekanntlich heifit eine positive harmonische Funktion h € H™(X) quasibe-
schriankt, wenn es eine Folge (h,) von positiven und beschrinkten harmo-
nischen Funktionen gibt, so dafl (h,) gegen h aufsteigt. Fiir ein beliebiges
Element h € Hy(X) soll gelten.

Definition 2.3.1 Eine Funktion h = hy — hy aus Ho(X) heiffe quasibe-
schrankt, wenn die positiven harmonischen Funktionen hy und hy jeweils
quastbeschrinkt sind. Die Menge der quasibeschrinkten Funktionen auf X
werde mit Q(X,H) bezeichnet.

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dafl jede harmonische Funktion von
beschrénkter mittlerer Oszillation auch quasibeschrankt ist.

Zuerst eine Definition:

Definition 2.3.2 Seien h aus Ho(X) und x € X. Die Funktionenfamilie
(hen) sei gegeben durch
By = |k — h(z)]|.

Diese Familie ist also unabhdingig vom zweiten Indez.

Die Familie von Maflen (ji,,,) sei definiert durch

R
/*’L$7n e

Mit Hilfe dieser Definitionen ergibt sich sofort

Theorem 2.3.3 Eine harmonische Funktion h € Hy ist von der Klasse
BMO(X) genau dann, wenn (hy,) gleichgradig integrierbar beziglich (jiy )

18t.

Beweis: Aufgrund von Korollar 2.2.14 gibt es Konstanten v, K > 0 mit
/ @V (4) < K,

unabhéngig von x und n. Nach Theorem 1.4.2 folgt dann aus Bedingung 2
die gleichgradige Integrierbarkeit.
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Ist die Familie (h,,) gleichgradig integrierbar, so gilt nach Theorem 1.4.2,
Bedingung 3

oAhf =  sup / Il — bl < oo,

(z,n)eX xN

O

Lemma 2.3.3 erlaubt es nun eine weitere Eigenschaft von harmonischen Funk-

tionen mittlerer beschrankter Oszillation zu beweisen.

Theorem 2.3.4 Sei h € BMO(X) dann gilt

lim M(h— A)* = 0.

A—00

Beweis: Sei z aus X, dann gilt

lim M(h—X\)*(z) = lim M(h—h(z)—\)"(2)

A—00 A—00

= lim lim [ (h — h(x) — X\) " dp"

A—o0 N

= lim lim / (h— h(z))du,™ — A" {h — h(z) > A}

A—oo N
h—h(xz)>A\

IN

Alim lim / |h — h(z)|dw," | =0,
\‘h—h(z)|>)\

da die Familie (h,,) aufgrund von Lemma 2.3.3 gleichgradig integrierbar
beziiglich (f1,,,) ist. O
Nach diesen Vorarbeiten wird jetzt das Hauptresultat diese Abschnitts be-

wiesen.
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Theorem 2.3.5 Sei h > 0 von der Klasse BMO(X), dann ist h quasibe-

schrankt.

Beweis: Definiere die Folge (h,,) durch
hy :=h—M(h—n)".

Dann ist (h,) eine monoton wachsende, positive Folge beschrinkter harmo-
nischer Funktionen und aufgrund von Theorem 2.3.4 gilt h,, T h. Also ist A
quasibeschrankt. 0

Bemerkung 2.3.6 Fine belicbige Funktion h € BMO(X) ist stets als
Differenz zweier positiver Funktionen hy, he aus BMO(X) darstellbar, da
BMO(X) offensichtlich ein Rieszunterraum von H ist.

Korollar 2.3.7 Jede Funktion h in BMO(X) ist quasibeschrdnkt.

Beweis: Wende Theorem 2.3.5 auf den Positiv- und den Negativteil von h
an. ]

Bemerkung 2.3.8 Leutwiler ist in [LE2], Proposition 2.1 der Beweis von
Theorem 2.3.5 mit Hilfe abstrakt definierter Operatoren gelungen.

2.4 Charakterisierung von BMO-Funktionen

In diesem Abschnitt soll jetzt eine Charakterisierung der harmonischen Funk-
tionen gegeben werden, die von beschrankter mittlerer Oszillation sind. Dazu

benétigt man die folgende Definition

Definition 2.4.1 Seien h € Ho(X) und x € X. Dann ist die Funktion
A= M(h — h(z) — \)*(z) eine konvexe und monoton fallende Funktion auf
[0,00). Deshalb existiert fiir alle A > 0 die rechtsseitige Ableitung

0

Y (5)+ M(h - h(z) — N* ().
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Definiere die Funktion pj fir X > 0 durch

B == (55) [0 = hGa) = 07 @)

und die Funktion py fir alle A > 0 durch

pr(A) = sup pj(N).
reX
Es gilt:

Lemma 2.4.2 Sei h € Q(X,H). Wenn die Funktion p, Lebesque-
integrierbar auf (0,00) ist, dann ist h von der Klasse BMO(X).

Beweis: Siehe [LE2], Proposition 7.3. O
Um in Lemma 2.4.2 eine Aquivalenz zu erhalten bendtigt man das folgende

Lemma.

Lemma 2.4.3 Seien (f,,) eine Folge konvexer Funktionen, I C R ein Inter-
vall und f,, : I — R fiir allen € N, so dafl (f,,) punktweise gegen die endliche
(konvexe) Funktion f konvergiert. Dann konvergiert (f;b) punktweise gegen

f" fast iberall auf I.

Beweis: Siehe [RV], Seite 20. O
Definiere nun fiir z € X und h € BMO(X) die Funktionenfolge (f") durch

Fh ) = [ ha) = Wtk Ao
Bemerkung 2.4.4 Die Folge (fffh) hat die folgenden Eigenschaften
1. foh ist konvex fiir alle n € N.
2. Es gilt f="(X) T M(h — h(z) — \)"(x) fir alle X\ € R%,.
3. = (%), [ N] = pi {h = h(x) > A} fiir alle X > 0.

Um das nachfolgende Theorem beweisen zu konnen, ben6tigt man ein Lemma

iiber nach oben halbstetige Funktionen.
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Lemma 2.4.5 Sei I eine nach oben halbstetige Funktion, F : R — R mait

*

F >0 auf einer dichten Teilmenge von R% . Dann ist F' auf ganz R positiv.

Beweis: Angenommen, es gibt ein # € R mit F(z) < 0. Da F nach oben
halbstetig ist, gibt es ein € > 0 mit F(y) < 0 fiir alle y € (x — &,z + ¢). Dies
widerspricht der Tatsache, dafl F' auf einer dichten Teilmenge positiv sein
soll. ]
Es gilt nun das Folgende:

Theorem 2.4.6 Fir h € Hy, sind die folgenden Aussagen dquivalent

1. h € BMO(X).

2. Es gibt v, K € Ry mit py(\) < Ke ™ fiir alle X\ > 0 und h ist quasi-

beschrankt.

Beweis: 1. = 2. Sei h € BMO(X), dann gilt nach Lemma 2.4.3 und
Bemerkung 2.4.4

i (55) U0 = = (5) 0= hGw) =0 @) = i)

n

fiir fast alle A € R?.. Es gilt

- (55 VO] = e 0= hta) > 2.

Da h € BMO(X), gibt es nach Theorem 2.2.13 beziehungsweise Korollar
1.3.3 Zahlen v, K € R’ mit

plr {h —h(z) > A} < Ke"*VneN; €V,
fiir alle A € Ry. Dann gilt fiir fast alle A > 0
pi(A\) < Ke A

Da die Funktion pj monoton fallend und rechtsseitig stetig ist, ist sie nach

unten halbstetig. Definiere die Menge N, durch
N, :={A>0: pf(\) > Ke "},
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dann gilt N, = (). Dies folgt mit Lemma 2.4.5, weil die Funktion
t — Ke 7 —pf(t) eine nach oben halbstetige und auf einer dichten Teilmenge

von R positive Funktion ist. Also gilt
P < Ke
fir alle A € R} und z € X. Daraus folgt
pr(A) < Ke ™

fiir alle A > 0. Mit Theorem 2.3.5 folgt, dafi h quasibeschrankt ist.
2. = 1. Angenommen es gibt v, K € R* mit p,(\) < Ke™*, dann folgt

o0

/ph(s)ds < /Ke_“’sds < 00.
0

0

Nach Lemma 2.4.2 gilt h € BMO(X), weil h nach Voraussetzung quasi-
beschrénkt ist. O
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Kapitel 3

Randverhalten von BMO-
Funktionen

3.1 Integraldarstellung harmonischer Majo-

ranten

Sei weiterhin (X, H) ein harmonische Raum und r ein normiertes Bezugs-
maB. Das Tripel (X, H(X),r) erfiillt alle Voraussetzungen der Arbeit [BL].
Insbesondere existiert eine (bis auf Homéomorphismen) eindeutige Kompakt-
ifizierung X des Grundraumes X, so daf} sich alle beschrinkten Elemente
von ‘H stetig auf den Rand X¥ \ X fortsetzen lassen und die Menge dieser
Fortsetzungen die Punkte des Randes trennt. Diese Kompaktifizierung heifle
die Feller-Kompaktifizierung von X. Die Menge X7 \ X ist der Feller-Rand
von X und wird mit Ap bezeichnet.

Die beschrinkten Elemente von H seien im Folgenden mit H; bezeichnet.
Da die Menge Hy = H™ — H™ ein Vektorverband beziiglich der durch den
Kegel H' definierten Ordnung ist, existiert zu h,g € Hp neben dem punkt-
weisen Infimum A A g auch die groBte Minorante von h A g in ‘H;. Diese werde
mit h Ay g bezeichnet. Definiert man den harmonischen Teil I'r von Ap
durch

I'p:={xe€lApr: hAg(x)=hAyg(z) fir alle h,g € Hp},

so ist I'r eine nicht-leere und kompakte Menge. Es gilt das folgende Theorem.
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Theorem 3.1.1 Die Banachverbinde (Hy, | ||x) und (C(T'r),| |lrp) sind

isometrisch isomorph unter der Restriktionsabbildung ¢ : h — hyr,.

Beweis:
Siehe [BL] Proposition 4.3.

O
Aus diesem Theorem und 1 € H folgt, daB es zu jedem Punkt z € X* ein
Wahrscheinlichkeitsmafl pf” auf I'r gibt, so da jedes h € Hj; durch genau
ein f € C(I'r) mittels

) = [ raut

dargestellt wird.
Diese Integraldarstellung 148t sich auf die quasibeschrinkten Elemente von

Ht ausdehnen. Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.1.2 Sei h € HY quasibeschrdinkt, dann gibt es eine nach unten
halbstetige Funktion f auf I'r mit

Beweis:
Da h quasibeschriinkt ist, gibt es eine Folge (h,,) C H;" mit h,, T h. Zu jedem
h, gibt es ein f, € CT(T'r) mit

ho(z) = / frndpl fir alle 2 € X.

Wegen h,, > h,_; auf X folgt h,, > h,_; auf X, da X eine dichte Teilmenge
von X ist und (h,) C C(XT) gilt. Auf T gilt h,, = f, fiir alle n € N, also
folgt

Jn 2 for auf g

fiir alle n € N.

Definiere f := sup f,,. Dann ist f als aufsteigender Grenzwert stetiger Funk-
neN
tionen eine auf I'r nach unten halbstetige Funktion. Fiir x € X gilt

hp(x) = /fnd,uf < h(r) <oo VneN.
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Also folgt
sup/fnduf < 00.

neN

Mit Hilfe des Satzes von Beppo-Levi gilt fiir x € X

h(x) = sup h,(z) = sup / fadpl = / sup fodul = / fdut.

Definition 3.1.3 Fiir eine quasibeschrinkte Funktion h € H' existiert nach
Theorem 3.1.2 eine Funktion f auf Up, die h beziiglich der Mafe (uf) dar-
stellt. Dieses f werde als Randfunktion von h bezeichnet. Soll explizit auf f

hingewiesen werden, so wird statt h auch hy geschrieben. Es gilt also
hy(z) = /fd,uf fir alle x € X.

Betrachtet man die reellwertige Abbildung rp auf der Menge C*(T'r) gege-
ben durch f +— r(hs), so ergibt sich: Aufgrund der Eigenschaften von r ist
diese Abbildung darstellbar als ein positives Radonmafl auf dem Mefiraum
(I'p, B(I'r)), wobei B(I'r) die Menge der Borelschen Mengen von I'g ist (ver-
gleiche die Arbeit [BL]).

Der MaBraum (I'g, B(I'r), 7r) hat nun eine spezielle Eigenschaft, die sich als

aulerst niitzlich erweisen wird.

Theorem 3.1.4 Der Mafiraum (I'p, B(T'r),rr) ist ein perfekter Mafraum,
dap heift, zu jeder Aquivalenzklasse aus L®(rp) gibt es genau einen Re-

prasentanten aus C(I'p).

Beweis:
Siehe [BL] Theorem 4.4.
O

Das so aus r konstruierte Wahrscheinlichkeitsmafl rr steht mit den Wahr-

scheinlichkeitsmafien ! in folgender Beziehung.
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Theorem 3.1.5 Fliir jedes x € X gibt es genau eine auf ganz X stetige

Funktion h, mit

1. hyx € Hy .
dufl
2. s = hy.
Beweis:

Siehe [BL] Proposition 4.6.
U

Die Abbildung rr 148t sich auf die Randfunktionen f von r-integrierbaren,

quasibeschriankten Funktionen h; ausdehnen.

Lemma 3.1.6 Sei hy quasibeschrinkt mit Randfunktion f. Weiterhin gelte
hy € LY(r). Dann gilt
r(hg) =re(f).

Beweis: Die Funktion f auf I'p existiert nach Lemma 3.1.2. Da h; quasi-
beschrankt ist, gibt es eine Folge (f,,) C C(I'r), die gegen f aufsteigt. Mit

(o) i= [ f

folgt aus

r(hy) = /hfdr = /S%p h,dr = sup/hndr =suprp(fn) =re(f)

n n

die Behauptung.

Lemma 3.1.7 Sei f € L'(uf) fir alle x € X. Dann ist die Abbildung

x— [ fdul eine quasibeschrinkte harmonische Funktion auf X .

Beweis:
Definiere die Folge f,, := (f An). Dies ist eine Folge von beschriankten Funk-
tionen auf I'p. Also gilt (f,) C L*>®(rr). Aufgrund von Theorem 3.1.4 und
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Theorem 3.1.5 kann also bei Integration gegen die Mafie uf fiir die Folge (f,,),
(f») C C(T'r) angenommen werden. Nun erhélt man durch h,(z) := [ f.dut
eine aufsteigende Folge beschrankter, positiver harmonischer Funktionen, die

aufgrund von

sup hy,(z) < /fduf <oo firallexeX

neN

gegen eine harmonische Funktion h konvergiert. Wegen

n—oo

h(z) = lim hy,(z) = lim [ f.dul = / fdu? fiir alle v € X

folgt dann die Behauptung.

Korollar 3.1.8 Sei f € LY(ul) fiir alle x € X. Dann ist die Abbildung
x+— [ fduk eine harmonische Funktion, die sich als Differenz zweier quasi-

beschrinkter Funktionen schreiben laf$t. Aus
h(x) := /fd,uf < oo firallex e X

folgt also
h = hy — hy, mit hq, ho quasibeschrdankt .

Beweis:
Wende Theorem 3.1.7 auf den Positiv- und Negativteil von f an.
OJ

Zusammenfassend erhélt man die folgende Charakterisierung der quasibe-

schrankten harmonischen Funktionen.

Theorem 3.1.9 Seir ein normiertes Bezugsmaf. Dann sind folgenden Aus-

sagen tiber eine positive harmonische Funktion h € L'(r) dquivalent

1. h st quasibeschrdnkt.
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2. Es gibt eine positive Funktion f auf Up mit f € L*(uk) fir allex € X,
so dafS gilt

3. Es gibt eine positive Funktion f auf Tp mit f € L*(rp), so daf8 gilt
h(z) = /fhxdrp Vo e X.

Beweis:

1. = 2. folgt mit Lemma 3.1.2.

2. = 1. folgt mit Lemma 3.1.7.

3. = 2. Esist lediglich f € L'(uf) fiir alle z € X zu zeigen. Dies folgt sofort,
da die Dichte von pl” beziiglich 7 eine beschrinkte Abbildung ist.

1. = 3. h besitzt nach dem bisher Gezeigten eine Integraldarstellung

hz) = / Fhodry.

Aus Lemma 3.1.6 folgt rp(f) = r(h) < oo, also gilt f € L'(rp).
O

Ausgehend von diesen Uberlegungen ist man nun in der Lage eine Integ-
raldarstellung fiir die kleinste harmonische Majorante M (¢ o h) zu erhalten,
wobei ¢ eine konvexe und positive Funktion und h quasibeschrankt ist. Zu-
erst wird jetzt eine solche Darstellung gezeigt, wenn h beschrénkt ist. Es gilt

das folgende Lemma.

Lemma 3.1.10 Sei (s,,) eine Folge positiver subharmonischer Funktionen,
die gegen eine subharmonische Funktion s aufsteigt, deren kleinste subhar-
monische Majorante Ms existiert. Dann konvergiert die Folge Ms,, gegen
Ms lokal gleichmdfig.

Beweis:

Sei x aus X. Fiir alle m,n € N gilt

lim [ sp,du,” = Mspy(x) Vm €N

n—oo
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und
lim [ s,du," = /sd,ux" Vn € N,

m—00

wobei (V,,) ein Auschopfung von X ist.
Sei x € X. Definiere fiir alle m,n € N

A, -= /smd,ux".

Dann ist (a,,,) eine positive, monoton wachsende ! Doppelfolge, die aufgrund

von

/smd,ux” < Msy(z) < Ms(z)
fiir alle m,n € N, beschrankt ist. Dementsprechend ist die Vertauschung der
Grenzwerte erlaubt und es gilt

lim lim [ s,du,” = Ms(x) = lim lim [ s,du," = lim Ms,,(z).

n—oo Mm—00 m—00 N—00 m—00

Mit (s,,) steigt auch die Folge (Ms,,) auf. Daher konvergiert (Ms,,)
gleichméfig gegen Ms auf kompakten Mengen.
O

Es ergibt sich als einfache Folgerung;:

Korollar 3.1.11 Seien h eine quasibeschrinkte harmonische Funktion, (h,,)
eine Folge beschrdankter harmonischer Funktionen, die gegen h aufsteigt und
¢ : R — R, eine konvexre und monoton wachsende Funktion. Ezistiert die

kleinste harmonische Majorante der subharmonischen Funktion ¢ o h, so gilt
M(¢0ha) T M(éoh).

Beweis:
Die Folge (¢ o h,,) ist positiv, subharmonisch und steigt gegen ¢ o h auf.
O

Dies 148t sich zusammenfassen zu der Bemerkung;:

'Monoton wachsend bedeutet m > s An >t — mn > Gst
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Bemerkung 3.1.12 st eine positive harmonische Funktion h quasibe-
schrdankt und existiert fiir eine monoton wachsende positive und konvexe
Funktion ¢ : R — R, die kleinste harmonische Majorante M(¢ o h), so
ist M (¢ o h) quasibeschrinkt.

Lemma 3.1.13 Sei hy eine beschrinkte harmonische Funktion mit Rand-
funktion f € C(U'r). Weiterhin sei ¢ : R — R eine stetige Abbildung. Fiir
eine beschrinkte harmonische Funktion hgy mit Randfunktion g gilt die fol-

gende Implikation.
hg > ¢(hy) auf X = hy > hyoy auf X.

Beweis:
Da die auf X* stetige Funktion h, die stetige Funktion ¢oh; auf einer dichten

Teilmenge (auf X) von X% dominiert, gilt
hg > ¢ o hy auf I'p.

Auf I'p gilt aber h, = g und ¢ o hy = ¢ o f. Da das Maf} pf fiir alle v € X

von I'p getragen wird, folgt

hy(z) = / gl > / ()T = hooy ().
]

Nun ist man in der Lage die beiden zentralen Sitze dieses Abschnitts zu

beweisen, die eine Integraldarstellung von M (¢ o h) erméglichen.

Theorem 3.1.14 Seien hy € Hy, ¢ : R — Ry konver und monoton wach-
send. Dann gilt fir die kleinste harmonische Majorante der beschrinkten

subharmonischen Funktion ¢ o h:

M@o b)) = [o(f)dul Vo€ X.

Beweis:
Die Funktion  — [ ¢(f)dput ist harmonisch und dominiert aufgrund der

Konvexitat von ¢ die Funktion ¢ o h, also gilt zunéchst

M(poh) < hgoy.
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Da M (¢poh) eine beschrankte harmonische Funktion ist, die ¢ o h dominiert,

folgt mit vorangehendem Lemma
hd)of S M(¢ O h)

Also gilt
M(0h)(z) = hoesle) = [ o($)du.
0

Das vorausgehende Theorem kann man nun leicht auf quasibeschréankte Funk-

tionen ausdehnen.

Theorem 3.1.15 Seien h € Ht quasibeschrinkt mit auf T'r nach unten halb
stetiger Randfunktion f und ¢ : R — R, konvexr und monoton wachsend. Ist
das Integral [ ¢(f)dut endlich fir alle x € X, dann existiert M (¢ o h) und
es gilt

M(p o h)(z /¢ fdut vre X.

Beweis:

Wenn [ ¢(f)dut endlich ist fiir alle z € X, dann ist die Abbildung

z +— [ ¢(f)dpt nach Lemma 3.1.7 eine harmonische Majorante von ¢ o h,
also existiert die kleinste Majorante. Da h quasibeschrénkt ist, kann h nach

Lemma 3.1.2 fiir alle z € X dargestellt werden durch

) = [ fau.

Dabei ist f eine nach unten halbstetige Funktion. Weiterhin gibt es eine Fol-
ge (hy) C Hp mit hy, T h. Zu jedem h,, existiert eine stetige Funktion f,, auf
['r mit lim f, = f. Die subharmonische Folge (¢ o h,,) steigt gegen die sub-
harmonins?g)e Funktion ¢oh auf. Aufgrund von Lemma 3.1.10 beziehungweise
Korollar 3.1.11 gilt dann

lim M(¢pohy,)(x) = M(poh)(z) VrelX.

n—oo

Aufgrund von Lemma 3.1.14 gilt die Identitét

M(6oh) /qbfndux



Dies liefert dann sofort die gewiinschte Gleichung

Mo b)) = lim [ o(f)aut = [ o(f)dut.

Bemerkung 3.1.16 Das vorangehende Theorem behdlt seine Giiltigkeit,
wenn h durch h — X\, A € R ersetzt wird. Also gilt

M(éo (h—\)(x) = / o(f — NidpF vz € X.

Denn falls t — ¢(t) die Bedingungen von Theorem 8.1.15 erfillt, dann tut
dies auch die Abbildung t — ¢(t — N).
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3.2 Feller-Kompaktifizierung

Aus dem vorangehenden Abschnitt folgt, falls ein h € H™ quasibeschrinkt
ist, so kann M (h — h(z))"(x) fir € X durch das Integral

M= b)) (@) i= [ (7 = hia)) d

dargestellt werden, mit f als der zu h gehorige Randfunktion. Ausgehend von
den Uberlegungen in Kapitel 2 erhilt man das folgenden Resultat, welches

den klassischen Fall als Spezialfall enthélt.
Theorem 3.2.1 Sei h € H', dann sind dquivalent:

1. h € BMO(X).

2. h ist quasibeschréankt mit Randfunktion f. Weiterhin gibt es K,y > 0
mit
pi{y eTp: f—h(x) >} < Ke
fiir alle z € X.
Beweis: 1. = 2. Wenn h € BMO(X) ist, gibt es K,~ > 0, so daf§ auf R
gilt
pr(A) < Ke ™,

unabhéngig von x € X. Dies folgt aus dem Beweis von Theorem 2.4.6. Da h
nach Voraussetzung quasibeschrinkt ist, folgt die erste Implikation mit Hilfe

von Lemma 3.1.2 und Theorem 3.1.15, denn es gilt

i) = (55) [k = hle) =\ @) =4y e Trs [ = hia) > ).

2. = 1. Wenn es K,~v > 0 gibt mit
prN) =pg {y €Tr: f—h(z) > A} < Ke
fiir alle x € X, dann folgt fiir

Pr(A) := sup pj(A)
rxeX
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trivialerweise
pr(A) < Ke™ A,

Aufgrund von Lemma 2.4.2 gilt also h € BMO(X).
UJ

Mit Hilfe von Theorem 3.2.1 ist man nun in der Lage eine weitere Charak-
terisierung der Klasse der BM O-Funktionen zu geben. Es gilt das folgende

Theorem.

Theorem 3.2.2 Flir eine positive harmonische Funktion h sind dquivalent.

1. Die Funktion A ist von der Klasse BMO.

2. h ist quasibeschrinkt, und es gibt ein 3 > 0, so da} die kleinste har-

monische Majorante der subharmonischen Funktion e®" existiert mit

sup M Pt (1) < 0.
X

Beweis:
1. = 2. Dah € BMO(X) gilt, existieren K,y > 0 mit

sg{p,uf {yeTp: f—h(z) >} < Ke
Wihle z € X sowie 0 < 3 < v und betrachte das Integral
/ UM g P
Hierbei ist f die zu h gehorige Randfunktion.

Fiir eine mefibare Abbildung g von einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, F, i)
nach R, gilt bekanntlich:?

/ngSZu{gML}-

2Siehe zum Beispiel Klenke Satz 4.26, Seite 95 fiir einen Beweis
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In diesem Fall erhalt man

/ SR g F < f: pf LU= 5 ) 1 4 f: pf {PU-0@) 5 )

n=0 n=1
Stets gilt

uk {eﬁ(f_h(x)) >n}=pul {f — h(x) > ln%}

Nach Voraussetzung gilt

1 nn 0l
uk {f — h(x) > %} < Ke V% = Kn'%.
Einsetzen liefert .
/eﬁ(fh(x))duf <1+ KZn_%. (3.1)

n=1
Da (3 strikt kleiner als v gewahlt war, gilt % > 1. Also konvergiert die Reihe

gegen eine Konstante, die unabhéngig von x ist. Ungleichung (3.1) zeigt also
S.up/e’g(fh(””))alufc7 <L < .
X

Hieraus sieht man sofort, daf§ das Integral

/ 5 dut

/ By = P / AU gy < (P L

fiir jedes x € X aufgrund von

eine endlichen Wert hat. Also existiert die kleinste harmonische Majorante

von e’* und es gilt
MeP(x) = /eﬁfduf < @y,

Aufgrund von Ungleichung (3.1) folgt

Sup Meﬁ(h—h(w))(@ <1+ K Z nB.
X

n=1
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2. = 1. Ergibt sich sofort aus der elementaren Ungleichung
T <e® VreR.
Man erhilt
B(h — h(z))* < PNrE@D) = BM(h — h(x))t(z) < MePrD)(g),

Insgesamt erhélt man also fiir 0 < 8 < v

M(h = h(z))"(z) < % (1 + Kf}ﬁ) .

Als Korollar ergibt sich:
Korollar 3.2.3 Fiir h € H* sind dquivalent.

1. Die Funktion h € BMO(X).

2. Fiir alle p € N existiert M (h?), und es gilt
sup M[(h — h(z))]P(z) < oco.
X

Beweis:
1. = 2. Sei p € N. Nach Theorem 3.2.2 existiert Me®" fiir ein 8 > 0. Wegen
h > 0 folgt
3P
MePh > Pt > —|(h)p.
p!

und M (h)? existiert dementsprechend, da die subharmonische Funktion (h)?
eine harmonische Majorante besitzt. Wegen
P
M= (2) > D p1[(h = () *r(z)
p!
folgt die Implikation.
2. = 1. Setze p = 1.

Bemerkung 3.2.4 Fiir den Full der Laplacegleichung auf der oberen Halb-
ebene wurden die vorangehenden Resultate bereits in [LE2] beziehungsweise
[LE3] gezeigt.
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3.3 Kompaktifizierung vom Typ Martin

Die Fellerkompaktifizierung X% von X stellt eine recht “grofe” Kom-
paktifizierung dar. Anschaulich gesprochen kommen sehr viele Punkte hinzu.
Allerdings konnten Bliedtner und Loeb in [BL] die Existenz einer Kompakt-
ifizierung X nachweisen, die in vielen Féllen mit der Martinkompaktifizierung
von X {iibereinstimmt. Dabei handelt es sich um die Q-Kompaktifizierung von
X beziiglich der Familie Q) := {h, : © € X}.

Da fiir jedes x € X die Funktion h, auf X eine stetige und beschréinkte
harmonische Funktion darstellt, existiert eine stetige Surjektion ® von X¥
auf X. Mit Hilfe dieser Abbildung kénnen die Mafle pf” beziehungweise 7

von XF auf X projeziert werden.
Definition 3.3.1 Fiir jedes x € X definiere
pe =0y ), o= 0(rp).
Aus den Definitionen und aufgrund von
supp(pi; ) CTp C Ap

folgt sofort, dafl
supp(p,) C O = X\ X

fiir alle x € X gelten mus.

Bemerkung 3.3.2 Mit diesen Definitionen erhdlt man fir eine

integrierbare Funktion f: AN — R

[t = [ o)t

A I'r

Die Schnittstelle zur vorliegenden Arbeit liefert nun das folgende Theorem.

Vergleiche hierzu Proposition 8.5 in [BL].

Theorem 3.3.3 Fiir eine positive und beziiglich eines Bezugsmafes r inte-

grierbare, harmonische Funktion h sind dquivalent:

1. h ist quasibeschrdnkt.
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2. Es gibt eine positive Funktion f € L'(o) mit
h(z) = /fd,ux fir alle z € X.

Beweis:
Siehe [BL] Proposition 8.5.

Wegen
Jr v = [(ro®) - x" au

erhalt man:

Theorem 3.3.4 Sei h ein positive harmonische Funktion, dann sind dqui-

valent.
1. h€ BMO(X).

2. h ist quasibeschrinkt, und es gibt K,~v > 0 mit

o {f = h2) > A} < Ke ™,

Beweis: Aufgrund von

pa A = 1(@) > A} = iz {(f 0 @) — h(z) > A}

fiir alle x € X, ergibt sich die Behauptung mit Hilfe von Theorem 3.2.1. [
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Kapitel 4
Beispiele

Im nun folgenden Abschnitt werden die Funktion h*(z) := M (h — h(z))*(x)
und die BM O-Norm ||h/||. fiir harmonisches A und = € X in einigen konkreten

Féallen mit Hilfe von Maple berechnet.

4.1 Klassische Potentialtheorie auf dem Ein-

heitsintervall

Als Einstieg wird der Fall des harmonischen Raumes (]0, 1[,H) der auf dem
offenen Einheitsintervall (im klassischen Sinne) harmonischen Funktionen be-
trachtet. Dies sind bekanntlich gerade die affin-linearen Funktionen. Fiir die
harmonische Funktion h(z) := z, x €]0, 1] folgt

M(h —h(z))"(y) = (1 — x)y fiir alle z,y €]0,1]
und dementsprechend
h¥(x) := (1 — z)x fiir alle z €]0, 1],

womit [|h]|, = 1 folgt.

Die nachstehende Abbildung zeigt die Konstruktion von Af.
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04 Alogagassanntiaage aya, RN aT, 4 :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
[ - Mh-he)A+ —h#  + (h-hEx)A+]

Ist nun h eine beliebige, auf |0, 1] harmonische Funktion, so gibt es a,b € R
mit
h(x) = ax + b, x €]0,1].

Somit gilt fiir ||Al|.

la|
1All. = lalll(z = 2) ]l = 7.

Solch einfache Zusammenhénge kann man fiir allgemeine harmonische Rdume
natiirlich nicht erwarten, da dort bereits die Bestimmung von M (h — h(z))"

wesentlich schwieriger ist, als in diesem einfachen Fall.

Damit eine graphische Darstellung moglich ist, dient die obere Halbebene

des R? in den folgenden Beispielen als Grundraum. Im Folgenden sei also
X =R} :={(z,t) eR*: t > 0}.

In Abschnitt 4.2 wird der harmonischen Raum, der durch die Waremleitungs-
gleichung

erzeugt wird, betrachtet. Das zweite Beispiel in Abschnitt 4.3 behandelt den
Fall des durch den Laplaceoperator

Ah = th -+ atth =0
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gegebenen harmonischen Raums der oberen Halbebene.

Da in diesen beiden Fillen der Martinrand durch den topologischen Rand
gegeben ist, werden die harmonischen Majoranten durch Integrale der ent-
sprechenden Randfunktionen beziiglich der harmonischen Mafle dargestellt.
Dies folgt aus den Uberlegungen in den Abschnitten 3.1 beziehungsweise 3.3.
Die Dichten dieser Mafle beziiglich des Lebesguemafles sind in diesen spezi-

ellen Fillen explizit angebbar.

4.2 Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt ist der Grundraum durch die obere Halbebene des R?
gegeben. Es gilt also
X =R :={(z,t) eR*: t>0}.

Es soll der (parabolische) harmonische Raum (X, H) betrachtet werden, der
durch die Wérmeleitungsgleichung

erzeugt wird. Zu einer gegebenen reellwertigen Randfunktion f : R — R
sucht man also eine auf X harmonische Funktion h mit lir% h(z,t) = f(z)
fiir alle x € R.

Im ersten Beispiel sei f gegeben durch

f = 1[,1,1].

f ist also die Indikatorfunktion des Intervalls [—1, 1]. Fiir die Losung A unter

dieser Randbedingung (Anfangsbedingung) gilt

h(z,t) = % (erf ("””2—\7;) S <“”2—_ﬁ1)) (2,1) € B2.

Dabei bezeichnet erf die Gaufische Fehlerfunktion. Die folgende Abbildung
zeigt die Funktion h.
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Mit Hilfe dieser Losung kann nun hf berechnet werden. Da es sich bei h um
eine beschriinkte Funktion handelt, gilt h € BMO(X). Also ist h* ebenfalls
beschrinkt. Die folgende Abbildung zeigt das Ergebnis der mit Hilfe von

Maple ausgefiihrten Berechnungen.
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Konkret ergibt sich h* als
1 z+1 1 z—1 z—1 z+1
bt ,t 1 — —erf [ —— f{ —— | —erf | ——
(@:t) = 2{ er<2w> er(M)}er(zﬁ) er(M)‘
+1[erf(x+1)—erf<x_1)} 2+erf(x—_1>—erf(x+1)‘.
4 2/t 2Vt 2Vt 2/t

Da diese Funktion aus einer Summe von beschrankten Funktionen besteht,

ist sie selbst, wie erwartet, beschrankt. Fiir die BMO-Norm von h gilt

1
Iall. = .

Als néchstes Beispiel wird jetzt als Randfunktion f die Identitéit auf R be-

trachtet. Eine harmonische Fortsetzung von f ist (trivialerweise)
h(z,t) =

Die zur harmonischen Funktion h gehorige Funktion hf ergibt sich nach ein-

R¥(x,t) = \/%, (x,t) € X.

Also ist h nicht in der Klasse BMO, da h* nicht beschrénkt ist. Die folgende
Abbildung zeigt h* fiir f(y) = y fiir alle y € R..

facher Rechnung als
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4.3 Laplacegleichung
In diesem Abschnitt sei wiederum X gegeben durch
X =R%:={(z,t) eR*: t>0}.

Betrachtet wird der harmonische Raum aller Funktionen h : X — R, der

durch den Lapalaceoperator
Ah = (9mh + 8tth =0

erzeugt wird.

Die Randfunktion f sei durch f(y) = —-5 gegeben. Die harmonische Fort-

1+y?
setzung von f auf X lautet:
t+1
h(z,t) = ———.
(1) 2+ (t+1)2

Die néchste Abbildung zeigt den Graph von h.

0.8
0.55

0.3

%%

Die zu h gehorige Funktion Af ist gegeben durch:
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23 + 2t — 2tx?) a—1
Wiz t) = ( t
() 7 (222 + 1 — 262 4+ t* + 2{222 + 24) e

N (ax* + a + tha — 2* — 2t%a + t* — 1 + 2ax?® + 2t*ax?) L 1+a
rctan | ———
(222 + 1 — 262 + t4 + 2t222 4 24) at
N (—t* +2t%a + 1+ 2% — a — t'a + 2t%ax® — 2ax* — az?) " ra+1l—a
arctan (| —————
(222 + 1 — 262 + t* + 26222 + z4) at
N tzIn (t2a® + 2%a® + a® + 2xa — 2za* — 2a + 1)

(202 + 1 — 2t2 + ¢4 + 2t222 + 24)
trIn (t?a® + 2%a® + a® — 2za + 2za* — 2a + 1)
T (202 + 1 — 2t2 + ¢4 4 2t222 4 24)

Wobei a durch

t+1
a:= h(z,t) = e
definiert ist.
Dies zeigt vor allem, daf8 die konkrete Berechnung von hf selbst in einfachen
Féllen schon sehr schwierig werden kann. Es ist also im konkreten Fall meis-
tens keine gute Idee ( und oft auch {iberhaupt nicht durchfithrbar!) anhand
von h! zu entscheiden, ob eine harmonische Funktion von der Klasse BMO

ist oder nicht.
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Die nachstehende Abbildung zeigt A* fiir die Randfunktion y y € R.

1
1+y27

0,157
0,11

0,057

10.0

Wie erwartet, erkennt man auch hier, dal h* beschréinkt und die Abbildung

(x,t) — #ﬂlﬂ)z dementsprechend ein Element von BMO(X) ist.
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Kapitel 5

Funktionalanalystische
Eigenschaften von BMO(X)

5.1 Der Banachraum BMO"(X)/R

In seinem Beweis, da} BMO/R ein Banachraum ist, mufite sich H. Leut-
wiler in [LE2] auf Brelotsche Réume beschrénken, da sein Beweis auf der
klassischen Harnackschen Ungleichung basiert.

Im allgemeinen Fall gilt die Harnacksche Ungleichung nicht.

Man kann allerdings auch im allgemeinen Fall die nun folgenden Beobach-
tungen machen.

Sei r ein Bezugsmafl auf X. Fiir h € BMO N L'(r), K C X kompakt und
x,y € K gilt die folgende Ungleichungskette:

h(y) = h(z)| < Mlh—h(x)|(y) < M!h—h(l’)l(y)+/M|h—h(x)!d7“

IN

Ox (M|h ~ h(z)|(z) + /Myh - h(a:)\dr)
< g (2”}11\* + /M\h - h(x)]dr) .

Die Existenz der nur von K abhéngigen Konstanten C ergibt sich
aus Theorem 1.1.4 und Korollar 1.1.5. Dabei folgt die Integrierbarkeit von
M]|h — h(z)| beziiglich r aufgrund von:
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Lemma 5.1.1 Fir eine Funktion h € BMO(X) folgt aus der r Integrier-
barkeit von h die r Integrierbarkeit von M|h — h(x)| fir alle z € X.

Beweis: Fiir den Ausdruck [ M|h — h(x)|dr gilt (vergleiche [JA]):

/M|h—h o)ldr = lim //\h @l (d)r(dy).  (5.1)

Die Funktion y — [ |h(z)—h(z)|p, 188t sich nach oben wie folgt abschéitzen.
JnG) = h@lf @) = [ 1) = o) + hiw) - bl (@2

/ Ih(z) — k@)l + 1h(y) — h(z)|
< MIh— h()|(y) + () — h(z)]

< 2[p]l. + |A(y) = h(z)].

IN

Einsetzen in Gleichung (5.1) ergibt

/Myh _ h(a)ldr < 2||h), + / I — h(z)|dr.

Insgesamt erhilt man

IN

e (18l + [10=hGoiar
e (411 + sup [ 10— hteiar
rxeX
e (0. + 250p [ 1= nifar)
reX
— 20y (2Hh]|*+sup/|h—h(x)]dr).
reX

Dies fiihrt zu folgender Definition

h(y) = h(z)|

IN

IN

Definition 5.1.2 Seien (X, H) ein harmonischer Raum und r ein Bezugs-
mafl auf X. Definiere die Abbildung || |7 : Ho — Ry U {oc} durch

Iz = 2lnl. +sup [ 10~ hie)ldr
zeX
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Diese Abbildung erfiillt die Dreiecksungleichung und ist positiv homogen.

Weiterhin sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1[Il = 0.
2. h=c, fiirein c € R.

Beweis:
1. = 2. Nach Voraussetzung ist ||h||. = 0, also folgt h =c,c € R.
2. = 1. Klar.

Es gilt:

Lemma 5.1.3 Sei K eine kompakte Teilmenge von X. Dann existiert eine
Konstante Ck , so daf fiir alle x,y € K und h € Hy mit ||h]|} < oo gilt

h(y) = h(x)] < CrllA][%,
unabhdngig von x,y € K und h .

Beweis:

Siehe die Rechnung im Beweis von Lemma 5.1.1.

Definition 5.1.4 Definiere BMO"(X) als den Untervektorraum aller Ele-

mente h von Hy fir die ||| endlich ist.
Bemerkung 5.1.5 Der Raum (BMO" /R, || ||%) ist ein normierter Raum.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dafl dieser normierte Raum sogar ein Ba-
nachraum ist. Allerdings hat man einen gewissen Preis fiir Lemma 5.1.3 zu

zahlen, denn es gilt.

Lemma 5.1.6 Eine Funktion h € Hy ist in BMO"(X) genau dann, wenn

sie beschrankt ist.
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Beweis:
Sei h beschrinkt, dann gilt trivialerweise h € BMO"(X).
Ist h aus BMO"(X), so gilt

Sup/ |h — h(z)|dr < cc.

reX
Wegen
/|h ~ h@)|dr > |h(z) — /hdry

fiir alle x € X folgt nach Voraussetzung

sup |h(x) — /hdr! < sup/ |h — h(x)|dr < K < 0.

zeX reX

Hieraus folgt die Beschrénktheit von h.
OJ

Eine Funktion A ist also in BMO"(X) genau dann, wenn sie aus H, und be-
schrankt ist. Zur Vorbereitung des Hauptresultates dieses Abschnittes werden

noch einige Lemmata benétigt, die jetzt vorgestellt werden sollen.

Lemma 5.1.7 Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf X und sei (hy,) eine
Folge beschrinkter Funktionen, die lokal gleichmafig gegen eine Funktion h
konvergiert. Weiterhin sei (h,,) eine Cauchyfolge beziiglich der L*(u)-Norm.
Dann konvergiert (h,) gegen h in L*(u).

Beweis:
Sei K kompakt und € > 0, dann gibt es ein N = N (e, K) mit

[n(2) — h(z)| < e

fir allez € K und n > N.
Folglich gilt

/|hn — hldp <e.
K

1
loc

(hy) gegen eine Funktion g € L*(u). Bleibt zu zeigen, dafi h = g u-fast sicher

Also konvergiert (h,) gegen h in L; .(u). Nach Voraussetzung konvergiert

gilt.
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Wihle eine kompakte Menge K, dann folgt

Jin=sldn < [ b= nlds+ [ ft— gl
K K

fiir alle n € N. Hieraus folgt, dal A und g auf K fast sicher iibereinstimmen.
Da X nach Voraussetzung o-kompakt ist, gilt h = g fast sicher auf ganz X.
Also konvergiert die Folge (h,,) gegen h in L*(u).

O

Lemma 5.1.8 Sei (h,) eine Cauchfolge in BMO"™(X), dann konvergiert

(hn) gleichmdflig gegen eine harmonische Funktion h.

Beweis:
Aufgrund von Lemma 5.1.3 konvergiert die Folge lokal gleichméfig gegen eine

harmonische Funktion h. Wegen
/ (B — hldr < / B — B — (hon(@) — B ()[4 o () — o (2)]

ist (h,) eine L'(r) Cauchyfolge und konvergiert nach Lemma 5.1.7 gegen h
auch in L'(r). Fiir x € X gilt

[fom () = B ()]

IN

/ B — o — (o () — Bon(2)) [+ / (B — Bl dr
Hhm - hnH: + ”hm - hnHl,rv

A

woraus

Hhm - hnHoo < Hhm - hnH: + Hhm - hn”l,r

folgt. Die Folge konvergiert also gleichméaflig gegen h auf ganz X. Vor allem
ist h selbst wieder eine beschrankte Funktion, weil alle h,, beschrinkt waren.
OJ

Lemma 5.1.9 Sei (h,) C BMO(X), so daf die Folge gleichmdfig gegen

eine harmonische Funktion h konvergiert. Dann gilt

1. Die Funktion h ist von der Klasse BMO.
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2. Die Folge (h,,) konvergiert gegen h in BMO-Norm.

Beweis:

Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein N € N mit ||h — hy, || < € fiir alle
n > N.

Firn > N, V C X offen, relativ-kompakt und z € X folgt

/ b hy — (h(z) — ha(2))| < / = bl + () — ho(a)] < 2.
Also gilt fiir alle z € X
MIh = hy, = (h(z) = ho(2))|(2) < 2¢,

woraus sich

[ = hnlls <&
fiir alle n > N ergibt. Fiir A gilt deshalb

1Pl < MTh = halls + [[n]l« < 0.

Theorem 5.1.10 Der Raum (BMO"/R,|| ||%) ist ein Banachraum.

Beweis:

Sei (h,) eine Cauchyfolge in (BM O /R). Es folgt mit Lemma 5.1.8, da8 (h,,)
gleichméflig gegen eine harmonische Funktion h konvergiert. Nach Lemma
5.1.9 konvergiert (h,) gegen h in BMO(X). Es gilt also

1B = [l — 0.
Bleibt zu zeigen, dafl
sg{p/ |h — hy, — (h(x) — hy(x))|dr — 0
gilt. Dies folgt aber wegen
/|h — hy — (h(z) = hy(x))|dr < /|h — hy|dr + |h(2) — hy(2)].

60



Denn nach dem oben Gezeigten konvergiert (h,) gegen h gleichméBig. Es
folgt

5.2 Vollstindigkeit von BMO(X)N A

Im vorherigen Abschnitt konnte gezeigt werden, dafl man einen Banachraum
erhélt, wenn man die Norm in einer gewissen Weise abéndert. Allerdings
erwies sich diese Abédnderung als so stark, dal der Raum nur noch aus
beschriankten Funktionen bestand. In diesem Teil der Arbeit soll nun ge-
zeigt werden, dafl gewisse Teilmengen des Raumes BMO(X)/R vollstiandig
beziiglich der Norm || ||, sind .

Definition 5.2.1 Sei (X, H) ein harmonischer Raum und r ein Bezugsmafs
auf X, dann sei die Menge H' wie folgt definiert

H) = {he?#(X): /hdrg 1}.

Bemerkung 5.2.2 Die Menge H} ist kompakt beziiglich der Topologie der
lokal gleichmdfigen Konvergenz. Fir einen Beweis siehe [JA], Proposition
2.4.

Definition 5.2.3 Sei (h,) C BMO(X) und sei x € X.

Definiere die harmonische Funktion uy,, : X — Ry durch

ur, (y) := Mlhy, — hy — (hp(z) — by (2))|(y)  fir alle y € X.

mn

Theorem 5.2.4 Sei (h,) C BMO(X) eine BMO-Cauchyfolge, die lokal
gleichmapig gegen eine harmonische Funktion h konvergiert. Gibt es zux € X

ein Bezugsmaf$ r mat

sup /ufmdr < C, < o0,

m,neN
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so existiert fir jedes € > 0 ein N € N mit
M|h = hn = (h(x) = hn(2))|(2) < e
fuir alle n > N. Dieses N kann unabhdngig von x gewdhlt werden.

Beweis:

Fiir ein beliebiges n € N ist die Folge (u%,,)>°_, nach Voraussetzung in der
( beziiglich lokal gleichmiifliiger Konvergenz ) kompakten Menge HE= enthal-
ten und besitzt dementsprechend eine Teilfolge (uj, ,, ), die lokal gleichméBig
gegen eine positive harmonische Funktion u? konverglert.

Da (hy,) ein Cauchyfolge beziiglich || ||. ist, gibt es zu € > 0 ein p € N mit

U (€)= Ml = by = (hn () = P (2))[(2) < 2P — P || < 22

mn

fiir alle m,n > p unabhéngig von z € X.
Also gilt fiir mg,n > L

(P — P — (B () — B ()| < iz
Im Grenzwert erhilt man

Mh = hy = (h() = ha(2))|(2) < ul(z) < e.

T
n

Korollar 5.2.5 Seien (h,) C BMO(X) eine BMO-Cauchyfolge, die lokal
gleichmaf$ig gegen eine harmonische Funktion h konvergiert, und r ein Be-

zugsmafs auf X mit
Sup/|hn|dr < 0.

neN

Dann konvergiert (hy,) gegen h beziglich || ||«

Beweis: Fiir alle m,n € N,z € X folgt wegen

/ufmdr < /M|hm—hm(:c)|dr+/M|hn—hn(a;)|dr
< 2k +/|h 2)|dr + 2|l +/|h o ()| dr
é2mm~nmm+/mmwﬁﬂmw+m4m+mmn
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mit Theorem 5.2.4 die Behauptung.
O

Hieraus ergibt sich der anfangs erwéhnte Satz von H. Leutwiler (sieche [LE2]).

Korollar 5.2.6 [H. Leutwiler] Sei (X, H) ein Brelotscher Raum. Dann ist
(BMO(X)/R, || ||«) ein Banachraum.

Beweis:

Sei (hy,) eine Cauchfolge in (BMO(X)/R,|| ||<). Aus Lemma 4.1 in [LE2]
folgt, daB (h,,) lokal gleichmé&Big gegen eine harmonische Funktion A konver-
giert. Wihle fiir z € X das PunktmaB ¢, als Bezugsmaf. Es gilt

sup / W dr = sup Ml — by — (ha(z) — ho(2))](2)

m,neN m,neN
< sup M|hy, — ho(2)|(x) + sup M|h,, — h,(z)|(x)
meN neN
— Dsup Mlhy — ho2)|(2)
neN

< 2sup 2[|hg[« = 4sup [|hy, || < oo
neN neN
Nun folgt nach Theorem 5.2.4 fiir alle ¢ > 0 die Existenz von N € N mit
M|h = hy = (h(z) = hn(2))[(2) < €

fir alle n > N und x € X, also ist h eine Element von BMO(X) mit
|h — hnll« — 0.
O

Lemma 5.2.7 Sei A C 'H eine lokal gleichmdfsig beschrdankte Menge, dann

ezistieren ein Bezugsmafl r und eine positive Konstante C', mit

/|h|dr <c

fiir alle h € A.
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Beweis:
Seien (K,) eine Ausschopfung von X durch kompakte Teilmengen und
() C X eine dichte Folge. Definiere fur alle m € N

Cm = sup ||h||k,, < 0.
heA

Setzt man

1
mi= ) Fe T

rEEKm
so ist r,, ein Subwahrscheinlichkeitsmafl mit Tréiger in K,,.

Fiir eine Folge (o) strikt positiver Zahlen mit >~ «, = 1 gilt

m=1

O<S::io¢mrm(X) < iamzl.
m=1 m=1

Daher definiert
1 o0
ri= S Z AT,
m=1

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X. Da der Trager von r X ist, ist r ein

normiertes Bezugmaf. Fiir h € A gilt

() = 5> o)
> st

o0
>3
= _— O{m
S
m=1 rrEKm

1 & 1
EmZ:lOéng

IN

Fiir positive harmonische Funktionen gilt sogar Aquivalenz.

Lemma 5.2.8 Fiir eine Familie harmonischer Funktionen A C H™T sind

dquivalent

1. Die Menge A ist lokal gleichmdflig beschrinkt.
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2. Es existiert ein Bezugsmafl r auf X und eine Konstante C' mit

sup/hdr§C<oo.
heA

Beweis:

1. = 2. Folgt aus Lemma 5.2.7.

2. = 1. Sei r das Bezugmafl mit der geforderten Eigenschaft und K eine
kompakte Teilmenge von X. Nach Theorem 1.1.4 gibt es eine Konstante Cx
mit

sup h < CK/th < CkC
K

fiir alle h € A. Also ist A lokal gleichméfig beschrankt.

Bemerkung 5.2.9 Lemma 5.2.8 zeigt vor allem, daf$ jede Teilmenge

A C H*, die lokal gleichmdf$ig beschrinkt ist, in der Topologie der lokal
gleichmapigen Konvergenz relativ kompakt ist. Denn fiir A gibt es nach Lem-
ma 5.2.8 stets eine Konstante C, so dafp A C HS gilt und diese Menge ist
kompakt.

Theorem 5.2.10 Sei (h,) C H' eine BMO-Cauchyfolge, die lokal
gleichmdfig beschrinkt ist. Dann konvergiert (h,) gegen eine harmonische

Funktion h € BMO(X) beziiglich || ||«.

Beweis:
Nach Lemma 5.2.7 gibt es ein Bezugsmafl r und eine Konstante C, so daf}

stets
/hndr§C<oo

gilt. Also ist die Folge (h,,) in HS enthalten und besitzt eine lokal gleichmiBig
konvergente Teilfolge (hy, )x. Dann folgt mit Korollar 5.2.5 die Behauptung.
OJ

Beachtet man nun, dafi H(X) versehen mit der Topologie der lokal

gleichméfligen Konvergenz ein Montelraum ist, so gilt das folgende Theorem.
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Theorem 5.2.11 FEine abgeschlossene Teilmenge A C H ist kompakt genau

dann, wenn A lokal gleichmdflig beschrinkt ist.

Beweis:
Siehe [CC2] Kapitel 11.

Nun folgt sofort:

Theorem 5.2.12 Sei A C 'H eine Menge, die kompakt beziiglich der Topolo-
gie der lokal gleichmifSigen Konvergenz ist, dann ist (BMO(X)NA)/R, || |+)

vollstindig.

Beweis:
Nach Theorem 5.2.11 ist A lokal gleichméflig beschrinkt und nach Voraus-
setzung abgeschlossen beziiglich lokal gleichméafliger Konvergenz. Dann folgt
mit Korollar 5.2.5 und Lemma 5.2.7 die Behauptung.

OJ

Als Korollar ergibt sich.
Korollar 5.2.13 Die Menge (BMO(X)NHL)/R, || ||.) ist vollstindig.

Beweis: Klar, da H! nach Bemerkung 5.2.2 kompakt beziiglich lokal
gleichméfiger Konvergenz ist.
O

Bemerkung 5.2.14 Korollar 5.2.13 lafit sich sehr leicht auf die Menge
BMO(X) N (H! — H}) ausdehnen, wenn man bedenkt, dafi fiir einen lokal-

konveren Raum E und eine Teilmenge K C FE stets aus der Kompaktheit
von K die Kompaktheit von K — K folgt.

Bemerkung 5.2.15 Es bleibt ein offenes Problem, ob BMO(X)/R im all-

gemeinen Fall ein Banachraum ist.
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5.3 Variante der Harnackschen Ungleichung
fiir BMO-Funktionen

In diesem Teil werden zwei Abschétzungen fiir harmonische Funktionen be-
schréankter mittlerer Oszillation auf kompakten Teilmengen K C X herge-
leitet. Diese dhneln in gewisser Weise der klassischen Harnackschen Unglei-
chung, wie sie fiir den klasssichen Fall beziehungsweise fiir den Fall Brelot-
scher harmonischer Raume gilt.

Zunéchst eine Definition.

Definition 5.3.1 Definiere fiir einen harmonischen Raum (X, H) und X\ >
0, m > X die Mengen HM und H™ durch

HM = {h eM: infh > )\}

HT::{hGH’L: /hdrﬁm}.

Mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende Lemma

sowie

Lemma 5.3.2 Sei K C X kompakt, dann existiert eine Konstante A;‘(’m, S0
daf$ fiir alle h € HM NH™ gilt

sup h < AY™inf h.
K K

Beweis:
Nach Theorem 1.1.4 gibt es zu K eine Konstante Cx > 1 (da 1 harmonisch

ist) mit
sup (h + /hdr) < Ok inf <h+/hd7") )
K K

Fiir alle h € HM N H™ folgt dann nach einfacher Umformumg
suph < Ckinfh + (Cx — 1)/hdr.
K K
Nach Voraussetzung gilt

suph < CKi%fh—l—(C'K—l)/hdrgC’Ki%fh+(CK—1)m.
K
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Betrachte jetzt die Konstante

1
AN = C + 1 (Cxc = 1m,

so folgt
1
Am - . . L _ .
A 1%fh = CKllll(fh—i- )\(CK 1)m1%fh

v

Vv

sup h.
K

Fiir 2,y € K Cx X und h € H* NH™ N BMO(X) gilt

|h(z) = h(y)| < M|h = h(z)|(y) < M|h—h(z)|(x)+ [h(y) — h(z)|
< Mh = h(z)|(z) + (1+ A™)h(y)
< QHh”*—F(l—FA?{’m)Sl[l(ph
<

2|hl. + AX™(1 + AX™) inf h.
Diese Rechnung beweist also

Theorem 5.3.3 Sei K eine kompakte Teilmenge von X, dann existiert eine
Konstante MI’\{’m, so daf fiir alle h € H** NH™ N BMO(X) und z,y € K
qilt

[(x) = h(y)| < 2|l + M inf h.

Beweis:
Siehe obige Uberlegungen.
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