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Einleitung

Die NMR-Spektroskopie hat viele verschiedene Anwendungsgebiete. Meistens
wird sie fiir die Analyse chemischer Verbindungen und dabei insbesonde-
re fiir die Strukturbestimmung von Makromolekiilen genutzt. Diese Dis-
sertation beschéftigt sich im 1. Teil mit der Strukturanalyse eines Peptid-
Antibiotikums: Es handelt sich dabei um Subtilosin A, ein zyklisches Peptid,
das vom Bodenbakterium Bacillus subtilis erzeugt wird. Der erste Schritt bei
solch einer Strukturbestimmung ist die Aufnahme von mehrdimensionalen
NMR-Spektren, die eine Zuordnung der Larmor-Prizessionsfrequenzen zu
den entsprechenden Kernspins ermoglicht. Im homonuklearen Fall kommen
dabei meist COSY- und TOCSY-Experimente® zum Einsatz. Bei letzteren
hiéngt die Information, die man aus diesen Spektren gewinnen kann, ent-
scheidend von der gewéhlten Mischzeit ab. Um keine wertvolle Spektrometer-
Mefzeit zu verschwenden, ist es deshalb ratsam, sich vor der Aufnahme des
Spektums zu iiberlegen, welche gekoppelten Spinsysteme zu erwarten sind
und wie lange dementsprechend die Mischzeit sein muf}, damit die gewiinsch-
ten Informationen ermittelt werden konnen. Liegen komplexe Spinsysteme
vor, kénnen Computersimulationen bei dieser Entscheidung helfen. Bei den
recht hidufig vorkommenden 3-Spin-Systemen gibt es sogar analytische Losun-
gen, die den TOCSY-Transfer in Abhéngigkeit von der Mischzeit beschrei-
ben [6,7]. Fiir das noch einfachere 2-Spin-System wurde berichtet [8], daf}
der TOCSY-Transfer im Spinsystem analog dem Energietransfer in einem
System von zwei gekoppelten Pendeln ist. Im Rahmen dieser Dissertation
(2. Teil) sollte deshalb untersucht werden, ob diese Analogie auch auf ein
3-Spin-/Pendel-System erweiterbar ist und inwieweit sie in der Lage ist, die
quantitativen Eigenschaften der verschiedenen Systeme zu beschreiben.

Da die NMR-Spektroskopie eine quantenmechanische Methode ist, kann man
sie nicht nur in der Analytik, sondern auch im Bereich des Quantenrech-

bDetails hierzu finden sich im Abschunitt 1.2.4 ab Seite 7.



2 EINLEITUNG

nens (Quantum Computing) verwenden. Die Idee eines Quantencomputers
ist schon fast 20 Jahre alt®. Aber es dauerte iiber 10 Jahre, bis die ersten
Quantencomputer realisiert wurden. Es gibt viele verschiedene Moglichkei-
ten, Quantencomputer physikalisch zu realisieren. Die NMR-Spektroskopie
ist dabei diejenige Methode, die derzeit die grofiten Erfolge vorweisen kann.
Trotzdem sind alle derzeit verfiigbharen NMR-Quantencomputer noch weit
von einer praktischen Anwendung entfernt. Die hier vorliegende Dissertation
beschreibt im 3. Teil neue Forschungsergebnisse, die einige Hiirden auf dem
Weg zu grofleren Quantencomputern iiberwinden.

“Richard Feynman erkannte, dal man Quantensysteme mit ,klassischen“ Computern
nur sehr ineffzient simulieren konnte. Deshalb entwickelte er 1982 die Idee eines Computers,
der auf den Prinzipien der Quantenmechanik beruht und damit Quantensysteme effektiv
simulieren kann [9].



Teil 1

Strukturaufklarung des
Peptid-Antibiotikums
Subtilosin A

1.1 Einleitung

Subtilosin A wird vom Bodenbakterium Bacillus subtilis erzeugt. Seine erste
Beschreibung erfolgte 1985 durch Babasaki et al. [10], die bereits erkannten,
daf} es sich bei Subtilosin A um einen Makrozyklus aus 35 Aminosduren
handelt, der mehrere unbekannte posttranslationale Modifikationen enthélt.
Heute ist die Gensequenz von Bacillus subtilis bekannt: Das sbo-Gen kodiert
ein Priapropeptid aus 43 Aminosduren:

-8 1+ 5 10 15 20 25 30 35

MKKAVIVE NKGCATCSIGAACLVDGPIPDFEIAGATGLFGLWG

Abbildung 1.1: Pripropeptid-Aminosiuresequenz: Das Propeptid ist in Fett-
druck dargestellt und seine Aminoséiuren sind durchnumeriert.

Wie bereits Babasaki et al. [10] vermuteten, wird die ungew6hnlich kurze und
aus nur acht Aminosiuren bestehende Fiihrungssequenz abgespalten, so daf}
das sbo-Propeptid aus 35 Aminoséuren iibrigbleibt. Dieses Propeptid wird an-
schlieend posttranslational modifiziert. Da in der Aminosiurenanalytik die
Phenylalanine und Thr28 fehlen und die Mercaptoethanol-Additionen (siehe
Abschnitt 1.2.3 auf Seite 5) drei Thioether-Briicken nachweisen, kann man

3
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insgesamt von einer Modifikation folgender Aminosduren ausgehen: Cys4,
Cys7, Cysl13, Phe22, Thr28 und Phe31.

1.2 Isolierung und Analytik

1.2.1 Gewinnung von Subtilosin A

Das Rohprodukt wurde aus einer Kultur von Bacillus subtilis ATCC 6633 ge-
wonnen. Das Peptid-Antibiotikum wurde anschlielend mittels einer mehrstu-
figen Reversed Phase-Chromatographie und HPLC aufgereinigt. Insgesamt
konnten 12 mg Subtilosin A aus einer Kultur von 1,2 Litern isoliert werden.
Die Reinheit des so gewonnenen Peptids konnte mittels Rechromatographie
ermittelt werden und war grofler als 95%.

1.2.2 Massenspektren

Fir die Aufnahme der DE-MALDI-TOF-Massenspektren® wurde ein
Voyager-RP-DE-Massenspektrometer der Firma Per Septive Biosystems, Fra-
mingham, MA, U.S.A. verwendet. Dabei kam ein 337 nm Stickstoff-Laser fiir
die Verdampfung und Ionisation zum Einsatz. Die Beschleunigungsspannung
betrug 20 kV, und die Wartezeit wurde auf 250 ns eingestellt. Die gefrierge-
trockneten Peptid-Fraktionen wurden in einer Mischung aus 70% Acetonitril,
0,1% Trifluoressigsiure und 29,9% Wasser geldst. Diese Losung wurde dann
1:1 mit der Matrix-Fliissigkeit verdiinnt. Diese besteht aus einer 20 pg/ul
konzentrierten Losung von a-Cyano-/-hydroxy-Zimtsidure in der schon oben
erwahnten Mischung aus Acetonitril, Trifluoressigsdure und Wasser. Um das
Signal-zu-Rauschen der Massenspektren zu erhohen, wurden jeweils 100 bis
200 Einzelspektren addiert.

Aus den drei starken Signalen bei m/z = 3400,7 Da + 0,4 Da fiir das pro-
tonierte Subtilosin A, m/z = 3422,7 Da £ 0,4 Da fiir das Natrium-Addukt
und m/z = 3438,6 Da + 0,4 Da fiir das Kalium-Addukt konnte eine Masse
von 3399,7 Da fiir das ungeladene Subtilosin A ermittelt werden.

aDE: delayed extraction; MALDI: matrix-assisted laser desorption and ionization; TOF:
time-of-flight
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Subtilosin A

/ I
Py . // l
2 ge+q -
3 +H
E -
g 2e+4 - ' | ' I +Na
5 - 2000 4000 *K
x  Qe+0 , — , :

3300 3400
Mass (m/z)

Abbildung 1.2: Ausschnitt aus dem Massenspektrum von Subtilosin A.

1.2.3 Mercaptoethanol-Additionen

Analog der Vorschrift von Meyer et al. [11] wurden 30 pg Subtilosin A mit
80 wul Ethanol, 65 pul 5 M Natronlauge, 60 pl 2-Mercaptoethanol und 400 pl
Wasser eine Stunde lang auf 110°C erhitzt. Die Reaktion wurde durch Zuga-
be von 10 ul Essigsdure gequencht. Butanolische Extrakte wurden getrocknet
und mittels MALDI-TOFMS analysiert.

Im resultierenden Massenspektrum, das in Abbildung 1.3 auf Seite 6 ge-
zeigt ist, erkennt man vier Serien, die jeweils ein bis sechs Mercaptoethanol-
Addukte aufweisen: Diese Serien kann man nur durch die Anwesenheit von
drei Thioether-Bindungen erkldren. Wenn Mercaptoethanol eine Thioether-
Bindung angreift, wird diese aufgebrochen, und es bilden sich ein Ethyl-
Thioether und ein Thiol [11,12]. Das neu entstandene Thiol kann dann mit
einem weiteren Molekiil Mercaptoethanol unter Ausbildung einer Disulfid-
Bindung reagieren:
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Abbildung 1.3: Massenspektrum der Mercaptoethanol-Addukte von Subtilo-
sin A: Die Pfeile zeigen die protonierten Spezies der unterschiedlichen Adduk-
te an, wobei die Zahl die jeweilige Anzahl der Mercaptoethanol-Additionen
angibt. Diese Serie wiederholt sich in den mit ,,x“ gekennzeichneten Natrium-
Addukten. Beide Serien treten auch noch zusétzlich in einer decarboxylierten
Form auf. Die protonierten Spezies sind dabei mit einem ausgefiillten Kreis,
die Natrium-Addukte mit dicken senkrechten Strichen markiert.

Um die Relevanz dieser Ergebnisse zu iiberpriifen, wurden zwei Blindproben
durchgefiihrt:

e Erhitzt man Subtilosin A in Wasser eine Stunde lang auf 100°C und
trocknet es anschlieflend, so erhélt man das gleiche Massenspektrum
wie fiir unbehandeltes Subtilosin A.

e Ersetzt man bei der oben beschriebenen Reaktion das Mercaptoetha-

nol durch Ethanol, so erhilt man zusétzlich Signale fiir decarboxylierte
und dehydratisierte Spezies von Subtilosin A: So finden sich Signale bei
3356,7 Da (protoniert und decarboxyliert), 3378,7 Da (das entsprechen-
de Natrium-Addukt), 3396,6 Da (das entsprechende Kalium-Addukt)
und bei 3338,7 Da (protoniert, decarboxyliert und dehydratisiert).
Es finden sich aber keine Signale von hydrolysiertem Subtilosin A, d.h.
die Annahme von Babasaki et al. [10], da8 Subtilosin A einen Thioester
enthalten wiirde, ist somit sehr unwahrscheinlich, da dieser in alkali-
schen Medien hydrolysieren und sich somit im Massenspektrum durch
eine Verschiebung um +18 Masseneinheiten verraten wiirde.
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1.2.4 NMR-Spektren

Subtilosin A ist ein hydrophobes Peptid, dessen Loslichkeit in Wasser dement-
sprechend sehr gering ist. Es ist aber sehr gut in Dimethylsulfoxid (DMSO)
16slich. Solche Losungen behalten auch nach mehrwochiger Lagerung bei
27°C ihre antibiotische Wirkung. Somit eignen sich solche Losungen fiir die
Strukturanalyse mittels der NMR-Spektroskopie: 12 mg Subtilosin A wur-
den in 300 pul DMSO-dg" geldst. Die resultierende 11,8 mM Losung wurde in
ein Shigemi-NMR-~Rohrchen abgefiillt und NMR-spektroskopisch untersucht.
Dazu verwendeten wir ein Bruker Avance DRX600 Spektrometer mit einem
5 mm ('H, ¥C, PN) triple resonance Probenkopf mit Gradienten. Bei 300 K
wurden folgende Spektren aufgenommen: DQF-COSY (double quantum fil-
tered correlation spectroscopy [13]), TOCSY (total correlation spectroscopy
[14]), und NOESY (nuclear Overhauser enhancement spectroscopy [15]). Die
Mischzeiten variierten von 60 - 100 ms fiir die TOCSY- und von 100 - 200 ms
fiir die NOESY-Experimente.

Die Anzahl der HYH®Kreuzsignale war konsistent mit einem Peptid, das
aus 35 Aminosduren besteht. Es konnte jedoch keine vollstindige Zuordnung
aller Kreuzsignale erreicht werden, da Subtilosin A aus zwei spektroskopisch
unterschiedlichen Teilen besteht: Der erste Teil beinhaltet die Aminosduren
13 bis 24. In ihm konnte eine sequenzielle Zuordnung mittels interresidua-
len NOE-Kreuzsignalen erreicht werden. Dieser Teil scheint also beziiglich des
Riickgrates und der Seitenketten gut strukturiert zu sein. Der zweite Teil von
Subtilosin A besteht aus allen anderen Aminoséduren. Dieser Teil scheint —
zumindest beziiglich der genauen Position der Wasserstoffatome — schwécher
strukturiert bzw. dynamisch zu sein, denn seine Protonen zeigen sehr wenig
interresiduale NOE-Kreuzsignale. Somit konnte dieser Teil des Peptids auch
nur teilweise zugeordnet werden. Trotzdem konnte insgesamt eine fiir die Be-
stimmung der Faltung von Subtilosin A ausreichende Anzahl von Signalen
zugeordnet und ausgewertet werden.

1.3 Strukturrechnung

Proton-Proton-Abstédnde wurden aus den Integralen der zugeordneten NOE-
Kreuzsignale ermittelt, wobei das NOESY-Spektrum mit einer Mischzeit von
150 ms zugrundegelegt wurde, da hier Spindiffusionseffekte vernachléssigbar

bHexadeutero-Dimethylsulfoxid, Merck, 99,95% D
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waren. Insgesamt wurden 291 eindeutige und 57 mehrdeutige Distanzen er-
mittelt.

Fiir die erste Strukturrechnung wurde zunéchst eine zuféllige Struktur des
Subtilosin-Makrozyklus erzeugt, wobei keine Seitenketten-Modifikationen be-
riicksichtigt wurden. Ausgehend von dieser Startstruktur und den ermittelten
Interproton-Distanzen wurden nun mit Hilfe des Programms X-PLOR [16]
100 Strukturen berechnet. Die Riickgratstruktur konvergierte dabei sehr gut,
und der Riickgrat-RMSD-Wert® der 10 energiedrmsten Strukturen betrug le-
diglich 0,67 A. Im Gegensatz dazu waren die Seitenketten deutlich varia-
bler. Subtilosin A beinhaltet viele kleine Aminosiuren (7 Mal Glycin und
5 Mal Alanin), die iiber das ganze Molekiil verteilt sind und damit eine hohe
Flexibilitdt des Peptids ermoglichen. Die makrozyklische Struktur dagegen
schrinkt den Konformationsraum des Riickgrates stark ein. Dies konnte die
gute Konvergenz der Riickgratstruktur bei gleichzeitiger Varianz der Seiten-
ketten erkliren. Eine Uberlagerung der 10 besten Strukturen aus dieser ersten
Strukturrechnung ist in der Abbildung 1.4 auf Seite 9 zu sehen.

Eine Analyse der Strukturen zeigt, daf} sich gerade diejenigen Aminosiu-
ren rdumlich nahe kommen, von denen man annimmt, dafl sie modifiziert
sind. Dabei bilden immer genau zwei Aminosiuren ein raumlich benach-
bartes Paar: Cys4—Phe31, Cys7—Thr28 und Cysl3—Phe22. Dies legt die
Vermutung nahe, daf} diese Paare bei formaler Abspaltung von je einem Was-
serstoffatom pro Aminosédure interresiduale Briicken bilden. Dies wére auch
konsistent mit der ermittelten Masse von 3399,7 Da £ 0,4 Dad. Dies fiihrt
zu der in Abbildung 1.5 auf Seite 10 gezeigten Darstellung der Konstitution
von Subtilosin A.

°root mean square deviation
dDie theoretische Masse fiir ein derartig verbriicktes Subtilosin A betrigt 3399,6 Da.
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Abbildung 1.4: Ergebnis der Strukturrechnung ohne interresiduale Briicken:
(A) Ribbon-Darstellung der 10 energiedirmsten Strukturen. Die Strukturen
wurden so iiberlagert, dafl die Riickgrat-Atome einen minimalen RMSD-Wert
(0,67 A) ergaben. (B) Es werden die gleichen 10 energiesirmsten Strukturen
wie in (A) gezeigt. Alle Riickgratatome sind zu sehen. Beziiglich der Seiten-
ketten sind jedoch lediglich die Aminoséduren 13 bis 24 sichtbar.

Um diese Strukturhypothese zu testen, fiihrten wir weitere Strukturrech-
nungen durch, wobei wir verschiedene interresiduale Briicken festlegten: Die
Schwefelatome von Cys4 und Cysl3 wurden direkt mit den C2-, C3- oder
C*-Atomen von Phe31 und Phe22 verbunden (Nomenklatur der aromati-
schen Kohlenstoffatome entspricht der aus [17]). Das Schwefelatom von Cys7
wurde mit dem C?- oder dem Sauerstoffatom von Thr28 verbunden. In allen
sechs® Strukturrechnungen erhielten wir gut konvergierende Riickgratstruk-
turen. Als Beispiel sei in Abbildung 1.6 auf Seite 10 das Strukturensemble
gezeigt, dessen beste Struktur die niedrigste Energie hat.

®Wenn das Schwefelatom von Cys4 mit dem C’-Atom von Phe31 verbunden ist, geht
man davon aus, dafl auch das Schwefelatom von Cysl3 mit dem Ci-Atom von Phe22
verbunden ist.
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Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der Strukturhypothese fiir Subti-
losin A, basierend auf der ermittelten Masse, den chemischen Eigenschaften
und der ersten Strukturrechnung.
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Abbildung 1.6: Die dreidimensionale Faltung von Subtilosin A: Als re-
priasentatives Beispiel werden hier die Strukturen gezeigt, bei denen die
C2-Atome (meta) der Phenylalanine mit den entsprechenden Schwefelatomen
der Cysteine und das Sauerstoffatom des Threonins mit dem Schwefelatom
des entsprechenden Cysteins verbunden sind. (A) Ribbon-Darstellung der 10
energiedrmsten Strukturen. Die Klammern symbolisieren die interresidua-
len Briicken. Die Strukturen wurden so iiberlagert, dafl die Riickgrat-Atome
einen minimalen RMSD-Wert (0,56 A) ergaben. (B) Es werden die gleichen
10 energieirmsten Strukturen wie in (A) gezeigt. Die Thioether-Bindung
zwischen Cysl13 und Phe22 ist hervorgehoben. Alle Riickgratatome sind zu
sehen. Beziiglich der Seitenketten sind jedoch wieder lediglich die Amino-
sduren 13 bis 24 sichtbar.
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Die interresidual verbriickten Strukturen weisen vergleichbare RMSD-Werte
und Energien auf wie die unverbriickten Strukturen. Auflerdem bleibt die
Struktur bei Einfiihrung der Briicken fast vollstindig erhalten. Dies ist in
der folgenden Tabelle zusammengefafit:

Tabelle 1.1: Strukturrechnungen mit und ohne interresiduale Briicken
Rickgrat  Riickgrat RMSD fiir Energie der

Cys4—Phe31 und

Cys7—Thr28 RMSD* gemischte besten

Cys13—Phe22 [A] Superpositionen® [A] Struktur®
no bond no bond 0,67 -/- 823
S—O S—C? 0,56 0,89 907
S—Ch c—C3 0,53 0,90 928
S—O S—C* 0,56 0,77 930
S—O S—C? 0,52 0,86 953
S—Ch Ss—Ct 0,61 0,83 968
S—Ch S—C? 0,73 0,92 1008

“Berechnet fiir eine Uberlagerung der 10 energieiirmsten Strukturen.

bBerechnet fiir eine Uberlagerung der 5 energieiirmsten Strukturen von Subtilosin A
ohne interresiduale Briicken und der 5 energiedrmsten Strukturen mit den entsprechenden
Briicken.

°Die Energie ist in beliebigen Einheiten angegeben.

Man sieht sehr schon, dafl sich der RMSD-Wert nur geringfiigig erhoht,
wenn man von einer reinen Uberlagerung von Strukturen ohne interresi-
duale Briicken zu einer gemischten Uberlagerung von Strukturen mit und
ohne Briicken geht. Die Strukturen sind somit fast identisch. Um dies noch
anschaulicher darzustellen, sind in der Abbildung 1.7 auf Seite 12 die ener-
giedrmsten Strukturen aus vier verschiedenen Strukturrechnungen mit und
ohne Briicken gezeigt.

Um die Aussagekriftigkeit dieser Strukturrechnungen zu iiberpriifen, fiihr-
ten wir auch eine weitere Serie von Rechnungen durch, die andere prinzipiell
mogliche interresiduale Briicken beinhalten. Wenn man das an der Briicke be-
teiligte Atom dndert und z.B. das Schwefelatom des Cysteins an das C*- oder
CP-Atom des Phenylalanins bindet oder wenn man das Cys7-Schwefelatom
mit dem C% oder C?-Atom von Thr28 verbindet, so erhilt man weiter-
hin konvergierende Riickgratstrukturen. Die Energien dieser Strukturen sind
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Cys4-Phe31

Abbildung 1.7: Vergleich der Strukturen mit und ohne interresiduale Briicken:
(A) Aus vier verschiedenen Strukturrechnungen (a-d) wurde jeweils die ener-
giedrmste Struktur ausgewihlt. Diese vier Strukturen sind iiberlagert dar-
gestellt. Lediglich die Aminosduren 1, 4, 7, 13, 22, 28, 31 und 35, die an
den interresidualen Briicken beteiligt sind, sind vollstédndig gezeigt. Der Rest
des Peptids ist in der Ribbon-Darstellung zu sehen: a) keine Thioether-
Briicken; b) Thioether-Briicke zwischen Cys4-S und Phe31-C? (ortho) und
Cys13-S und Phe22-C? (ortho), Thioperoxo-Briicke (~S-O-) zwischen Cys7
und Thr28; ¢ und d) Briicken analog zu Derivat b, wobei die Thioether-
Bindungen hier C? (meta) bzw. C* (para) an Stelle von C? beinhalten. (B)
Als Beispiel ist die Struktur ¢ der links gezeigten Uberlagerung einzeln als
kombinierte Ribbon-/ Kugel-Stab-Darstellung gezeigt.

aber deutlich gréfler als diejenigen der in der Tabelle aufgefiihrten Deriva-
te. Wenn man Briicken zwischen anderen Paaren als den oben beschriebe-
nen (Cysd—Phe31l, Cys7—Thr28 und Cys13—Phe22) bildet, so fiihrt die
entsprechende Strukturrechnung nicht mehr zu einer konvergierenden Riick-
gratstruktur.

Es wurden auch HMBC-Spektren (heteronuclear multiple bond correlation
spectroscopy [18]) mit verschiedenen Mischzeiten bei verschiedenen Tempera-
turen aufgenommen. Leider war aber in allen Féllen das Signal-zu-Rauschen-
Verhéltnis nicht ausreichend, um klare Aussagen iiber die interresidualen
Briicken treffen zu konnen.
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1.4 Entstehung der interresidualen Briicken

Innerhalb des Operons, welches das Gen fiir Subtilosin A enthélt, findet sich
auch das Gen ywiA. Dieses ist stark homolog zu Sulfatasen und Proteinen,
die in der Biosynthese des Hiams oder von ,,Pyrrol-Chinolin-Chinon* betei-
ligt sind [19,20]. Somit wire das Produkt von ywiA ein guter Kandidat fiir
die Erzeugung der intermolekularen Thioether-Briicken. Im allgemeinen sind
Thioether-Briicken ein Merkmal der Lantibiotika, einer groflen Klasse von
Peptid-Antibiotika, in denen Cysteine mit zuvor dehydratisierten Serinen
oder Threoninen verbunden sind [21]. Die im Subtilosin A postulierten Cys-
Phe-Briicken stellen eine neue Art von Thioether-Briicken in posttranslatio-
nal modifizierten Peptiden dar. Es ist jedoch bemerkenswert, dafl man bereits
in vitro analoge Schwefel-Phenylalanin-Bindungen in Peptiden enzymkataly-
siert hergestellt hat. Dabei katalysierte Glutathion-S-Transferase die nucleo-
phile Substitution von aryl-aktivierten Phenylalanin-Derivaten mit Gluta-
thion [22]. Weiterhin sollte erwihnt werden, dafl auch Schwefel-Sauerstoff-
Bindungen (in Form von Cys-S-OH-Derivaten) in biologisch aktiven Natur-
stoffen entdeckt worden sind: Man findet sie in Enzymen, die Redoxreaktio-
nen regulieren [23].

1.5 Zusammenfassung und Ergebnisse

Mit Hilfe von Massenspektroskopie, 'H-NMR-Spektroskopie und chemischen
Reaktionen konnte die dreidimensionale Faltung von Subtilosin A bestimmt
werden [5]. Sie ist in Abbildung 1.6 auf Seite 10 dargestellt. Eine schematische
Darstellung der Struktur findet sich in Abbildung 1.5 auf Seite 10. Die Fal-
tung beinhaltet drei neue interresiduale Briicken, die sowohl mit der ermittel-
ten Masse als auch mit der chemischen Reaktivitdt und Aminosédurenanalyse
in Einklang sind: Cys—Phe-Briicken wiirden bei einer sdurebedingten Spal-
tung zu einer Thiol-Gruppe am Phenylalanin fiihren. Analoge Reaktionen
sind vielfach in der Literatur zu finden (z.B. [24,25]). Dies wiirde erkléren,
warum man in der Aminosdureanalytik [10] keine Phenylalanine findet. Eben-
so wiirde die Spaltung einer Cys-Thr-Briicke nicht zu freiem Threonin fiihren,
denn der Spaltung wiirde eine Eliminierung folgen, wodurch ein ungesittig-
tes Derivat von Threonin entstehen wiirde. Auch dies wire konsistent mit
der Aminosdureanalytik [10], die ein Threonin zu wenig findet.
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2.1 Vergleich verschiedener gekoppelter Sy-
steme

Wir betrachten im folgenden ein System von drei gekoppelten Federpendeln:
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Abbildung 2.1: Schema eines Systems aus drei gekoppelten Federpendeln
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In meiner Diplomarbeit [1] verglich ich dieses gekoppelte Pendelsystem mit
einem System aus drei isotrop gekoppelten Spins®. Als Randbedingung wurde
dabei festgelegt, dafl zu Beginn lediglich ein Pendel potentielle Energie und
kein Pendel kinetische Energie besitzt. Analog dazu startet das TOCSY-
Experiment in einem Zustand, in dem nur ein Spin eine Polarisierung (I;,)
triagt. Dabei konnten folgende Ergebnisse hergeleitet werden:

e Man kann die entsprechenden Differentialgleichungssysteme in beiden
Fillen 16sen.

e Nach Einfiihrung von Skalierungsfaktoren findet man fiir den Grenzfall
grofler Eigenfrequenzen (v > k;;) eine quantitative Ubereinstimmung
aller Aspekte des Energietransfers im Pendelsystem mit dem Polarisa-
tionstransfer im Spinsystem.

e In der NMR-Spektroskopie ist dieser Grenzfall im allgemeinen erfiillt
(w > J;j). Im Pendelsystem reicht ein Unterschied von ein bis zwei
Groflenordnungen zwischen den Kopplungskonstanten und den Eigen-
frequenzen aus, um eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem Grenzfall
zu bekommen.

e Bei Systemen mit mehr als drei gekoppelten Pendeln bzw. Spins ist
die Ubereinstimmung nicht mehr gegeben. Der Grund liegt darin, daf
die Korrespondenz der einzelnen Grofien in den zwei unterschiedlichen
Systemen, die in Tabelle 2.1 gezeigt ist, teilweise mehrdeutig wird.
Auflerdem gibt es im System gekoppelter Spins einige Operatoren, die
keinen Groflen im Pendelsystem zugeordnet werden konnten. Dies ist
in der Tabelle 2.2 auf Seite 18 gezeigt.

Die folgende Tabelle zeigt die Korrespondenzen beim Vergleich des mechani-
schen und des quantenmechanischen Systems:

aEine isotrope Kopplung tritt bei den in der NMR-Spektroskopie sehr wichtigen
TOCSY-Experimenten [14] auf.
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Tabelle 2.1: Vergleich des Pendel- und des Spinsystems
System aus drei gekoppelten System aus drei gekoppelten
Pendeln Spins
Federkonstante des K 2
Federpendels
Federkonstante der
Kopplungsfeder, die die k;; 2rwly;
Pendel 7 und 5 koppelt
Oszillationsfrequenz w
eines ungekoppelten v 2
Pendels "
Larmor-
2Ty Priazessionsfrequenz w
jedes Spins
Kopplungskonstante
k;; der skalaren 3.
A2y Kopplung zwischen "
Spin ¢ und j
Energie des 1 9.9 9 1 9 z-Magnetisierung
— N 5 Y, I
Pendels ¢ v? (271- vir + 2%) des Spins ¢ v
Nullquanten- L 1.
®(yivj — x3y;) kohérenz zwischen _ZyI? II-
Spin ¢ und j werry
Nullquanten-
kohérenz zwischen LioLiolie

% (27T2V2.73i.%’j + %yzyj)

Spin ¢ und 7 in
Antiphase zu Spin k

+ IinjyIky
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Versucht man, diese Zuordnungen auf ein System von vier Pendeln bzw. vier
Spins zu iibertragen, so stoffit man auf Mehrdeutigkeiten und kann einige
Operatoren nicht zuordnen:

Tabelle 2.2: Die Ubertragung der Zuordnungtabelle auf Systeme von vier
Pendeln bzw. Spins verursacht Probleme

System aus vier gekoppelten System aus vier gekoppelten
Pendeln (i, j, k, 1) Spins (3, j, k, ()
LizLiglie + LiyLiyliy
=5 (27r21/2xixj + %yzy]) oder

Iza:Ija:Ila: + IinjyIly

-/- PP

-/ Lielielkaliy
-/ Lia Ly Ty Ty
-/ LiaLjyLe21i

Wie bereits erwihnt, scheint dies der Grund dafiir zu sein, dafl die quantitati-
ve Ubereinstimmung zwischen dem mechanischen Pendel- und dem quanten-
mechanischen Spinsystem bei mehr als drei Pendeln bzw. Spins nicht mehr
gegeben ist [1].

Neben dem theoretischen Vergleich des mechanischen Pendel- und des quan-
tenmechanischen Spinsystems wurden in der Diplomarbeit auch Experimen-
te durchgefiihrt, um diese quantitative Ubereinstimmung anschaulich zu de-
monstrieren. Dabei wurden die Bewegungen eines einfachen gekoppelten Pen-
delsystems photographisch festgehalten und mit den theoretischen Transfer-
kurven eines entsprechenden TOCSY-Experimentes verglichen. Die Uberein-
stimmung war bereits bei diesem einfachen mechanischen Modell erkennbar.
Eine Simulation des Pendelsystems zeigte aber, dafl bei Verringerung der ex-
perimentellen Imperfektionen diese Ubereinstimmung noch deutlich gestei-
gert werden kann. Dies motivierte uns, sowohl ein besseres Pendelsystem zu
entwickeln als auch die TOCSY-Transferkurven zusétzlich experimentell zu
bestimmen, damit ein umfassender Vergleich zusammengestellt werden kann.
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2.2 Das neue Pendelsystem

Um die experimentellen Imperfektionen zu minimieren, wurden bei der Ent-
wicklung des neuen Pendelsystems folgende Details beriicksichtigt:

e Die einzelnen Pendel sind massiv (Stangen statt Fiden) und haben ein
Gewicht von iiber 6 kg. Dadurch wird das Pendelsystem robust gegen
duflere Stérungen.

e Die Hohe der Gewichte ist justierbar, wodurch die Frequenz der einzel-
nen Pendel exakt gleich eingestellt werden kann.

e Die Pendel liegen nur mit der Spitze eines schmalen Keiles auf der
Lagerung auf. Somit wird die Reibung minimiert.

e Die Kopplungsfedern sind U-férmig gebogene Drihte aus Federstahl.
Tests der einzelnen Federn ergaben, dafl sie das Gesetz von Hooke
(F = kx ,Die Kraft ist proportional der Auslenkung.“) sehr gut
erfiillen.

e Die Halterungen fiir die Kopplungsfedern sind in der Hohe verstellbar
und drehbar gelagert. Dies verhindert, dafl die Wirkung der Kopplungs-
federn durch die Halterung beeinflufit wird. Wiirde man die Kopplungs-
federn starr mit den Pendeln verbinden, so wire die Kraft der Federn
nicht mehr linear, d.h. das Gesetz von Hooke wiirde nicht mehr an-
wendbar sein.

Das Photo in Abbildung 2.2 auf Seite 20 zeigt das entwickelte Pendelsy-
stem, das alle beschriebenen Details beinhaltet. Anhand dieses Photos sieht
man noch eine Besonderheit des Pendelsystems: Man kann die Pendel in
unterschiedlichen Hoéhen anbringen, und die Kopplungsfedern kénnen ober-
oder unterhalb der Lagerung der Pendel befestigt werden. Somit kann man
auch negative Kopplungen implementieren. Da aber in diesem Fall die ex-
perimentellen Imperfektionen im Vergleich zu numerischen Simulationen des
Pendelsystems grofler werden, entschieden wir uns dafiir, gekoppelte Systeme
mit ausschliefflich positiven Kopplungen zu vergleichen.
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Abbildung 2.2: Photo des neuen Pendelsystems

2.3 Das System aus drei Spins

Molekiile mit dem Strukturelement —CHy;—CH— sind beliebte Systeme mit
drei Spins, wobei jedes Proton mit jedem koppelt und die Kopplungskon-
stanten nicht zu klein sind. Leider ist die geminale Kopplung im allgemeinen
negativ. Aber hierzu gibt es Ausnahmen wie z.B. Vinyl-Grignard-Reagenzien
und Vinyl-Lithium-Verbindungen [26]. Da man Vinyl-Magnesiumbromid als
I-molare Losung in Tetrahydrofuran (THF) kaufen kann, wéhlten wir die-
se Verbindung fiir unsere Experimente aus. Die Strukturformel von Vinyl-
Magnesiumbromid ist im folgenden gezeigt:
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H3 MgBr

Abbildung 2.3: Strukturformel von Vinyl-Magnesiumbromid

2.4 TOCSY-Experimente

Fiir die NMR~Experimente wurde 1 ml der gekauften 1-molaren Losung von
Vinyl-Magnesiumbromid in THF im Vakuum getrocknet und in 1 ml deu-
teriertem THE gelost. Diese Prozedur wurde mehrfach wiederholt, um das
protonierte THF moglichst vollstandig zu entfernen. Die resultierende Losung
wurde in ein NMR-Rohrchen gegeben, welches abgeschmolzen wurde. Die
NMR-Experimente erfolgten bei 298K.

Zunichst wurde ein P. E. COSY-Spektrum (primitive exclusive correlation
spectroscopy [27-29]) aufgenommen, um die Kopplungskonstanten und ihre
Vorzeichen zu bestimmen. Alle drei Kopplungen waren wie erwartet positiv:
Jig = 17,6 Hz; J13 = 7,7 Hz; Jy3 = 22,8 Hz (Numerierung der Protonen wie
in Abbildung 2.3).

Anschlielend wurden die TOCSY-Transferkurven mittels dreier Pseudo-2D-
Experimente ermittelt (Die Pulssequenz und die experimentellen Details fin-
den sich in Anhang A.1 ab Seite 103): Die einzelnen Experimente erzeugten
zunéchst eine Startpolarisierung auf einem einzigen Spin (I,, I, oder I3,)
und regten diesen dann mit einem 90°-Puls an. Anschlieflend erfolgte der
TOCSY-Transfer wihrend der Mischzeit 7, wobei dessen Linge in Schritten
von 2 ms inkrementiert wurde. Nach dem TOCSY-Transfer wurden alle drei
Spins detektiert und deren Intensititen® ermittelt.

bIm Anhang A.1 auf Seite 105 wird beschrieben, warum dies der Messung der Integrale
entspricht.
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2.5 Pendel-Experimente

Das Pendelsystem sollte nun so justiert werden, dafl es dem Kopplungsschema
des Vinyl-Magnesiumbromids entspricht. Dies war nur durch Einfiihrung
eines Skalierungsfaktors von 570 moglich. Die folgende Tabelle zeigt diese
Ubertragung des Kopplungsschemas:

Tabelle 2.3: Skalierung der Kopplungen im Spinsystem auf Werte, die im
Pendelsystem implementiert werden konnten

Jij im i i Skalierung ﬁ im
Spinsystem Spinsystem Pendelsystem
Jio = 17,6 Hz ~ 0,06 s Il ~32s
Ji3 = 7,7 Hz ~ 0,13 s Il ~T4s
Joz = 22,8 Hz ~ 0,04 s 578 ~ 25 s

Die Werte fiir 1/J;; im Pendelsystem konnten dadurch gemessen werden, daf
man lediglich diese zwei Pendel koppelte und die Zeit maf, die fiir den vollen
Energietransfer von einem Pendel zum anderen und wieder zuriick benotigt
wurde. Nach einem ldngeren iterativen Prozefl gelang es, Federn zu erzeu-
gen, die genau die gewiinschten Werte fiir 1/J;; lieferten. Die Frequenz eines
ungekoppelten Pendels betrug &~ 0,56 Hz. Sie ist somit 14 Mal grofler als die

grofite Kopplung (Jo3 = 22,8 Hz L QP 0,04 Hz) und 41 Mal grofler als die

kleinste Kopplung (J;3 = 7,7 Hz LAY 0,01 Hz) im System. Wie bereits auf
Seite 16 festgestellt wurde, reicht ein Unterschied von ein bis zwei Groflen-
ordnungen zwischen den Kopplungskonstanten und der Eigenfrequenz des
Pendels aus, um eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem TOCSY-Transfer
im Spinsystem zu bekommen. Diese Bedingung ist im eben beschriebenen

Pendelsystem erfiillt.
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2.6 Vergleich der Pendel- und TOCSY-Ex-
perimente mit der Theorie

Es lagen nun sowohl die photographischen Aufnahmen der Pendelbewegun-
gen als auch die experimentellen TOCSY-Transferkurven vor. Diese beiden
Ergebnisse waren in der Form, wie sie vorlagen, schlecht zu vergleichen. Denn
die im NMR-Experiment gemessenen Signalamplituden entsprechen im Pen-
delsystem den Energien der einzelnen Pendel (sieche Tabelle 2.1 auf Seite 17).
Die photographischen Aufnahmen der Pendelbewegungen zeigen aber die
Auslenkungen der Pendel und nicht deren Energie. Im Moment der maxi-
malen Auslenkung eines Pendels liegt seine gesamte Energie in Form von
potentieller Energie vor. Somit ist in diesem Moment die Auslenkung des
Pendels proportional der Wurzel seiner Energie. Wenn man also die Wurzel
aus den im NMR-Experiment ermittelten Signalamplituden zieht, so kann
man diese direkt mit der Einhiillenden der photographisch aufgenommenen
Pendelspuren vergleichen.

Ein vollstédndiger Vergleich sollte aber noch mehr Details beinhalten. Im fol-
genden sind nun alle Datenreihen beschrieben, die in den Abbildungen 2.4
bis 2.6 gezeigt werden:

e gepunktete Linie:
Die Wurzel aus den theoretischen idealen Transferkurven im TOCSY-
Experiment. Dies ist identisch mit der Wurzel aus den Pendelenergien
fiir den Grenzfall, daf die Eigenfrequenz der Pendel gegen Unendlich
strebt. Die Kurven wurden anhand der Formeln in [1,6, 7] berechnet.

e durchgezogene Linie (2 Versionen):

Die Wurzel aus den Pendelenergien fiir ein simuliertes System mit
folgenden Frequenzen: v = 320 Hz; J;» = 17,6 Hz; J;3 = 7,7 Hz;
Jog = 22,8 Hz. Die Kopplungen entsprechen somit denen im Vinyl-
Magnesiumbromid. Die Eigenfrequenz der Pendel ist wie im realen Pen-
delsystem 14 Mal gréfler als die grofite Kopplung.

Zusitzlich ist die gleiche Kurve noch einmal in einer geddmpften Ver-
sion gezeigt (Multiplikation mit e=*/%%%), wobei die Fliche unter dieser
gedampften Kurve grau eingefirbt ist. Um die Analogie mit den pho-
tographisch aufgenommenen Pendelbewegungen zu erhohen, wurde die
graue Fliache noch an der Grundlinie gespiegelt.
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o Kreuze:

Die Wurzel aus den experimentell ermittelten TOCSY-Transferkurven.
Es sind 76 Datenpunkte gezeigt, die einer Inkrementierung der Misch-
zeit in Schritten von 2 ms entsprechen.

photographische Aufnahmen der Pendelbewegungen:

Wihrend die Kamera langsam geneigt wurde, erfolgte eine Langzeitbe-
lichtung von ca. 85 Sekunden. Die Aufnahmen zeigen die Bewegungen
der Pendelmitten, an denen eine Leuchtdiode angebracht wurde.

Einzelvergleiche (A bis I):

Zu Beginn des TOCSY- bzw. Energietransfers hat lediglich ein Spin
bzw. Pendel eine von Null verschiedene Polarisierung bzw. Energie.
Abbildung 2.4 zeigt den Fall, wo zu Beginn I;, bzw. E;(0) # 0 vorliegt.
In Teil (A) ist Spin bzw. Pendel Nr. 1 zu sehen. (B) Spin bzw. Pendel
Nr. 2. (C) Spin bzw. Pendel Nr. 3.

Fiir Abbildung 2.5 ergibt sich analog: I, bzw. E5(0) # 0 (D) Spin/Pen-
del Nr. 1. (E) Spin/Pendel Nr. 2. (F) Spin/Pendel Nr. 3.

Und fiir Abbildung 2.6 gilt: I3, bzw. E3(0) # 0 (G) Spin/Pendel Nr. 1.
(H) Spin/Pendel Nr. 2. (I) Spin/Pendel Nr. 3.
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Abbildung 2.4: Vergleich des TOCSY-Transfers mit dem Energietransfer im
Pendelsystem Teil 1 (Die Legende findet sich auf Seite 23)
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Abbildung 2.5: Vergleich des TOCSY-Transfers mit dem Energietransfer im
Pendelsystem Teil 2 (Die Legende findet sich auf Seite 23)

0.50



27

2.6. VERGLEICH DER PENDEL- UND
TOCSY-EXPERIMENTE MIT DER THEORIE

o
©
S

o
<

o
o
=]

Abbildung 2.6: Vergleich des TOCSY-Transfers mit dem Energietransfer im
Pendelsystem Teil 3 (Die Legende findet sich auf Seite 23)
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Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung sowohl von Theorie und Praxis
als auch vom mechanischen Pendelsystem und dem quantenmechanischen
Spinsystem in allen Féllen sehr gut.

2.7 Relevanz dieses Vergleiches

Die Quantenmechanik ist zwar mathematisch sehr gut verstanden, sie lie-
fert aber oft kontraintuitive Ergebnisse. So wird z.B. John Bell diesbeziiglich
mit folgendem Satz zitiert [30]:,The reasonable thing just doesn’t work.“
Selbst ein solch brillanter Wissenschaftler wie Albert Einstein wehrte sich
sehr energisch gegen die Vorhersagen der (Quantenmechanik und versuchte
immer wieder, mit Gedankenexperimenten zumindest die Unvollstindigkeit
dieser Theorie zu beweisen. Das bekannteste Beispiel hierfiir ist wohl das
EPR¢-Gedankenexperiment [31].

Die Quantenmechanik hat aber in der heutigen Forschung und Technik eine
enorme Vielzahl von Anwendungen. Deshalb ist die Vermittlung der Quan-
tenmechanik ein wichtiger Teil der naturwissenschaftlichen Studiengénge.
Gerade in der Lehre werden oft Modelle und Vergleiche dargestellt, damit
die zu lernenden Inhalte besser verstanden und ldnger behalten werden. Bei
der Betrachtung quantenmechanischer Fragestellungen werden Modelle und
Analogien jedoch sehr rar, und die wenigen, die es gibt, beschreiben beson-
ders einfache Vorginge, die fiir die Praxis selten Relevanz haben.

Als Beispiel hierfiir soll die NMR-Spektroskopie dienen. Sie beschéftigt sich
mit der Dynamik quantenmechanischer Zustédnde, und analog zu dem, was
oben erldutert wurde, gibt es nur Modelle fiir besonders einfache Fragestel-
lungen: So verhilt sich z.B. ein isoliertes Spin-!/,-Teilchen in einem dufleren
Magnetfeld (ein Beispiel fiir ein quantenmechanisches 2-Niveau-System) ana-
log einem Kreisel, der einem Schwerkraftfeld ausgesetzt ist [32]. Dieses Modell
gilt auch fiir ein Ensemble isolierter Spins, die keine Kopplungen zu ande-
ren Spins aufweisen. In der Praxis kommt dies z.B. bei den NMR-Imaging-
Experimenten [33] vor, da hier nur die Wasser-Protonen detektiert werden.
In der analytischen NMR-Spektroskopie tritt dieser Fall jedoch hochstens bei
den Signalen der Losungsmittelverunreinigungen (CHCl; oder HOD) auf. Fiir
das etwas komplexere System aus zwei Spins, die miteinander koppeln, ist
zumindest eine Analogie (aber noch kein Modell) mit einem Pendelsystem
beschrieben worden [8].

“EPR steht hierbei fiir die Nachnamen der Autoren: Einstein, Podolsky und Rosen.
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Der in diesem Kapitel prisentierte Vergleich zwischen dem System aus drei
Spins und dem aus drei Pendeln ist somit deutlich komplexer als die bisher in
der NMR-Spektroskopie bekannten Vergleiche zwischen Mechanik und Quan-
tenmechanik. Hinzu kommt, dafl das Pendelsystem nicht nur ein Modell fiir
das Spinsystem darstellt, sondern daf} es alle Aspekte des TOCSY-Transfers
im gekoppelten Spinsystems représentiert. Somit kann man mit dem Pen-
delsystem etwas présentieren, das ohne Einschridnkung der Vollstdndigkeit
ein anschauliches Verstehen des quantenmechanischen TOCSY-Transfers er-
moglichen kann.

Aber die Relevanz des Vergleiches beschrankt sich nicht nur auf das Verste-
hen quantenmechanischer Vorginge mittels einfacher mechanischer Modelle.
Man kann nun versuchen, bekanntes Wissen der NMR-Spektroskopie auf das
Pendelsystem zu iibertragen: In der NMR-Spektroskopie ist z.B. bekannt,
daf} beim isotropen Mischen (TOCSY-Experiment) die Norm des Dichteope-
rators eine Erhaltungsgrofle ist. Daraus folgt, daf auch die folgende Summe
konstant sein mufl (Im Anhang A.2 auf Seite 105 wird dies explizit hergelei-
tet.):

o<l >+ 2 <Iylin—LLy >* + 8> < LyliL, + 1,1, Ik, >* (2.1)

i<j 1<j
mit 7,5,k € {1,2,3}, i #j#kund i # k

Ubersetzt man dies anhand Tabelle 2.1 auf Seite 17 in Grofien, die im Pen-
delsystem zu finden sind, so ergibt sich folgende Erhaltungsgréfie K fiir das
System aus drei gekoppelten Pendeln im Grenzfall grofler Eigenfrequenzen:

_ : 1 22,2 ]‘2 2
K= 3| (et 5ot

+2>°

T 2
Vlggo ;(?szj - %‘yj)]

1<j
8§35 [lim =% (2722 L 2

= konstant (2.2)

mit 4,5,k € {1,2,3}, i #j # k und i # k

dHier muf nun der theoretische Grenzfall v — 0o betrachtet werden.
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Die folgende Graphik zeigt diese (skalierte) Erhaltungsgrofie K im Grenzfall
grofler Eigenfrequenzen und vergleicht sie mit dem Verlauf von K in einem
realen Pendelsystem:

K
[E,(0)]°

0.00 \ \ \
0.00 0.05 0.10 0.15

t[s]

Abbildung 2.7: Die (skalierte) Erhaltungsgroie K im Grenzfall grofier Ei-
genfrequenzen und im realen Pendelsystem, wobei zu Beginn lediglich das
Pendel Nummer 1 eine von Null verschiedene Energie E;(0) besitzt: Die ge-
strichelte Linie stellt den idealen (konstanten) Verlauf der Erhaltungsgrofie
K /[E1(0)]? im Grenzfall grofier Eigenfrequenzen dar. Im Gegensatz dazu zeigt
die durchgezogene Linie einen simulierten Verlauf von K /[E;(0)]? im bekann-
ten (skalierten) Pendelsystem mit J1o = 17,6 Hz; Ji3 = 7,7 Hz; Jo3 = 22,8 Hz;
v = 320 Hz.

Auf Seite 16 wurde festgestellt, dal ein Unterschied von ein bis zwei Grofien-
ordnungen zwischen den Kopplungskonstanten und der Eigenfrequenz des
Pendels ausreicht, um eine sehr gute Ubereinstimmung des Pendelsystems
mit dem TOCSY-Transfer im Spinsystem zu bekommen. Die Abbildung 2.7
zeigt, dal dies auch fiir die Erhaltungsgrofie K zutrifft.
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2.8 Zusammenfassung und Ergebnisse

Durch die Losung der entsprechenden Differentialgleichungen konnte gezeigt
werden, dafl im Grenzfall grofler Eigenfrequenzen ein mechanisches System
von drei gekoppelten Pendeln alle Aspekte eines quantenmechanischen Sy-
stems von drei isotrop gekoppelten Spins reprisentiert. Dies ist einer der
komplexesten bekannten Fille, in denen sich ein mechanisches und ein quan-
tenmechanisches System exakt gleich verhalten. Selbst wenn der theoretische
Grenzfall v — oo nicht erfiillt ist, ergibt sich fiir » > 10 k;; dennoch eine
gute Ubereinstimmung im Verhalten beider Systeme.

Diese Ergebnisse wurden durch entsprechende Experimente belegt: So wur-
de der TOCSY-Transfer der drei isotrop gekoppelten Wasserstoff-Kernspins
in Vinyl-Magnesiumbromid gemessen. Des weiteren wurde ein Pendelsystem
konstruiert, das das gleiche Kopplungsschema wie Vinyl-Magnesiumbromid
aufweist. Der Energietransfer zwischen den drei gekoppelten Pendeln wurde
photographisch festgehalten. Der Vergleich dieser experimentellen Ergebnisse
bestitigt die sehr gute Ubereinstimmung des mechanischen und des quan-
tenmechanischen Systems im Falle grofler Eigenfrequenzen.

Die bewiesene Ubereinstimmung im Verhalten dieser mechanischen und quan-
tenmechanischen Systeme erdffnet die Moglichkeit, Wissen aus der NMR-
Spektroskopie auf die Mechanik gekoppelter Systeme zu iibertragen: So konn-
te eine Erhaltungsgrofie fiir ein System von drei gekoppelten Pendeln herge-
leitet werden.






Teil 3

Der Quantencomputer

3.1 Einfiihrung

3.1.1 Eine ,,relativ anschauliche®“ Beschreibung von
Quantencomputern

Die kleinste Informationseinheit eines , klassischen“ Computers ist ein Bit.
Dieses Bit nimmt genau einen von zwei Zusténden (meist als 0 und 1 bezeich-
net) ein. Und genau hier liegt der Unterschied zum Quantencomputer: Beim
Quantencomputer ist die kleinste Informationseinheit das Qubit (Quanten-
bit). Auch beim Qubit gibt es zwei Zustéinde. Im Gegensatz zum , klassischen*
Bit kann das Qubit aber auch in einer Uberlagerung der beiden Zusténde vor-
liegen, d.h. es kann auch beide Zustinde gleichzeitig einnehmen. Wenn nun
ein Quantencomputer mit solch einem Qubit rechnet, so rechnet er gleichzei-
tig mit den beiden Zustidnden, die im Qubit vorliegen.

Wenn man nun solch eine Uberlagerung auf zwei Qubits erzeugt, so liegen
insgesamt vier Zustinde gleichzeitig vor. Und bei n Qubits liegen 2" Zustédnde
gleichzeitig vor. Was das fiir das Quantenrechnen mit mehreren Qubits be-
deutet, soll nun an einem Zahlenbeispiel verdeutlicht werden: Ein Quanten-
computer, der mit 100 Qubits rechnet (Man bedenke, dafl bereits jeder Ta-
schenrechner mit mehr als 100 ,klassischen® Bits arbeitet.), rechnet somit
gleichzeitig mit 2% ~ 1000000000000000000000000000000 Zustinden. Dies
ist es, was den Quantencomputer bei der Losung bestimmter Probleme be-
deutend schneller und effizienter macht als den , klassischen® Computer.

33
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Nehmen wir an, ein Computer soll die gleiche Rechenoperation mit einer
groflen Anzahl von Daten durchfithren. Ein  klassischer Computer wiirde
dazu diese Rechenoperation nacheinander mit jedem einzelnen Datensatz
durchfiihren und bendétigte somit ebensoviele Rechenoperationen wie es Da-
tensitze gibt. Der Quantencomputer dagegen erzeugt eine Uberlagerung al-
ler moglichen Datensédtze und braucht dann die Rechenoperation nur ein
einziges Mal auf diese Uberlagerung anwenden. Mit dieser einen Rechen-
operation hat er dann alle Datensitze gleichzeitig verarbeitet. Der Vorteil
eines n-Qubit-Quantencomputers liegt also darin, daf3 er sich dhnlich wie ein
2"-facher Parallelrechner verhélt. Im Gegensatz zu diesem gibt es aber eine
Einschrédnkung: Jede Messung eines quantenmechanischen Zustandes zerstort
die Superposition der Zustdnde. Somit kann man zwar mit den 2" Zustdnden
der n-Qubits gleichzeitig rechnen; man kann aber nach der Rechnung nur
einen Zustand auslesen. Welcher Zustand das ist, wird durch die Superposi-
tion und den Quantenalgorithmus bestimmt. Um also die enorme Rechenge-
schwindigkeit der Quantencomputer ausnutzen zu kénnen, mufl man einen
speziellen Quantenalgorithmus entwickeln, der das Ergebnis der 2" gleichzei-
tig ablaufenden Rechenoperationen in dem einen auslesbaren Zustand ma-
nifestiert. Zur Zeit sind vier unterschiedliche Quantenalgorithmen bekannt?,
von denen aber lediglich zwei eine praktische Anwendung haben:

e Lov Grover entwickelte 1996 einen Quantenalgorithmus [37] fiir die effi-
ziente Suche in Datenbanken: Wenn man einen einzelnen Datensatz in
einer unsortierten Datenbank mit N Eintrdgen sucht, so bendtigt man
mit einem ,klassischen“ Algorithmus durchschnittlich N/2 Operatio-
nen. Anschaulich dargestellt: Wenn man eine Telefonnummer (ohne
daB man den dazugehérigen Namen kennt) in einem Telefonbuch mit
1 Million Eintrdgen sucht, so mufl man durchschnittlich 500.000 Ein-
triage durchsuchen (also 500.000 Operationen der Art ,man lese eine Te-
lefonnummer und vergleiche sie mit der gesuchten Nummer* ausfiihren),
bis man die gewiinschte Nummer gefunden hat. Mit dem Grover-Quan-
tenalgorithmus benotigt man nur ca. VN Operationen. Im eben be-
schriebenen Beispiel miifite man also nur 1000 statt 500.000 Operatio-
nen ausfithren, um die gewiinschte Telefonnummer zu finden.

aDeutsch [34], Simon [35], Shor [36] und Grover [37]
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e Peter Shor prisentierte 1994 einen Quantenalgorithmus [36] fiir die

effiziente Zerlegung einer Zahl in ihre Primfaktoren: Wenn man einen
Primfaktor der Zahl N sucht, so kann man z.B. den sehr einfachen , klas-
sischen* Algorithmus verwenden, der diese Zahl N nacheinander durch
2 und dann durch alle ungeraden Zahlen teilt. Dies tut man so lange, bis
die Division ,,aufgeht“. Wenn die Zahl N keine Primzahl ist, so hat man
spitestens dann einen Primfaktor gefunden, wenn man alle ungeraden
Zahlen bis g — 1 durchprobiert hat. Im ungiinstigsten Fall hat man
dann N/4 Divisionen ausgefiihrt. Es gibt auch effizientere , klassische*
Algorithmen, wobei der zur Zeit effektivste Algorithmus, das sogenann-
te Zahlensieb, immer noch eine Rechenzeit bendétigt, die als Polynom
von N wichst (d.h. die Rechenzeit ist in der Groflenordnung von N¢
wobei a eine Konstante ist). Das hort sich im ersten Moment nicht
besonders aufwendig an. Man mufl jedoch bedenken, dal Computer
im Bin&rsystem rechnen. Somit benétigt man zum Speichern und zum
Rechnen mit Zahlen der Gréfle N mindestens n Bits, wenn N ~ 2" gilt.
Somit wichst die Rechenzeit fiir das Faktorisieren (also der Zerlegung
einer Zahl in ihre Primfaktoren) ezponentiell mit der Anzahl der Bits,
die fiir die Darstellung der zu zerlegenden Zahl né6tig sind. Aus diesem
Grund verwendet man fiir die Verschliisselung geheimer Daten Codie-
rungsalgorithmen, die auf der Primfaktorzerlegung von groflen Zahlen
beruhen, da diese mit , klassischen“ Computern nicht zu brechen sind.
Shors Quantenalgorithmus fiir die Faktorisierung ist bedeutend effekti-
ver als alle bekannten ,klassischen“ Algorithmen: Die Rechenzeit
wiéchst hierbei lediglich als Polynom von der Anzahl der Bits, die fiir
die Darstellung der zu zerlegenden Zahl nétig sind. D.h. Shors Algo-
rithmus ist exponentiell schneller als alle bisher bekannten Algorith-
men. Ein funktionierender grofler Quantencomputer konnte deshalb die
meisten Geheimcodes brechen. Diese Erkenntnis hat daher sowohl bei
Forschern als auch in der Offentlichkeit ein enormes Interesse an Quan-
tencomputern ausgelost. Es sollte hier aber erwdhnt werden, dafl die
Angst vor einem Quantencomputer, der alle Codes bricht, gegenwiértig
unbegriindet ist, da es noch viele Jahre oder Jahrzehnte dauern wird,
bis ein grofler funktionierender Quantencomputer verfiigbar sein wird.
Und in dieser Zeit wird man hoffentlich alle Codierungssysteme derar-
tig modifizieren, dafl auch ein Quantencomputer sie nicht mehr brechen
kann.
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Wenn man einen Quantencomputer bauen mochte, so mufl man sich iiberle-
gen, wie man die einzelnen Bestandteile des Computers sowie des Algorith-
mus physikalisch realisieren kann. Dies ist in der folgenden Tabelle fiir einige
der bisher gebauten Quantencomputer® dargestellt:

Tabelle 3.1: Physikalische Realisierungen von (Quantencomputern

Schlagwort Realisierung Steuerung Wechselwirkung der
7 & der Qubits  einzelner Qubits Qubits
NMR Kernspins Radiofrequenz- Kopp@ung du'rch die
pulse chemische Bindung
Ionenfalle Tonen Laserpulse elektrische AbstoBung
der Ionen
Beamsplitter Licht Strahlteiler, Wedisilvgrll\{/[uz% iln
CAISPHILE (Photonen) Filter speaierien % ee
moglich
: 1) Photon 1) Filter Absorption und
Cavity-QED 2) Atom 2) Laserpulse Emission

3.1.2 Eine ,,wissenschaftlichere*“ Beschreibung von

Quantencomputern
Ein Qubit:
Ein , klassisches® Bit liegt in einem von zwei mdéglichen Zustédnden vor:
Z = 0
oder
Z = 1 (3.1)

Ein Qubit liegt in einer von unendlich vielen méglichen Uberlagerungen zwei-
er Zustédnde vor:

V) =al0)+511) {8} eC (3.2)

PDabei sei es dem Leser iiberlassen, ob er alle diese Systeme schon als Quantencomputer
bezeichnen mdochte, da es bisher fast ausschliefSlich bei NMR-Quantencomputern moglich
war, Quantenalgorithmen zu implementieren.
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Dies gibt dem Qubit drei wichtige Eigenschaften, von denen das Bit lediglich
eine besitzt:

e Das Qubit arbeitet wie das Bit in einem digitalen System, was so-
wohl die Fehlerwahrscheinlichkeit reduziert als auch die extrem wichti-
ge Moglichkeit der Fehlerkorrektur beinhaltet.

e Wenn eine Operation auf ein Qubit angewendet wird, so wirkt sie
gleichzeitig auf alle Komponenten der Uberlagerung. Bei einem Bit
miifite man die Operation nacheinander auf die verschiedenen mogli-
chen Zusténde anwenden.

e Das Qubit {ibernimmt die Vorteile eines Analogcomputers ohne seine
Nachteile. Denn wie beim Analogcomputer ist eine kontinuierlich ska-
lierbare Grofle vorhanden. Aber im Gegensatz zu diesem liegt trotzdem
ein digitales System vor.

Mehrere Qubits:
Ein Register aus zwei , klassischen® Bits liegt in genau einem von vier mogli-
chen Zustédnden vor:

R = 10

R = 11 (3.3)
Ein Register aus zwei Qubits liegt in folgendem Zustand vor:
) = al00) + 5|01) +7(10) +6[11)  {e,B,7,6} € C  (34)

Es liegt also eine Uberlagerung von vier Zusténden vor. Allgemein kann ein
Register aus n Qubits in einer Uberlagerung von 2" Zustinden vorliegen. Ein
Quantencomputer, der auf einem n-Qubit-Register beruht, kann somit mit
2" Zusténden gleichzeitig rechnen.
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Verschrinkte Qubits:

Die Qubits miissen aber nicht immer in einer Uberlagerung aller méglichen
Zustédnde vorliegen. Wenn z.B. in Gleichung 3.4 die Koeflizienten 5 und v
gleich Null sind und zusétzlich o = § = /(1/2) gilt, so erhédlt man den
sogenannten Bell-Zustand, auch EPR-Paar genannt:

00y +[11)
V2

Wenn man nun eines der beiden Qubits mifit, so erhdlt man mit jeweils
50% Wahrscheinlichkeit die Ergebnisse ,,0¢ und , 1. Dabei ist es egal, wel-
ches der beiden Qubits man mifit.

Die Messung eines Qubits legt aber den Zustand des anderen definitiv fest:
Nehmen wir an, wir hiitten das erste Qubit gemessen und das Ergebnis ,,0¢
erhalten. Dann bedeutet dies, dafl die Wellenfunktion in den einzigen Zustand
kollabiert ist, der dieses Ergebnis liefern kann (|00)). Somit liegt das zweite
Qubit nun im Zustand |0) vor. D.h. eine anschliefende Messung des zwei-
ten Qubits ergibt mit 100% Wahrscheinlichkeit das Ergebnis ,,0. Die Mes-
sung eines Qubits verdndert also den Zustand des zweiten Qubits. Zustédnde
von mehreren Qubits, die solche Eigenschaften aufweisen, bei denen also die
Messung eines Qubits die Messung der anderen beeinfluflt, nennt man ver-
schrdnkt.

[YEPR) (3.5)

Quantenalgorithmen:

Wie wir eben gesehen haben, besitzen Qubits viele Eigenschaften, die ,klas-
sische® Bits nicht haben kénnen. Quantenalgorithmen nutzen nun diese be-
sonderen Eigenschaften der Qubits zum effektiven Rechnen. Die wichtigsten
Effekte, die dabei auftreten, sind Uberlagerungen, Interferenz und der Kol-
laps der Wellenfunktion. Im folgenden wird am Beispiel dreier Quantenalgo-
rithmen gezeigt, wie diese Effekte ein effektives Quantenrechnen erméglichen:

e Uberlagerungen bei der Datenbanksuche (Grover):
Alle bekannten Quantenalgorithmen nutzen aus, da} Qubits in einer
Uberlagerung mehrerer Zusténde vorliegen konnen. Der Algorithmus
kann somit parallel mit allen Zustinden einer einzigen Uberlagerung
rechnen. Wihrend der Quantenrechnung werden die Variablen (siehe
a, 3,7,0 in Gleichung 3.4 auf Seite 37) verdndert, die die Beitrige der
einzelnen Zustinde zur Uberlagerung bestimmen.
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Ziel des Quantenalgorithmus ist es, diese Variablen so zu verdndern,
daf} bei der Messung am Ende des Algorithmus die gewiinschte Infor-
mation erhalten wird.

Nehmen wir an, eine Datenbank mit N = 9 Eintrédgen soll durchsucht
werden. Lediglich der Datensatz Nummer 7 erfiillt die Suchkriterien.
Dies ist der zu findende Datensatz. Bringen wir dies nun in eine ma-
thematische Form:

flz;)) =1 wenn i =7
flz;) = 0 wenn i # 7 (3.6)

Der Quantenalgorithmus lauft folgendermafien ab:

1. Es wird eine gleichverteilte Uberlagerung aller z; erzeugt.

2. Man wende eine unitidre Transformation U an, die folgende Wir-
kung auf die Uberlagerung hat:

Ulx;)) = —|x;) wenn ¢ =7
Ulx;) = |x;) wenn i # 7 (3.7)

3. Anschlieend wende man eine zweite unitire Transformation an,
die — anschaulich dargestellt — einer Spiegelung am Durchschnitt
entspricht.

4. Man wiederhole die Schritte 2 und 3. Insgesamt mufi man diese
Schritte %\/N = 2\/5 ~ 2 Mal ausfiihren.

Dieser Ablauf wird versténdlicher, wenn man die Beitréige der einzelnen
Zustidnde zur Uberlagerung graphisch darstellt:
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Abbildung 3.1: Graphische Darstellung der Suche in einer Datenbank mit
9 Eintrigen mittels des Grover-Quantenalgorithmus: (A) Es wird eine gleich-
verteilte Uberlagerung aller 9 Eintrige erzeugt. (A — B) Es wird die Trans-
formation U ausgefiihrt, die den 7. Datensatz (dies ist der gesuchte Daten-
satz) invertiert. (B — C) Spiegelung am Durchschnitt (gepunktete Linie).
(C — D) Erneute Invertierung des 7. Datensatzes. (D — E) Erneute Spie-
gelung am Durchschnitt.
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Wie gewiinscht, wurde die urspriingliche Gleichverteilung der Uberla-
gerung in der Art gedndert, dafl am Ende der gesuchte Datensatz den
mit Abstand gréBten Beitrag zur Uberlagerung liefert. Wenn man nun
eine Messung durchfiihrt, so erhilt man mit hoher Wahrscheinlichkeit
den gesuchten Datensatz als Meflergebnis.

e Interferenz bei der Funktionsanalyse (Deutsch):

Der Ablauf dieses Quantenalgorithmus wird sehr detailliert im Ab-
schnitt 3.3.2 ab Seite 53 beschrieben. Deshalb soll hier nur kurz auf
die Interferenz eingegangen werden. Der Algorithmus ist in der Lage,
konstante Funktionen von ausgeglichenen zu unterscheiden. Konstante
Funktionen liefern immer den Funktionswert 0 oder immer 1. Ausge-
glichene Funktionen liefern in der Hélfte aller Fille den Funktions-
wert 0 und in der anderen Hilfte der Fille eine 1. Auch der Deutsch-
Quantenalgorithmus® startet mit einer Uberlagerung aller moglichen
Zustdnde. Der Quantenalgorithmus iiberfiihrt dies anschlieffend in eine
finale Uberlagerung, wobei der Beitrag des Zustandes |0...0)|1) durch
folgenden Ausdruck beschrieben wird (siehe Seite 56):

—1)/@
2 % (38)

T

Wenn f(x) eine konstante Funktion ist, ergibt diese Summe den Wert
1 (fiir f(x) =0) oder -1 (fiir f(z) =1).

Wenn f(z) eine ausgeglichene Funktion ist, ergibt diese Summe den
Wert 0.

Im Falle der konstanten Funktion f(z) = 0 werden also alle urspriing-
lich unterschiedlichen Beitrige zur Uberlagerung in den Zustand
|0...0)|1) umgewandelt. Ihre konstruktive Interferenz ergibt schliefilich
diesen einen Zustand.

Analog dazu werden im Falle der konstanten Funktion f(x) = 1 alle
urspriinglichen Beitrige zur Uberlagerung in den Zustand —|0...0)|1)
umgewandelt. Thre konstruktive Interferenz ergibt dann —|0...0)|1).
Im Gegensatz dazu enthélt die finale Uberlagerung im Falle einer ausge-
glichenen Funktion genauso oft den Zustand -|0...0)|1) wie +[0...0)|1).
Die destruktive Interferenz dieser Beitrige fiihrt dazu, dafl bei einer
Messung ein anderes Ergebnis als ,0 ... 0 1“ erhalten werden muf3.

¢Genauer: Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus — der urspriingliche Deutsch-Algo-
rithmus wurde in Zusammenarbeit mit Jozsa verbessert.
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e Kollaps der Wellenfunktion bei der Faktorisierung (Shor):

Nehmen wir an, die Zahl 15 soll in ihre Primfaktoren zerlegt wer-
den. Der wichtigste Schritt des Quantenalgorithmus besteht darin, die
Periode folgender Funktion zu ermitteln?. Es sollte dabei erwihnt wer-
den, dafl die Zahl 11 in dieser Formel auch durch andere Zahlen ersetzt
werden kann, die kleiner als 15 sind und keinen gemeinsamen Teiler mit
15 haben:

f(z) = 11% mod 15 mit z =0,1,2, ... (3.9)

Die Funktionswerte fiir z = 0,1, 2, 3,4, 5 sind in der folgenden Tabelle
zusammengefaflt:

Tabelle 3.2: Einige Funktionswerte von f(z):

x 11” Division durch 15 f(x)
0 1 0 Rest 1 1
1 11 0 Rest 11 11
2 121 8 Rest 1 1
3 1331 88 Rest 11 11
4 14641 976 Rest 1 1
> 161051 10736 Rest 11 11

Im Rahmen des Quantenalgorithmus erzeugt man auf einem Qubit-
Register eine Uberlagerung der natiirlichen Zahlen. Dann berechnet
man auf einem zweiten Qubit-Register die Funktion, wobei das erste
Qubit-Register als Argument der Funktion dient. Dies ist im folgenden
schematisch dargestellt (|x) stellt hierbei ein Qubit-Register dar, das
beliebige Zahlen im Binérsystem speichern kann. |5) steht also fiir das
Qubit-Register |101)):

dDies ist der Schritt, der den exponentiellen Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber ,klas-
sischen“ Algorithmen bringt. Die Begriindung, warum dieser Schritt die Faktorisierung
ermoglicht, wiirde den Rahmen dieser Dissertation sprengen — es sei hier auf die Origi-
nalarbeit [36] verwiesen.
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[10)[0)+10)[0)+]0)[0)+]0)]0)+[0)]0)+[0)]0)+...] (3.10)

\l/ erstes Qubit-Register: Uberlagerung der natiirlichen Zahlen \l,

H0)[0)+11)[0)+[2)[0)+[3)]0)+[4)]0)+[5)]0)+...] (3.11)

\l/ zweites Qubit-Register: Berechnung von 117 mod 15 \l/
O+ A +[2)| 1) +[3)[A1) +[4)[ 1) +[5)[11) +... ] (3.12)

Nun wird das zweite Qubit-Register gemessen und die Wellenfunktion
kollabiert. Wir erhalten mit einer Wahrscheinlichkeit von je 50% die
Meflergebnisse ,,1“ und ,,11“. Je nach Meflergebnis bleibt folgender Zu-
stand zuriick:

Meflergebnis: 1

O 1)+ 12) 1) +[4)]1)+ .. ] (3.13)

Meflergebnis: 11

[ 1Y11) 4+ |3 )[11) + |5)[11) + ... | (3.14)

Nach dem Kollaps der Wellenfunktion liegt im ersten Qubit-Register ei-
ne besondere Uberlagerung vor. Thre einzelnen Zustéinde bilden nimlich
eine arithmetische Folge®, wobei die Differenz a, — a,,_; gleich der ge-
suchten Periode ist. Somit kann man durch Anwendung einer diskre-
ten Fourier-Transformation die gesuchte Periode (r = 2) der Funktion
11* mod 15 ermitteln.

Der Kollaps der Wellenfunktion liefert beim Quantenalgorithmus von
Shor also die wichtige Transformation von einer periodischen Funktion
in eine arithmetische Folge und erlaubt so die Bestimmung der Periode.

¢Eine arithmetische Folge ist eine Folge, die konstant anwéchst, d.h. die eine konstante
Differenzenfolge besitzt: a, = an—1 + d
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Physikalische Realisierungen der Qubits:

In diesem Abschnitt haben wir bisher lediglich die Eigenschaften von Qubits
betrachtet. Aber wie sieht die physikalische Realitit eines Qubits aus? Die
beschriebenen Eigenschaften, wie Uberlagerung und Verschrinkung, konnen
nur durch die Quantenmechanik beschrieben werden. Und da man diese Ef-
fekte bei den Qubits auch intensiv ausnutzen mochte, sollte man ,,typische
Objekte der Quantenmechanik® fiir die Realisierung von Qubits auswéhlen.
Die Qubits konnen — von Uberlagerungen abgesehen — zwei verschiedene
Zustidnde einnehmen, die wir als |0) und |1) bezeichnet haben. Somit benoti-
gen wir nicht entartete 2-Niveau-Quantensysteme, wenn wir Qubits physika-
lisch realisieren mochten.

Der NMR-Quantencomputer:

Der NMR-Quantencomputer ist eine mogliche Form der physikalischen Reali-
sierung eines Quantencomputers, wobei einige Einschriankungen zu beachten
sind (siehe Abschnitt 3.3.3 auf Seite 57). Spin-! /o-Teilchen, die einem dufieren
Magnetfeld ausgesetzt sind, bilden dabei die nicht entarteten quantenmecha-
nischen 2-Niveau-Systeme und damit auch die Qubits. Diese Qubits miissen
nun im Rahmen des Quantenalgorithmus einzeln manipuliert werden. Dies
ist im Fall des NMR-Quantencomputers mit Hilfe von Radiofrequenzpulsen
moglich, die jedes NMR-Spektrometer senden kann. Aber die Implementie-
rung eines Quantenalgorithmus verlangt auch zwingend die Féhigkeit, ein
Qubit in Abhingigkeit vom Zustand eines anderen (Qubits zu manipulie-
ren. Dazu ist eine Wechselwirkung zwischen den einzelnen Qubits notwendig.
Liegen die Spin-'/,-Teilchen in einem Molekiil vor, so kann eine Wechselwir-
kung der Spins durch die chemische Bindung erfolgen. Diese Wechselwirkung
wird als skalare Kopplung bezeichnet. Ihre Grofle ist dabei von der Art der
Spin-! /,-Teilchen und der Anzahl der Bindungen, die zwischen ihnen liegen,
abhiingig.

Bei der Entwicklung von NMR-Quantencomputern kommt somit der Wahl
des geeigneten Molekiils mit seinen Qubits eine besondere Bedeutung zu.
Dies ist im folgenden Abschnitt ausfiihrlich beschrieben.

fWeitere Faktoren, wie z.B. die riumliche Anordnung oder die chemische Umgebung der
Spins, beeinflussen auch, aber meist in geringerem Mafle, die Grofie der skalaren Kopplung.



3.2. DIE MOLEKULARE ,HARDWARE®“ DES
QUANTENCOMPUTERS 45

1

3.2 Die molekulare ,,Hardware*“ des Quan-

tencomputers

3.2.1 Design des Molekiils

Ziel war es, ein Molekiil zu designen, das moglichst optimal fiir die Verwen-
dung als ,Hardware“ eines 5-Qubit-NMR-Quantencomputers geeignet ist.
Die Uberlegungen, die zum letztendlich verwendeten Molekiil fiihrten, sind
im folgenden zusammengefafit:

e Das Molekiil soll fiinf Spin-'/,-Teilchen enthalten.

Abbildung 3.2: Schritt 1 des Molekiil-Designs

e Diese fiinf Spin-!/,-Teilchen miissen individuell kontrolliert werden
kénnen. Dementsprechend sollten die Differenzen ihrer Larmor-Prézes-
sionsfrequenzen moglichst grof} sein. Dies ist bei einem heteronuklearen
Spinsystem besonders gut gewdhrleistet. Nun muf} entschieden werden,
welche Spinsorten verwendet werden, wobei aus praktischen Griinden
stabile Isotope bevorzugt werden, die zusédtzlich chemisch leicht in ein
Molekiil eingefiihrt werden konnen. Die am hiufigsten verwendeten Iso-
tope mit diesen Eigenschaften sind: 'H, *C, N, F und 3'P. Doch
leider gab es zur Zeit dieses Designs kein NMR-Spektrometer, das in
einem Experiment Pulse auf alle fiinf Spinsorten senden konnte. Es
standen lediglich H,C,N,F- oder H,C,N,P-Probenképfe zur Verfiigung.

Wir entschieden uns fiir die H,C,N,F-Variante.

Abbildung 3.3: Schritt 2 des Molekiil-Designs
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e Eine lineare Kopplungstopologie ist ausreichend, um jeden beliebigen
Quantenalgorithmus zu implementieren [38].

0®®»®

Abbildung 3.4: Schritt 3 des Molekiil-Designs

e Die Kopplungen entlang der linearen Kette sollten méglichst grof3 sein.
Gute Kandidaten hierfiir sind *J-Kopplungen.

1H 13C 19F
15N ??X

Abbildung 3.5: Schritt 4 des Molekiil-Designs

e Die Substanz sollte in hinreichender Menge leicht erwerbbar sein. D.h.
entweder sollte man sie kaufen kénnen oder — falls dies nicht moglich
ist — so sollte wenigstens das Ausgangsmaterial der entsprechenden
Synthese giinstig zu kaufen sein. Wenn man die Suche nach der Aus-
gangsverbindung auf 3C- und »N-markierte Substanzen beschriinkt,
die zudem noch der oben beschriebenen Substruktur &hnlich sein sol-
len, so wird man schnell auf die Gruppe der Aminoséuren stoflen.

1H 13C 19F
15N 13C

O

Abbildung 3.6: Schritt 5 des Molekiil-Designs
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e Die fiinf Spin-!/,-Teilchen, die spéiter als Qubits genutzt werden, diirfen
keine weiteren Kopplungen zu anderen NMR-aktiven Kernen aufwei-
sen. Die chemisch einfachste Variante, dies zu gewéhrleisten, ist die
Einfiihrung von Deuterium am C® der Aminosdure und das Schiitzen
des Stickstoffatoms mittels einer in der Peptidchemie iiblichen Schutz-

gruppe.
‘D ‘D

1H 13C 19F
15N 13C

1ZC 0
o o

12C
1H31ZC 12c1H3
12c1H3

Abbildung 3.7: Schritt 6 des Molekiil-Designs
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e Das Molekiil ist nun vollstindig — trotzdem ist zu diesem Zeitpunkt
die Moglichkeit der Verwendung fiir das Quantenrechnen noch nicht
gesichert. Es mufl noch iiberpriift werden, ob das gegebene Molekiil
zusitzlich noch weitere Eigenschaften erfiillt: So sollte die Substanz
16slich und als Losung stabil sein. Auflerdem sollten die Relaxations-
zeiten der Kerne moglichst lang sein. Die Mindestvoraussetzung hier-
bei ist, dafl sie ldnger sind als die Zeit, die fiir die Implementierung
des Quantenalgorithmus bendétigt wird. Das oben entworfene Molekiil
besitzt diese Eigenschaften: Die Substanz ist in deuteriertem Dime-
thylsulfoxid 16slich, die Losung ist stabil® und die experimentell be-
stimmten Ty-Relaxationszeiten sind mit 250 ms (*H), 490 ms (**N),
450 ms (1*C?), 590 ms (**C?) und 260 ms (**F) ca. dreimal linger als
die Dauer des ldngsten von uns implementierten Quantenalgorithmus.
Zusammenfassend kann man sagen, dafl eine Substanz gefunden wurde,
die sehr gut fiir die Verwendung als ,Hardware® eines 5-Qubit-NMR-
Quantencomputers geeignet ist: BOC—(1¥Cy—"N—Dg$—Gly)—F. Diese
Substanz ist in Abbildung 3.7 auf Seite 47 gezeigt und wird in Zukunft
mit BOC-Gly-F abgekiirzt.

3.2.2 Synthese der molekularen ,,Hardware*

Die Synthese von BOC-Gly-F unterteilt sich in drei Schritte:

1. a-Deuterierung von ¥Cy—N—Glycin:

250 mg *Cy—1*N—Glycin® werden in 10 ml DO geldst, und die Reak-
tionslosung wird bei Raumtemperatur 3 Stunden lang geriihrt. Danach
wird das Glycin gefriergetrocknet. Das nun vordeuterierte Glycin wird
mit 4 g NaOD in 6 ml D,O gel6st und 12 Stunden bei 140°C refluxiert.
Anschlielend wird mit D,SO,4 neutralisiert. Auch hiernach wird das
Glycin-Salz-Gemisch gefriergetrocknet.

8Die Losung ist in geringem Mafle instabil: Bei Raumtemperatur zersetzt sie sich lang-
sam, wobei ein Verlust von ca. 5% pro Tag ermittelt wurde. Die Stabilitit der Losung ist
aber ausreichend, um alle notwendigen NMR-Experimente durchfithren zu kénnen.

hDas isotopenmarkierte Glycin wurde bei Martek Biosciences Corporation, 6480 Dobbin
Road, Columbia, Maryland 21045 gekauft.
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Fiir die Reprotonierung aufler in «a-Position wird das getrocknete
Glycin-Salz-Gemisch in 100 ml HyO gelost, bei Raumtemperatur ge-
rithrt und anschlieflend gefriergetrocknet.

Eine Ausbeute wurde nicht bestimmt, da das Glycin nicht rein, sondern
als Salzgemisch vorlag.

2. Schiitzen von 3Cy—*N—Dg—Glycin mit der BOC-Gruppe':

Das gesamte Salzgemisch wird in 65 ml Wasser und 44 ml tert.-Butanol
gelost. Nun gibt man langsam unter Riihren so viel Natriumhydroxid
hinzu, bis die Losung einen pH-Wert von 12 - 12,5 hat. Darauthin gibt
man langsam unter Riithren 727 mg Di-tert.-Butyl-Dicarbonat (BOC,0)
zu der Reaktionslosung. Diese it man nun iiber Nacht mit hoher
Geschwindigkeit riihren, um die Reaktion zu vervollstdndigen. Dabei
darf das Reaktionsgefdfl nicht geschlossen bzw. nur mit einem Bal-
lon geschlossen werden, da bei der Reaktion Kohlendioxid entsteht.
Zur Aufarbeitung extrahiert man die Reaktionslésung zweimal mit je
15 ml Pentan und anschliefend die vereinigten organischen Phasen drei-
mal mit je 6 ml einer geséttigten Natriumcarbonatlosung. Die verei-
nigten walirigen Phasen werden im Eisbad langsam und unter starker
Kohlendioxidentwicklung mit einer Kaliumhydrogensulfatlosung (75 g
KHSOy in 500 ml Wasser) auf pH 1 - 1,5 gebracht. Zur weiteren Aufar-
beitung extrahiert man die wéfirige Phase viermal mit je 50 ml Ether.
Die vereinigten organischen Phasen werden anschliefend zweimal mit je
25 ml Wasser gewaschen, iiber Natriumsulfat getrocknet und bei einer
Wasserbadtemperatur von maximal 30°C einrotiert. Zur Entfernung
von tert.-Butanol wird die erhaltene Substanz im Vakuum getrocknet.
Es wurden 324,8 mg BOC—(*3C,—'"*N—D$—Glycin) erhalten. Dies ent-
spricht einer Ausbeute von 56,3% fiir die Gesamtreaktion (Deuterie-
ren und Schiitzen) vom *Cy—1*N—Glycin zum BOC—(**Cy—1"N—-Dg—
Glycin).

Diese Schutzgruppenreaktion beruht auf der Vorschrift nach [39], die jedoch in den
Mengenangaben (absolut wie relativ) und der Aufarbeitung verdndert wurde.
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3. Fluorierung des BOC—(*C,—""N—Dg—Glycin):

Das gesamte BOC—(*Cy—'*N—D§—Glycin) wird in einem Kolben un-
ter Schutzgas in 5 ml trockenem Dichlormethan gelost und auf —25°C
abgekiihlt. Man gibt nun unter Riihren 162 pl trockenes Pyridin und
anschliefend langsam 900 pl Cyanurfluorid zu der Reaktionslésung hin-
zu. Nun riihrt man zwei Stunden bei —25°C bis —20°C, eine Stunde
bei —15°C bis —10°C und eine Stunde bei —10°C bis —5°C. Der weife
Niederschlag wird unter Schutzgas abgeschlenkt, und die klare Losung
wird mit fliissigem Stickstoff eingefroren. Anschliefend wird bei einer
Temperatur von 0°C ein Vakuum angelegt, wodurch das Lésungsmit-
tel entfernt und das iibrigbleibende Ol getrocknet wird. Es wurden
559 mg eines Feststoffes erhalten. Eine Aufreinigung des Produktes
ist schwierig und nicht notwendig fiir die Verwendung als ,,Hardware*
eines NMR-~-Quantencomputers, auch wenn sie vielleicht die Stabilitét
und Relaxationseigenschaften der Substanz verbessern kénnte.
Letztendlich wird das BOC-Gly-F in DMSO-dg* geldst und in einem
NMR-Rohrchen unter Schutzgas abgeschmolzen.

Die gesamte Synthese ist schematisch in der folgenden Abbildung wiederge-

ben:

iDiese Fluorierung ist analog zu [40], wobei die Reaktionsbedingungen teilweise und

die Aufarbeitung vollstindig geiindert wurden.

kHexadeutero-Dimethylsulfoxid, Merck, 99,95% D
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Abbildung 3.8: Synthese von BOC-Gly-F

3.2.3 Kopplungstopologie

Die folgenden Spin-! /5-Teilchen des BOC-Gly-F repriisentieren die 5 Qubits
des Quantencomputers: 'H, 1°N, 13C% 3C® und '°F. Sie bilden ein iiberwie-
gend lineares Spinsystem mit folgender Kopplungstopologie:
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13.5
Hz

65.2
Hz

366.0 Hz

Abbildung 3.9: Kopplungstopologie von BOC-Gly-F

Tabelle 3.3: Larmor-Prizessionsfrequenzen und chemische Ver-
schiebungen von BOC-Gly-F

Spin- /5-Kern Larmor- chemische
Prézessionsfrequenz Verschiebung
'H 400.133.001,6 Hz 7,51 ppm
15N 40.547.895,3 Hz 75,54 ppm
13« 100.616.858,0 Hz 41,05 ppm
13O 100.629.089,1 Hz 162,61 ppm
YR 376.510.545,5 Hz 31,92 ppm

3.3 Quantenrechnen mit dem pseudo-reinen
Zustand

3.3.1 Aufgabenstellung: Losung des Deutsch-Problems

Als Test soll der Quantencomputer das Deutsch-Problem 16sen. Dies besteht
darin, definitiv eine Funktion als konstant oder ausgeglichen zu identifizieren.
Dies soll im folgenden anhand eines Spieles zwischen Alice und Bob erlautert
werden. Als Beispiel werden dabei Funktionen betrachtet, die einen Input
von vier Bit und einen Output von einem Bit haben (f : {0,1}* — {0,1}):
Alice aus Augsburg wihlt eine Folge von vier Bits aus, z.B. (0,1,1,0). Sie
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schickt diese Bitfolge in einem Brief an Bob aus Berlin. Bob sucht eine Funk-
tion aus, wobei er Alice verspricht, dafl diese Funktion entweder konstant ist
(also immer den Funktionswert 0 oder immer den Funktionswert 1 ergibt)
oder ausgeglichen ist (also fiir die Halfte der moglichen Input-Bit-Folgen den
Funktionswert 0 und fiir die andere Hélfte den Funktionswert 1 ergibt). Nun
wendet er die Funktion auf die Bitfolge, die Alice ihm geschickt hat, an und
erhélt z.B. (0). Dieses Ergebnis schickt er an Alice zuriick. Alice kann anhand
dieses Ergebnisses noch nicht entscheiden, ob Bobs Funktion konstant oder
ausgeglichen ist. Deshalb wéhlt sie eine neue Bitfolge, z.B. (0,1,1,1) aus, die
sie wieder an Bob schickt. Er errechnet erneut den Funktionswert, z.B. (1),
wobei er natiirlich die gleiche Funktion anwendet. Das Ergebnis schickt er
wieder an Alice. Nun weif Alice, dal die Funktion nicht konstant sein kann,
da sie einmal (0) und einmal (1) von der gleichen Funktion erhalten hat. Auf-
grund von Bobs Versprechen, nur konstante oder ausgeglichene Funktionen
zu verwenden, weify sie somit, dafl Bob eine ausgeglichene Funktion verwen-
det hat.

Die Frage ist nun, wie oft Alice einen Brief an Bob schicken muf}, bevor
sie mit absoluter Sicherheit weify, ob Bob eine konstante oder ausgeglichene
Funktion anwendet. Im giinstigsten Fall (siehe obiges Beispiel) muf} sie zwei
Briefe schicken — im ungiinstigsten Fall mu8 sie neun Briefe! schicken, denn
wenn sie achtmal das gleiche Ergebnis erhalten hat, so gibt es immer noch
eine konstante und eine ausgeglichene Funktion, die in Frage kommen.

Nun soll betrachtet werden, ob Alice das Deutsch-Problem schneller 16sen
kann, wenn sie nicht Briefe, sondern 2-Niveau-Quantensysteme an Bob ver-
schickt.

3.3.2 Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus [41]

Da die Formeln nun etwas komplexer werden, soll zunéchst der einfachste
Fall betrachtet werden, bei dem die Funktion nur von einem Bit abhingt:

f:{0,1} — {0,1}

Alice initialisiert zwei 2-Niveau-Quantensysteme im Zustand:

|1bo) = |01) (3.15)

'Allgemein: 2"~ + 1 Briefe bei einer Funktion f : {0,1}" — {0,1}
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Nun wendet Alice auf diesen Zustand die Hadamard-Transformation an. Die-
se Transformation hat folgenden Effekt auf einen Zustand |x):

Hir) = Y1) (3.16)
Somit erhélt Alice folgenden Zustand:
_ {10+ 1) ] 110) = [1)] _ [00) +]10) —[01) — |11)
|z/)1>—l NG H 7 ]— 5 (3.17)

Anschlieflend sendet Alice diese Quantensysteme an Bob. Dieser wendet nun
seine Funktion auf einem Quantencomputer an, indem er folgende Transfor-
mation Uy durchfiihrt:™

U
[2)y) = |2)ly @ f()) (3.18)
Hier die Ergebnisse dieser Transformation fiir die vier moglichen Funktionen:
e Funktion I: f(0) = f(1) = 0:

_ Jooy +[10) — Jo) — 1) _ l|o>+ |1>] [|o> -
2 Vil

|th2) ] (3.19)

e Funktion II: f(0) = f(1) = 1:

_ [01) +[11) = 100) = [10) _ _ {]0) +[1)] [10) —[1)
s mpo )

|2)

e Funktion III: f(0) =0 f(1)=1:

_ 100) +[11) —101) —J10) _ []0) = [1)| [0) —[1)
s [0 0]

|2)

e Funktion IV: f(0)=1 f(1)=0:

_ [01) +[10) —100) —[11) _ []0) — [1)] [10) —[1)
o) = 5 ——l 7 H \/E] (3.22)

™ entspricht einer Addition modulo 2
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Dies kann man fiir die Funktionsklassen konstant und ausgeglichen zusam-
menfassen:

e konstante Funktionen (also bei 1-Bit-Funktionen f(0) = f(1)):

) = £ ll0>;§ll>] ll0>\;§ll>] (3.23)

e ausgeglichene Funktionen (also bei 1-Bit-Funktionen f(0) # f(1)):

) = & ll0>\;§|1>] ll0>\;§|1>] (3.24)

Eine Analyse dieser Ergebnisse zeigt, dafl der Effekt der Transformation Uy
auf einen Zustand Y |x)(]|0) — |1))/\/§ folgendermaflen geschrieben werden

kann:
U, |0> 1)
E | ) E 7\/5 (3.25)

Nun schickt Bob die Quantensysteme wieder an Alice zuriick. Diese wendet
nun erneut die Hadamard-Transformation auf das Quantensystem an und
erhélt:

e fiir konstante Funktionen:

) = £[01) (3.26)

e fiir ausgeglichene Funktionen:

|¥3) = £[11) (3.27)

Somit kann Alice durch eine Messung des ersten Quantensystems eindeutig
entscheiden, ob Bob eine konstante oder ausgeglichene Funktion angewendet
hat. Und dabei hat sie nur ein Mal einen Brief an Bob geschickt.

Dieser Quantenalgorithmus 1463t sich auch fiir Funktionen, die von n Bits
abhingen, verallgemeinern:

Alice initialisiert also n+1 Quantensysteme im Zustand:

[¢0) = [0)*"1) (3.28)
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Nach Anwendung der Hadamard-Transformation erhélt Alice:

_ =) [10) — 1)
)= > \/27[ 7 ] (3.29)

z€{0,1}"

Nun sendet Alice diese Quantensysteme an Bob, der wie gehabt die Operation
|z)|y) — |2)|y® f(x)) durchfithrt und analog zu Gleichung (3.25) folgendes

erhélt: ‘o

-V | v

Nach dem Zuriicksenden der Quantensysteme an Alice wendet diese die
Hadamard-Transformation (siehe Gleichung 3.16 auf Seite 54) an und erhélt:

) = 3 EU TR (3.31)

wobei z - z dem Bit fiir Bit gerechneten
inneren Produkt von x und z modulo 2 entspricht.

Analysieren wir nun den Zustand |¢3) und iiberlegen, mit welcher Amplitude
|z) = 0)®"|1) zu diesem Zustand beitrigt. Die Amplitude dieses Zustandes
|2) betrigt >, (—1)7@ /27, Welchen Wert nimmt diese Amplitude an, wenn
f eine konstante oder ausgegelichene Funktion ist?

e Wenn f eine konstante Funktion ist, dann hat |z) eine Amplitude von
(1) oder (—1) je nachdem, ob die Funktion immer den Funktionswert
(0) oder immer (1) ergibt. Da |[¢3) auf die Linge (1) normiert ist,
miissen alle anderen Amplituden Null sein. Somit ergibt eine Messung
von |13) den Wert (0) fiir die ersten n Quantensysteme (|¢3) = |z)).

e Wenn f eine ausgeglichene Funktion ist, dann wird die Amplitude gleich
Null, da sich die positiven und negativen Beitrige gegenseitig authe-
ben. Somit muf die Messung von |t3) mindestens bei einem der ersten
n Quantensysteme ein anderes Ergebnis als (0) ergeben (|¢3) # |2)).

Also muf} Alice lediglich den Zustand |t)3) messen. Wenn sie das Ergebnis
{0}"{1} erhélt, hat Bob eine konstante Funktion angewendet. Wenn Alice ein
anderes Ergebnis erhilt, hat Bob eine ausgeglichene Funktion angewendet.
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3.3.3 Erwartungswert-Quantencomputer und der
pseudo-reine Zustand

Fiir die Implementierung eines Quantenalgorithmus benétigt man ein Quan-
tensystem, das man in einem reinen Zustand initialisieren kann. Bezogen auf
Kernspins wire dies ein einzelnes Molekiil, das ein oder mehrere gekoppelte
NMR-aktive Atome besitzt. Um dieses System zu initialisieren, miifite man
es so stark abkiihlen, da} nur noch der Grundzustand besetzt ist. Leider
gibt es noch kein Mefigerét, das die Kernspins einzelner Molekiile bestimmen
kann. Man kann aber auch die NMR-Spektroskopie von Fliissigkeiten fiir das
Quantenrechnen verwenden, wenn man zwei Punkte beriicksichtigt:

e Es liegt eine besondere Variante des Quantencomputers vor, ndmlich
der Erwartungswert-Quantencomputer:

Ein Quantencomputer mufl folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Es muf} eine Moglichkeit geben, den Quantencomputer zu initia-
lisieren.

2. Es mufl moglich sein, Quantengatter bzw. davon abgeleitete uni-
tare Transformationen zu implementieren.

3. Man muf} den Endzustand messen und ein Ergebnis bekommen
kénnen.

Die NMR-Spektroskopie ist zur Erfiillung dieser Punkte in der Lage,
wobei sie bei der Messung des Endzustandes einen Erwartungswert lie-
fert. Quantencomputer, die beziiglich des 3. Punktes Erwartungswerte
liefern, nennt man Erwartungswert-Quantencomputer.

e Der Erwartungswert-Quantencomputer wird in einem pseudo-reinen
Zustand initialisiert:

Durch die schnelle zuféllige Bewegung der Molekiile in Losung werden
diese voneinander entkoppelt. Deshalb kann die gesamte Probe durch
die Dichtematrix der Kernspins eines einzelnen Molekiils beschrieben
werden [42]. In der NMR-Spektroskopie kann man nur den Teil der
Dichtematrix detektieren, dessen Spur gleich Null ist. Deshalb ist es
fiir eine NMR-spektroskopische Messung (bis auf einen Skalierungsfak-
tor) gleichgiiltig, ob ein reiner Zustand p,;, oder eine Dichtematrix
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der Form ppps ~ 1 + € - prein vorliegt. Solch eine Dichtematrix wird als
pseudo-reiner Zustand (py,s fir pseudopure state) bezeichnet.

3.3.4 NMR-Implementierung

Auswahl der Testfunktionen:
Um den NMR-Quantencomputer testen zu kénnen, wéhlten wir eine kon-
stante und eine ausgeglichene Funktion fiir die Implementierung aus:

e Als konstante Funktion wéhlten wir:
fo(z) =0 (3.32)
e Als ausgeglichene Funktion wihlten wir:

fb(x) =21 DxTs D3 Dy (3.33)

mit © = (21, x9, T3, T4q)
@ entspricht hierbei einer Addition modulo 2

Diese Funktionen miissen zunéchst in die entsprechenden unitéiren Transfor-
mationen U(f) iibersetzt werden. Analog zu Gleichung (3.18) auf Seite 54
gilt hier:

Uz, z5) = |z, 25 @ f(x)) (3.34)

Fiir die zwei Funktionen ergibt sich somit:

e Beziiglich der konstanten Funktion ergibt sich fiir U(f):
U(f0)|$, .ZC5> = |.ZC,.T5> — U(fo) =1 (335)

e Beziiglich der ausgeglichenen Funktion ergibt sich fiir U(f):
U(fo)lz, @5) = |2, 21 © T2 ® 73 © 74 © 75) (3.36)

Es gibt aber einen Operator, der einfacher zu implementieren ist, der
den gleichen Effekt auf das fiinfte Bit (das Output-Bit) hat und der
ebenso die Unterscheidung zwischen konstanten und ausgeglichenen
Funktionen ermdoglicht:

ﬁ(fb)|x7 T5) = |T1, T1BT2, T1PT2DT3, T1PraPT3PLy, 1 DT2BT3PT4BT5)
(3.37)
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Natiirlich wurden die NMR-Experimente vollstdndig von mir durchgefiihrt;
um jedoch die Parallele zum oben beschriebenen Quantenalgorithmus klarer
darzustellen, wird im Folgenden weiterhin von Alice und Bob die Rede sein.

1. Schritt: Alice

Zunachst initialisiert Alice den Quantencomputer, indem sie ihn in einen
pseudo-reinen Zustand bringt. Sie wihlt fiir den 5-Qubit-NMR-Quanten-
computer den Zustand |00001)(00001| aus. Diesen kann man in folgende Pro-
duktoperatoren zerlegen:

Ilz +12z +13z +I4z _I5z +211z12z +211z132 +211z14z _211z15z +212z13z +2I2z14z
_212z15z +213z14z _213215z _2142152 +411212213z +411212214z _4112122152
+411213214z _411213z15z _411z14z15z +412z13z14z _412z13z15z _4122142152
_4I3z14z15z +811z12z13z142 _811212z13z15z _811212214z15z _811z132142152
_8I2zISzI4zI5z _1611z12z13z14z15z

Dies 148t sich in folgender Gleichung zusammenfassen:

5
|00001)(00001| = Z Sl + Z S$p2L. 10, + Z $pdl 1010,
n=1 m<n I<m<n
+ Z SnSIklezIsznz — 1611212213214z15z (338)
k<l<m<n
mit s, = —1 firn =5und s, = 1 fiirn #5

Im Prinzip ist es moglich, die gewiinschten Operatoren in einem einzigen
NMR-Experiment zu erzeugen. Das Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis wére
dann aber so gering, dafl eine grole Anzahl von Experimenten addiert werden
miifiten. Deshalb ist es einfacher, diese Operatoren einzeln zu erzeugen und
die entsprechenden Spektren zu addieren. Dies hat zusétzlich den Vorteil, daf3
man die Funktionsweise des Quantencomputers sehr detailliert untersuchen
und iiberpriifen kann.

Zur Erzeugung der einzelnen Operatoren geht Alice jeweils vom thermischen
Zustand des Protons (H, = I,) aus. Somit haben die unterschiedlichen gyro-
magnetischen Verhéltnisse der verschiedenen Kerne keinen Einflufl auf die
Priaparation des pseudo-reinen Zustandes. Wird letztendlich I, bendtigt,
so kommt ein X-Filter-Experiment [43] zum Einsatz. Ansonsten werden die
Operatoren mittels INEPT-Schritten [44] aus I;, erzeugt. Da BOC-Gly-F,
das hier zum Einsatz kommt, ein iiberwiegend lineares Kopplungssystem hat,
bieten sich die folgenden Entsprechungen an:

Hz = Ilz; Nz = I2z; Ce = ISz; CO = I4z; Fz = I5z

¥4 z
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Als néchstes wendet Alice die Hadamard-Transformation auf alle 5 Spins an.
Dies entspricht je einem 90°-Puls auf alle Spins.

2. Schritt: Bob

Nun setzt sich Bob an das NMR-Spektrometer und implementiert eine Funk-
tion in Form einer Pulssequenz (d.h. er fiihrt U(f) aus). Wenn er die konstan-
te Funktion fy implementieren mochte, tut er einfach nichts, denn U(fy) = 1.
Wenn er die ausgeglichene Funktion f, implementieren mochte, dann mufl
er dazu U(f,) in eine Pulssequenz iibersetzen. Fiir einen 2-Spin-Fall ist die
Pulssequenz fiir das CNOT15-Gatter, das einer Addition modulo 2 entspricht,
bekannt [45]. Wenn ein heteronukleares 2-Spin-System vorliegt und die Ra-
diofrequenzpulse jeweils on-resonance® eingestrahlt werden, kann diese Puls-
sequenz vereinfacht werden, so daf} sich folgendes ergibt:

I ~90°

+90°

1 T
2],

Um diese Werte miissen die

L |

A
A\ 4

Phasen aller nachfolgenden
Pulse korrigiert werden -
ebenso die Receiver-Phase.

Abbildung 3.10: NMR-Pulssequenz fiir das CNOT ,-Gatter

Wenn man ein CNOT-Gatter zwischen zwei Spins in einem 5-Spin-System
ausfiihren mochte, so mufl man sicherstellen, dafl wihrend des Gatters mit
den anderen drei Spins nichts geschieht, d.h. man muf} diese Spins vollsténdig
entkoppeln. Dabei ist aber zu beachten, dafl die Pulse, die fiir die Entkopp-
lung notwendig sind, in der Summe das Koordinatensystem® des entspre-
chenden Spins nicht verdndern diirfen.

"siehe Anhang B.1 auf Seite 109
°Hierbei ist das Koordinatensystem im toggling frame [46] gemeint.
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Beachtet man all dies”, kommt man zu folgender schematischen Darstellung
der Pulssequenz fiir U(f;):

A B C D
z -y y y y y -y
#1 5. I I I I 11
y X -Z X -X Z y -y
o3| L 0L .
y -y y X XX-Z z -X X
#3 T T l T |_|| || l |_|l‘ T rJ—r—l—r
y X -z z
#4 f T T T T r T T T T || T T T ||i |—|—|—|—|i
X -X -X X y -y y X-Z
«—» «—» «—» «—»
T2 To3 T34 Tys

Abbildung 3.11: Schematische Darstellung der Pulssequenz fiir ﬁ(fb):
(A) CNOTyq, (B) CNOTy3, (C) CNOTj4, (D) CNOT,5. Diinne Linien ent-
sprechen 90°- und Rechtecke 180°-Pulsen. 90°-Rotationen um die z-Achse
sind durch gestrichelte Linien dargestellt. Wie im Anhang B.2.3 auf Sei-
te 112 ausgefithrt wird, konnen einige der 180°-Pulse eliminiert werden.
Solche Pulse sind durch weifle Rechtecke dargestellt. Wihrend der gesam-
ten Pulssequenz wird Deuterium entkoppelt. Die Gatterzeiten 75, betragen:
(A) 12 = 1/(2]12) = 5,31 ms, (B) m3 = 1/(2Jy3) = 37,04 ms,
(C) T34 — 1/(2J34) = 7,69 ms, (D) Ty = 1/(2J45) = 1,39 ms.

Da das 5-Spin-System nicht vollstindig heteronuklear ist, kommen selektive
Pulse bei den beiden Kohlenstoff-Atomen zum Einsatz. Auflerdem kann die
schematische Pulssequenz deutlich vereinfacht werden (siehe Anhang B.2.3
auf Seite 112).

PWihrend des CNOT-Gatters zwischen den Spins Nummer 4 und 5 wurde hier die
J13-Kopplung nicht entkoppelt. Da J;3 mit 2,7 Hz sehr klein und die Dauer dieses CNOT-
Gatters mit 1,39 ms sehr kurz ist, hat in diesem Fall die J;3-Kopplung nur einen ver-
nachlissigbaren Effekt. Die Implementierung einer Entkopplung wire aber auch leicht
moglich.
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Letztendlich kann Bob folgende Pulssequenz ausfiihren, wenn er die ausge-
glichene Funktion f, implementieren mochte:

-X X X X X -X
w—— L L 1r 11 -
y X y -y
ol | r
y Yy X =X -X X
TSR - N N - C N - E
y-N XM
R 4 N R
X -X X X y -y X
o Pl | M |
= ol e e > Recgiver-
T2 To3 T34 Tys Phase

Abbildung 3.12: Pulssequenz fiir U(f,): Die Gatterzeiten wurden so gewihlt,
da sie ganzzahlige Vielfache von A = 1/|v3 — vy| = 81,75 ps sind:
Ti2 = 6DA, To3 = 453A, 134 = 94A, 745 = 17A (sieche Anhang B.1 auf Sei-
te 109). Die Ellipsenhilften, die mit ,e“ und ,,g“ gekennzeichnet sind, stellen
selektive e-SNOB-90°-Pulse [47] und Gauf3-180°-Pulse [48] dar. Die mit einem
, M® gekennzeichneten Rechtecke stellen eine MLEV-4-Entkopplungssequenz
(eine MLEV-4 expandierte Sequenz [49, 50] von 180°-Pulsen) dar. Die Pha-
sen 1 = 2¢, + 2¢., p = —2¢., und § = 4¢, + 2¢, mit ¢, = —4° und
¢y = —18° korrigieren die Bloch-Siegert-Shifts [51,52], die durch die selek-
tiven Kohlenstoff-Pulse eingefiihrt werden. Die kleinen senkrechten Striche
markieren Zeitbereiche von 7,/4. Der Delay § ist 75/4—7./2 lang, wobei
7. die Dauer eines e-SNOB 90°-Pulses ist. (Weitere experimentelle Details
finden sich in Anhang B.2.1 auf Seite 110.)

3. Schritt: Alice

Alice miifite nun erneut die Hadamard-Transformation anwenden. Die daraus
resultierende Dichtematrix wére aber nicht direkt detektierbar, da sie nur
longitudinale Operatoren enthélt.
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Alice miifite also noch einmal die Hadamard-Transformation anwenden, um
detektierbare transversale Operatoren zu erhalten. Die zweimalige Anwen-
dung der Hadamard-Transformation hat aber insgesamt keinen Effekt, da sie
zu sich selbst invers ist. Somit kann Alice beide Transformationen weglassen.
Nun nimmt Alice die entsprechenden NMR-Spektren auf und addiert sie.
Bei der experimentellen Implementierung dieses Schrittes haben wir einige
Vereinfachungen vorgenommen:

e Bei der Detektion werden die Signalstédrken von mehreren Faktoren be-

einflufit: Neben dem gewiinschten Einflu durch die Pulssequenz wir-
ken sich sowohl das gyromagnetische Verhiltnis des zu detektierenden
Heterokerns als auch die Charakteristik der entsprechenden Spule des
Probenkopfes auf die Signalstérke aus. Diese Einfliisse kann man experi-
mentell bestimmen, indem man die Magnetisierung des Protons auf den
Heterokern iibertrégt und das Signal mifit. Diese Signalstérke kann man
dann als Referenz fiir die Experimente nehmen, in denen der gleiche
Spin detektiert wird. Zusétzlich mufl man noch den Polarisationsver-
lust withrend der Ubertragung vom Proton auf den zu detektierenden
Kern bestimmen. Dies ist moglich, indem man die Magnetisierung des
Protons zum Heterokern und wieder zuriick transferiert und dann das
Proton mifit. Ein Vergleich mit der urspriinglichen Magnetisierung 1483t
die Berechnung des Polarisationsverlustes zu.
Dies ist aber nicht nétig, wenn man sich die Spektren, die aus den
unterschiedlichen Operatoren des pseudo-reinen Zustandes entstanden
sind, einzeln ansieht, ohne sie zu addieren. Die Unterscheidung zwischen
konstanten und ausgeglichenen Funktionen ist auch auf diese Weise
leicht moglich. AuBlerdem behélt man in diesem Fall den bereits oben
beschriebenen Vorteil, dafl man genau analysieren und kontrollieren
kann, was mit jedem Operator des pseudo-reinen Zustandes wihrend
der Quantenrechnung passiert.

e Eine theoretische Analyse der NMR-Experimente zeigt, dafl von den
31 Produktoperatoren, aus denen der pseudo-reine-Zustand besteht,
lediglich die fiinf linearen Terme I, und die vier bilinearen Terme
2 Ii2L(k41). in detektierbare Operatoren iiberfiihrt werden. Dies ist in
der folgenden Tabelle zusammengefafit.
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Tabelle 3.4: Liste der Operatoren des pseudo-reinen Zustandes, die bei
Anwendung der Funktionen fy oder f, zu detektierbarem Signal fiihren.
Lediglich die unterstrichenen Produktoperatoren sind in einem NMR-
Spektrum direkt detektierbar.

Produktoperator des

pseudo-reinen nach Anwendung nach Anwendung
Zustandes von U(fo) von U(fs)
L. Lz 16 Lizloplsslanlss
2115, 2 Ii,lo, Ly
Iy, Ly 8 Ioolsplaplss
2 Iy 15, 2 Ippl3, Iy,
I3, I3 4 Igplaglsy
2 I3,14, 2 Inpluy I3,
L, Lyp 2 Iypls,
—2 Iy.Is, —2 Iy, ls, —lyp
—Is. —lss —lse

Wie man anhand dieser Tabelle sieht, reichen bereits die linearen Ter-
me des pseudo-reinen Zustandes fiir eine Unterscheidung von konstan-
ten und ausgeglichenen Funktionen aus. In diesem Fall wird die Un-
terscheidung zwischen den beiden Funktionsklassen aber anhand von
verschwindenden Signalen getroffen. Da aber auch experimentelle Im-
perfektionen eine drastische Reduktion von Signalstérken (bis hin zum
, Verschwinden“ des Signals im Rauschen) bewirken konnen, kann es
hier leicht zu einer falschen Klassifizierung einer Funktion kommen.
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Dies wird vermieden, wenn die Unterscheidung von konstanten und aus-
geglichenen Funktionen mittels der Vorzeichen von Signalen geschieht.
Die obige Tabelle zeigt, dafi solch eine Unterscheidung bei der fiir das
Experiment gewdhlten Funktion f, anhand der linearen und bilinearen
Terme moglich ist. Aus diesem Grund haben wir lediglich diejenigen
Experimente durchgefiihrt, die mit den linearen oder bilinearen Ope-
ratoren des pseudo-reinen Zustandes beginnen. Da man bei heutigen
NMR-Spektrometern im allgemeinen nur eine Isotopensorte pro Expe-
riment detektieren kann, fiihrten wir aus analogen Griinden nur jeweils
die Experimente durch, bei denen die Spins detektiert wurden, die auch
im Operator des pseudo-reinen Zustandes beteiligt waren.

Somit erhélt Alice die in Abbildung 3.13 auf Seite 66 gezeigten Spektren.
Wenn Bob die Funktion f; angewendet hat, so identifiziert Alice sie anhand
der vier positiven Signale der Spins #1 bis #4 als konstante Funktion.
Wenn Bob dagegen die Funktion f, angewendet hat, so kann Alice sie mittels
des mindestens einen negativen Signales (hier von Spin #4) der Spins #1 bis
#4 als ausgeglichene Funktion identifizieren.

Die experimentellen NMR-Spektren entsprechen den theoretischen Vorhersa-
gen (siehe Tabelle 3.4 auf Seite 64). Eine Unterscheidung zwischen konstanten
und ausgeglichenen Funktionen ist eindeutig und fehlerfrei méglich. Bei An-
wendung von f, betragen die Signalamplituden nur noch 55% bis 70% der
Amplituden der fy-Experimente. Diese Signalverminderung beruht auf Rela-
xation und experimentellen Imperfektionen wéhrend der immerhin 51,4 ms
langen Pulssequenz fiir ﬁ(fb) Bei den Experimenten, bei denen kein Signal
erwartet wird, detektierten wir geringste Signalreste, die mit ca. 4% vom
urspriinglichen Signal tolerierbar sind.
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#1 #2 #3 #4 #5

f Datensatz-
0 Nummer:
Y S N tarigy A iy Snfis-up-ag y o gy o ' EE——— 44:123

f Datensatz-
b A /\ Nummer:
g o S .HV__W—\F —

Abbildung 3.13: Experimentelle Ergebnisse (NMR-Spektren) des Deutsch-
Jozsa-Quantenalgorithmus fiir die konstante Funktion fy und die ausgegli-
chene Funktion f,. Jedes einzelne Spektrum zeigt einen Spektralbereich von
30 Hz. Die Anzahl der akkumulierten Scans betrug 4 fiir 'H-Detektion (Spin
#1), 8 fiir ">'N-Detektion (Spin #2), 32 fiir 3 C-Detektion (Spins #3 und #4)
und 4 fiir F-Detektion (Spin #5). Fiir jeden Spin £ sind effektiv entkop-
pelte Spektren (siche Anhang B.2.1 auf Seite 110) fiir die Experimente mit
folgenden Operatoren des pseudo-reinen Zustandes gezeigt (Vorzeichen wie in
Gleichung 3.38 auf Seite 59): I, mit £ =1, ..., 5 (Datensatz #1), 2L}, L;41).
mit £ =1, ..., 4 (Datensatz #2) und 2I_y).I, mit £ =2, ..., 5 (Daten-
satz #3). Der Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus identifiziert die konstante
Funktion fy; anhand der vier positiven Signale der Spins #1 bis #4. Analog
dazu wird die ausgeglichene Funktion f, anhand mindestens eines negativen
Signales (hier von Spin #4) der Spins #1 bis #4 identifiziert.

3.3.5 Zusammenfassung und Ergebnisse

Durch die Kombination von Molekiildesign [3], Synthese [3], Quanten-Infor-
matik und NMR-Spektroskopie konnte der zur Zeit weltweit gréfite funktio-
nierende Quantencomputer realisiert werden [2]: Der 5-Qubit-NMR-Quanten-
computer unterschied eine nichttriviale ausgeglichene Funktion von einer



3.4. QUANTENRECHNEN MIT DEM THERMISCHEN
ZUSTAND 67

konstanten mittels Superpositionen, Quanteninterferenz und speziell entwor-
fenen und experimentell implementierten unitdren Transformationen.

Es sollte erwidhnt werden, dafl es kompliziertere ausgeglichene 4-Bit-Funk-
tionen gibt, deren Implementierung nur sehr schwer oder gar nicht moglich
gewesen wére, da bei diesen Funktionen eine oder beide der folgenden Pro-
bleme auftreten wiirden: Die Pulssequenzdauer kann dhnlich grof oder sogar
grofler als die Relaxationszeit der fiir das Quantenrechnen verwendeten Spins
werden. Auflerdem kann die Pulssequenz derartig komplex werden, dafl die
sich akkumulierenden Imperfektionen zu grof fiir eine korrekte Quantenrech-
nung werden.

Der hier vorgestellte Quantencomputer ist immer noch (fast drei Jahre nach
der ersten Prisentation) der grofite funktionierende der Welt. Dies zeigt, daf
die gewihlte Kombination verschiedener naturwissenschaftlicher Bereiche ein
wichtiger Schritt auf dem Weg zu grofleren Quantencomputern war. Gleich-
zeitig zeigt er auch die derzeit vorhandenen Grenzen der NMR-Quanten-
computer auf und motiviert Forscher auf der ganzen Welt, diese Grenzen
durch Implementierung von Fehlerkorrektur- und neuen Quantenalgorithmen
immer weiter nach auflen zu verschieben.

3.4 Quantenrechnen mit dem thermischen Zu-
stand

3.4.1 Nachteile des pseudo-reinen Zustands

Im Abschnitt 3.3 wurde ein 5-Qubit-NMR-Quantencomputer vorgestellt, der
in der Lage war, das Deutsch-Jozsa-Problem zu losen. Der Quantenalgo-
rithmus bendtigt hierbei nur eine einmalige Funktionsberechnung, wéihrend
klassische Algorithmen bis zu 2"~!'41 Funktionsberechnungen bendtigen. So-
mit ist der Quantencomputer bei der Losung des Deutsch-Jozsa-Problems
prinzipiell einem klassischen Computer iiberlegen. Die experimentelle Imple-
mentierung dieses Quantenalgorithmus auf dem Quantencomputer bestétig-
te diese exponentiell geringere Anzahl von Funktionsberechnungen. Aber
analysieren wir noch einmal genauer, wieviele Experimente wirklich durch-
gefithrt wurden: So wurde z.B. jedes Experiment zweimal durchgefiihrt, da
immer nur ein Kern detektiert werden konnte. Dies kann man prinzipiell ver-
meiden, wenn man Spektrometer mit mehreren Receiver-Kandlen verwen-
det. Auflerdem wurden bei allen Experimenten mehrere Scans akkumuliert,
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um das Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis zu verbessern. Auch dies kann ver-
mieden werden, indem man die Signalstirken durch andere Methoden wie
z.B. Kryo-Probenkdpfe oder die Verwendung von dickeren Probenréhrchen
vergroBlert. Weiterhin haben wir je ein Experiment fiir jeden Operator des
pseudo-reinen Zustandes durchgefiihrt. Auch hier ist es moglich, dies auf
ein einziges Experiment zu reduzieren, wenn man den vollstdndigen pseudo-
reinen Zustand mittels einer speziellen Pulssequenz mit Gradientenpulsen
erzeugt [53,54]. Man erhilt dann direkt eine Dichtematrix der folgenden

Form:
[0}

1—= o
p=—E 1 )] (339

Der Teil dieser Dichtematrix, der fiir das Rechnen mit dem NMR-Quanten-
computer verwendet werden kann (g [¢)(¢]), ist aber sehr gering und wird
exponentiell reduziert, wenn man die Anzahl der Qubits (n) erhoht. D.h.
man miiflite exponentiell viele Experimente addieren, um ein geniigend grofles
Verhéltnis vom Signal zum Rauschen zu bekommen, so daf} eine Losung des
Deutsch-Jozsa-Problems anhand der Spektren moglich wird. Will man diese
Reduktion umgehen, so muf man (wie wir es getan haben) die Operatoren
des pseudo-reinen Zustandes einzeln bzw. in kleineren Gruppen erzeugen, was
sehr viele verschiedene Experimente erfordert. In jedem Fall verliert man aber
den enormen Vorteil der Quantencomputer, daf} sie exponentiell wenig Funk-
tionsberechnungen bendétigen, indem man z.B. exponentiell viele Spektren
aufnehmen und addieren muf. Trotzdem ist der Wert solcher experimentellen
Implementierungen von Quantenalgorithmen auf NMR-Quantencomputern
nicht zu unterschitzen, denn sie zeigen eindeutig auf, daff und wie Quan-
tencomputer funktionieren. Damit trugen sie hdufig und nicht unwesentlich
zur Entwicklung neuer oder modifizierter Quantenalgorithmen bei. Aufer-
dem erhohen die physikalischen Realisierungen in betréichtlichem Mafle das
Interesse sowohl von Forschern als auch der Offentlichkeit an den Quanten-
computern, was ebenso einen groflen Einflufl auf den Fortschritt auf diesem
Gebiet hat.

Der einzige Ausweg aus dem Dilemma, die Vorteile des Quantencomputers
durch eine schlechte Initialisierung wieder zu verlieren, scheint eine Initiali-
sierung des Quantencomputers im thermischen Zustand zu sein. Dann kann
aber keiner der bisher bekannten Quantenalgorithmen direkt implementiert
werden, da diese einen reinen oder pseudo-reinen Zustand voraussetzen. So-
mit muf} ein neuer Quantenalgorithmus entwickelt oder ein bekannter stark
modifiziert werden, damit eine Implementierung auf einem Quantencomputer
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im thermischen Zustand moglich wird. Bisherige Versuche [55,56] fiihrten
aber noch nicht zu einem allgemein und auch bei prinzipiell beliebig groflen
Quantencomputern anwendbaren Algorithmus. Im folgenden soll nun zu-
néchst ein neuer Quantenalgorithmus und dann eine neue Form des Deutsch-
Jozsa-Quantenalgorithmus vorgestellt werden, die diese bisher existierenden
Beschrinkungen iiberwinden.

3.4.2 Ein neuer Quantenalgorithmus fiir Quantencom-
puter im thermischen Zustand

Zunéchst wollen wir den prinzipiellen Ablauf solch eines Quantenalgorithmus
genauer bestimmen: Im Abschnitt 3.3.3 auf Seite 57 wurden die Eigenschaf-
ten eines Quantencomputers beschrieben. Diese Eigenschaften beschreiben
implizit auch den Ablauf eines Quantenalgorithmus:

1. Zunéichst wird der Quantencomputer initialisiert. Dies soll fiir den neu-
en Algorithmus wegfallen bzw. auf eine Eliminierung der Magnetisie-
rung einzelner Spins reduziert werden, da wir mit dem thermischen
Zustand eines oder mehrerer Spins starten wollen.

2. Anschlielend wird eine unitéire Transformation angewendet, die die ei-
gentliche Quantenrechnung darstellt.

3. Am Ende wird der Zustand gemessen. Dies geschieht im allgemeinen

durch die Aufnahme eines NMR-Spektrums eines oder mehrerer Kern-
sorten. Wenn man dabei alle n2"~! Linien eines nicht entarteten allge-
meinen n-Spin-Systems auflosen kdénnen mochte, so benotigt man bei
gegebener Bandbreite eine exponentiell lange Detektion? des Signals,
gefolgt von einer aufwendigen Fourier-Transformation. D.h. auch hier
wiirde man wieder den Vorteil der Quantencomputer verlieren, wenn
man zu groflen Systemen geht.
Also wire es fiir einen idealen Quantenalgorithmus wiinschenswert,
wenn es ausreichen wiirde, das NMR-Signal nur zu einem einzigen
Zeitpunkt zu messen (single-time-Messung). Solch eine Detektion kann
dann nur noch zwischen den beiden Féllen ,Signal vorhanden® und
,kein Signal vorhanden® unterscheiden.

4Die Zeit steigt exponentiell mit der Anzahl der Spins.
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Nachdem nun klar ist, wie die Initialisierung (thermischer Zustand) und die
Detektion (single-time-Messung) beim neuen Quantenalgorithmus aussehen
sollte, konnen wir uns dem Kern des Algorithmus, der unitdren Transforma-
tion, zuwenden und damit auch bestimmen, welche Aufgabe der Quantenal-
gorithmus 16sen soll. Betrachten wir hierfiir zunéchst folgende Funktionen:
f:{0,1}" — {0,1}

Aus dieser Menge von Funktionen greifen wir wieder zwei Funktionsklassen
heraus:

e Die (bereits in Abschnitt 3.3.1 auf Seite 53 beschriebenen) konstan-
ten Funktionen ergeben immer den Funktionswert 0 oder immer den
Funktionswert 1.

e Die speziellen (1:3)-Funktionen ergeben fiir '/, der moglichen Input-
Bit-Folgen den Funktionswert 1 und fiir die anderen 3/, den Funkti-
onswert (. Zusétzlich gilt fiir alle Paare von Input-Bit-Folgen, deren
Funktionswert 1 ist, dafl ihre Hamming-Distanz" ungleich 1 ist. Die
Klasse der speziellen (1:3)-Funktionen umfafit auch die binidren Kom-
plemente der eben beschriebenen Funktionen.

Um die Definition der speziellen (1:3)-Funktionen besser verstehen zu kénnen,
sei in der Tabelle 3.5 auf Seite 71 ein Beispiel angefiihrt.

Analysieren wir nun anhand eines Beispieles, ob ein neuer Quantenalgo-
rithmus in der Lage ist, eine konstante Funktion von einer speziellen (1:3)-
Funktion zu unterscheiden, wobei er als Ausgangszustand lediglich den ther-
mischen Zustand verwenden und am Ende lediglich eine single-time-Messung
durchfiihren darf:

"Die Hamming-Distanz beschreibt die Anzahl der unterschiedlichen Bits beim Vergleich
zweier gleich langer Bit-Folgen.
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Tabelle 3.5: Beispiel einer speziellen (1:3)-
Funktion: Wie es die Definition erfordert,
ist der Funktionswert bei !/, der méglichen
Input-Bit-Folgen (also bei 2 von 8 mogli-
chen) gleich 1 und ansonsten gleich 0. Es
gibt nur ein Paar von Input-Bit-Folgen, de-
ren Funktionswert 1 ist, ndmlich (000) und
(011). Vergleicht man diese Bit-Folgen, so
unterscheiden sie sich in zwei Bits, ndmlich
2o und x3. Somit ist die Hamming-Distanz
gleich 2 und damit (wie gefordert) un-

gleich 1.
T T2 T3 f(fUl;xz;xs)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Um das Beispiel so einfach wie moglich zu halten, wihlen wir die folgende
konstante Funktion f; und spezielle (1:3)-Funktion f.3:

Tabelle 3.6: Definition der Funktionen f; und fi.3

T T2 fk($1,$2) f1:3($1,$2)
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
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Ubersetzen wir nun die Funktionen in Hamiltonoperatoren. Dazu werden die
Funktionswerte in die Diagonale des Operators eingetragen.

0 0 0 0
0 0 0 0

ka = 0 0 0 0 (3.40)
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

Hfl:S = 0 0 0 0 (341)
0 0 0 0

Nun ermitteln wir die Matrizen der entsprechenden unitiren Transformatio-
nen anhand der Formel:

U, = e—iflit (3.42)

Mit t = 7 ergeben sich folgende Matrizen, die der Collins-Représentation [57]
der beiden Funktionen entsprechen:

1 0 0 0
0 1 0 0

Ufk = 0 0 1 0 (3.43)
0 0 0 1
-1 0 0 0
0 1 0 0

Uf1:3 = 0 0 1 0 (344)
0 0 0 1

Alice beginnt eine Quantenrechnung durch Initialisierung eines 2-Qubit-
NMR-Quantencomputers im thermischen Zustand py = I, + Iy,. Darauf-
hin wendet sie die Hadamard-Transformation an, was in diesem Fall einem
90°-Puls auf beide Spins entspricht:

1,2

90
po=T11,+ 1, — p1 =L+ Iy (3.45)
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0 1 1 0

1 0 0 1
+0,5(01>®(10>

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0
=050 1 o 0 o [TY 0 0 o 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1
=050 | 0 o 1 (3.46)

0 1 1 0

Anschlieflend wendet Bob die unitidre Transformation fiir eine der beiden
Funktionen an:

e Im Falle der konstanten Funktion fj ergibt sich nun®:

p2 = Uy, 'pl'U}k

0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0
_0’5Ufk1001 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
= 05Un| 1 ¢ o 1
0 1 1 0

*Um die Rechnung nachvollziehbar zu gestalten, werden immer nur zwei Matrizen pro
Rechenschritt miteinander multipliziert.
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10 0 0 0 1 1 0
— 0.5 0 1 0 0 1 0 0 1
- 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1
= 0,5 1 0 o0 1 (3.48)
0 1 1 0
e Im Falle der speziellen (1:3)-Funktion fi.3 ergibt sich nun:
P2 = Uf1:3 *P1 U}1:3
0 1 1 0 -1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0
= 05Ul 1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0
-1 0 0 1
= 05 Unal 4 9 0 1
0 1 1 0
-1 0 0 0 0 1 1 0
— 05 0 1 0 0 -1 0 0 1
7 0 0 1 0 -1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 1 0
0 -1 -1 0
-1 0 0 1
= 0,5 1 0 o0 1 (3.49)
0 1 1 0

Nun setzt sich Alice wieder an das NMR-Spektrometer und mifit den Erwar-
tungswert von Iy, + Iy,. Dieser berechnet sich anhand folgender Formel:

<ILiz+L;> = Sp{Mpg} (350)

mit M, dem MeBoperator, hier: M = 1, + I,
(Die Matrix hierfiir wurde bereits in Gleichung 3.46 berechnet.)
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e Im Falle der konstanten Funktion f; ergibt sich nun:

0 1 1 0 0 1 1 0
1 0O O 1 1 0O O 1
<Ilw+12x> = Sp 0,25 1 0 0 1 1 0 0 1
L 0 1 1 0 0 1 1 0
2 0 0 2 )
0 2 2 0
= Sp 0,25 0 9 9 0 =2 (3.51)
\ 2 0 0 2 /)
e Im Falle der speziellen (1:3)-Funktion fi.3 ergibt sich nun:
( 0 1 1 0 0o -1 -1 0
1 0O 0 1 -1 0O 0 1
L 0 1 1 0 0 1 1 0
2 0 0 2
O 0 O 0
= Sp<0,25 0 0 o0 0 =0 (3.52)
\ 2 0 0 2

Somit kann Alice in diesem Beispiel konstante Funktionen (single-time-Mes-
sungen zeigen das Vorhandensein eines Signals an) von speziellen (1:3)-Funk-
tionen (single-time-Messungen ergeben kein Signal) unterscheiden. Dabei be-
notigte sie keinen pseudo-reinen Zustand, sondern nur den thermischen Zu-
stand. Bob muf3te nur ein einziges Mal die Funktion in Form einer unitiren
Transformation anwenden, und Alice mufite am Ende lediglich eine single-
time-Messung vornehmen.

In speziellen Fillen reicht es auch aus, da3 Alice nur den thermischen Zustand
eines Spins prapariert und auch am Ende lediglich die single-time-Messung
an diesem Spin durchfiihrt. Dies trifft auch auf die eben beschriebenen Funk-
tionen zu:



76 TEIL 3. DER QUANTENCOMPUTER

Alice: Initialisierung und Hadamard-Transformation:

1

90
po =1l — p1 =11, (3.53)
0O 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1
”1_1“_0’5< 10 >®< 0 1 )‘0’5 10 0 0
0O 1 0 0
(3.54)
Bob: Anwendung der Funktion (p, = Up,UT)
e konstante Funktion fy:
p2 = Uy -p1- U}k
0 0 1 0 1 0 0 O
0o 0 0 1 0 1 0 0
= 05Ul 1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0o 0 0 1
0O 0 1 0
0o 0 0 1
= 05Ul 1 g 0 o
0O 1 0 0
10 0 O 0O 0 1 O
— 05 0 1 0 0 0 0 0 1
- 0O 0 1 0 1 0 0 0
0o 0 0 1 0o 1 0 O
0O 0 1 0
0o 0 0 1
= 0,5 1 0 0 0 (3.55)
0 1 0 0
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e spezielle (1:3)-Funktion fi.5:
P2 = Uf1:3 TP U}l:?,
O 0 1 ©0 -1 0 0 O
O 0 0 1 0O 1 0 O
= 05 Una|l 1 g o o 0 0 1 0
O 1 0 O 0O 0 0 1
O 0 1 0
O 0 0 1
=05 Unsl 1 g 0 o
O 1 0 O
-1 0 0 O O 0 1 0
— 05 0O 1 0 O 0O 0 0 1
- O 0 1 o0 -1 0 0 O
0O 0 0 1 O 1 0 O
O 0 -1 o0
0O 0 0 1
= 0,5 1 0 0 0 (3.56)
0O 1 0 O
Alice: Messung von < Iy, > (Sp{liz - p2}):
e konstante Funktion fy:
O 0 1 0 O 0 1 0
O 0 0 1 O 0 0 1
<he> = 500250 g 5 1 0 0 0
O 1 0 O O 1 0 O
1 0 0 O
O 1 0 O
= Sp<0,25 0O 0 1 0 =1 (3.57)
0O 0 0 1
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e spezielle (1:3)-Funktion fi.5:

0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
<lg> = 5p 025 | g o 1 0 0 0
\ 0 1 0 0 0 1 0 0
( 1 0 0 0 \)
0O 1 0 0
= 0.5 o —0 (3.58)
\ o 0 0 1 /)

Also kann Alice wieder die konstante Funktion f; von der speziellen (1:3)-
Funktion fi.3 unterscheiden. In diesem Fall reicht also die Initialisierung
des Quantencomputers im thermischen Zustand eines Spins aus.! Am En-
de geniigt eine single-time-Messung diese Spins.
Eine Verallgemeinerung dieses Quantenalgorithmus fiir beliebige konstante
und spezielle (1:3)-Funktionen findet sich in [4].

3.4.3 Deutsch-Jozsa-Algorithmus fiir Quantencompu-
ter im thermischen Zustand
Analysieren wir noch einmal die Tabelle 3.5 auf Seite 71. Die Tabelle zeigt ein

Beispiel fiir eine spezielle (1:3)-Funktion. Greifen wir nun den oberen rechten
Teil der Tabelle heraus und schreiben ihn als separate Tabelle:

tDas gleiche Ergebnis erhilt Alice auch, wenn sie den Quantencomputer im Zustand
I>. initialisiert und am Ende < I, > mif}t.
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Tabelle 3.7: Wiederholung des

Beispiels einer speziellen (1:3)- Tabelle 3.8: Eine ausgegli-

Funktion chene Funktion als Teil der
v @y wy [, 0, 15) Definition einer speziellen
0O 0 0 1 (1:3)-Funktion

0 0 1 0 = Ty T3 f(zo,x3)

0o 1 0 0

0 1 1 1 00 1

1 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 Lo 0

1 1 0 0 b1 1

1 1 1 0

Wir erhalten die Definition einer ausgeglichenen Funktion. Ganz allgemein
gilt, daBl man aus jeder ausgeglichenen Funktion durch Hinzunahme eines
weiteren Input-Bits eine spezielle (1:3)-Funktion erstellen kann. Wenn das
neue Input-Bit gleich Null ist, so bleiben die Funktionswerte der alten (aus-
geglichenen) Funktion erhalten, ansonsten wird der Funktionswert gleich Null
gesetzt. Ebenso kann man die konstanten Funktionen um ein Input-Bit erwei-
tern, wobei man weiterhin fiir alle méglichen Input-Bit-Folgen den gleichen
Funktionswert (den der alten konstanten Funktion) erhélt.

Somit kann man das Deutsch-Jozsa-Problem (also die Unterscheidung von
ausgeglichenen und konstanten n-Bit-Funktionen der Form {0, 1}" — {0,1})
auf die Unterscheidung von speziellen (1:3)- und konstanten (n+1)-Bit-Funk-
tionen der Form {0,1}"*! — {0,1} iibertragen. Fiir dieses Problem ist aber
ein Quantenalgorithmus bekannt (siehe Abschnitt 3.4.2), der mit dem ther-
mischen Zustand beginnt und nur eine Funktionsberechnung und lediglich
eine single-time-Messung benotigt. Somit kann man mit Hilfe dieses Quan-
tenalgorithmus auch das Deutsch-Jozsa-Problem l6sen. Im Gegensatz zu der
in Abschnitt 3.3.4 vorgestellten NMR-Implementierung eines Quantenalgo-
rithus vermeidet man hierbei die exponentielle Reduktion der Signalamplitu-
den mit der Anzahl der Qubits. Auflerdem bené6tigt man nun nur noch eine
single-time-Messung am Ende des Quantenalgorithmus. Auch die Anzahl der
benotigten Qubits ist identisch, da beide Methoden mit einem , Extra-Qubit*
arbeiten, wobei die in Abschnitt 3.3.4 vorgestellte Variante das zusétzliche
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Qubit als Funktionsbit bené6tigt, wihrend der neue Quantenalgorithmus kein
Funktionsbit, dafiir aber ein Bit fiir die Umwandlung einer ausgeglichenen in
eine spezielle (1:3)-Funktion benotigt.

Vergleicht man den neuen Quantenalgorithmus mit der Collins-Variante des
Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus [57], die ohne ein ,Extra-Qubit“ aus-
kommt, so betragen die zusétzlichen ,Kosten“ des neuen Quantenalgorith-
mus lediglich ein Qubit (unabhingig davon, von wievielen Input-Bits die
Funktionen abhéngen) und eine VergroBerung der Anzahl der NMR-Pulse
und -Delays, wobei diese Vergroflerung lediglich als Polynom von der Anzahl
der Qubits wichst. Dafiir vermeidet man die exponentielle Reduktion der
Signalamplituden mit der Anzahl der Qubits, die bei der Collins-Variante
noch vorhanden ist. Aulerdem benotigt man nur eine single-time-Messung
anstelle des kompletten Fourier-transformierten Spektums.

3.4.4 Experimentelle NMR-Implementierung des neu-
en Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus

Auswahl der Testfunktionen:
Die Funktionen des Deutsch-Jozsa-Problems sollten von drei Input-Bits ab-
hiingen, also die Form {0,1}* — {0, 1} haben:

o Als konstante Funktion wurde erneut f, ausgewéhlt, die Funktion, die
immer den Funktionswert Null ergibt.

fol@a,x5,25) = 0 (3.59)
e Als ausgeglichene Funktion wéhlten wir folgende f, aus:

fa(wa, w3, 15) = 20 © w375 (3.60)

Die ungewdohnliche Indizierung der Input-Bits vereinfacht spéter die Imple-
mentierung auf dem NMR-Quantencomputer.

Diese Funktionen werden nun in der Art erweitert, daf} sie von vier Input-Bits
abhiingen, also die Form {0,1}* — {0,1} haben:
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e Aus der konstanten Funktion fy wird die immer noch konstante Funk-
tion f:

fo(@2, w3, 24, 25) = fo(@2, 23, 75) - 24 =0 (3.61)

e Aus der ausgeglichenen Funktion f, wird nun die spezielle (1:3)-Funk-
tion fl.5:

f13(@2, T3, 4, x5) = fol@a, T3, T5) - Ty = Toly B T3T4T5 (3.62)

Erstellen wir nun die Wahrheitstabellen dieser Funktionen:

Tabelle 3.10: Wahrheitstabelle der
konstanten Funktion f; und der
speziellen (1:3)-Funktion fi ,

Tabelle 3.9: Wahrheitstabel- L2 L3 L4 Ls fo  fis
le der konstanten Funktion 0 0 0 0 0 0
fo und der ausgeglichenen 0 0 0 1 0 0
Funktion f, 0 0 1 0 0 0
T T3 Ts fo fa 0 0 1 1 0 0
0O 0 0 0 O N 0 ! 00 0 0
0 1 0 1 0 0

0 O 1 0 O
0 1 1 0 0 0

0 1 0 0 O
0 1 1 1 0 1

0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1

1 1 0 0 1
1 ] ] 00 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0

Diese Funktionen werden nun in Hamiltonoperatoren und anschlieend in
unitire Transformationen iibersetzt, so wie wir es bereits mit den Funktio-
nen f, und fi.3 auf Seite 72 getan haben:
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(3.63)
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(3.65)

(3.66)

1. Schritt: Alice

Bei der in Abschnitt 3.4.3 vorgestellten Variante des Deutsch-Jozsa-Algorith-

mus werden die konstanten und ausgeglichenen Funktionen durch Multipli-
kation mit einer weiteren Variablen (z, oder T,) in konstante oder spezielle

(1:8)-Funktionen transformiert. In solchen Féllen ist es fiir die Quantenrech-

nung ausreichend, den thermischen Zustand dieses Spins (I,,) zu erzeugen.
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Am Ende der Quantenrechnung mifit man dann auch nur diesen Spin mittels
einer single-time-Messung. Dies ist allgemeingiiltig [4] und analog zur Rech-
nung, die mit Gleichung 3.53 auf Seite 76 beginnt.

Auch wir haben in den Gleichungen 3.61 und 3.62 zwei Funktionen mit
der Variablen x4 multipliziert. Somit mufl Alice fiir diesen neuen Deutsch-
Jozsa-Quantenalgorithmus einen 4-Qubit-NMR-~Quantencomputer lediglich
im Zustand I, initialisieren. Analog zur Numerierung der Input-Bits der
Funktionen werden auch den Spins des 4-Qubit-NMR-Quantencomputers
die Nummern 2, 3, 4 und 5 zugeordnet. Durch Anwendung der Hadamard-
Transformation gelangt Alice zu I4,:

903
Po = I4z — P11 = I4w (367)

2. Schritt: Bob
Nun wendet Bob die unitire Transformation fiir eine der beiden Funktionen

an (eine explizite Berechnung aller Matrizen findet sich in Anhang B.3.2 ab
Seite 113):

po=Upg-pi-Ul,  oder  py=Upy -pi-Uj (3.68)

Da Uy, die Einheitsmatrix ist, braucht Bob im Falle der Anwendung der
Funktion f nichts zu tun.

Aber wie kann Bob Uy, - am NMR-Spektrometer implementieren? Die Uber-
setzung von Hamiltonoperatoren in unitédre Transformationen gemafl der For-
mel 3.42 auf Seite 72 ist nicht eineindeutig, d.h. eine analoge Ubersetzung
von unitidren Transformationen in Hamiltonoperatoren ist mehrdeutig: Fiir
t = m, wie es in unserem Fall gewdhlt wurde, wird sowohl aus einer Null
als auch aus jedem ganzzahligen Vielfachen von Zwei auf der Diagonalen
des Hamiltonoperators eine Eins auf der Diagonalen der Matrix der unitéren
Transformation:

—iTn -1

e fiir alle ganzen Zahlen n (3.69)

Wie wir gesehen haben, entspricht der Hamiltonoperator Hy (siehe Glei-
chung 3.64 auf Seite 82) der unitéiren Transformation Uy, =~ (siehe Gleichung
3.66 auf Seite 83). Wenn wir das Matrixelement Hyg 16 (unten rechts) des
Hamiltonoperators Hy = von einer Null in eine Zwei &ndern, so erhalten wir
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den Hamiltonoperator H }{:3. Auch dieser Operator entspricht der unitéren
Transformation Uy . Er lafit sich in eine relativ einfache Summe von Pro-
duktoperatoren zerlegen (die ausfiihrliche Matrixzerlegung findet sich im An-
hang B.3.3 auf Seite 123):

H}{:g, = 3/8 1 - 1/2 IZZ - 1/4 I3z - 3/4 I4z - 1/4 I5z
+ I2zI4z + 1/2 ISzI4z + 1/2 ISzI5z + 1/2 I4zI5z
- ISzI4zI5z (370)

Diese Produktoperatoren kann man nun in eine Pulssequenz iibersetzen.
Da alle Terme kommutieren, kénnen sie unabhéngig in beliebiger Reihen-
folge implementiert werden. Dabei ist zu beachten, daf§ die obigen Produkt-
operatoren lediglich vier Spins beinhalten, wihrend der verwendete NMR-
Quantencomputer fiinf Qubits bzw. fiinf Spins besitzt. Wir entschieden uns
fiir die in Tabelle 3.11 gezeigte Zuordnung, da sie sowohl die grofle
CO-F-Kopplung enthilt als auch die lineare N-C*C°-F-Kopplungstopo-
logie durch die zusétzliche C*-F-Kopplung erginzt. Dies fiihrt letztendlich
zu einfacheren und kiirzeren Pulssequenzen.

Tabelle 3.11: Zuordnungstabelle fiir die experi-
mentelle Implementierung von H’{_3 auf einem
5-Qubit-NMR-Quantencomputer

Spinnummer im Spi.n m
4-Spin-System 5-Qubit-NMR-
Quantencomputer
2 15N
3 13 Ca
4 13 CO
5 B

Dementsprechend mufl 'H (in Zukunft als Spin #1 bezeichnet) des 5-Qubit-
NMR-Quantencomputers, wihrend der gesamten NMR-~Experimente entkop-
pelt werden.
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Die Ubersetzung der Produktoperatoren aus Gleichung 3.70 soll nun am Bei-
spiel des Operators —I3,14,15, explizit gezeigt werden. Um eine Pulssequenz
fiir diesen Produktoperator zu entwickeln, beginnt man zunéchst mit einem
bilinearen Produktoperator, dessen Pulssequenz leicht herzuleiten ist und
der anschlieflend mit moéglichst wenig Transformationen in den gewiinschten
Operator iiberfiihrt werden kann. Wir beginnen dementsprechend mit dem
bilinearen Produktoperator I3,14,.

-X X
#1 _,_l_,_[l
X -X
Die nebenstehende Abbildung 3.14 zeigt ei- #2 J_,_L
ne Pulssequenz, die den Propagator e™¢3s:14:
implementiert. Analog zu Abbildung 3.11 #3
auf Seite 61 beschreibt das weifle Rechteck
einen 180°-Puls, der spiter eliminiert wer-
den kann. Die Dauer der Pulssequenz ist #

mit 734/2 = 47 A =~ 1/4J3, wieder ein . .

ganzzahliges Vielfaches von A = 1/|v5 — 14| #5 J—,—L
= 81,75 us (vergleiche Abbildung 3.12 auf
Seite 62). T34

Abbildung 3.14: Schritt 1
der Herleitung einer Pulsse-
quenz fiir —I3,14.15,
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X -X
#1 [l l
Nun soll der Propagator e 21l in den
Propagator ezl transformiert wer- #
-X X

den. Wenn es sich bei I3,1,, um einen Term

des Dichteoperators handeln wiirde, so konn- #3 _,_l_,_[l

te man ihn durch einen Operator U, der y X
der Abfolge 90;—1/2J45—90; entspricht, in 44 | |
I3,14.15, transformieren. Eine Pulssequenz,

die diesen Operator U implementiert, ist in

der nebenstehenden Abbildung 3.15 gezeigt. o
Auch hier ist 745 = 17 A = 1/2J45 wieder ein

ganzzahliges Vielfaches von A. Tys

Abbildung 3.15: Schritt 2
der Herleitung einer Pulsse-
quenz fir —I3,14,15,

X X
Es handelt sich aber bei der Transforma- #1 D—v—l—v—
tion von I3,14, in I3,14,15, um Propagatoren,
deshalb mufl man die Transformation geméif #0
U" = U -U"- U vornehmen. Eine Pulsse- X X
quenz fiir U haben wir bereits kennengelernt.
Die Pulssequenz fiir U' entspricht der Ab- #3 I]—'—l—'—
folge 90* ,— -1/2J45—90* , (im Vergleich zu X Y
U wurde die Abfolge zeitlich umgekehrt und #4 | I
negiert). Die nebenstehende Abbildung 3.16 X X
zeigt solch eine Pulssequenz fiir UT, wobei E E
die ,mit x ausgefiillten“ Rechtecke die 180°- #o
Pulse darstellen, die die Kopplung negativ —
werden lassen: e'2l:ls: = [, . e7i3le:ls: . 45

. . 5 .
wobei U, einem 180;-Puls entspricht. Abbildung 3.16: Schritt 3

der Herleitung einer Pulsse-
quenz fir —I3,14,15,
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Wenn wir also eine Pulssequenz fiir den Produktoperator I3, 14,15, aus Glei-
chung 3.70 erhalten wollen, so miissen wir die drei eben gezeigten Pulsse-
quenzen zu einer einzigen zusammensetzen. Dabei ist zu beachten, dafl die
Pulssequenzen in der zeitlichen Reihenfolge UT—U’—U ablaufen miissen, da-
mit sie den Propagator U” = U - U’ - U ergeben. Dies liegt an der allgemein
anerkannten Schreibweise, dafl Operatoren vor ihrem Argument stehen. D.h.
A - B (wobei A ein Operator ist) bedeutet, dal B bereits vorliegt und A
nun darauf angewendet wird. Die zeitliche Abfolge lautet also B—A. Somit
erhalten wir folgende Pulssequenz fiir den Propagator e~z 's=14:15-.

X X X XX X
o B I
X =X
w1
X X X X
wll b ] ]
-X -y y X
" S R B
X X X X
8  BR1 0
< P>« r4H—F—r
Tys Taa T4s

2

Abbildung 3.17: Schritt 4 der Herleitung einer Pulssequenz fiir —I3,14,15,

Nun muB noch der Propagator e~*z':14z15= in ei3ls=l4:15: transformiert wer-
den. Analog zu Abbildung 3.16 erfolgt dies durch zwei 180°-Pulse (,,mit x
ausgefiillte“ Rechtecke). Auerdem setzen wir noch sechs weitere 180°-Pulse
in die Pulssequenz ein, die seine effektive Wirkung nicht beeinflussen, aber
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spéater das Eliminieren von Pulsen effektiver werden lassen. Somit erhalten
wir folgende Pulssequenz:

X X X XX =X
| N |
X -X

I N
X X X X

w1 @
-X -y yX XX

sl L 1
X=X XX X X XX X X

"y I | 1
<T45T T

2

Abbildung 3.18: Schritt 5 der Herleitung einer Pulssequenz fiir —I3,14,15,

Nun koénnen direkt benachbarte Paare von 180°-Pulsen gleicher Phase elimi-
niert werden. Auch die Kombinationen von 90°- und 180°-Pulsen ist moglich:
903*18% — 90‘511*180‘;. Die 180%-Rotation wird (vergleiche Anhang B.2.3
auf Seite 112) durch eine Phasenénderung um -180° der nachfolgenden Pulse
und der Receiverphase implementiert. Somit wird aus den letzten Pulsen auf
Spin #4 ein einziger: 1802—1802—90% — 90— 180%.

Die drei verbleibenden als weifle Rechtecke dargestellte 180°-Pulse (180 am
Beginn der Pulssequenz und die beiden 1803-Pulse am Beginn und am Ende
der Pulssequenz) kénnen mit entsprechenden Pulsen der vorangehenden oder
nachfolgenden Pulssequenzen eliminiert werden (siehe unten).
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Wenn wir jetzt noch beriicksichtigen, dafi wir bei den Spins #3 und #4 ein
homonukleares System vorliegen haben und somit selektive Pulse anwenden
miissen, so erhalten wir schliefilich folgende Pulssequenz fiir den Produkt-
operator —I3,14,15, aus Gleichung 3.70:

X X -X -X

‘_D#1 l l l

X x ' X X
[ ' (91\ ' - , (9\ , l—
X y y X z-Rotation

s B & & l um 180°

T T T T T T T

X X
M ML MM

- — -
3A Tas 30 Taa 3A Tas 3A
2

Abbildung 3.19: Schritt 6 und damit letzter Schritt der Herleitung einer
Pulssequenz fiir —1I3,1,,15,. Die als weifle Rechtecke dargestellten 180°-Pulse
konnen mit entsprechenden Pulsen der vorangehenden oder nachfolgenden

Pulssequenzen eliminiert werden. Die experimentellen Details finden sich in
Anhang B.3.1 auf Seite 113.

Erweitert man diese Herleitung der Pulssequenz auf alle in Gleichung 3.70
auf Seite 85 beschriebenen Produktoperatoren, so erhilt man folgende Puls-
sequenz fiir die Implementierung von H’{_gz
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w11 11

w_ 1 1

#3

> =
&> x
S %
> %

o M ML LM M

T4s 3A Tss 30 Taa 3A Tas 30 T35 Taa
2 2 2 2
21415, 13,14, 1s, L, 1l
=X X X X X =X X X X X X X
"I B N N P N N R N NN B
X X X X X
#2 i a1 1 o
X X y y X
#3 A [ [T - & 457
X -y y X
wo_ A B R ARG
X X X X X X X X
S I I I I N
< > > > > < » Receiver
4A T34 T34 To3 T34 T3 Phase
IZZI4Z

Abbildung 3.20: Pulssequenz fiir die Implementierung des Hamiltonopera-

tors H}{_S. Die Klammern geben die Bereiche der Pulssequenz an, die den
bilinearen und dem trilinearem Produktoperator des Hamiltonoperators ent-

sprechen. Die linearen Anteile des Hamiltonoperators wurden in Rotationen
der Receiver-Phase iibersetzt, wobei zu beachten ist, daf} in einigen Fiéllen
zusétzlich noch z-Rotationen aufgrund von Pulssequenz-Vereinfachungen mit
in die Receiver-Phase eingeflossen sind. Die Zeiten 7;; sind die gleichen wie
bei der Pulssequenz in Abbildung 3.12 auf Seite 62. In den Féllen, wo 7;;/2
kein ganzzahliges Vielfaches von A war, wurde auf ein solches auf- bzw. ab-
gerundet. Weitere experimentelle Details finden sich in Anhang B.3.1 auf

Seite 113.
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Somit mufl Bob diese eben beschriebene Pulssequenz anwenden, wenn er die
Funktion f].; implementieren will. Will er dagegen die Funktion f) imple-
mentieren, so tut er einfach gar nichts (siehe Seite 84).

3. Schritt: Alice
Am Ende mifit Alice den Erwartungswert von I, (auch hier findet sich die
explizite Berechnung aller Matrizen in Anhang B.3.2 ab Seite 119):

<Iyz > = Sp{lys-po} (3.71)

Wenn Alice hierbei ein Signal mifit, so hat Bob eine konstante Funktion an-
gewendet. Ist jedoch kein Signal vorhanden, so kann Alice daraus schlieflen,
daB8 Bob eine spezielle (1:3)-Funktion angewendet hat, die aus einer aus-
geglichenen Funktion hervorgegangen ist. Somit kann Alice mit nur einer
Funktionsberechnung das Deutsch-Jozsa-Problem 16sen.

Bei der experimentellen Realisierung erhilt Alice folgende Spektren:

A

BWWWWWWWMWWWMWWWW

Abbildung 3.21: Experimentelle Ergebnisse des mit dem thermischen Zu-
stand beginnenden Deutsch-Jozsa-Algorithmus fiir die konstante Funktion
fo und die ausgeglichene Funktion f,. Dies entspricht einer Unterscheidung
der konstanten Funktion fj von der speziellen (1:3)-Funktion f].;. Die Spek-
tren zeigen das auf dem C© (Spin #4) detektierte Signal, wobei lediglich ein
spektraler Ausschnitt von 900 Hz dargestellt ist. (A) Konstante Funktion:
Erzeugung des thermischen Zustandes I, — 903—Puls — Anwendung des
Hamiltonoperators Hy; — Detektion des Spins #4. (B) Ausgeglichene Funk-
tion: I, — 90;‘; — Hf{:3 — Detektion #4. Wie erwartet erhélt Alice im Falle
der konstanten Funktion ein Signal und im Falle der ausgeglichenen Funktion
kein Signal. Dementsprechend hétte (im Gegensatz zu den hier prisentierten
Fourier-transformierten Spektren) eine single-time-Messung geniigt.
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Diese Spektren losen zwar das Deutsch-Jozsa-Problem; fiir eine tberzeugen-
de Demonstration des neuen Quantenalgorithmus sind sie aber nicht ausrei-
chend. Es kann némlich viele Griinde dafiir geben, dafl kein Signal detektiert
wird (Spektrum B), besonders bei einer iiber 80 ms langen Pulssequenz.
Deshalb fiihrten wir noch weitere Experimente durch, um zu zeigen, daf} die
Pulssequenz fiir H }{_ wirklich diesen Operator implementiert und dafl das
Resultat , kein Signai“ kein Fehler, sondern wirklich die Antwort des Quan-
tenalgorithmus ist.

Wenn man analysiert, welche Produktoperatoren bei der Detektion des
Spins #4 im Falle der ausgeglichenen Funktion vorliegen, so findet man vier
nicht detektierbare" Produktoperatoren:

H',

1,
I4m —19 P~ 212214m + 412213214m + 412214m15z + 812z13z14m152 (372)
#1
X
#2
y -X X
Um dennoch deren Vorhanden- 43 ‘ ‘ ‘
sein am Ende der Anwendung von
}{_3 zu demonstrieren, fiihrten
wir auch ein Experiment durch, #4
bei dem wir nach der Pulssequenz X X
fiir H, noch die nebenstehende
1 M M
Pulsseaflenz anwendeten, die zwei #5 I I
der vier nicht detektierbaren Pro-
duktoperatoren wieder detektier- Tos

bar macht:
Abbildung 3.22: Pulssequenz fiir die

Umwandlung von zwei der vier nicht

detektierbaren Produktoperatoren
(412213214w + 812z13z14x15z) in die zwel
detektierbaren Produktoperatoren

213214m + 4I3z141:15z-

“Diese Produktoperatoren werden auch nach Entwicklung unter dem Hamiltonoperator
des Spinsystems nicht detektierbar, weil Jo4 = 0 ist.
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Weiterhin liefen wir die Pulssequenz fiir H } auch auf den Produktopera-
tor 2I,,14, wirken, was direkt zu detektierbaren Produktoperatoren fiihrt.
Und schlieBlich tiberpriiften wir noch, dafi die Pulssequenz fiir Hj, '+ keinen
Einfluf} auf longitudinale Operatoren hat. Die Ergebnisse dieser zusatzhchen
Experimente sind in der folgenden Abbildung zusammengefaf3t:

C A «w »

A = =

H WWWMWMW«"MM
Abbildung 3.23: Spektren von zusitzlichen Experimenten, die zeigen, daf} die
Pulssequenz fiir H’{_g wirklich diesen Operator implementiert. (A)
und (B) Siehe Abbildung 3.21 (C) I, — 90, — Hj ~— Pulsse-
quenz aus Abbildung 3.22 — Detektion #4 (D) 2I,,1,, — 90;‘; —
Hj, =~ — Detektion #4 (E) ~l, — Hj — 90, — Detektion #4
(F) ~2I,.1, — H}ls — 90;‘; — Detektion #4 (G) ~2I;.14,

Lo — 90! — Detektion #4 (H) ~dlpl.ly, — Hj = —
903 — Detektion #4
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Zum genaueren Verstdndnis sind alle Experimente mit ihren Produktoperato-
ren und erwarteten Spektren noch einmal in der folgenden Tabelle aufgefiihrt:

Tabelle 3.12: Alle im Rahmen des Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus mit
dem thermischen Zustand durchgefiihrten Experimente

erwartete

Start- Pulssequenz- detektierbare esmgjttricrens
Produktoperator Abfolge Produkt- b
(Schema)
operatoren
L. 90, — Hj, Li AL 1L (A)
Iy, 90, — H}{:g —/- (B)
4 ! -
goy Hf{:?’ ~ 2132141‘ |
Iy, Pulssequenz aus AT LT | (C)
Abbildung 3.22 Batdetoe
~ I4a:
4 Tq _2132141: |
212z14z 901/ Hf{:g _2I4m15z I (D)
_4I3z14$15z
~y, Fr 90y ~ iy L (E)
~214;15, Hj, — 90, ~ 2lygls; - T (F)
~213.14, H}{:g — 90, ~ 23,14, % (G)

~Al3, 14,15, }1:3 — 903 ~AT5, T4, Ts, 1 (G)
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3.4.5 Zusammenfassung und Ergebnisse

NMR-Quantencomputer sind die zur Zeit besten und wichtigsten experi-
mentellen Realisierungen von Quantencomputern. Sie sind derzeit als ein-
zige in der Lage, die Funktionsweise von Quantenalgorithmen experimentell
zu demonstrieren und liefern damit einen wichtigen Beitrag zur Forschung
auf dem Gebiet des Quantenrechnens. Bisher waren NMR-Quantencomputer
aber prinzipiell nicht skalierbar, da ihre Signalamplituden mit der Anzahl der
Qubits exponentiell klein wurden. Diese Grenze der NMR-Quantencomputer
ist nun — zumindest fiir den Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus — {iber-
wunden worden.

Es wurde ein neuer Deutsch-Jozsa-Quantenalgorithmus prisentiert [4], der
lediglich den thermischen Zustand der Qubits benotigt. Somit féllt die expo-
nentielle Reduktion der Signalamplituden mit der Anzahl der Qubits durch
die Initialisierung weg. Auflerdem benotigt der neue Quantenalgorithmus le-
diglich eine single-time-Messung. Damit féllt der exponentiell mit der Anzahl
der Qubits steigende Zeitaufwand fiir die Detektion des Signals und dessen
Prozessierung zu einem vollstindig aufgelosten NMR-Spektrum weg. Dieser
neue Quantenalgorithmus zur Unterscheidung von konstanten und ausgegli-
chenen Funktionen wurde auch experimentell implementiert. Dabei wurden
die theoretischen Vorhersagen durch die Experimente voll bestétigt.

Somit sind die prinzipiellen Einwénde gegen die Entwicklung grofler NMR-
Quantencomputer beseitigt, was eine neue Motivation fiir alle Forscher auf
dem Gebiet der NMR-Quantencomputer darstellt, auch die experimentellen
Hiirden auf dem Weg zu groflen Quantencomputern zu iiberwinden.
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Anhang A

Vergleich verschiedener
gekoppelter Systeme

A.1 Experimentelle Details der Bestimmung
des TOCSY-Transfers

Im folgenden ist die Pulssequenz fiir das Pseudo-2D-Experiment gezeigt, das
zur Bestimmung der TOCSY-Transferkurven diente:

#include <Avance.incl>
#include <Grad.incl>

1 ze

2 d1
4u pl0:f1

3 p18:sp8 phil
4u
pl19:sp9 phl
4u
lo to 3 times 16
4u pl0:f1
pl7:sp7 ph3
4u pli:f1
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SYSTEME

pl phil
50u
pl6:gpl
200u

pl phil
4u pl10:f

if "10==0" goto 5

4 (p6 ph22
(p6 ph24
(p6 ph24
(p6 ph22

(p6 ph24
(p6 ph24
(p6 ph22
(p6 ph22

(p6 ph24
(p6 ph22
(p6 ph22
(p6 ph24

(p6 ph22
(p6 ph22
(p6 ph24
(p6 ph24

(p5 ph23)

1

p7
p7
p7

ph23
ph25
ph25
ph23

ph25
ph25
ph23
ph23

ph25
ph23
ph23
ph25

ph23
ph23
ph25
ph25

lo to 4 times 10

5 go=2 ph31

50m wr #0 if #0 zd

50u iu0

lo to 2 times tdil

exit

ph22)
ph24)
ph24)
ph22)

ph24)
ph24)
ph22)
ph22)

ph24)
ph22)
ph22)
ph24)

ph22)
ph22)
ph24)
ph24)
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phl
ph3

ph31=
ph22=
ph23=
ph24=
ph25=

W NP OO N O
W NP, ONON
W NP, ONON
W NP OO N O
SO W NN, PP, W
SO W INNEF, WEFk, W
O W N EFE, WEFk, W
O W N EFE, P W

Weitere experimentelle Details:

e Pulse:

pl = 8,4 ps; pd = 20.618557 us; p6 = 30.927835 us; p7 = 61.855670 us.
p18 und p19 sind 60 ms bis 100 ms lange (je nachdem, welche Signale
unterdriickt werden sollen) Rechteck-Pulse. pl7 ist ein selektiver
e-BURP2-Puls [58] mit einer Linge von 25 ms.

TOCSY: Fiir den TOCSY-Transfer wurde die MLEV-17-Sequenz [14]
ausgewdhlt.

Prozessierung: Da es sich um ein Pseudo-2D-Experiment handelt,
wurden die Daten lediglich in der ws-Dimension Fourier-transformiert.
Um die Auswertung zu vereinfachen, wurde fiir die Prozessierung eine
Linienbreite von 45 Hz gew&hlt. Somit konnte die Signalamplitude an-
stelle des Signalintegrals fiir die Erstellung der TOCSY-Transferkurve
verwendet werden.

A.2 Herleitung einer neuen Erhaltungsgrofle

fiir ein System von drei gekoppelten Pen-
deln

Wiéhrend der isotropen Mischung beschreibt der zeitabhéngige Dichteopera-
tor p das Ensemble eines Systems von drei gekoppelten Spins. Diesen Dich-
teoperator zerlegen wir nun in eine Summe aus neun orthogonalen Dichte-
operatoren:
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p = ar-liy+ay-Ip, +az Iz, + oy V2 (Iiylay — Iizlay)
+as - V2 (Ipylse — Ioglsy) + s - V2 (Liylse — Liplsy)
+ar-2V?2 (Liyloals, + TialoyIs.) + as - 2v/2 (LioToyIss + Ti2To,15y)
+ag - 2V2 (Liy Lo T3s — Liplo I3y) (A.1)

Um die folgenden Gleichungen iibersichtlicher zu gestalten, fithren wir fol-
gende Abkiirzungen ein:

pn = Ly

pe = Iz

ps = I3

P = \/5 (IlyIZx - leI2y)

pPs = \/5 (IZyI?)a: - IZxISy)

Pe = \/5 (IlyI?)a: - leISy)

pr = 2V2 (Liylozls, + LizloyIs,)

ps = 2V2 (QE7S B Y UP8 Y YY)

py = 2V2 (LiyLoaIss — Lipla.lsy) (A.2)

Setzen wir diese Abkiirzungen in Gleichung A.1 ein, so erhalten wir:

p = Qi-pptay-prt+az-p3tQqprt s ps
+ag - pe+ar - prt+as - ps+ g p (A.3)

Berechnen wir nun das Quadrat der Norm N von p. Beginnen wir mit der
Definition dieses Terms:

N?=Sp{p-p'} (A.4)
Da es sich bei p um einen hermiteischen Operator handelt, vereinfacht sich
diese Definition zu:

N? = Sp {pz} (A.5)
Nun setzen wir Gleichung A.3 in A.5 ein:

N?=Sp {(Oé1p1 + ap2 + a3p3 + aups + asps + agps + azpr + agps + 09,09)2}
(A.6)
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Wir multiplizieren aus und erhalten:
9 9
N = 5p{3 Y aasmn, (A7)
i=1 j=1

Die Spur einer Summe von Operatoren ist gleich der Summe der Spuren
dieser Operatoren. Als Formel ausgedriickt ergibt dies:

Sp{>_ ) = Spio} (A.8)

Wir wenden dies auf Gleichung A.7 an und erhalten:

9 9

N*=3" > Sp{aiaspip;} (A.9)

i=1 j=1

Da die Dichteoperatoren p; bis py orthogonal zueinander sind, ist Sp{p;p;}
immer dann gleich Null, wenn ¢ # j ist. Somit reduziert sich die Doppelsum-
me in Gleichung A.9 zu einer einfachen Summe:

N? = ZQ:SP {a?p?} (A.10)
i=1

Die Dichteoperatoren p; haben alle eine Norm von v/2. Wenn wir dies beriick-
sichtigen, erhalten wir:

9
N*=2> o7 (A.11)
i=1
Im folgenden fiihren wir eine Nebenrechnung durch, um eine Formel fiir die

Erwartungswerte < p; > herzuleiten. Auch hier beginnen wir mit der Defini-
tion des Erwartungswertes:

< p; > = Sp{pi-p} (A.12)

Wir setzen wieder Gleichung A.3 ein:

9 9
<pi>=>5p {Z pi ajpj} = Sp{pi- ajp;} (A.13)

j=1 j=1

Auch hier gilt wieder, daBl Sp{p;p;} immer dann gleich Null, wenn i # j ist.
Somit ergibt sich:
<pi>=>Sp {Ozip?} (A.14)
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Wie bereits bei der Herleitung von Gleichung A.11 erwéhnt wurde, sind alle
pi gleich normiert. Somit ergibt sich analog zu dieser Gleichung;:
<pi>=2-q (A.15)

Setzen wir nun dies in Gleichung A.11 ein:
9
2-N? =3 < p; >? (A.16)
i=1

Es ist in der NMR-Spektroskopie bekannt, dafl sich die Norm des Dichte-
operators wihrend einer unitiren Transformation (wie z.B. dem isotropen
Mischen) nicht dndert [59]. Dies kann folgendermaflen gezeigt werden. Dazu

beginnen wir mit der Definition des Quadrates der Norm (siehe Gleichung
A4 bzw. A.5):

N? = Sp{p-p} (A.17)
Unter dem Einfluf} einer unitéren Transformation U entwickelt sich p zu p':
p=U-p-U (A.18)

Somit ergibt sich fiir das Quadrat der Norm nach der unitiren Transforma-
tion:

NE=Sp{p-py=Sp{U-p-U"-U - p-U'} (A.19)
Da Ut . U = 1 ist, vereinfacht sich dies zu:
N(%:Sp{U-p-p-UT} (A.20)

Weiterhin gilt Sp{A-B-C} = Sp{B-C - A} (,Zyklisches Vertauschen in-
nerhalb einer Spur veréndert nicht den Wert dieser Spur.“). Dies fiihrt zu:

NE=Sp{p-p-Ut-U} =Sp{p-p} = N? (A.21)

Die Norm eines Dichteoperators bleibt also wéihrend einer unitdren Transfor-
mation konstant.

Da somit in Gleichung A.16 der Term 2 - N? konstant ist, mufl auch
Z?:l < p;i >2% konstant sein. Ubersetzen wir die p; wieder anhand Glei-
chung A.2 in die entsprechenden Produktoperatoren, so erhalten wir die auf
Seite 29 beschriebene konstante Summe:

o<, >+ 2 <Lyl — Lgly >+ 8 < Liligl, + LizLjy Ik, >°

i<j 1<j
(A.22)
mit 7,7, k € {1,2,3},@'#]’7&]{,’ und 7 # k



Anhang B

Experimentelle Details des 5-
Qubit-NMR-Quantencomputers

B.1 Mehrfach rotierendes Koordinatensystem

Um heteronukleare Spins mit den Resonanzfrequenzen v; beeinflussen zu
kénnen, werden Radiofrequenzpulse mit eben diesen Frequenzen eingestrahlt
(on-resonance). Die gemessenen Daten werden anschliefend mit den ermittel-
ten Resonanzfrequenzen demoduliert. Wenn fiir mehrere homonukleare Spins
nur ein Radiofrequenz-Kanal zur Verfiigung steht, so kann man auch diese
Spins mit Radiofrequenzpulsen ihrer jeweiligen Frequenz beeinflussen, indem
man die Phase der Pulse moduliert. Bei der Analyse der gemessenen Daten
miissen die Phasenverschiebungen beriicksichtigt werden, die die unterschied-
lichen Spins aufgrund ihrer unterschiedlich schnell rotierenden Koordinaten-
systeme besitzen.

In unseren Experimenten, bei denen wir die zwei homonuklearen Spins C*
und C9 beeinflussen und detektieren muBiten, setzten wir die Transmitter-
Frequenz des Kohlenstoff-Kanals auf die Resonanzfrequenz des C®. Um die
Kombination der verschiedenen Quantengatter zu vereinfachen, legten wir die
Dauer der Pulssequenzen fiir jedes Gatter als Vielfache von A = 1/|v; — v4]
= 81,75 us fest. Somit waren die rotierenden Koordinatensysteme von C* und
C© am Ende jedes Gatters und damit auch bei der Detektion deckungsgleich.

109



ANHANG B. EXPERIMENTELLE DETAILS DES
110 5-QUBIT-NMR-QUANTENCOMPUTERS

B.2 Quantenrechnen mit dem pseudo-reinen
Zustand

B.2.1 Puls-Parameter

Alle NMR-Experimente wurden mit einem Bruker Avance 400 Spektrometer
mit fiinf unabhingigen Radiofrequenz-Kanilen, einem Lock-Switch und ei-
nem (H, C-F, N)-QXI-Probenkopf durchgefiihrt.

Aufgrund der groflen Unterschiede in ihren Larmorfrequenzen konnten die
Spins 'H, '°N und F mittels Rechteck-Pulsen selektiv beeinflufft werden. Die
Lingen der 90°-Pulse betrugen 8,85 us (*H), 41 ps (**N) und 11,75 us (*F).
Fiir die beiden Kohlenstoffe *C® und *C® wurden die folgenden Pulsformen
ausgewdhlt. Die Wahl erfolgte aufgrund von numerischen Simulationen und
experimentellen Optimierungen und zielte auf eine minimale Linge bei maxi-
maler Selektivitéit ab: 224 us lange und auf 90° optimierte e-SNOB-Pulse [47]
und 250 ps lange und auf 180° optimierte Gau3-Pulse [48] mit einem trun-
cation level von 20% kamen zum Einsatz. Die Anwendung eines e-SNOB-
Pulses auf C* verursachte einen Bloch-Siegert-Shift [51,52] von ¢, = —4°
auf dem C°. Analog verursachte ein auf C® angewendeter Gauf-Puls einen
Shift von ¢, = —18°. Umgekehrt verursachte ein e-SNOB-Puls auf das C°
einen Bloch-Siegert-Shift von —¢, auf dem C¢. Diese Phasenverschiebungen
wurden bei allen Experimenten beriicksichtigt, indem die Phasen der nachfol-
genden Pulse dementsprechend veréndert wurden (siehe Abbildung 3.12 auf
Seite 62). Zu beachten ist hierbei, dafi die Phasen der selektiven Gauf-Pulse
auf das C* in der Zeit 745 nicht korrigiert wurden, da ihre Phasen beliebig
sind (siehe Anhang B.2.3 auf Seite 112). Aufgrund der Symmetrie der Gauf}-
Pulse sind die starken Kopplungen J35 bei Anwendung eines Gauf-Pulses
auf Spin Nummer 3 und Jy5 bei einem Gauf-Puls auf Spin Nummer 4 au-
tomatisch refokussiert. Da dies nicht fiir die e-SNOB-Pulse gilt, wurde Spin
Nummer 5 (F) wihrend dieser Pulse mittels einer MLEV-4 expandierten
Sequenz [49, 50] von 180°-Pulsen entkoppelt.

Kommerzielle NMR-Spektrometer haben im allgemeinen nur einen Recei-
ver, weshalb nur eine Kernsorte pro Experiment detektiert werden kann.
Je nach detektiertem Kern dndern sich dabei auch die Benennungen und
die Hardware-Schaltung der anderen Radiofrequenz-Kanéle, weshalb man
jedes Experiment viermal (je nach detektierter Kernsorte) mit je einem an-
deren Pulsprogramm und anderen Verstédrkerleistungen durchfiihren muf.



B.2. QUANTENRECHNEN MIT DEM PSEUDO-REINEN
ZUSTAND 111

Diese Methode bringt aber auch den Vorteil mit sich, dafl man wihrend der
Detektion die anderen Kernsorten entkoppeln kann, was zu einfacheren Spek-
tren und hoherem Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis fiihrt: Bei einer Detektion
der Protonen wurden die Stickstoffatome mit einer Radiofrequenz-Amplitude
von vB,¢/(27) = 0,6 kHz und die C*-Atome mit v,;(**C*) = 0,4 kHz ent-
koppelt. Die entsprechenden Daten fiir weitere Detektionen lauten:
N-Detektion: v,;(*H) = 2,3 kHz und v, ;(**C*) = 0,4 kHz; '*C*-Detektion:
vrr(*H) = 2,3 kHz, 1,4 ("*N) = 0,6 kHz und v, ;(**F) = 2,0 kHz; '3C9-Detek-
tion: v, (*F) = 2,0 kHz. In all diesen Féllen wurde die WALTZ-16-Entkopp-
lungssequenz [49, 60, 61] verwendet. Prinzipiell wire es auch moglich gewesen,
die homonukleare J34-Kopplung wéihrend der Detektionen einer der beiden
Kohlenstoffatome zu entkoppeln, dafiir wire aber ein weiterer
(sechster!) Radiofrequenz-Kanal notig gewesen, der an dem verwendeten
NMR-Spektrometer nicht zur Verfiigung stand. Das bei einer Kohlenstoff-
Detektion erhaltene Dublett wurde deshalb durch Uberlagerung seiner bei-
den Komponenten in ein Singulett iiberfiihrt [62]. Bei einer Detektion der
Fluoratome wurden beide Kohlenstoffatome simultan durch Anwendung ei-
ner doppelt-selektiven G3-MLEV-Sequenz [49, 60, 61] mit v, ¢(**C) = 6,0 kHz
entkoppelt. Desweiteren erfolgte wihrend aller Experimente eine Entkopp-
lung von Deuterium mittels einer WALTZ-16-Entkopplungssequenz und
vt (D) = 0,5 kHz.

Um trotz der Erhitzung der Probe durch die Entkopplung deren Tempera-
tur auf ca. 27° konstant zu halten, wurden vor der eigentlichen Messung
,Dummy-Scans“ durchgefiihrt: Bei 'H- und YF-Detektion wurden 16 ,Dum-
my-Scans” durchgefiihrt, wihrend sich in allen anderen Experimenten
4  Dummy-Scans®“ als ausreichend herausgestellt haben. Trotzdem zeigten
sich die Effekte der Probenerwérmung und der Imperfektionen der Entkopp-
lungssequenzen in einer leicht erh6hten Linienbreite (siehe Abbildung 3.13
auf Seite 66).

B.2.2 Erzeugung der Operatoren fiir den pseudo-reinen
Zustand

Um das Signal-zu-Rauschen-Verhiltnis der Spektren zu erhdhen, Signale von
Unreinheiten der Probe zu reduzieren und den Einflul des gyromagnetischen
Verhéltnisses auf die Skalierung der Operatoren des pseudo-reinen Zustan-
des zu vermeiden, wurden alle Produktoperator-Terme des pseudo-reinen
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Zustandes mittels eines INEPT-Transfers [44] aus dem thermischen Zustand
der Protonenmagnetisierung (I;,) erzeugt. Somit mufiten zunéchst alle ande-
ren Terme als I, beseitigt werden. Dies erfolgte durch 90°-Pulse auf die Spins
Nummer 2 bis 5, gefolgt von einem gepulsten Feld-Gradienten des statischen
Magnetfeldes. Eine Eliminierung der meisten Signale von Unreinheiten der
Probe wurde durch ein X-Filter-Experiment [43] gewéhrleistet, das diejenigen
Protonen selektiert, die an ein >N-Atom gebunden sind.

B.2.3 Vereinfachung der Pulssequenz fiir f;

Die wichtigsten Quellen von experimentellen Imperfektionen in einem NMR-
Experiment sind die Miflkalibrierung von Pulsen und deren Radiofrequenz-
Inhomogenitét. Die einfachste und effektivste Moglichkeit, diese Fehler zu re-
duzieren, liegt darin, die Anzahl der Pulse zu minimieren. Deshalb haben wir
z.B. keine 180°-Pulse zur Refokussierung der '3C-chemischen Verschiebung
verwendet, sondern haben die entstehenden Phasenverschiebungen explizit
beriicksichtigt (siehe Anhang B.1 auf Seite 109).

CNOT-Quantengatter, die bei unseren Experimenten mehrfach angewendet
werden mufiten, erfordern z-Rotationen (siehe Abbildung 3.10 auf Seite 60).
Diese kann man durch zusammengesetzte Pulse implementieren [63]. Man
kann aber diese Pulse vermeiden, wenn man statt der z-Rotation um den
Winkel ¢ das entsprechende Koordinatensystem um den Winkel —¢ dreht.
Dies entspicht einer Phasenverschiebung aller nachfolgenden Pulse auf diesen
Spin. Natiirlich mufl auch die Referenzphase der Detektion dieses Spins um
den entsprechenden Betrag verdndert werden.

Da man beim Quantenrechnen oft nur wenige Spins des Quantencompu-
ters in einer bestimmten Zeit beeinflussen will, miissen alle anderen Spins
in dieser Zeit entkoppelt werden. Dies geschieht im allgemeinen mit 180°-
Pulsen beliebiger Phase (f). Leider hat man somit Pulse angewendet, die
im Quantenalgorithmus nicht vorgesehen sind, und muf3 deshalb ihren Ef-
fekt mittels eines 180°-Pulses entgegengesetzter Phase (—f) am Anfang oder
am Ende eines Gatters unwirksam machen. Durch geschickte (aber einfachen
Regeln folgende) Wahl der Phasen dieser 180°-Pulse kann erreicht werden,
dafl man moglichst oft zwei aufeinanderfolgende Pulse gegensitzlicher Pha-
se (von verschiedenen nacheinander anzuwendenden Quantengattern, z.B.
1803 am Ende eines Gatters und 180°  am Anfang des darauffolgenden Gat-
ters) weglassen kann. Auch bei den noch iibrig bleibenden 180°-Pulsen kann
man einige mit zeitlich benachbarten 90°-Pulsen zu einem Puls kombinieren:
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So entspricht z.B. die Abfolge 180; — 902, einem einzigen 90;-Puls. Auch
bei Pulsen, die nicht eliminiert werden konnen, kann man die experimentel-
len Imperfektionen durch geeignete Wahl der Phasen reduzieren: So zeigt die
von uns bei der Fluorentkopplung wéihrend der e-SNOB-Kohlenstoffpulse ge-
nutzte MLEV-4-Entkopplungssequenz [49, 50] (1803 — 1802, — 180°, — 1802)
weniger experimentelle Imperfektionen als die entsprechenden Sequenzen
(1802 — 180°, — 1802 — 180° ) oder (1802 — 1802 — 1802 — 1802).

B.3 Quantenrechnen mit dem thermischen
Zustand

B.3.1 Puls-Parameter

Es wurden im wesentlichen die gleichen Parameter wie beim Quantenrechnen
mit dem pseudo-reinen Zustand (siehe Anhang B.2.1 auf Seite 110) verwen-
det. Lediglich die selektiven e-SNOB- und Gauf}-Pulse wurden durch Bloch-
Siegert-kompensierte Paare von e-SNOB- und Gauf-Pulsen gleicher Dauer
ersetzt. Dies bedeutet, dafl statt einem einzelnen selektiven Puls auf Spin #4
(dem C© mit einem Offset von +12231,1 Hz) gleichzeitig zu diesem ein wei-
terer selektiver Puls bei einem Offset von -12231,1 Hz eingestrahlt wird,
wodurch sich die beiden Bloch-Siegert-Shifts auf Spin #3 zu Null addieren.
Analog wird bei einem selektiven Puls auf Spin #3 (dem C* mit einem Off-
set von 0 Hz) noch ein zweiter bei einem Offset von 24462,2 Hz eingestrahlt.
Auflerdem werden durch ein spezielles Programm die Formen der Pulspaare
so modifiziert, dafl keiner der beiden Pulse einen Bloch-Siegert-Shift auf den
anderen ausiibt [64].

B.3.2 Ablauf des Quantenalgorithmus zur Unterschei-
dung von f) und f{

1. Schritt: Alice

Alice beginnt die Quantenrechnung, indem sie einen 4-Qubit-NMR-Quanten-
computer im Zustand I, initialisiert. Im Abschnitt 3.4.4 auf Seite 84 wur-
de bereits erwidhnt, dafy den Spins des 4-Qubit-NMR-Quantencomputers die
Nummern 2, 3, 4 und 5 zugeordnet werden. Durch Anwendung der Hadamard-
Transformation gelangt Alice zu Iy, :
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(B.1)

905
Po = I4z — p1= I4a:

2. Schritt: Bob

Nun wendet Bob die unitire Transformation fiir eine der beiden Funktionen

al:

(B.3)

oder

!
0

T
J
Um ein Nachvollziehen der folgenden Rechnungen zu ermdéglichen, werden

. pl .
die Matrixprodukte einzeln berechnet:

p2 =Up
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konstante Funktion f;:

!
0

Nebenrechnung: p1 ~U} :

:
Uy

(B.4)
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T
fo'

Uf(’) - p1-

Uy

’
0

Uf[’) p1 -U}

(B.5)
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spezielle (1:3)-Funktion f]4:

1:3

’

Nebenrechnung: p; -U}

1:3

(B.6)
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cpp Ut
1 Pt fls

Uy

1:3

Uy

-p1 -

(B.7)



B.3. QUANTENRECHNEN MIT DEM THERMISCHEN

ZUSTAND

119

Alice

3. Schritt

= Sp{lsy - p2}

Anschliefend mifit Alice den Erwartungswert < I, >

konstante Funktion f;:

- pa2:

Nebenrechnung: 14,

L4z

(B.8)
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= Sp {lag - p2}

< lag >

(B.9)

Da < Iy; > somit ungleich Null ist, identifiziert Alice diese Funktion als

konstant.
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spezielle (1:3)-Funktion f]4:

- pa2:

Nebenrechnung: I4,

L4z

(B.10)
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= Sp {lag - p2}

< lag >

(B.11)

Da < I; > somit gleich Null ist, identifiziert Alice diese Funktion als spezielle

(1:8)-Funktion.
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Produktoperatoren

' in
1:3

/
f
Wie in Gleichung 3.70 auf Seite 85 beschrieben wurde, 148t sich der Hamil-

B.3.3 Zerlegung von H

in eine Summe von Produktoperatoren zerlegen. Dies soll

!
fia

hier als ausfiihrliche Matrixrechnung beschrieben werden:
Berechnen wir hierzu zunéchst die Matrizen der 10 Produktoperatoren, in die

tonoperator

zerlegt werden kann. Auch hier ist wieder zu bedenken, dafl den Spins

/
fia

des 4-Qubit-NMR-Quantencomputers die Nummern 2, 3, 4 und 5 zugeordnet

werden (siehe Abschnitt 3.4.4 auf Seite 84).

(B.12)

(B.13)
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(B.14)

(B.15)
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(B.16)

(B.17)
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(B.18)

(B.19)
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(B.20)

(B.21)
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Summieren wir alle 10 eben berechneten Matrizen auf, so erhalten wir:

—H',
fis

[=NeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
C OO OO OoOOCOoOOOoOOoOC oo
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
C OO OO OoOOCOoOOOoOOoOC oo
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
OO OO0 OOHOODODODOOCOO
C OO OO OoOOCOoOOOoOOoOC oo
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
OO OO OHODODODODODODODOOCOO
QOO OHOODODODODODODODODOOOO
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
[eNeoloNeoNololoNaoNoloBololoRol ol el
OH OO0 OOCOO
NOODODODODODODODOOOOoOOo OO

(B.22)
Dies ist die Matrix von H, . Somit ist bewiesen, daf sich der Hamiltonope-

1:3
rator H’{_B als Summe der 10 beschriebenen Produktoperatoren schreiben
158t: '

H}{:g - 3/8 1 - 1/2 L, — 1/4 I3, — 3/4 L, — 1/4 I,
+ 1oLy, + Mo Ily, + Yo Il 4+ /e 1uls,
- 132142152 (B23)
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