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Einleitung

Zerlegung von Markov-Prozessen
mit Hilfe regulidrer Funktionen

Der historische Kontext

Spétestens seit den Arbeiten von Williams [Wil74] und Pitman [Pit75] sind Pfadzerlegungen
ein wichtiges Arbeits- und Forschungsgebiet innerhalb der Stochastik. Die eben genannten
Arbeiten entdeckten eine Zerlegung einer eindimensionalen Brownschen Bewegung mit nega-
tivem Drift in ein Anfangsstiick bis zum Maximum und in ein daran anschliefendes Endstiick,
wie folgt:

Hauptsatz (Zerlegung einer Brownschen Bewegung) Sei (X;)i>o eine in 0 startende
Brownsche Bewegung mit Drift 1 und sei M eine unabhdngige exponentiell verteilte Zufalls-
variable mit Erwartungswert 1/2. Definiere die Stoppzeit

Ti=sup{t >0 : X, < M fiir alle s < t}.

Sei weiter (Xi)i>0 ein in Xo = X.(= M) startender Prozess, dessen bedingte Verteilung
gegeben (X)¢ und M der einer Brownschen Bewegung mit Drift —1 entspricht, die darauf
bedingt ist, unterhalb der Schranke M zu bleiben. Dann ist der zusammengesetzte Prozess

(Xt)t>0 gegeben durch
. Xy ot
X, = { vt <T

Xt—T t>T

eine Brownsche Bewegung mit Drift —1. |

Es werden in den beiden Arbeiten noch weitere verwandte Zerlegungen dargestellt, der
untersuchte Prozess ist jeweils immer eine Brownsche Bewegung. Diese Resultate inspirier-
ten weitere Arbeiten; die ersten naheliegenden Verallgemeinerung waren Zerlegungen einiger
Klassen von Lévy-Prozessen (siehe [Ber91, Ber93, Ber92, Cha96, GP80]) — die verwendeten
Beweistechniken waren jedoch sehr stark auf diese Prozesse zugeschnitten, es gab somit keinen
Zugang zu anderen allgemeineren Prozessen. Pitman hat in einer unveroffentlichten Arbeit
[Pit74] bereits harmonische Funktionen als wichtiges Hilfsmittel zu einer umfassenderen Zerle-
gungstheorie erkannt, jedoch beschriankte er sich weiterhin auf Brownsche Bewegungen. Spéter
wurden noch weitere Zerlegungen vollkommen anderer Natur untersucht [Tan89, Tan90], und
es gab auch Arbeiten hin zu allgemeinen Prinzipien und Konstruktionen fiir Pfadzerlegungen
[Jac74, Mil77, PS73], die sich allerdings allesamt hauptséchlich mit der Charakterisierung von
Zerlegungszeiten und mit der Existenz von bedingten Verteilungen beschéftigen, und diese
auch weitreichend beantworten. Das Interesse an konstruktiven Resultaten ist weiterhin grofi.
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v EINLEITUNG

Gegenstand dieser Arbeit

Diese Arbeit eroffnet einen konstruktiven und sehr allgemeinen Zugang zu einer neuen grofien
Klasse an Zerlegungen von Markov-Prozessen. Ein Blick in das Inhaltsverzeichnis unterstreicht
die Allgemeinheit und Anwendbarkeit der Zerlegung durch die vielfiltigen angefiihrten Bei-
spiele, die sich leicht noch weiter fortsetzen lieflen.

Fiir die Zerlegung betrachten wir eine Markov-Kette (X,,) mit Kern P und mit Verteilung
P auf einem allgemeinen Raum S und eine positive harmonische Funktion A, d.h. es gilt
E[h(X1)| Xo] = h(Xo). Mit der Funktion h ist eine weitere Verteilung P"* mit Kern P"
assoziiert, die allgemein als Doobsche h-Transformation bekannt ist. Diese Objekte reichen
auch schon aus, um den folgenden Hauptsatz zu formulieren, der den Kern der Arbeit darstellt:

Hauptsatz (Zerlegung einer Markov-Kette) Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Kern P"
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf$s P und sei der Startzustand Xo = 0, so dass
h(o) # 0 ist. Weiter sei Y eine unabhdngige Zufallsvariable mit Werten im Intervall (h(o), c0)
und mit Verteilung

P(Y >y) = h(yo).

Definiere die zufdllige Zeit T durch

mi=sup{n >0 : h(Xn) < h(X,) <Y fir alem < n}.
Sei auflerdem X = (Xn) eine weitere in Xo = XT startende Markov-Kette, deren bedingte
Verteilung gegeben X und Y dibereinstimmt mit der einer Mark:ov-Keéte mit Ubergangskern
P, die darauf bedingt ist, innerhalb der Menge {x € S : h(x) < h(X;)} zu bleiben. Dann
entspricht der Prozess X = (X,,) definiert durch

%, Xn n<Tt
Xnr n>T

einer Markov-Kette mit Verteilung P. |

Es wird also eine Markov-Kette (X,,) mit Verteilung P am Maximum von (h(X,,)) zerlegt.
Die harmonische Funktion impliziert dadurch eine Ordnung auf dem Zustandsraum S. Die
Harmonizitét ist hierbei von zentraler Bedeutung, der Satz ist keinesfalls fiir allgemeine reell-
wertige Funktionen richtig. Dies stellt aber nur eine vergleichbar kleine Einschrankung dar,
denn es werden viele Resultate fiir Irrfahrten abgedeckt, die eng verwandt mit der klassischen
Zerlegung einer Brownschen Bewegung sind. Und auch neue Zerlegungen fiir Irrfahrten auf
Baumen und Verzweigungsprozesse sind einfache Anwendungen des Hauptsatzes.

Ahnliche Sitze gelten auch fiir zeitkontinuierliche Prozesse, allerdings sind dessen Formu-
lierung aufgrund moglicher Spriinge ein ganzes Stiick aufwendiger, weshalb an dieser Stelle
nur auf das entsprechende Kapitel 3 dieser Arbeit verwiesen wird. Diese Sétze erlauben es
dann, viele weitere klassische Zerlegungen in den Kontext dieser Arbeit einzubetten und zu
erweitern. Dariiber hinaus werden mit einfachen Mitteln neue, interessante Zerlegungen kon-
struiert, die Einblicke in das typische Pfadverhalten wichtiger Prozesse gestatten.

Zusammenarbeit

Ein Teil dieser Arbeit ist gemeinsam mit Prof. Gotz Kersting in den ,,Annals of Probability“
veroffentlicht siche [KMO04] (zur Zeit im Druck).



Kapitel 1

Zeitdiskreter Pfadraum

1.1 Notation

Bevor wir weiter unten gleich den Hauptsatz fiir die Zerlegung eines zeitdiskreten Markov-
Prozesses (im folgenden als Markov-Kette bezeichnet) prasentieren, sind noch einige Nota-
tionen einzufithren und grundlegende Annahmen und Vereinbarungen zu treffen. Wir wollen
gleich den allgemeinsten Fall betrachten, dies impliziert gliicklicherweise keine Verkomplizie-
rung der Aussagen oder Beweise.

Sei P(z,dy) ein Ubergangskern einer Markov-Kette auf einem Zustandsraum (S,.7),
an den wir keinerlei weiteren topologische Forderungen stellen. Im Folgenden bezeichnet
(X1)nen, eine Markov-Kette auf S, adaptiert an eine Filtration (.%,), mit Ubergangskern
P und Zeitparameter n € Ny := {0,1,2,3,...}. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl be-
zeichnen wir mit P, und die Erwartung mit E,, wobei x den Startzustand von (X,,) angibt.

Desweiteren sei

h:S—=R , 0<h<o

eine nicht-negative P-harmonische Funktion, d.h. es gilt fiir alle z € S
Ph(z) = / Pla, dy)h(y) = h(z).
Fiir eine solche Funktion A wird der h~-TRANSFORMIERTE Kern P" nach Doob definiert durch

L p(e,dyhiy)

h X =
P (z,dy) e

fiir alle € S mit h(x) > 0. Dann ist P" wieder ein Wahrscheinlichkeitskern auf dem einge-
schrénkten Zustandsraum
SM.={x €S : h(zx)>0}.

Dieser Kern definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum durch Fortsetzung (Satz
von Daniell Kolmogorov, vergleiche Abschnitt I1.30 in [RW94], bzw. Satz von Ionescu Tul-
cea, vergleiche Theorem 5.17 in [Kal97]) eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen P" fiir
Startpunkte 2 € S" mit den Erwartungen E!, die gegeben sind durch

Elo(X1, ..., X,) = hz) TEyo(X1, ..., X)h(X,) (1.1)

fiir messbare nicht-negative Funktionen ¢ : S™ — R. Damit ergibt sich die bekannte Tatsache,
dass unter dem Ma8 P? der Prozess (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangskern P" ist.

1



2 KAPITEL 1. ZEITDISKRETER PFADRAUM

1.2 Hauptsatz

Diese wenigen Voraussetzungen und Notationen reichen schon aus, um den Hauptsatz zu
formulieren, der eine Zerlegung einer Markov-Kette (X,) in ein Anfangsstiick (X,) und ein
Endstiick (X,,) mit Hilfe einer harmonischen Funktion % beschreibt. Die Verteilung des An-
fangsstiickes geht aus einem MaBwechsel mittels h aus dem urspriinglichen Ubergangskern
der Kette hervor. Die Zerlegung findet am Maximum des Prozesses (h(X,,)) unterhalb einer
zufilligen Schranke statt; die Funktion h dient somit zugleich als Erzeuger einer geeigneten

grofler-kleiner-Relation auf dem Zustandsraum.

Hauptsatz 1 (Zerlegung einer Markov-Kette) Seih > 0 harmonisch und o € S so dass
h(0) > 0 und sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangskern P" und Startzustand o definiert
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf$ P. Weiter sei Y eine von (X'n) unabhdngige
Zufallsvariable mit Werten im Intervall (h(0),00) und mit Verteilung

P(Y >y) = h(yo),

in anderen Worten: Y1 ist uniform im Intervall (0,h(0)™') verteilt. Definiere die zufillige
Zeit T durch

m:=sup{n >0 : h(X,,) < h(X,) <Y fir alle m < n}.

Sei auflerdem (Xn) eine weitere in Xo = XT startende Markov-Kette, deren bedingte Vertei-
lung gegeben (X,,) und Y dbereinstimmt mit der einer Markov-Kette mit Ubergangskern P,

die darauf bedingt ist, innerhalb der Menge {z € S : h(x) < h(X;)} zu bleiben. Dann ist der

Prozess (Xy,) definiert durch

n ~

T Xn n<T

. Xnr n>T1
eine Markov-Kette mit Ubergangskern P, d.h. die Verteilung ist identisch zu einer Kette (X,,)
mit Verteilung P,.

7 ist gerade der Zeitpunkt, bei dem der Prozess (h(X,)) sein globales Maximum zum
ersten Mal annimmt. Es gibt natiirlich auch Fille, in denen 7 den Wert co mit positiver
Wabhrscheinlichkeit annehmen kann — in diesem Fall wird dann kein globales Maximum in
endlicher Zeit angenommen, aber der Hauptsatz 1 umfasst auch diesen Fall, bei dem X,, = X,
fiir alle n ist — dies bedeutet einfach, dass keine echte Zerlegung stattfindet und kein weiterer

Prozess (X,,) an das Anfangsstiick (X,,) angeheftet wird.

Zerlegungszeiten

Eine wichtige Beobachtung ist, dass 7 im Allgemeinen keine Stoppzeit sein muss, weder fiir

den Prozess (X,,) noch fiir (X,,): 7 ist der letzte Augenblick, bei dem der reellwertige Prozess
(h(X,,)) alle vorigen Werte tibertrifft bevor er die Schranke Y das erste mal {iberschreitet.
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A~

Die Zeit 7 beinhaltet also offenbar Information {iber die Zukunft der Markov-Kette (X,,)
und kann somit im Allgemeinen keine Stoppzeit sein. Derartige zufillige Zeiten wurden be-
reits an unterschiedlicher Stelle untersucht; fiir den diskreten Fall ziehen wir die Definitionen
einer ZERLEGUNGSZEIT (engl. SPLITTING TIME) von Jacobsen (siehe [Jac74]) bzw. Williams
(unveroffentlicht, siehe ebenfalls [Jac74]) heran.

Definition 2 (Zerlegungszeit (Williams)) Sei (X,,) ein zeithomogener Markov-Prozess,
und es bezeichne F,, die von (X;)o<i<n erzeugte o-Algebra und 4, bezeichne die von (X;)n<i<oo
erzeugte o-Algebra. Eine zufdllige Zeit T heifst Zerlequngszeit, falls fiir jedes i € Ng Ereignisse
F; € % und G; € 9; existieren, so dass gilt

{r=i}=FnG

Jacobsen hat spéter eine andere zu der obigen #dquivalente Definition eingefiihrt, die die
Idee der Zerlegungszeit noch stiarker an die Pfade des Prozesses bindet.

Definition 3 (Zerlegungszeit (Jacobsen)) Fine zufillige Zeit T heifit ZERLEGUNGSZEIT
eines Prozesses (X,,), falls sie im Sinne eines Funktionales auf dem Raum der Pfade die
folgende Figenschaft besitzt: Fiir jeweils zwei Pfade wi,ws : Ng — S mit Twy = Two und
w1(Tw1) = wa(Tws) folgt fiir den zusammengesetzten Pfad w : Ng — S definiert durch

wo(i)  firi> Tw

{wl(i) firi < Twy

wiederum Tw = Tw1 (= Twy).

Die in der Definition verwendete charakterisierende Eigenschaft wird auch als KREU-
ZUNGSEIGENSCHAFT bezeichnet. Eine solche Zerlegungszeit 7 fiir einen Prozess (X,,) besitzt
eine verallgemeinerte starke Markov-Eigenschaft in dem folgenden Sinne:

P(X.,-+1 €A1,...,X7+nEAn‘yT):PXT(Xl EAl,...,XnGAn|T:0).

Der post-7-Prozess ist also bedingt auf X, unabhéngig vom Anfangsstiick bis zum Zeitpunkt
7. Wie spéter gezeigt wird, ist der post-T-Prozess selbst wieder eine Markov-Kette allerdings
mit einem anderen Ubergangskern (der natiirlich von X, abhingen wird).

Wichtige Beispiele fiir Zerlegungszeiten sind der Zeitpunkt des ersten oder letzten Auf-
treten eines Maximums oder Minimums oder auch letzte Austrittszeiten aus einer Menge.
Natiirlich fallt auch die in Hauptsatz 1 konstruierte Zeit 7 in die Kategorie einer Zerlegungs-
zeit.
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Duale Zerlegung

Aus der Harmonizitét von h beziiglich des Kernes P folgt fiir den h-transformierten Kern P"
(der nur auf der Menge S" = {x € S : h(x) > 0} definiert ist)

PnG) = [ Py s = [Py < 1/m(a),

also ist 1/h superharmonisch beziiglich des Kernes P". Aus dieser Tatsache folgt eine weitere
Zerlegung, die im Sinne der h-Transformation in einer Dualitétsbeziehung zu der oben im
Hauptsatz 1 dargestellten Zerlegung steht.

Hauptsatz 4 (Duale Zerlegung) Sei h > 0 harmonisch beziiglich eines Kernes P und o €
S, so dass h(o) > 0 und sei (X*) eine Markov-Kette mit Ubergangskern P und Startzustand o
definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit MafS P, und sei U eine unabhdngige, uniform
im Intervall (0, h(0)) verteilte Zufallsvariable. Definiere die Zufallsvariable 7 durch

™ =sup{n >0 : W(X}) >h(X})>U fir allem < n}.

Sei weiter ()A(;';) eine in Xg = X;f startende Markov-Kette, deren bedingte Verteilung gegeben
(X¥) und U iibereinstimmt mit der einer Markov-Kette mit Ubergangskern P", die darauf
bedingt ist, innerhalb der Menge {x € S : h(x) > h(X*%)} zu bleiben. Dann ist der Prozess
(X7) definiert durch

- X n<Tt*
X, =19
X e n2>T"

eine Markov-Kette mit Ubergangskern P, d.h. die Verteilung ist identisch zu der einer Kette
(X,) mit Verteilung P".

Bemerkungen

Bemerkung Die Zerlegung aus Hauptsatz 1 kann vielen Féllen dafiir verwendet werden, um
sup,, h(X,) direkt in endlicher Zeit algorithmisch zu sampeln. Wahrend ein naiver Ansatz in
jedem Fall unendlich viele Simulationsschritte benttigen wiirde, liefert die Zerlegung einen
alternativen Ansatz, sofern die Zerlegungszeit 7 fast sicher mit nur endlich vielen Simulati-
onsschritten bestimmt werden kann. In diesem Fall stimmen die Verteilungen von h(X,) und
sup,, h(X,,) nach Aussage des Hauptsatzes iiberein.

Allerdings ist nicht in jedem Fall die Zerlegungszeit 7 fast sicher endlich, es werden spéter

noch hinreichende Bedingungen angegeben werden, diese zusétzliche Forderung sicherstellen.
O

Bemerkung Mit h ist offenbar auch g := ch fiir ¢ > 0 harmonisch, und die Kerne P* und
P9 stimmen Uberein. Auch die Zerlegung bleibt bis auf einen Skalierungsfaktor identisch.
Die Situation gestaltet sich allerdings anders, falls in der Konstruktion h durch g := h+c

mit ¢ > 0 ersetzt wird. Da (X,,) und (X,,) identisch verteilt sind, bleibt die Verteilung von
7 unberiihrt, und sup g(X,) = suph(X,) + c. Allerdings stimmen die Kerne P* und P9
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nicht mehr {iberein, und auch die algorithmische Bestimmbarkeit (im Sinne der Endlichkeit
der bendtigten Simulationsschritte) von 7 wird im Allgemeinen verloren gehen, da g sich
in einigen wesentlichen Eigenschaften von h unterscheiden kann. Insbesondere kénnen nicht
sowohl ¢ als auch h minimal im Raum der harmonischen Funktionen sein, eine Eigenschaft
die in Abschnitt 1.4 ndher untersucht wird. O

Bemerkung (Doob-Ungleichung) Als eine direkte Konsequenz der Zerlegung ergibt sich

auch die Doob-Ungleichung angwandt auf das Martingal (h(X,,)) bzw. (h(X},))

P(sup h(Xi) 2 \) < B(Y > ) = h(‘fO) - Eh(f”).

1.3 Beweis des Hauptsatzes

In diesem Abschnitt beweisen wir die beiden zentralen Hauptséitze 1 und 4 in mehreren Schrit-
ten. Wir iibernehmen die bisher eingefiithrten Notationen, insbesondere bezeichnet (X,,) wei-
terhin eine Markov-Kette auf dem Raum (S, .#) und mit Ubergangskern P, und die zugehorige
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien wird mit (P,) bezeichnet.

Die Verteilung des Endstiickes

Als erstes untersuchen wir die Verteilung des post-7-Prozesses, also der bedingten Kette (X,)
wie sie in Hauptsatz 1 eingefithrt worden ist. Diese kann als eine Markov-Kette mit einem
vom Startpunkt X, abhiingigen Ubergangskern beschrieben werden. Um den passenden Kern
zu konstruieren, definieren wir zunéchst die Funktionenfamilie g5 auf S durch

qs(z) == Pr(h(X;) < sVie Np)
und die Stoppzeiten o, durch
os:=inf{i >0 : h(X;) > s}.

Mit dieser Notation ist gs(x) = P,(0s = 00), und die Funktion ¢, ist zudem fiir alle s > 0
subharmonisch, denn es folgt aufgrund der Markov-Eigenschaft der Kette (X))

QS(x> = Pz(h(Xz> <sWVie No)

= / P(x,dy)Py(h(X;) < s Vie Ny)
{z:h(z)<s}

< / P(z,dy)Py(h(X;) < sVie Np)
S
= Pgs(x).

Auf der Menge S; := {x € S : h(z) < s} gilt sogar Gleichheit, d.h. ¢s ist harmonisch
beziiglich des auf S eingeschrinkten Kerns P. Eine weitere wichtige Eigenschaft von ¢, stellt
das folgende Lemma heraus



6 KAPITEL 1. ZEITDISKRETER PFADRAUM

Lemma 5 Flir alle x € S mit h(z) < s gilt gs(x) > 0.

Beweis Angenommen es wire ¢s(z) = 0, d.h. 05 < oo fast sicher. Dann folgt aus dem Lemma
von Fatou und der Martingal-Eigenschaft von (h(X,,))
E,h(X,,) = E; lim h(Xo an) < liminf Eyh(Xo an) = h(z) < s.

Da allerdings nach Definition der Stoppzeit o, fast sicher h(X,,) > s gilt, stellt dies ein
Widerspruch dar. Also ist ¢s(z) = P, (0s = 00) > 0 und das Lemma ist bewiesen. [ |

Dieses Lemma erlaubt es nun, fiir jedes s einen Kern )5 auf der Menge S zu definieren,
wobei dieser Kern durch eine Transformation mit g; aus dem Kern P der Ausgangskette
hervorgeht. Setze

Qs(z,dy) == P(z,dy)qs(y) = Px(X1 € dy | h(X;) < s Vi € Ny),

1
qs(z)

dann sind aufgrund der Harmoniziztéit von ¢s auf der Menge S, die Kerne ()5 stochastisch,
d.h. es gilt Qs(x,Ss) = 1 fiir alle x € S. Die Kerne @5 beschreiben dann gerade die Verteilung
der bedingten Kette (X)) aus Hauptsatz 1, denn es gilt nach deren Konstruktion fiir Xy = z
mit h(z) = s

P(Xl €dzx,... ,Xn € dxn|X0 = a;)
= Px(Xl edxy,..., X, €dxy, | h(XZ) <sVie N())
r P n—1, n)4s\+n . .
= (z, dz1) (Zn—1, d2n)4s (n) fir h(z;) >sfiri=1,...,n
qs()
= Qs(xa dxl) te Qs(xn—h dmn)

Diese Beobachtung halten wir in dem folgenden Lemma, fest.

Lemma 6 Fiir s > 0 ist unter dem Maf$ P, der Prozess (X,), bedingt darauf innerhalb der
Menge Sy zu bleiben, eine Markov-Kette mit Ubergangskern Qs(x,dy) und Zustandsraum Ss.

Analog kann fiir die duale Zerlegung wie in Hauptsatz 4 die Verteilung der bedingten
h-transformierten Kette (X;) beschrieben werden mit den Kernen

Q:(r.dy) = —— Pz, dy)q(y) mit g (x) == PA(A(X;) > s Vi € No).

qi(z)

Spéter wird fiir einige spezielle Félle noch eine einfache Methode zur exakten Bestimmung
der Kerne @, und Q% angegeben (siehe Abschnitt 1.5).

Bemerkung Bei der Bestimmung von n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten der beding-

ten Kette ist ein wenig Vorsicht geboten, denn im Allgemeinen gilt fiir x,y € Ss nicht not-
wendigerweise Q7 (x, dy) = %P" (z,dy). Schon fiir n = 2 gilt nur noch die Ungleichung

2 o 2. dz 5 _ QS(Z) 2. dz QS(y) p
Qs($7dy)—/SSQ( d2)Q(z, dy) / P, d2) W p(z, dy)

Ss QS(CC) QS(Z)
0:(v) W) o,
= /s qs(:c)P(x’dz)P<z’dy) B qs(fﬂ)P (® d5)



1.3. BEWEIS DES HAUPTSATZES 7

Falls man jedoch den Kern P auf die Menge Ss einschrénkt mit der Notation Py(x, A) :=
P(z, AN Sy) fiir z € S5, dann erhalten wir

Q" (a, dy) = W) P (x,dy) fir z € S,.
qs(z)

Eine einfache Rechnung zeigt weiter, dass g5 harmonisch beziiglich des Kernes P, ist, und

somit ldsst sich auch die von Qg auf dem Pfadraum implizierte bedingte Verteilung durch

eine Transformation von P analog zu Gleichung (1.1) darstellen als

E.[p(X1,...,X,) | X; € SgVi € N]

= qs(l:E)Ex[qb(Xl; e 7Xn)qS(Xn), Xl, . 7)(n = SS]

O

Bemerkung Betrachten wir die Ausgangskette (X,,), und bezeichne L den Zeitpunkt des
ersten globalen Supremums von (h(X,)), also

L :=inf{n € Ny : h(X,,) = sup h(X;)}.
1€Np
L ist damit eine Zerlegungszeit im Sinne von Defintion 2 oder Defintion 3. Im vorigen Lemma
wurde die Verteilung des post-L-Prozesses bestimmt; mit einer geeigneten Definition des
Teilfeldes .# (L) lasst sich die Aussage weiter zu einer schwachen Markov-Eigenschaft wie
folgt verschérfen; in Abschnitt 3.1 wird dies fiir zeitkontinuierliche Zerlegungen in einem
allgemeinen Kontext genauer diskutiert.

Satz 7 Sei (X,,) eine Markov-Kette und h eine harmonische Funktion und bezeichne L den
Zeitpunkt des ersten globalen Supremums, dann gilt

E[H filXp4) | cof(L)} :/"‘/Qh(XL)(XLvdxl)fl(wl)"'Qh(XL)(xn—hdxn)fn(xn)'
=1

O

Die Verteilung des Anfangsstiicks

Bezeichne im fogenden L weiterhin den Zeitpunkt des ersten globalen Supremums des ur-
spriinglichen Prozesses (h(X,)), also

L :=inf{n € Ny : h(X,,) = sup h(X;)}.

1€Np
Der post-7- bzw. post-L-Prozess besitzen jeweils eine relativ einfache Struktur, deren Vertei-
lung in Lemma 6 beschrieben wurde. Unter der Annahme, dass die Anfangsstiicke bis zum
Zeitpunkt 7 bzw. L identisch verteilt sind, ist auch sofort aus der Konstruktion der Zerle-
gung ersichtlich, dass die Verteilungen der post-7- und post-L-Prozesse iibereinstimmen. Die
wichtige und nicht direkt ersichtliche Aussage der Hauptsitze 1 und 4 betrifft vielmehr die
Anfangsstiicke der Prozesse. Ein zentrales Hilfsmittel zum Beweis stellt das folgende Lemma
dar.
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Lemma 8 Sei h harmonisch, s > 0 und o,z € S mit 0 < h(o) < h(z) < s, und sei U uniform
im Intervall (0, h(0)™1) werteilt und unter dem Mafi P" unabhingig vom Prozess (X,). Dann
gilt

1 h(o
P} (U < mf{as@o}) = hgm))Px(Us < 0)
1 1 h(o)
P (it o) <V < ) = iy )

Beweis Da fiir die Stoppzeit os per Definition h(X,,) > 0 auf dem Ereignis {o5 < oo} gilt,
und der Prozess (h(X,)) ein P,-Martingal ist, folgt

P.(os <n) —Ex<Z§§Z; e Sn) —Ex(:((jéi)); o Sn).

Der in Gleichung (1.1) beschriebene Maflwechsel erlaubt es nun diese Gleichung wie folgt
umzuschreiben:

P,(0y < n) = h(:c)EZ(h(;(as) 0. <n). (1.2)
Und fiir n — oo erhalten wir
P (7, < ) = b B (G oncoet) (13)
und schlie3lich
go(2) = 1 = Py(0s < 00) = h(:c)Eﬁ(h(lx) _ h()l(as)f{%@}). (1.4)

Da nach Voraussetzung h(X,,)~! < h(x)~!
verteilt ist, folgt

IN

h(o)~! ist, und U unabhingig in (0, h(0))

< e )= s
P;L(h()l( )ty <U S h(lg; | (X

_ho) _ h(o)
T h(z)  h(X,,) los<ook

Durch Ubergang zu Erwartungswerten, erhalten wir die Behauptung aus den Gleichungen
(1.3) und (1.4). [

Beweis von Hauptsatz 1 Die zufillige Zeit

=inf{i >0 : h(X;) <h(X;)Vj>i} =inf{i >0 : h(X;) = Sélgl) hX,)}

bezeichne den Zeitpunkt, zu dem der Prozess (h(X,)) sein globales Maximum zum ersten
Mal annimmt. Die Aussage des Hauptsatzes und die Konstruktion des Prozesses (h(X,))
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implizieren, dass diese Zeit in Verteilung mit 7 {ibereinstimmen muss. Im folgenden wird
sogar die noch stéirke Aussage

P,(X1,...,X,) €B,L=m)=P,((X1,...,X,) € B, T=m) (1.5)
fiir natiirliche Zahlen 0 < m < n bewiesen. Seien hierzu die Mengen B,, ,, wie folgt definiert
By i={(x1,...,25) : h(z1),..., M(@m=1) < h(zm) > M(@mt1), ..., h(zn)},

so dass die n-Tupel (x1,...,zy,) unter der Funktion h an der Stelle m das erste Mal ihr
Maximum annehmen. Hiermit erhalten wir eine weitere Beschreibung des Ereignisses auf der
linken Seite in (1.5):

{(X1,...,X,) € B, L=m}
= {(X1,...,X,) € BN By, h(X;) < h(Xp) Vi > n}.

Damit folgt
P,((X1,...,X,) €B, L=m)

= / P(o,dz1) ... P(Zn-1,d%n)qn(z,,)(Tn)-
BNBum.n

Betrachten wir nun die Kette (X, ). Fiir diese gilt fast sicher h(X;) = h(Xo) > h(X1), h(X2),...

A

und zudem nach Konstruktion hA(X;) <Y, so dass folgt

{(Xl,...,Xn>€B,T:m}
:{(Xla"'aXmaXla"')anm) GBﬁBm,n}m{T:m}

A~

Das Ereignis {7 = m} zerfillt in zwei weitere Teilereignisse, je nachdem ob (X,,) die Schranke
Y iiberschreitet oder nicht:
={(X1,..., Xm. X1, ..., Xp-m) € BN By}
N ({A(Xm) <Y < h(Xs,,) , Gm < 00}
U {h(Xpn) <Y, G = 0}),
wobei die Stoppzeiten &, wie folgt definiert sind:
Gm = 1nf{i > m: h(X;) > h(Xm)}.

Damit folgt nun insgesamt

P,((X1,...,Xn) €B, 7=m)
=Po((X1,..., X, Xng1,---, Xp) € B, 7=m)
= / Ph(o, dxl)...Ph(a:m,l,d:Em)

BNBm.n

*Qh(wm)(@ms dTmi1) - Qp(ay,) (Tn—1,dTn)

P(@I{&m@o} < % < h(;(m) ) X = xm)
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Ein MaBwechsel von P nach P und von Qn(z,,) nach P liefert

h(fEm)Qh(:v )(:En)
_ / Plo,dz1)... Plan_1,doy) m
h(0)qn(z. y(Tm
o (0)ah () (Tm)
1 1 1
Ph(— T < —
ZEm(h(Xo.h(zm)) {Uh(xm)<00} < Y — h(l’m))

Da Y ! unabhingig und uniform im Intervall (0, h(0)) verteilt ist, fiithrt Lemma 8 mit s =
h(zy,) schlieflich zu

= / P(o,dry) ... P(Tn—1,dTn)qn () (Tn)
BNBom.n
=P,((X1,...,X,) €B, L=m),

womit die Behauptung (1.5) bewiesen ist.
Als néchstes zeigen wir

P,((X1,...,Xn) €B, L>n)=P,((X1,...,Xy) € B, 7>n). (1.6)
Aus der Gleichheit
{(X1,....Xn)€eB, L>n}={(Xy1,....,Xp) € B}
N{h(X;) > max(h(Xy),...,h(X,)) fir ein i > n}
folgt zunéchst
P,((X1,...,X,) € B, L>n)

= /B P(O, dx1) . P(J}n_l, da;n)Pxn (Umax(h(m),u.,h(zn)) < OO) (17)

Andererseits gilt

{(Xy,...,Xp) €B, 7>n}
={(X1,...,Xn) € B}n{o, <0, h(Xz,) <Y},

wobei die Stoppzeiten @, definiert sind als

T = inf{i > n : h(X;) > max(h(X1),..., h(Xn))}.
Damit folgt

Po((X1,...,X,) € B, T>n)

= / PMo,dxy) ... PPy 1, dxy)
B

1 1 ) )
P(—gAi-IE alx :a:,...,Xn:xn)
Y T Xy, torseer [T
h(zy,)

h(o)

:/ P(o,dxy) ... P(xp—1,dzy,)
B
1 1
h
~ <
Pwn(Y = n(X
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Da Y ! unabhingig und inform im Intervall (0, h(0)) verteilt ist, folgt zusammen mit Glei-
chung (1.7) und mit Lemma 8 schlieBlich Gleichung (1.6).
Die Gleichungen (1.5) und (1.6) kombiniert ergeben nun die Behauptung des Hauptsatzes:

Po((X1,...,Xpn) € B) =Py((Xy,...,X,) € B)
|
Als néchstes soll die duale Zerlegung in Hauptsatz 4 bewiesen werden; es stehen hierfiir
prinzipiell zwei Wege zur Verfiigung. Der Satz kann analog zu den obigen Ausfiihrungen be-
wiesen werden, oder auf die Zerlegung in Hauptsatz 1 zuriickgefithrt werden. Um die Dualitét
der beiden Zerlegungen zu unterstreichen, wird hier der zweite Weg gewahlt.

Beweis von Hauptsatz 4 Zunéchst nehmen wir an h(z) > 0 fiir alle x € S. Dann gilt

[ PP dni/mt) = [ o PG dyh(o) 1/m) = 1/h(),
s s h(z)
also ist die Funktion 1/h harmonisch beziiglich dem Kern P und eine Transformation mit
1/h liefert wieder den urspriinglichen Kern P, d.h. (P")'/" = P. Setzen wir Y := 1/U, so ist
1/Y unabhéngig und uniform in (0, h(0)) verteilt. Damit liefert Hauptsatz 1 eine Zerlegung
eines Prozesses (X ) mit Verteilung P am Maximum von (1/h(X})) in ein Anfangsstiick (X)
mit Kern (P")'/" = P und ein Endstiick (X) mit einer aus P hervorgehenden bedingten
Verteilung. Diese Zerlegung ist dann genau die in Hauptsatz 4 dargestellte Konstruktion.
Gibt es nun x € S mit h(x) = 0, so funktioniert obige Argumentationskette nicht mehr, da
1/h nicht mehr auf dem gesamten Raum S definiert ist. Allerdings ist fiir € > 0 die Funktion
h(z) + € wieder auf dem gesamten Raum S harmonisch beziiglich P, und es folgt fiir das
assoziierte Mafl P+ mittels des in Gleichung (1.1) angegebenen MafBwechsels

h(o) n €
h(o) + EPO * h(o) + 5Po'

Diese Geleichung erlaubt es nun, die Konstruktion geméfl Hauptsatz 4 von h + ¢ auf h zu
iibertragen. Denn es konvergieren einerseits die Maie P?*¢ in Verteilung gegen P” fiir ¢ — 0,
andererseits konvergiert auch die Verteilung der Konstruktion der dualen Zerlegung eines
P"+¢ Prozesse (und insbesondere die darin verwendeten Zufallsvariable U, die Markov-Ketten
(X) und (X) und die Zerlegungszeit 7*) fiir £ — 0 gegen P”. [

Pite = (1.8)

1.4 FErkennung der Zerlegungszeit

Nicht immer ist eine Zerlegung eines Prozesses moglich in dem Sinne, dass 7 < oo bzw. 7% < oo
fast sicher gilt. Selbst die fast sicher zerlegbaren Prozesse kénnen aus algorithmischer Sicht
immer noch unerwiinschte Eigenschaften besitzen. In diesem Abschnitt wollen wir die Kon-
struktion von einem algorithmischen Standpunkt aus untersuchen und der Frage nachgehen,
unter welchen Voraussetzungen der Wert von 7 fast sicher mit nur endlich vielen Schritten
der Markov-Kette (X,,) ermittelt werden kann.

Wir haben schon bemerkt, dass im Allgemeinen 7 keine Stoppzeit ist und demnach nicht
direkt durch Kenntnis der 7-Vergangenheit der Kette (Xn) ermittelt werden kann; es ist
vielmehr ein Blick in die Zukunft notwendig. Kennt man allerdings den Augenblick 7. des
Uberschreitens der Schranke Y durch den Prozess (h(X,)), also

~

Te:=inf{n >0 : h(X,) >Y},
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dann ist spitestens zu diesem Zeitpunkt der Wert von 7 durch das Anfangsstiick (X,,)n<r.
festgelegt, denn 7. dominiert 7 in dem Sinne, dass 7 < 7 fast sicher gilt.

Y AN

h(o) h(X) \

T Te

Die Zerlegungszeit 7 kann mit Hilfe der UBERKREUZUNGSZEIT 7. nun auch wie folgt ermittelt
werden

T=inf{n >0 : h(X,) = sup h(Xm)}.

m<Tc

Damit kann der Wert von 7 auf dem Ereignis {sup,, 2(X,) > Y} = {7, < co} mit nur endlich
vielen Schritten festgestellt werden.

Die Situation sieht allerdings vollkommen anders im Falle {Y > suph} aus. In diesem
Fall kann 7 durchaus einen endlichen Wert annehmen, wiahrend 7. = oo ist. Der Zeitpunkt
7 kann in einem solchen Fall also nicht durch 7. erkannt werden. Wir fassen dies in einen
allgemeineren mathematischen Rahmen und definieren: Eine Stoppzeit o erkennt den Wert
der Zerlegungszeit T, falls

{r<x}={o<xo}={r<o<x} P-fs.
Eine solche erkennende Stoppzeit o steht in dem folgenden Zusammenhang zu 7 und 7,

T=sup{n <o : n<7, h(X,)> max h(X;)} P-—fs,
und 7. selbst bestimmt den Wert 7 genau dann, falls {r < co} = {7, < oo} P-fast sicher gilt.
Fiir eine grofle Klasse harmonischer Funktionen treten solche unerwiinschten Phinomene
gliicklicherweise nicht auf, und fiir diese Klasse gelingt eine echte Pfadzerlegung (in dem
Sinne 7 < 00) fast sicher, zusétzlich wird die Zerlegungszeit 7 von der in diesen Féllen fast
sicher endlichen Stoppzeit 7. dominiert. Um diese Funktionsklasse zu identifizieren, stellen
wir zunéchst fest, dass die Bedingung

suph(X,) =occ P! —fs Voesh (1.9)

fast sicher zu einer Zerlegung fithrt, denn diese Bedingung impliziert in der Konstruktion
sup,, h(f(n) = suph = oo und damit 7. < oo P-fast sicher, also ist die Zerlegungszeit 7
zum (fast sicher) endlichen Zeitpunkt 7, erkennbar. Etwas allgemeiner betrachten wir die
schwichere Bedingung
suph(X,) =suph P —fs Vo e SP, (1.10)
n

aus dieser folgt sup,, h(X'n) = sup h P-fast sicher. Falls nun unter dieser Voraussetzung Y >
sup h ist, folgt sofort {7. = oo} und die Zerlegungszeit 7 nimmt entweder den Wert co an, und
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A~

es ist dann h(X,,) < suph fiir alle n. Oder 7 entspricht dem Zeitpunkt des ersten Auftreten
des Supremums von h, d.h. 7 = inf{n : h(X,) = suph}. Setzen wir

Te :=1inf{n >0 : h(X,) =suph},
dann ist 7 = 74 auf dem Ereignis {7, = co}. Also wird die Zerlegungszeit 7 von der (nicht
notwendigerweise endlichen) Stoppzeit 7. A 75 erkannt.
Minimale harmonische Funktionen

Eine bekannte und wichtige Funktionsklasse, die die gewiinschte Eigenschaft (1.10) besitzt,
ist die Klasse der minimalen harmonischen Funktionen, die wie folgt definiert sind:

Definition 9 (Minimale harmonische Funktion) Fine positive P-harmonische Funkti-
on h heifft genau dann MINIMAL, falls fiir jede andere harmonische Funktion g mit0 < g < h
folgt g = c¢- h mit einer Konstanten ¢ € Ry.

Fiir einen abzihlbaren Zustandsraum ist das folgende Resultat eine Folgerung aus Doobs
Theorem (siche Abschnitt I111.29 in [RW94] iiber die Martin-Rand Theorie. Der hier angege-
bene Beweis gilt fiir allgemeine Zustandsrdume.

Satz 10 Sei h eine minimale P-harmonische Funktion, dann gilt fir alle Startzustinde x €
Sh
h(X,) —suph  Ph—fs

Beweis Es gilt die Ungleichung

h -1 _ -1 -1 _ -1
[, Praanhe) " = [ n@) Py < b [ Pledy) = b

S

also ist 1/h(X,,) ein positives P?-Supermartingal. Aus Doobs Konvergenzsatz fiir Supermar-
tingale folgt damit

1/MX,) — H Phr—fs.  bzw. WX, — H:=1/H P!'_fs.

fiir eine Zufallsvariable H mit Werten in (0, sup h]. Es bleibt nun zu zeigen, dass H = sup h
P! _fast sicher gilt.
Fiir v > 0 definiere die Funktion k. (z) : S — R, durch

ky(z) = PL(H < 7).
Diese Funktion ist harmonisch beziiglich dem Kern P”, denn es gilt
ky () = Py (lim h(X,) < 7)

= | PMx,dy)Py(lmh(X,) <) = | P"x,dy)k,(y)-
Sh n Sh

Betrachten wir das Produkt A - k, fiir das gilt

Wahs(e) = [ Pladhi ) = [ Pl btk ).
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wobei k. (z) fir z ¢ S" beliebig gewihlt werden kann. Diese letzte Gleichung besagt gerade,
dass die Funktion A - £, harmonisch beziiglich dem Kern P ist, auerdem gilt nach Definition
von k,,

h-ky,<h

Da nach Voraussetzung die harmonische Funktion A minimal ist, folgt daraus
h-ky=ah
fiir ein & € R4, und dies bedeutet
Pl(H <) =«

fiir alle z € S™ fiir eine (von v abhiingige) Konstante o = o, € [0, 1].
Als néchstes zeigen wir, dass a nur die Werte 0 oder 1 haben kann. Betrachten wir hierzu
fiir n € N die folgende Abschitzungen

PL({H <7} 0 ({A(Xm) <7}) < PHH <7, h(Xa) <7) < PA(H < 7).

m>n

Da h(X,) — H P!-fast sicher, konvergiert die linke Seite gegen P?(H < ~) fiir n — oo.
Demnach konvergiert auch der mittlere Term gegen «, d.h.

P'(h(X,) <v,H <) — o (1.11)

Aus der Markov-Eigenschaft der Kette (X,,) folgt andererseits

PA(h(Xy) < 7, H < ) = / P! (1(X,,) € dy)P!(H < )
y:h(y) <y

[ Phax) e dya
y:h(y)<y
= aP}(h(X,) < ).
Falls v ein Stetigkeitspunkt der Verteilung von H ist, so folgt fiir n — oo
P'(h(X,) <v,H <) — oPMH <v) = aP"(H < v) = o (1.12)

Aus den Gleichungen (1.11) und (1.12) folgt also a = a? bzw. a = 0 oder 1 fiir alle « (bis auf
hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitspunkte der Verteilung von H), dies bedeutet dass H
eine degenerierte Verteilung besitzt, d.h.

H=p3 P!_fs.

fiir eine Konstante § € (0,sup h]. Aulerdem héingt  nicht vom Startzustand x der Kette
(X,,) ab. Da 1/h(X,,) ein nicht-negatives P"-Supermartingal ist, folgt mit Hilfe des Lemmas
von Fatou

h(zx)™' > liranEQh(Xn)*l >E'H =71

bzw. h(z) < 3 < suph fiir alle z € S”. Deshalb folgt H = sup h P/-fast sicher, was zu zeigen
war. |
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Falls eine minimale harmonische Funktion zusitzlich unbeschrinkt ist, dann ist in der
Zerlegung 7 < 7. < oo fast sicher garantiert, da die Schranke Y fast sicher von (h(X,)) in
endlicher Zeit tiberschritten wird. Der wichtigen Bedeutung fiir die Zerlegung wegen halten
wir diese einfache Beobachtung fest.

Folgerung 11 Sei h eine unbeschrdinkte minimale P-harmonische Funktion, dann gilt fiir
alle Startzustinde x € S"

h(Xy) —>ooPZ—f.s. und T < T, < o0oP, — fs.

Grenzverhalten harmonischer Funktionen

Die Konvergenz gegen sup h von (h(X,,)) unter P wie in Gleichung (1.10) angegeben stellt
eine wichtige Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Anwendung des Zerlegungssatzes dar. Mit
den minimalen harmonischen Funktionen haben wir im vorigen Teilabschnitt schon eine wich-
tige Klasse kennengelernt, die dieser Bedingung geniigen. In Beispielen und Anwendungen ist
es dariiber hinaus in vielen Féllen hilfreich, weitere dquivalente Bedingungen zur Verfiigung
stehen zu haben, die unter Umsténden leichter zu verifizieren sind als Gleichung (1.10) oder
gar die Minimalitit einer gegebenen harmonischen Funktion. Dies leisten die beiden folgenden
Sétze.

Satz 12 Fiir x € S" sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. suph(X,) =suph PI-fs.

2. limh(X,) =suph P! fs.

3. limh(X,) € {0,suph} P,-fs.

Beweis Die Implikation 2. = 1. ist klar. Umgekehrt ist 1/h(X,,) unter P? ein nicht-negatives
Supermartingal und konvergiert als solches. Damit existiert auch P”-fast sicher der Grenzwert
lim h(X,,). Falls h(X,,) < suph fiir alle n ist, folgt 2. aus 1., und falls h(X,,) = sup h fiir ein n
ist, dann folgt aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen h(X,,) = sup h P"-fast
sicher fiir alle folgenden m > n, und damit ebenfalls 1.

Da (h(X,)) ein nicht negatives P,-Martingal ist, und (1/h(X,)) ein nicht negatives P-
Supermartingal ist, folgt aus dem Martingalkonvergenzsatz, dass (h(X,)) fast sicher gegen
eine Zufallsvariable H konvergiert, sowohl unter der Verteilung P, als auch unter P". Dabei
ist H < oo P,-f.s. und H > 0 Pl-fast sicher. Die MaBie P, und P” selbst stehen mittels H
wie folgt zueinander in Beziehung

h(z)

A by, dp(n{H>0)) = o)

h(z)
siehe Theorem 1, Abschnitt VIL.6 in [Shi95]. Damit folgt die Implikation 2. = 3., denn es gilt

dP(- N {H < co}) = dP(-)

PZ(O<H<suph):/ MP’;(Hedy):o.
O<y<suph Y
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Und umgekehrt folgt aus 3. auch 2., denn

P (H < sup h) :/ LPI(H € dy)

0<y<suph h(l‘)

Y
/0<y<suph h(l’) ( )

Das duale Gegenstiick stellt der folgende Satz dar, der auf dem selben Weg bewiesen
werden kann, und uns fiir die Wahl einer harmonischen Funktion in der dualen Zerlegung von
Nutzen sein kann.

Satz 13 Fir h(x) < sup h sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. irﬁf h(X,) =infh Py-fs.
2. lirrln h(X,) =infh Py-fs.
3. limh(Xy) € {inf h, 00} Ph_fs.

Eine Kombination der Bedingungen aus den beiden letzten Satzen fiithrt zu einer dquiva-
lenten Charakterisierung von Bedingung (1.9), die sich nun auch als hinreichend fiir eine fast
sichere duale Zerlegung erweist:

Folgerung 14 Fir x € S}, gilt die folgende Aquivalenz

suph(X,) =occ PI_fs. & inf h(X,) =0 P, —fs.

Beweis Aus der linken Bedingung folgt mittels Satz 12 lim h(X,,) € {0,00} P,-fast sicher.
Gleichzeitig folgt mittels Satz 13 lim A(X,,) = inf h P, -fast sicher. Also muss inf h = 0 sein,
und wir erhalten insgesamt inf h(X,,) = 0 P,-fast sicher. Die Umkehrung folgt analog. |

Diese Eigenschaft kann auch mit Hilfe der Stoppzeit 7. bzw. mit ihrem dualen Analogon

5 i=inf{n >0 : W(X}) < U}

c

wie folgt charakterisiert werden:

Te<oo P—fs. & T, <oo P—fs.

1.5 Verteilung des post-7-Prozesses

In Lemma 6 wurde bereits die Verteilung des Prozesses (X,,) mit Hilfe der harmonischen
Funktion gy bestimmt. Die dort konstruierten Kerne Q5 besitzen in einigen Fiéllen tibersicht-
liche, explizite Darstellungen, in denen die Funktion ¢s; die Gestalt eines Erwartungswertes
besitzt.
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Die Verteilung von (X,,)

Da der Prozess (h(X,)) unter dem Mafl P, ein nicht-negatives Martingal ist, konvergiert
dieser fast sicher gegen einen Grenzwert H := lim h(X,,). Aus der Martingaleigenschaft folgt
auBerdem fiir alle s > 0 und alle z € S mit h(z) < s und alle m € N

h(.’lﬁ') = Exh(Xm/\o-S)
=E, [h(XUS); os < m] + E, [h(Xm); os > m]
mit os :=inf{i > 0 : h(X;) > s}. Da der erste Integrand h(X,,) - I(os < m) in m wéichst,
konvergiert dessen Erwartungswert mittels monotoner Konvergenz fiir m — oo. Der zweite

Integrand ist nicht-negativ und durch s beschrénkt, und dessen Erwartungswert konvergiert
ebenfalls fiir m — oo mittels dominierter Konvergenz gegen H - I(0s = 00). Wir erhalten

h(z) = Ex[h(X,,); 05 < 00] + Ey[H ; 05 = 00]. (1.13)

Falls zusétzlich die harmonische Funktion i die Eigenschaft (1.9) bzw. eine der beiden dqui-
valenten Eigenschaften aus Folgerung 14 besitzt, gilt fiir den Grenzwert P,-fast sicher H = 0,
womit der zweite Summand in Gleichung (1.13) verschwindet. Durch Ubergang zur bedingten
Erwartung erhalten wir die Gleichung

h(z) = Py(0s < 00)Ez [h(X,,) |05 < o0],

und hiermit ergibt sich die folgende Gleichung fiir g

gs(z) =1 —=Py(0s <o0) =1~ (1.14)

Hiermit lassen sich die bedingten Kerne nun darstellen als

Qu(ady) = 1 Pl )
_ Eu[h(Xo,) |05 < 00] (By [M(Xo,) |0 < 00] — R(y)) x
"B, [h(X.) |7, < 0] (Ba [M(Xe.) | 05 < 00] — () )

wobei Qs nur auf der Menge Ss := {2z € S : h(z) < s} wohldefiniert ist, denn fiir alle x € S
mit h(x) > s gilt ¢s(x) = 0.

Denken wir nun schon vorausgreifend an einen zeitkontinuierlichen Prozess mit stetigen
Pfaden, dann gilt mit entsprechender Notation h(X,, ) = s fast sicher auf dem Ereignis
{os < oo}, es gilt also By [h(X,,) |05 < 00] = s. Diese Beobachtung ermdglicht eine beson-
ders einfache Darstellung der bedingten Ubergangskerne im zeitkontinuierlichen Fall. Diese
Aussage stimmt so natiirlich fiir keinen zeitdiskreten Prozess, aber in einigen Beispielen kann
der Erwartungswert dennoch einfach berechnet werden.

Die Verteilung von (X;)

Betrachten wir die Verteilung des bedingten h-transformierten Prozesses aus der dualen Zer-
legung in Hauptsatz 4. Falls zusétzlich h(z) # 0 fir alle € S, dann ist 1/h harmonisch
beziiglich des Kernes P", also ist (1/h(X,)) ein Martingal unter dem Maf P". Fiir eine
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Funktion h wie in Folgerung 14 erhalten wir somit analog fiir alle s > 0 und alle x € S mit
h(z) > s

1/h(z) = Pl(or < 00)E![1/h(Xps) |0f < 00] mit of :=inf{i >0 : h(X;) < s}.

Damit folgt
1

() = 1= Ph(o} < o0) = 1= g s

*
K]

of < oolh(z)’

und somit besitzt der Ubergangskern der bedingten Verteilung des post-7*-Prozesses die Dar-
stellung

Q*(.T,dy) — 6]2‘(3/) Ph(x,dy)

’ ¢;(z)
 EL1/h(Xo;) |07 < 00] (B [1/h(Xo:) |0 < o0]h(y) — 1)
T EN[1/h(Xor) [ of < 00] (BE[1/h(Xor) | 0% < oo h(z) — 1)P(x,dy) (1.15)

fir alle z € S :={z¢€ S : h(z) > s}.

Falls es Punkte 2 gibt mit a(z) = 0, dann ist 1/h nicht mehr harmonisch beziiglich P".
Diesen Fall konnen wir jedoch wieder durch die harmonische Funktion h+e¢ fiir € > 0 abfangen.
Es gilt dann vermittels des in Gleichung (1.1) angegebenen Mafiwechsels, wie auch schon im
Beweis der dualen Zerlegung (Hauptsatz 4) angegeben

Pite = gPﬁ +

Damit erhalten wir analog zu Gleichung (1.13)
1/(h(z) +€) = Pi (07 < co)BL < [1/(h(Xo,) +¢) | oF < oo
+PI(0% = o) B [1/(H + ) |of = oc].

und da die MaBe P"*¢ fiir ¢ — 0 schwach gegen P" konvergieren, und da h(X,) — H = oo
P’"-fast sicher konvergiert, erhalten wir schlieSlich wieder

1/h(z) = Pl(oF < 00)E![1/h(Xps) |0F < o0].

Damit kénnen kann auch in diesem Fall der Verteilung des bedingten h-transformierten Pro-
zesses mit Hilfe der Kerne in Gleichung (1.15) beschrieben werden.



Kapitel 2

Anwendungen zeitdiskreter
Zerlegungen

In diesem Kapitel sollen einige Beispiele zu den Zerlegungssétzen dargestellt und untersucht
werden. Viele Beispiele sind schon bekannt, allerdings wurden diese noch nicht in einen solch
allgemeinen Rahmen eingebettet, wie es hier geschieht. Diese Beispiele finden dennoch ih-
ren Platz in dieser Arbeit, da sie einerseits selbst schon einen dsthetischen Wert besitzen,
und andererseits die vielfiltige Anwendbarkeit der gefundenen Zerlegungen unterstreichen.
Gleichzeitig wird durch geeignete Interpretationen der Verteilungen und Konstruktionen der
jeweiligen Prozesse auch die Konkretheit der Zerlegungen in der Anwendung herausgearbeitet.

Weitere neue Beispiele lassen sich schnell finden, denn hierfiir wird nicht viel bendtigt:
Eine Markov Kette und eine harmonische Funktion. Die zahlreichen Arbeiten iiber extremale
harmonische Funktionen bieten daher eine reiche Quelle vielfiltiger Beispiele fiir Zerlegungen.

Eine wichtige und gut beschreibbare Klasse von Beispielen ergeben sich aus den verschie-
denen Varianten von Irrfahrten; einige der folgenden wurden durch die Ubersichtsarbeit von
Wolfgang Woess [Woe94] inspiriert.

2.1 Beispiel: Irrfahrten mit Drift

In diesem Abschnitt werden die Hauptresultate auf Irrfahrten (X,) in S = R? angwendet,
also auf Markov-Ketten deren Kern invariant gegeniiber Verschiebungen ist,

P(z,dy) = P(0,—x +dy)  Vaz,y € R%

Im folgenden gehen wir davon aus, dass der Kern nicht degeneriert ist, d.h. dass er keine
deterministische Irrfahrt beschreibt.

Verteilung und A-Transformation

Zunéchst betrachten wir eine Irrfahrt mit Drift, d.h. die Zuwé#chse haben eine endliche Er-
wartung ungleich Null,

wi=EoX; = /xP(O,da:) # 0.

19
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Fiir die Existenz wenigstens einer nicht trivialen minimalen harmonischen Funktion wird noch
eine weitere Voraussetzung beziiglich der Laplace Transformierten bené6tigt, ndmlich

o(u) = /i’t’(O,das)ew’g”> < oo
fiir alle v € R?, wobei (.,.) das Skalarprodukt in R? bezeichnet. Damit ist ¢ die Laplace-
Transformierte und es gilt fiir den Drift p = grad ¢(0). Definieren wir die Funktionen
ho(z) =™ weC:={u: pu)=1}, (2.1)

so sind diese harmonisch beziiglich P, denn es gilt aufgrund der Translationsinvarianz von P
und der Definiton der Menge C'

Phy(x) = /P(az,dy)e<“’y> = /P(O,aly)ew’y“”> = ) (1) = hy(z),
siehe auch [NS66] und [DSW60]. Die h,-transformierten Kerne sind gegeben durch
Pz, dy) = P(x,dy) eV,

Diese Kerne sind wiederum invariant gegeniiber Translationen, damit ist (X,,) unter dem Maf
P/ ebenfalls eine Irrfahrt. Der zugehorige Drift ist dann

fho = EM X = /:cPh“(O,dx) = /xem’m> P(0,dz) = grad ¢(u).

Eigenschaften der h-Transformation

Um fiir v € C\ {0} das asymptotische Verhalten von h,(X,) unter den Mafien Py und
Pg“ zu untersuchen, reicht es den Exponenten der Funktion h, — also (u, X,,) — zu betrach-
ten. Der Erwartungswert Eq(u, X;) wird mit Hilfe der Erzeugendenfunktion der reellwertigen
Zufallsvariablen (u, X) bestimmt, die gegeben ist durch

u(N) i= BgerX1) = /6)\<U’Z>P(0, dx) = (X - u).
Genauso berechnet sich die Erzeugendenfunktion von (u, X;) unter dem Mafl P2 als
E}Olue)\<u,X1> — /e)\<u,x>e<u,:v)P(0’ dr) = ou(A+1).

Die Erwartungswerte lassen sich nun mit Hilfe der Kettenregel berechnen,

Eo(u, X1) = ¢,,(0) = (u, grady(0))
Ej* (u, X1) = ¢),(1) = (u, gradp(u)).

Nach Voraussetzung ist P nicht degeneriert und somit ist ¢, streng konvex. Somit besitzt
die Gleichung ¢, (A) = 1 genau nur die beiden Losungen A = 0 und A = 1, und wegen der
Konvexitéit ist ¢),(0) < 0 und ¢),(1) > 0. Aus diesen Ungleichungen folgt schliefllich fiir alle
ue C\{0}

Eo(u, X1) = (u, ) <0 und Bl (u, X1) = (u, 1)) > 0 (2.2)

Es ist bekannt, dass die Menge C eine konvexe, glatte Mannigfaltigkeitin R% mit Kodimen-
sion 1 ist (Siehe [NS66] und [Hen63]), und es ergibt sich insgesamt folgendes Bild, das den
Zusammenhang zwischen der Menge C, einem Punkt u, und der Drifte p, und p darstellt.
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= gradyp(0)

fu, = gradep(u)

Zerlegung

Aus dem starken Gestzes der grofen Zahlen und der Irrfahrtsstruktur von (u, X,) folgt aus
den Ungleichungen (2.2) (u, X,,) — —oo P,-fast sicher und (u, X,,) — 4oo P"-fast sicher.
Somit gilt fiir die harmonische Funktion h,,

ho(Xn) =0 Pp—fs, und  hy(X,) — oo P _fs

Also ist die Bedingung in Gleichung (1.9) erfiillt, und somit sind in Hinsicht auf eine Pfadzer-
legung die Zerlegungszeiten 7 und 7* und die Kreuzungszeiten 7. und 7 fast sicher endlich,

T<T.<oo P-—fs. und T T <00 P—fs.

Die einfache Struktur der Irrfahrt erlaubt es diese Pfadzerlegung weiter im Detail zu beschrei-
ben. Wir withlen den Startpunkt o := 0 € RY, dann ist h,(0) = 1. Sei die Zufallsvariable Y mit
Werten in [1, 00) wie in Hauptsatz 1, also unabhéingig und mit der Verteilung P(Y > y) = 1/y
fir y > 1. Gehen wir zu der Zufallsvariable M iiber definiert durch

M = |jul| ' log Y.

Dann ist P(M > m) = P(Y > el“lm) = e=llul™ also ist M exponentiell verteilt mit Erwar-
tungswert ||u/|~!. AuBerdem gilt

(u, z)
Jul

hy(z) >Y & > M = x € Hy(M),

wobei Hy, (M) := {z : (u,z) > ||u|]|M} ein Halbraum in R? ist mit Abstand M vom Ursprung.
Wir erhalten fiir jedes u € C,u # 0 jeweils ein Verfahren zur Konstruktion der urspriinglichen
Irrfahrt mit Startpunkt 0

1. Sei (Xn) eine Irrfahrt mit Ubergangskern P, und sei M eine unabhingige exponentiell
verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert ||u||=!.

2. Setze
Ti=sup{n >0 : X, ¢ H, (M), (u,Xnn) < (u, X,,) ¥m < n}.

Dies ist der erste Zeitpunkt, zu dem die Irrfahrt (Xn) am néchsten am Halbraum H, (M)
ist, aber noch nicht in diesen eingetreten ist.
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3. Sei (X,,) eine Irrfahrt mit Ubergangskern P und Startzustand Xy = XT, die darauf bedingt
ist, in dem Halbraum {x : (u,z) < (u, Xo)} zu bleiben. Setze
% {Xn n<T

n «— >

Xp—7 N>T.

Dann ist (X,,) eine Irrfahrt mit Ubergangskern P.

Insbesondere falls (X,) eine 1-dimensionale Irrfahrt mit einem negativen Drift ist, dann bein-
haltet C' neben 0 nur noch eine weitere Losung u. Der h-transformierte Prozess (X,,) ist dann
wieder eine Irrfahrt mit einem positiven Drift und 7 ist der letzte Zeitpunkt eines aufsteigen-
den Leiterpunktes bevor (X'n) die Schranke M {iberschreitet. Die duale Zerlegung besitzt eine
dnaloge Darstellung. In Dimension d > 2 existieren wesentlich mehr minimale harmonische

Funktionen, die jeweils wieder zu einer Pfadzerlegung fithren.

Beispiel: Irrfahrt mit normalverteilten Zuwichsen
Ein besonders einfaches Beispiel stellt eine Irrfahrt (X,,) auf R mit normalverteilten Zuwéchsen
mit einem negativen Driftterm —1 dar, d.h.

1 @+1)?

ZL(Xn+1 —Xpn) =N(-1,1) bzw. P(0,dz) = \/TB 2 dux.
s

Die Laplace Transformierte ¢ ist in diesem Fall gegeben durch
u?
p(u) = exp(~u+ ),

und die Menge C' der Losungen der Gleichung ¢(u) = 1 besteht aus den Punkten C' = {0, 2},
also ist die Funktion h : R — Ry gegeben durch
h(z) := exp(2x)
minimal und harmonisch. Die h-transformierte Verteilung ist dann wieder eine Normalvertei-
lung, allerdings mit Erwartungswert 1, d.h.
1 (2—1)?
ez dx.
V2T

Wir erhalten nun eine zeitdiskrete Variante der Williams’ Zerlegung einer Brownschen Bewe-
gung mit Drift.

P"0,dz) =

1. Sei (X,) eine Irrfahrt mit N(1,1) verteilten Zuwichsen und sei M eine unabhingige ex-
ponentiell verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 1/2.

2. Setze
T:=sup{n>0: X, <M, X, <X, Vm<n}.

3. Sei (X,) eine Irrfahrt mit N(—1,1) verteilten Zuwichsen und Startzustand Xo = X, die
darauf bedingt ist, die Schranke X, nicht zu tiberschreiten. Setze

X, = Ko m<r
Xnr n>T.

Dann ist (X,,) eine Irrfahrt mit normalverteilten Zuwdchsen mit Drift —1.
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2.2 Beispiel: Driftlose Irrfahrt

Driftlose Irrfahrten besitzen im Allgemeinen keine nicht trivialen positiven harmonischen
Funktionen, wie sie in Gleichung (2.1) konstruiert wurden, da dort die Menge C' dann nur
aus dem Nullpunkt besteht. Betrachtet man allerdings Raum-Zeit-harmonischen Funktionen
h:S xRy — Ry, dann dndert sich die Situation.

Verteilung der Irrfahrt

Betrachten wir als Beispiel eine einfache Irrfahrt (R,,) = (X, Y,) auf Z x Z mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

P(RTH-l = (13 + 17y) ‘ R, = <x7y)) =

— DN =

und P(Rn+1 = (x,y-i— 1) ‘ Rn = (xvy)> - 5’

d.h. zu jedem Zeitpunkt bewegt sich die Irrfahrt auf dem Gitter entweder um einen Schritt
nach rechts oder nach oben, es gilt immer X, + Y;, = n. Durch eine einfache Transformation
kann man dies auch als eindimensionale Irrfahrt (Z,,) auf Z interpretieren mit

Zyp =1 —2X, =Yy — X,

(Zy,) ist damit eine symmetrische Irrfahrt.

Harmonische Funktionen

Fiir die Markov-Kette (R,,) existiert eine reichhaltige Menge minimaler harmonischer Funk-
tionen (siche [Saw97]) der Gestalt

ho(z,y) == 2"Ya"(1 —a)¥, 0<a<l1

mit den Konventionen 0° = 1 und 0% = 0 fiir > 0. Die h,-transformierte Verteilung besitzt
dann die Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pha(Rn-‘rl = (.%' + 17y> | R, = (xvy)) =
und P (R, 1 = (z,y +1)|Rn = (2,9)) = 1 — o
Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt

X X
lim —2 = gh22

n—oo X, +Y, N n =« Pha'faSt sicher.

Die harmonische Funktion h, und die assoziierte Verteilung P"e iibersetzen sich einfach auf
die Irrfahrt (Z,,) zu einer Raum-Zeit-harmonischen Funktion b, : Z4 X Z — Ry

bl (n,z) = 2”04("_2)/2(1 - a)("+z)/2,
die die symmetrische Irrfahrt (Z,,) transformiert sich in eine Irrfahrt mit Verteilung
Pro(Zyy1=2+1|Zy=2)=1—a
und PP (Zyy1 = 2= 1|72, = 2) = a.

Es gilt dann auch hier ein starkes Gesetz der grofien Zahlen,

Z /
lim =2 =1 —2a Pla_fast sicher.
n—oo N
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Zerlegung

Da jede der Funktionen h, und damit auch A/, minimal und unbeschrinkt ist, eréffnen diese
die Moglichkeit zur Zerlegung einer symmetrischen Irrfahrt (Z,,) auf Z, deren Anfangsstiick
durch eine Irrfahrt (Z,) mit einem beliebigen Drift 1 — 2a mit o € [0, 1] beschrieben werden
kann. Die fiir die Zerlegung mitentscheidenden Niveaulinien der auf Ry x R fortgesetzten
harmonischen Funktion A, sind implizit als Lésungen (¢, z) der Gleichungen

2ta(tfz)/2(1 o a)(t+z)/2 —c cc R+
gegeben; fiir festes ¢ bildet die Losungsmenge jeweils eine Gerade mit der Gleichung
log(4(1 — o)) 2logec
log((1 —a)/a) log((1 —a)/a)

Diese Geraden haben fiir 0 < a < 1/2 eine positive und fiir 1/2 < « < 1 eine negative
Steigung, die jeweils mit ¢, bezeichnet wird, also

log(4(1 — o))
Cq = —
©7 log((1—a)/a)
Dieser Vorzeichenwechsel von ¢, bei a = % passt zu der Tatsache, dass die h/ -transformierte
Irrfahrt fiir o < % einen positiven und fiir o > % einen negativen Drift besitzt.

Wir wollen fiir eine Zerlegung wieder von der Zufallsvariablen Y zu der exponentiell ver-
teilten Zufallsvariablen log Y {ibergehen. Damit erhalten wir fiir z € Z und n € N

hl.(n,z) >Y < loghl (n,z) > logY

log(4a(l — a)) 2logY o
FEE g1 - a)ja) 7 Tom((L - ayj)
nd st log(4da(1l — «)) 2logY o
WS g1 a)a) a1 —a)ja) T

Wir erhalten damit folgende durch o € (0,1), v # % parametrisierte Zerlegung einer freien
symmetrischen Irrfahrt mit Zuw#ichsen +1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2.

1. Sei M exponentiell verteilt mit Erwartungswert 2/log((1 — «) /), und sei (Z,) eine von
M wunabhdngige Irrfahrt auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf$ P, so
dass gilt

P(Zny1 =2+ 1|2, =2)
und P(Zpy1 =2 — 1|2y = 2) = .

l—«

2. Setze fiir o < 1/2
T:=sup{n >0 : Zn 4 nca < M und Zp, +mco < Zp + nce ¥m < n},
und setze fiir o > 1/2 entsprechend

T:=sup{n >0 : Zn+ncy > M und Zpy, + meq > Zn+ncan<n},
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3. Sei (Zy,) eine symmetrische Irrfahrt auf Z mit Zuwichsen 1 jeweils mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 und Startpunkt Zo = Z,, die auf hl,(n+ 7, Z,) < hl, (1, Zo) fiir alle n > 0 bedingt

ist. Setze R
7. = Zvn n<T
Ly M >T.

Dann ist (Z,) eine symmetrische Irrfahrt auf 7 mit mit Zuwdichsen 1.

Bemerkung Als Mittel der oben angegebenen harmonischen Funktionen erhilt man (sie-
he [Saw97])

! ory T
h(%?/):/o ha(xay)da:2 yma

und unter dem Mafl P" ergeben sich dann die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-
Kette (R,,) als

+1

PM(R,., = 1.9)| R, = e
+1

dPhRn = N +1 Rn: 5 :yiv

un (Rpy1 = (z,y+1)] (z,v)) P

damit entspricht diese Kette einem Pdélya Urnen Modell, bei dem zu einem Zeitpunkt = + 1
rote und y + 1 blaue Kugeln in der Urne befinden, es wird eine Kugel rein zufillig gezogen
und mit einer weiteren Kugel der gleichen Farbe zuriickgegelgt.

Diese harmonische Funktion A ist natiirlich nicht mehr minimal, und erfiillt auch sonst
nicht mehr die Eigenschaften, die zu einer fast sicher endlichen Zerlegungszeit 7 fiihren. In
Abschnitt 2.5 kommen wir auf ein verwandtes Beispiel zuriick. O

2.3 Beispiel: Driftlose Irrfahrt mit absorbierendem Rand

Eine Irrfahrt (Z,,) auf der reellen Achse R mit erwarteten Zuwéchsen
Eng = /ZL‘P(O,dl‘) =0

besitzt zunéchst keine interessanten harmonischen Funktionen. Die folgende Modifikation
andert dies: Alle negativen Zustidnde absorbieren die Irrfahrt, d.h. wir betrachten eine driftlose
Irrfahrt mit Absorbtion in (—oc,0),

Xy :=Zrpn, wobei 7:=inf{i >0 : Z; <0}

Dann gilt P(z,dy) = P(0, —z + dy) falls > 0, und P(z,dy) = 0,(dy) falls z < 0, wobei 0,
das Dirac-Maf in z ist. Es ist bekannt [BD94, AD01, Don98|, dass

h(z) = > ko P(H, <), x>0,
0, T <0,
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eine P-harmonische Funktion definiert, wobei Hj die Zeitpunkte der strikt absteigenden Lei-
terpunkte der Irrfahrt (Z,,) mit Startpunkt 0 sind. Zudem ist die Funktion A offenbar monoton
wachsend, d.h. das Maximum bzw. Minimum der Irrfahrt (Z,,) und des Prozesses (h(Z,,)) fal-
len zeitlich zusammen.

Der Prozess (X,,) besitzt auch unter dem Mafl P? eine einfache Interpretation, er ist
in Verteilung identisch zu dem Prozess (Z,) bedingt darauf, nicht in das Intervall (—oo,0)
einzutreten [BD94].

Hiermit eroffnen sich nun zwei zueinander duale Pfadzerlegungen: Eine Zerlegung am
Maximum einer driftlosen Irrfahrt mit Absorbtion im Negativen und am Minimum einer
driftlosen Irrfahrt bedingt im Positiven zu bleiben.

2.4 Beispiel: Isotropische Irrfahrten auf Homogenen Biumen

Sei T;. ein homogener Baum mit > 3 Kanten an jedem Knoten. Dieser Baum entspricht dem

Cayley-Graphen einer freien Gruppe G, die von r Elemenen A := {ay,...,a,} erzeugt wird
mit a? = ... = a2 = ¢, wobei e das neutrale Element ist. Jeder Knoten z entspricht genau

einem reduzierten formalen Wort

T = A4 Ay - * - Ay
mit i; # 441 fiir alle 1 < j < d — 1. Die Distanz eines Knoten  vom Zentrum (bzw. der
Wurzel) e des Baumes ist definiert als

|z| :==d fiir reduziertes = a;, ai, - - - ai,

und |e| := 0,

und fiir x,y € T, sei ¢(z,y) der letzte gemeinsame Knoten in dem Graphen. Zwei reduzierte
Knoten z = a;,a;, - - - a;, und y = aj,a;, - - - a;, sind Nachbarn genau dann, wenn |k —[| =1
und |y~lz| =1, wobei y ! = aj,a;,_, -~ aj,.

Bezeichnen wir die Menge der reduzierten unendlichen Folgen in AN mit R und die Menge
der reduzierten Worte der Lange d mit Ry, d.h.

R:= {ailail R # 1j+1 V] € N} (2.3)
Rd = {ailail .t 'aid : Z] # Z.j+1 Vl S j < d}

Mit dieser Definition entspricht R, der Menge der Knoten des Baumes 7, und R der Menge
der Endpunkte, die im Unendlichen liegen.

Als ein praktische Hilfsmittel fiir das weitere Vorgehen sei fiir einen Endpunkt w € R die
Funktion d,, definiert durch d,(z) := 2|c(x,w)| — |z|. Jeder Knoten z besitzt jeweils genau
einen Nachbar y mit d,(y) = d,(z) + 1 und genau r — 1 Nachbarn y mit d,(y) = d,(z) — 1,
die Funktion d,(z) ist um so grofler, je ndher = bei dem Randpunkt w liegt.

Betrachten wir nun eine isotropische Irrfahrt auf dem Graphen 7)., d.h. eine Irrfahrt (X,,)

mit Werten in 7} und

1
P(z,xa;) = — V1<i<r.
r
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Harmonische Funktionen

Sawyer and Cartwright haben gezeigt [Saw97, CS91], dass im isotropischen Fall alle minimalen
harmonischen Funktionen gegeben sind durch

hw(flf) = (T’ — 1)dw(x) = (7" — 1)2|C(z,w)‘f|x‘

wobei w € R ein Randpunkt im Unendlichen des Baumes 7, ist. Der Raum der minimalen
harmonischen Funktionen ist somit isomorph zu der in Gleichung (2.3) definierten Menge R
der reduzierten unendlichen Folgen in A.

Ein Mafiwechsel des Kerns P nach P" bedingt die Irrfahrt darauf, im Punkt w zu enden,
wie weiter unten noch gezeigt wird. Die konstante harmonische Funktion ist hier nicht mi-
nimal, sie ist vielmehr eine Mischung {iber alle moglichen Endpunkte in 7} und ist gegeben
durch

= /R (@) a(do), (2.4)

wobei p die Gleichverteilung auf R mit Gesamtmasse 1 ist. Dies kann mit einer einfachen
Rechnung nachvollzogen werden. Fiir ein reduziertes und endliches Wort x héngt die Lénge
des gemeinsamen Anfangsstiickes ¢(z,w) nur von den ersten |x| Stellen von w ab, damit ist
auch der Wert von h,(x) als Funktion in w durch die ersten |z| Stellen bestimmt. Insgesamt
gibt es r(r — 1)"”'_1 verschiedene reduzierte Worte der Linge |z|. Diese Uberlegungen helfen,
das Integral in Gleichung (2.4) zu vereinfachen.

1
he(2)p(dw) = ———— (r — 1)2lcl@w)l=lzl
AN r(r — 1)kl-1 weZRm
B S SR
== (r—1)=%1*
_ z|—1
r(r — 1)kl =
|e(zw)|=k

Es gilt nun die Anzahl der Summanden in der zweiten Summe zu bestimmen. Fiir &£ = 0 gibt
es (1 — 1)1l Worte der Linge |z|, die sich schon im ersten Element von w unterscheiden. Fiir
k > 1 stimmen die ersten k Elemente {iberein, und die jeweils k4 1-ten Elemente von x und w
unterscheiden sich; es bleiben fiir z an dieser Stelle noch r — 2 Elemente iibrig, ohne dass die
Reduktionsbedingung verletzt wird. Fiir die restlichen |z| —k — 1 Stellen stehen wieder jeweils
r — 1 Elemente zur Verfiigung, also gibt es hier (r — 2)(r — 1)/*I=*=1 Summanden. Und fiir
k = |z| stimmen alle Stellen mit w iiberein, hierfiir gibt es nur eine Moglichkeit. Wir erhalten
also

- r(r —11)96|1 <(T _ 1)|$“(rr sh R
k=0
- P 2% [r] o
DGl i k) R g )

k=1,...,|z|—1 k=|z|
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Die Summe ist geometrisch, also folgt

:W(l + (r=DPkto1 4 (r—1)|z>

=1.

Damit kann eine isotropische Irrfahrt auf 7, konstruiert werden, indem als erstes rein zuféllig
ein Endpunkt w gewéhlt wird und dann eine h-transformierte Irrfahrt gestartet wird.

h-Transformation
Der Ubergangskern P einer solchen minimalen harmonischen Funktion h,, ist gegeben durch
L falls  dy(x) < dw(y)
phe (33 ) y) = T1
W falls dw (l‘) > dw (y)

fiir benachbarte Knoten x,%y. Da jeder Knoten x jeweils genau einen Nachbar y besitzt mit
dy(y) = dy(x) + 1 und genau r — 1 Nachbarn y besitzt mit d,(y) = d,(z) — 1, verdndert sich
in jedem Schritt der Irrfahrt der Wert der Funktion d,, um £1, und der Prozess (d, (X)) ist
selbst eine Irrfahrt auf Z mit positivem Drift. Daraus folgt insbesondere, dass in diesem Fall
eine Transformation mittels h,, die Irrfahrt (X,,) darauf bedingt, im Punkt w des Randes R
zu enden. Denn je grofler der Wert von d,, in einem Punkt x ist, desto ndher liegt « bei w.

Der reichhaltige harmonische Funktionsraum erlaubt es sowohl die direkte Zerlegung als
auch die duale Zerlegung durchzufiithren. Genauso wie im Falle der Irrfahrt gilt

inf h,(X,) =0 P —fs. und sup hy(X,) =oc0 P —fs.

Dies bedeutet fiir die zugehorigen Zerlegungszeiten 7 und 7*

T<T, <00 P—fs. und TP T <00 P—fs.

Bedingte Verteilung (),

In diesem Beispiel sind wir in der gliicklichen Situation auch fiir den bedingten post-7-Prozess
die Verteilung exakt angeben zu kénnen. Die Bestimmung erfolgt kanonisch iiber die Kerne
Qs und damit mittels der Funktion

qs(z) := Py(h,(X;) < s Vi € Np).
Die Kerne Qs der bedingten P-Kette sind dann gegeben durch

Qs(w,y) = 1/qs(x) P(z,y)qs(y)

Um die Kerne explizit anzugeben, suchen wir eine geschlossene Darstellung fiir g;. Aus der
Definition von ¢ folgt sofort

qs(z) = Px((r — 1)d‘“(Xi) <sVie No).
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Da sowohl die Kerne P und P als auch die harmonische Funktion h, nur vom Abstand
dy(z) = 2|e(x,w)| — |z| von z zu w abhéngen, ist auch g; im Wesentlichen eine Funktion von
dy(x), und kann dargestellt als

() = P (dy(X)) < &% Vi € Ny | du(X0) = du())
= i(dofe) = L ) (25)

mit G : Z — Ry definiert als

i(n) == %P(dw(Xi) <0Vi €Ny | du(Xo) = 1)

mit der zusétzlichen Randbedingung ¢(0) = 1, die damit auch den (fiir die Bestimmtung
von Qs unerheblichen) Skalierungsfaktor A > 0 festlegt. Als eine direkte Konsequenz aus der
Harmonizitéit von gs muss ¢ die folgende Rekurrenzgleichung auf Z erfiillen:

i) = a(n+1)+ " Lgn — 1),

Losen dieser Rekurrenz mit den beiden Randbedingungen ¢(0) = 1 und ¢(n) = 0 fiir i« > 0
fithrt zu

i) = {(12)_“ falls n < 0
0 sonst,
und die gesuchte Funktion ¢, ist ergibt sich als
log s

log(r — 1)

A () — | L0Bs | =
= — og(r—1)4 — <
qs(x) 5, ((r 1) log(r=1)° — p + 1) fir dy(z) <|

]

Damit erhalten wir schlieBlich die Ubergangskerne der bedingten Irrfahrt als als eine g,-
Transformation des Kernes P der unbedingten freien Irrfahrt.

Dieses Beispiel gestattet auch die Bestimmung der Ubergangskerne der bedingten Irrfahrt
mit Hilfe der in Abschnitt 1.5 dargestellten Methode. Die fiir die Transformation benétigte
Funktion g5 aus Gleichung (1.14) ist definiert als

he ()
Eq; [ho(Xo,)| 05 < 00]
(r —1)%(®)
E{E [(T _ 1)dm(Xo‘s) |(_TS < OO:| ’
wobei die Stoppzeit o5 wie iiblich definiert ist als o5 := inf{i > 0 : hy(X;) > s}. Da d,(X;)

sich in jedem Schritt nur um +1 &ndert und nur ganzzahlige Werte annehmen kann, gilt bei
Start in Xo = = mit h,(z) < s (so dass o5 > 0 ist) auf dem Ereignis {05 < oo}

gs(z) =1—

1
(r—1)%Xe) 5 5 o dy(X,,) = L%J +1 P-fast sicher.
Damit erhalten wir insgesamt fiir hy,(z) < s, d.h. d,(z) < Llogl(szl)j,

do () —| 2082 | — r—2_ log s
(@) =1 = (r = IR = F g (o) = L)

womit nun auch der Skalierungsfaktor A = 2=2 aus Gleichung (2.5) bestimmt ist.
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Bedingte Verteilung Q*

Auch hier werden die Kerne Q7 fiir die duale Zerlegung bestimmt durch
Q% (x,y) = 1/q;(x)P"(z,y)¢;(y) mit ¢}(x) = Pl (ho(X,) > 5 Vi € No).

Wie im vorigen Unterabschnitt fiihren dhnliche Uberlegungen zur Bestimmung der Kerne Q*
zu

g (z) = Pl ((r — 1)%X) > 5 vi € No)

A ORI a)

mit ¢* definiert als

L
)\*

~k

§*(n) == —P"(dy(X;) > 0 Vi € Ny | du(X0) = n).

Dies fiihrt zu der folgenden Rekurrenzgleichung fiir ¢*

r—1
T

70 =" )+ - ),

mit den Randbedingungen ¢*(0) = 1 und ¢*(i) = 0 fiir ¢ < 0. Die Losung ist gegeben durch

{‘1‘(_;” falls 7 > 0

0 sonst.

') =

Eine Anwendung der Methode aus Abschnitt 1.5 erlaubt ebenfalls eine exakte Bestimmung
der Funktion ¢ fiir  mit hy(z) > s als

1
B [1/ho(Xer) | 0% < 00 hy(x)

= 1 — (74 _ 1)’—10;()%-'_(1w($)—1

qs(x) =1

i

und damit ist A* = 2=2. Der Kern @Q? ist wiederum eine gi-Transformation des Kernes P".

Zerlegung

Nun kénnen wir die erste Zerlegung einer freien isotropischen Irrfahrt auf einem homogenen
Baum 7, wie folgt konstruieren (siehe die Zerlegung einer Irrfahrt in Abschnitt 2.1 fiir weitere
Details):

1. Sei (X'n) eine Irrfahrt auf dem Graphen T, mit Ubergangskern PM, und sei M eine un-
abhdngige exponentiell verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 1.

2. Setze
T:=sup{n >0 : d,(X,) < M,d,(Xn) < dw(X,,) Ym < n}.
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3. Sei (X,,) eine Irrfahrt mit Ubergangskern Qhw(f(f) und mit Startposition X = XT, und

definiere
2 {Xn n<rt

n -

Xnr N>T.

Dann ist der Prozess (X,,) eine isotropische Irrfahrt auf T,.

Die duale Zerlegung einer P~ -Kette startet als erstes eine isotropische Irrfahrt auf 7).
und fiigt dann eine bedingte P"<-Kette mit Kern Q7 an.

2.5 Beispiel: Polyas Urnenschema

Im Pélyas Urnenexperiment mit Kugeln zweier verschiedener Farben wird jede gezogene Kugel
mit einer weiteren Kugel der gleichen Farbe zuriickgelegt. Hierdurch &ndert sich die Besetzung
der Urne sténdig. Zur Beschreibung dieses Prozesses betrachten wir die Markov-Kette X,, =
(R,,Ty),n > 0, mit Zustéinden x = (r,t) € N2, 0 < r < t, wobei r die Anzahl der roten Kugeln
und ¢ die Gesamtanzahl Kugeln in der Urne bezeichnet. Die Ubergangwahrscheinlichkeiten
sind gegeben durch

firx = (rt), y=(r+1,t+1),

g
P@)={{_: frac(nt) ye(nts)

T
t
Es ist bekannt, dass das Verhéltnis der Kugeln einer Farbe zur Gesamtanzahl Kugeln appro-
ximativ uniform verteilt ist, d.h. R, /T,, — U in Verteilung, wobei U uniform in [0, 1] verteilt
ist.

Poélyas Urnenschema, Teil 1

Fiir gegebene Werte 0 < p < 1 und ¢ = 1 — p sind die Funktionen

hp(r,t) = (t —1) <t B 2>pr—1qt—r—1

r—1

harmonisch, und es gilt offenbar sup k), = co. Es ist nicht schwer direkt zu sehen, dass Bedin-
gung (1.9) erfiillt ist. Dies folgt allerdings auch aus Satz 10, da die Funktionen h, minimal
sind (siehe [BK64]). Folglich ist die Zerlegungszeit T in der assoziierten Pfadzerlegung durch
die Uberkreuzungszeit 7, erkennbar.

Es bleibt die Frage nach einer Interpretation einer solchen Pfadzerlegung. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass P (z,y) = p bzw. ¢ gilt, dass also die Anzahl der roten Kugeln des
Anfangsstiicks einer Irrfahrt (R,,) mit dem Mafi P"» entspricht, also

P"(R,y1 =2+ 1|R,=x2)=p und P"(R,y1=2|R,=1)=g¢
entspricht. Damit folgt mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen
lim R,/n=p P _fs.
n—oo

Eine aussagekriftige Interpretation der Zerlegungszeit selbst scheint in diesem Beispiel auf-
grund der komplizierten Struktur von h, allerdings schwierig.
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Pélyas Urnenschema, Teil 2

Die Pdlya-Urne ist allerdings noch reichhaltiger, denn auch die Funktion
r
h(r,t) .= -
(rit) ="

ist harmonisch. In diesem Falle gilt P"(xz,y) = ;_i% bzw. 1 — %11, folglich kénnen die verscho-
benen Zufallsvariablen X, := X, + (1,1), n > 0 wiederum als eine Pélya-Urne interpretiert
werden mit einer zusétzlichen roten Kugel am Anfang. Die Zerlegungszeit 7 der zugehorige
Pfadzerlegung entspricht dann gerade dem Zeitpunkt, beim dem der relative Anteil roter Ku-
geln maximal ist. Allerdings ist die Zerlegungszeit T nicht durch eine Stoppzeit erkennbar,
wie im folgenden gezeigt werden soll.

Das beschrinkte Martingal h(X,) = R,/T, konvergiert fast sicher, und gegeben den
Grenzwert W sind die Zufallsvariablen Z,, := R, — R,—1, n > 1 unabhingige Bernoulli
Variablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit W. Diese Aussagen gelten sowohl beziiglich des Mafles
P, als auch beziiglich P”.

Zunéchst zeigen wir, dass die Zerlegungszeit 7 P-fast sicher endlich ist. Betrachten wir das
Anfangsstiick (Xn) der Konstruktion mit dem Ubergangskern P". Wir fiihren die Notation
Xn =R, Tp)  Zn:=Ry,—R,1  W:= lim h(X,) P—fs.

n—oo

ein. Aus R,, = RO +> 0 Z; und aus T), = n + Tg folgt dann
{sup h(X,) < W} = {sup Z(Z — W) <WTp — Ro}.
n "oi=1

Durch die Fluktuation der Summe der unabhéngigen, identisch verteilten und zentrierten
Zufallsvariablen (Z; — W) hat das Ereignis {sup,, h(X,,) < W} Wahrscheinlichkeit Null, und
W ist somit P-fast sicher kleiner als das globale Maximum von h(X,,). Damit ist der Zeitpunkt

T:=inf{n >0 : h(X,)=suph(Xn)},

m

des ersten Frreichens des globalen Maximums P-fast sicher endlich, und dies impliziert, dass

die Zerlegungszeit 7 ebenfalls fast sicher endlich ist. Allerdings ist sup,, h(X,) < 1, so dass
das Ereignis {7, = oo} = {sup,, h(X,) < Y} eine strikt positive Wahrscheinlichkeit besitzt,
deshalb kann 7 von 7. nicht erkannt werden.

Tatséchlich existiert keine Stoppzeit, die 7 erkennen kann, wie im Folgenden gezeigt wird.

Fiir jede IP-fast sicher endliche Stoppzeit o gilt

{T <o} = {sup h(Xo+j) <M}P—fs. mit M:= m<axh(f(n).
>0 n<o

Aus der starken Markov-Eigenschaft erhalten wir damit

P(T < o) = Ep(Xy, M) mit tp(z,m) :=Ph (sup h(X;) < m).
Jj=0

Da ¢(z,m) < 1 ist fiir m < 1, und da M < 1 P-fast sicher ist, folgt P(I' < o) < 1 und
allgemeiner P(T" < o | Y) < 1 P-fast sicher (o darf schlieBlich von Y abhéngig sein). Da
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7 =T auf dem Ereignis {Y > 1} gilt, erhalten wir

P(r<o) < PY>1,7<0)
=PY >1,T<o)
=EPT<o|Y);Y >1)
<PY>1) < 1

Da 7 < oo P-fast sicher gilt, kann die Stoppzeit ¢ somit die Zerlegungszeit 7 nicht erkennen.

2.6 Beispiel: Verzweigungsprozesse

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit einem einfachen Modell fiir zeitdiskrete Ver-
zweigungsprozesse im Raum.

Modellbeschreibung

Wir betrachten ein relativ einfaches Modell eines Verzweigungsprozesses, das aber schon in-
teressante Ergebnisse liefert. Der Grundraum, in dem sich endlich viele Partikel bewegen,
wird als diskret angenommen und mit S bezeichnet. Als eigentlichen Zustandsraum des Pro-
zesses ist es zweckméfig, den Raum Mg der endlichen Zahlmafe iiber S zu verwenden. Eine
Zufallsvariable X mit Werten in Mg kann dann als endliche Summe

|X|

=) X
=1

dargestellt werden, wobei |X| := %(S) die Anzahl der Partikel und X; := dx, eine Punktmasse
im (zufélligen) Punkt X; bezeichnet, die genau einem Partikel der Konfiguration X entspricht.
Es bezeichnet also Xi das Partikel, und X; den Ort des Partikels. Die Ortspunkte X; miissen
nicht notwendigerweise verschieden sein, d.h. es konnen sich durchaus mehrere Partikel an
einem Ort befinden.

Der zeithomogene Verzweigungsprozess folgt nun in jedem Schritt dem folgenden Mecha-
nismus:

1. Sei X, = X1 + ...+ Xk der Zustand des Prozesses zum Zeitpunkt n. Als erstes er-
zeugt jedes Partikel X; unabhdngig von allen anderen Partikeln eine zufdllige Anzahl D;
Nachkommen YD1+...+DZ»,1+1, .. -,YD1+...+DZ» gemdfl einer maglicherweise vom Ort X;
abhdngigen Verteilung (pa)d>o-

2. Die Partikel XZ selbst sterben alle, es verbleiben also nur noch jeweils die D; Nachkom-
men der einzelnen Partikel am gleichen Ort X; wie jeweils ihre Vorfahren.

3. Alle neu geborenen Partikel Yl,...,YDIJF_”JFDk bewegen sich jeweils unabhdngig im
Raum S gemdfs eines Bewegungskernes P.

4. Der neue Zustand des Verzweigungssystems ist gegeben durch

D1+.,.+Dk

%n-i-l = Z Y}
7j=1
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Im néchsten Zeitschritt startet der Mechanismus wieder von vorne mit der neuen Konfigura-
tion Xp41.

Um die Verwandtschaftsverhéltnisse der Partikel besser beschreiben zu kénnen, wird die
folgende Vaterschaftsfunktion eingefiihrt. Mit den Bezeichnungen von oben kann der Index
des Vaters eines Partikels Yj ermittelt werden durch

so dass ¢(j) gerade den Index i des Vaters X; von Partikel Y] ergibt. Eine weitere eng
verwandte Funktion o : N — N ist definiert als

O'(Z) =D1+...+D;_1+1,

und gibt gerade den Index j des ersten Nachkommens von Partikel X; an. Damit gilt dann
¢(o(i)) =i fur alle .

Sobald man den Verzweigungsprozess nur von auflen beobachtet, ist nicht mehr klar, wie
die Verwandtschaftsverhiltnisse der Partikel aussehen, denn gegeben %,, = X; +...4 X}, und
Xnt1 = Y1 4.+ Yl konnen wir im Allgemeinen keine Aussage mehr dariiber treffen, welches
Partikel X; der Vorfahre eines Partikels Yj ist. Bei der Berechnung der Ubergangswahrschein-
lichkeiten miissen wir vielmehr alle moglichen Verwandtschaftsverhéltnisse beriicksichtigen.
Hierzu sei fiir ein (moglicherweise zufilliges) ZéhlmaB X = X + ... + X} eine induzierte
Relation ~x definiert auf der Menge S|y der Permutationen 7 : {1,...,|X[} — {1,...,|X[}
als

T~y e .Cvﬂ.(l) :iﬂ./(i) Vi € {1,,’%|}

Die Menge aller daraus erzeugten Aquivalenzklassen [r]x sei mit V[X] bezeichnet.

Im folgenden bezeichne P das Wahrscheinlichkeitsmaf eines Verzweigungsprozesses (X, )nen
mit Zustandsraum Mg auf einer diskreten Menge S mit Bewegungskern P. Bedingt auf
ein gegebenes Tupel (di,...,d;) von Anzahlen an Nachkommen der einzelnen Partikel in
X, = X| + ...+ X}, kénnen wir nun einfach die Ubergangswahrscheinlichkeit von X, nach
Xnt1 = Y1 4 ...+ Y bestimmen als

PXpp1=9+...+9|Xn=21+...+ i, Dy =di,...,Dy = dy)

= Z P(x(f)(l)ayw(l)) T P(x¢(l)) yﬂ'(l))
[TleVg+...+u]

Damit ist nun auch klar, wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten des gesamten Verzweigungs-
prozesses (X, )nen mit ortsunabhéngigen Geburtsraten (pg)qeny und Bewegungskern P berech-
net werden kénnen:

PXpp1=th+...+95|Xp=01+...+2)

= Y PDi=dy,....Dp=dr) > Plzy),ye) - Pl@say v=)
di+...+dp=l [7]eVg1+...+3i)

= > paPa, Y Plroy va(r)  Pl@oa) e ()- (2.6)
i+t dp=l [V
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Harmonische Funktionen

Wir wollen nun zwei unterschiedliche Konstruktionen harmonischer Funktionen studieren,
die jeweils auf einer andere Teilklasse von Verzweigungsprozessen wie oben definiert sind.
Die erste Klasse harmonischer Funktionen benétigt ortsunabhéngige Kinderzahlverteilungen,
wihrend die zweite nur fiir kritische Verzweigungsprozesse definiert ist. Beide Klassen fithren
auch zu unterschiedlichen Zerlegungen, insbesondere die h-transformierten Prozesse besit-
zen verschiedene Gestalten. Siehe auch [BKO04] zu der folgenden, ersten Konstruktion einer
harmonischen Funktion und zu deren assoziierten Mafiwechsel.

Satz 15 Sei (X,,) ein diskreter Verzweigungsprozess wie oben mit Verteilung P und mit orts-
unabhdngigen Kinderverteilung (pg) mit Sterbewahrscheinlichkeit pg = 0. Sei weiter h eine
nicht-negative harmonische Funktion beziiglich des Bewegungskernes P. Dann ist die Funktion
h: M(S) — Ry definiert durch

harmonisch beziiglich der in Gleichung (2.6) beschriebenen Ubergangsdynamik des Prozesses.

Beweis Als erstes sei bemerkt, dass die Voraussetzung py = 0 wirklich notwendig ist, da die
Funktion h nicht wohldefiniert ist auf einem MaB der Masse 0.

Bezeichne P den Ubergangskern des gesamten Verzweigungsprozesses (%X,). In der folgen-
den Rechnung sei X die Startgeneration gegeben durch ¥ = X;+4...+X x|, und jedes Partikel
X; habe jeweils die direkten Nachkommen Yz}l: e ,YZ p,- Die vollstéandige néchste Generation
werde mit ) := 3. Y; ; bezeichnet. Damit gilt

Ph(X) =E[L(D) | X]
=E[EA(Y) | X,D1,..., Dz | X]

Aus der Definition von h folgt:

|%| D,
h(Y;,) ’%D,...,D x
|

i=1 j=1
5|5, +..1. B ) 3] J

Es gilt E[h(Y; ;) | X;] = Ph(X;) unabhéngig von j, und h ist harmonisch beziiglich P, d.h.

’

Ph(X;) = h(X;), also erhalten wir

|
=

|X|
1
-5 g 2D kX e

D;
4
.+ D|%\
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Da die Kinderzahlen D; unabhéngige Zufallsvariablen mit identischer (da ortsunabhéngiger)
Verteilung sind, und da diese aulerdem unabhéngig von X sind, erhalten wir

Satz 16 Sei (X)) ein diskreter Verzweigungsprozess wie oben mit Verteilung P und erwarte-
ter Nachkommenzahl 1 pro Partikel. Sei weiter h eine positive harmonische Funktion beziglich
des Bewegungskernes P. Dann ist die Funktion h : M(S) — Ry definiert durch

~ k ‘ k
h(Z x) = 2 h(x;)

i=1
harmonisch beziiglich der in Gleichung (2.6) beschriebenen Ubergangsdynamik des Prozesses.

Beweis Bezeichne P den Ubergangskern des gesamten Verzweigungsprozesses (X,,) mit Bewe-
gungskern P und einer moglicherweise ortsabhéngigen Kinderzahlverteilung mit Erwartungs-
wert 1. In der folgenden Rechnung sei X die Startgeneration gegeben durch X = Xi+...+X x|,

und jedes Partikel XZ- habe jeweils die djrekten Nachkommen Yi’l, ... ,Yz p,- Die vollstéandige
néchste Generation werde mit ) := > Y; ; bezeichnet. Damit gilt

Ph(X) =E[1(D) | X]
=E[EMY) | X,Dy,...,Dix] | X]

Die Definition von h liefert:

2 D,
—E E[ZZh(Ym)’%,Dl,...,Dﬂ] '36

Es gilt E[h(Y;;) | Xi;] = Ph(X;) unabhéngig von j, und h ist P-harmonisch, d.h. Ph(X;) =
h(X;), damit erhalten wir

| X|

- E[;Di h(X;) ) 3€]

Da die Kinderzahlen D; unabhéingig von X sind mit Erwartungswert E[D;] = 1, erhalten wir

| X

= E[D;]h(X;)
=1
kS )

= " h(X;) = h(X)
=1

Man beachte, dass wir im letzten Schritt nur E[D;] = 1 bendtigen — es wird nicht vorausge-
setzt, dass die D; identisch verteilt sind, d.h. die Kinderzahlverteilungen kénnen ortsabhéngig
sein, es ist sogar eine Kopplung der D; untereinander erlaubt. |
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h-Transformation

Beide Konstruktionen harmonischer Funktionen fiithren zu unterschiedlichen A-Transformationen.
Fiir beide Klassen kann wieder eine alternative Konstruktion des jeweiligen Prozesses ange-
geben werden, die den Unterschied verdeutlicht.

Satz 17 (Alternative Konstruktion) Bezeichne (X,) einen Verzweigungsprozess mit Ver-
teilung P im Raum der endlichen Zdihlmafle iber eine diskrete Menge S. Der Prozess besitze
eine homogene Kinderzahlverteilung mit Sterbewahrscheinlichkeit 0, und P bezeichne den Be-
wegungskern. Weiter sei h eine positive P-harmonische Funktion und sei h definiert wie in
Satz 15 als

Dann kann jeweils ein Ubergangsschritt des Prozesses (X,,) unter der B—tmnsformierten Ver-
teilung P wie folgt konstruiert werden:

1. Sei X, := X1 + ...+ Xk der Prozess zum Zeitpunkt n. Wéihle ein Partikel mit In-
dex R unter den k Partikeln zufillig aus, so dass Partikel X, mit Wahrscheinlichkeit
proportional zu h(X,) gezogen wird, d.h.

i h(zr)
PYR=r|X,=d1+...+i) = =~
( 7”’ n =x1 + +xk) Zh(a:z)

2. Gegeben den Wert r von R ermittle die Anzahl der Nachkommen D1, ..., Dy gemdfl der

folgenden bedingten Verteilung

P"Dy=dy,...,Dy=di|R=r, |X,| = k)
k-d,

=" _ .P(Dy=dy,...,D, =dy), 2.7
i ra POi=di De=dy) (2.7)

und generiere dann die Nachkommenschaft Y1,...,Yp, 4. 4D,-

3. Bewege alle Partikel Y] bis auf den ersten Nachfahre YO’(R) von Xp gemdif des Bewe-
gungskernes P, und bewege den ersten Nachfahre YU(R) von Xp gemdfs des h-transfor-
mierten Bewegungskernes P".

4. Die ndchste Generation X,41 ist nun gegeben durch die neuen und schon bewegten
Partikel X1 =Y1+ ...+ YD1+---+Dk'

Verfahre im néichsten Zeitschritt genauso. Der daraus entstandene Prozess besitzt die gewiinsch-
te Verteilung P".

Beweis

P'Xpp1=t1+ .+ 9 | Xn=401+...+dp)
1 ) ) ) ST )
= = —PX =+ | Xn=01+. )+ +U)
h(&1 4 ...+ 2x)
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Die Definition der Funktion % und die explizite Konstruktion des Ubergangskernes von P aus
Gleichung (2.6) liefert

= P(Dy =di,...,Dy = dy)
L Z 1 1 s Mk k
Zi:1h’( )d1+ Adp =1

> P(zy1), Yr(1)) - P(Tg)s Yn@)) - %Zh(yj)

[7]€V[g1+...+i] j=1
Die Summe ) h(y;) ist unter Vertauschung der Summanden invariant, also folgt

1 k
Vo de

I
Z D Byr()) Py Un) - - P(xo), Yrqr))
=1 [r]eV

Nun setzen wir h(yx(;)) P(24(j), Y=(j)) = P(zg(;)) P ($¢(j),y7r(j)) ein, und erhalten somit

1 k
Y ZP(Di=di,..., D} = dy)
k) e

h
Y h@s)) Y P@sy, vam) - PH@og) Yn (i) - Py vr)

j=1 [rleV

Anstatt iiber die Nachkommen zu summieren, kénnen wir auch iiber deren Vorfahren sum-
mieren, wobei jedes Partikel &, jeweils D, Nachfahren besitzt, und somit erhalten wir

_Zhl(x) Z %P(D1:d1,7Dk:dk)

Zd h(xr) Y Pl@say Un) - PP @) Unow)) - P@o@) U@y
[rleV

Die Gleichung ¢(o(r)) = r und einfache Vertauschung liefern weiter

Ed

k-d,
l

(D1 =dy,...,Dy =dy)
r=1 d i

: Z P(‘T¢>(1)ay7r(1))"'Ph(xmyﬂ(cr(r)))'”P($¢>(l)7yﬂ'(l))
[r]eV
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Und schliellich ergibt dies mit den im Satz fiir R und D; angegebenen Verteilungen unter
Beriicksichtigung von dy + ...+ di =1

k ~

r=1

. Z PB(Dlzdl,...,Dk:dk‘R:T’ |%n|:k)
dy...dg

' Z P(zp(1)s Y (1) P (@0 Yn (o)) - P@60)s Y t))
[r]leV

Dieser Ausdruck stellt gerade die mafitheoretische Formulierung der im Satz angegebenen
Konstruktion dar. Eine einfach Rechnung zeigt auflerdem

k- D,

SRS
D1++Dk

also ist die in Gleichung (2.7) angegebene Verteilung tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung mit Gesamtmasse 1. |

Bemerkung Die erwartete Anzahl an Nachkommen bleibt unter der Verteilung P’ un-
verindert gegeniiber der Verteilung P, wie man in der folgenden einfachen Rechnung sieht:

EM|X0 1] | X)) = E'[D1+ ..+ Dix,| | %]
— E! [Eh [D1 +.o A+ Digy| \xn,R] |3€n}
Nach Definition der bedingten Verteilung von D; + ...+ Djx,| in Gleichung (2.7) folgt

DR'|%n|
D1+"'+D|}In|

=E'[E[(Di+...+ Dix,) ESIEA

Da unter P alle D; unabhéngig und identisch verteilt sind, folgt
—E"[E[D; - %] %0, ] | X,
= |Xa| - E[D]

Da unter P jedes Partikel die gleiche Nachkommenverteilung besitzt, ist dies gerade die er-
wartete Anzahl Partikel in der (n 4 1)-ten Generation gegeben die n-te Generation X,,, also

= E[|:£n+1| | :{n]
O
Satz 18 (Alternative Konstruktion) Bezeichne (X,,) einen Verzweigungsprozess mit Ver-

teilung P im Raum der endlichen Zdihlmafle iber eine diskrete Menge S. Der Prozess besitze
eine maoglicherweise rdumlich inhomogene Kinderzahlverteilung mit Erwartungswert 1, und
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P bezeichne den Bewegungskern. Weiter sei h eine positive P-harmonische Funktion und sei
h definiert wie in Satz 16 als

(sz; ) thz

Dann kann jeweils ein Ubergangsschritt des Prozesses (X,) unter der B—tmnsformierten

Verteilung PP wie folgt konstruiert werden:

1. Sei X, = X1 4+ ...+ Xk der Prozess zum Zeitpunkt n. Wdhle ein Partikel mit In-
dex R unter den k Partikeln zufillig aus, so dass Partikel X, mit Wahrscheinlichkeit
proportional zu h(X,) gezogen wird, d.h.

i N . N h(l'r)
P R=vr|X,=d1+... +ip) = S h(zs)”

2. Gegeben den Wert r von R ermittle die Anzahl von Nachkommen D1,..., Dy gemdif
der folgenden bedingten Verteilung

PYDy =di,...,Dp =dg | R =r,|Xn| = k)
—d,-P(Dy =di, ..., Dy =dy), (2.8)

d.h. die Nachkommen werden immer noch unabhdngig erzeugt, nur das Partikel mit
Index R erzeugt eine griffenverzerrte Anzahl Nachkommen. Generiere dann die Nach-
kommenschaft Y1,...,Yp, 4. +D,-

3. Bewege alle Partikel Y] bis auf den ersten Nachfahre YO’(R) von Xp gemdif des Bewe-
gungskernes P, und bewege den ersten Nachfahre YU(R) von Xp gemdfs des h-transfor-
mierten Bewegungskernes PP

4. Die ndchste Generation f{n+1 ist nun gegeben durch die neuen und schon bewegten
Partikel 3€n+1 = Y1 +...+ YD1+---+Dk

Verfahre im néchsten Zeitschritt genauso. Der daraus entstandene Prozess besitzt die gewtinsch-
te Verteilung P".

Beweis Eine dem Beweis von Satz 17 dhnliche Rechnung liefert

Ph<xn+1:yl+ A X =d 4+ i)

Zth Z d,P(Dy =dy,..., D =dy)

d1 dy,

Y Plag), Ye () - P @ Un(o(ry) - Py Yr )
[rleV
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Mit den im Satz angegebenen bedingten Verteilungen erhalten wir
k ~
=> PMR=r|X,=d1+... +)
r=1
Y PMDi=dy,...,Dp=dp|R=r, %X, = k)
di...dy,

Y Plag) Ye ) - P @ Un(o(ry) - Py Un)-
[r]eV

Bemerkung Der in Satz 18 angegebene Ausgangsprozess mit Verteilung P ist ein kritischer
Verzweigungsprozess in dem Sinne, dass die erwartete Anzahl direkter Nachkommen eines
jeden Partikels gleich 1 ist. Bekanntlich stirbt ein solcher Verzweigungsprozess fast sicher in
endlicher Zeit aus (siche [Har02]). Die angegebene harmonische Funktion A bedingt diesen
Prozess unter anderem darauf, nicht auszusterben, denn es gilt P*(Dg = 0) = 0.

Aus der Konstruktion des B—transfor{nierten Prozesses geht hervor, dass fiir die erwartete
Anzahl von Partikeln unter dem MaB P" gilt

B[ %] | %] = %] = 1+ B | %] = 1].

Im nicht-degenerierten Fall, d.h. die Geburtenrate ist nicht konstant 1, stellt der Prozess
(|Xn]) ein striktes P"-Submartingal dar. Damit wachsen die GréBen der Generationen des

h-transformierten Prozesses. Im Spezialfall einer raumlich homogenen Kinderzahlverteilung
impliziert dies, dass das P"-Submartingal (|X,|) fast sicher gegen Unendlich konvergiert. [J

Satz 19 Sei (X,) ein Verzweigungsprozess mit Verteilung P im Raum der endlichen Zihlma-
e tiber eine diskrete Menge S. Der Prozess besitze eine mdglicherweise rdaumlich inhomogene
aber nicht degenerierte Kinderzahlverteilung mit Erwartungswert 1, und P bezeichne den Be-
wegungskern. Weiter sei h eine positive P-harmonische Funktion und sei h definiert wie in
Satz 16 als

~ k k

i=1 i=1

Dann erfillt h die dquivalenten Eigenschaften in Folgerung 14, d.h. es gilt
sup h(%X,) = oo ph f.s. und inf h(%,) =0 P —fs.

Beweis Es geniigt wegen der Aquivalenz in Folgerung 14 eine der beiden Eigenschaften
nachzuweisen, wir wollen die zweite zeigen. Zunéchst gilt offenbar sup h = oo und inf h = 0.
Da (X,) unter P ein kritischer und nicht degenerierter Verzweigungsprozess ist, stirbt dieser
fast sicher aus (siehe [Har02]), und damit folgt sofort

inf h(%,) =0 P —fs.,
n
womit der Satz bewiesen ist. [ |

Bemerkenswerterweise wird in Satz 19 an die P-harmonische Funktion A keinerlei Voraus-
setzung gestellt, unabhéngig von der Wahl von h ist der Satz giiltig.
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Zerlegung

Wir erhalten nun folgende Zerlegungen beziiglich einer harmonischen Funktion h eines Ver-
zweigungsprozesses (X,) mit Ubergangskern P:

1. Sei (%n) ein~ m %0 := 0 startender ﬁ—tmnsformierter Verzweigungsprozess mit Uber-
gangskern Phund Y eine unabhdngige reellwertige Zufallsvariable mit Verteilung

Py > y) = 0.

2. Setze

Ti=sup{n >0 : h(X,) <Y, h(Xn) < h(X,) Ym < n}.

3. Sei (.';En) ein bedingter Verzweigungsprozess mit geeignetem Ubergangskern Q;L(%T) und

Startzustand Xy = .'%T. Setze

F {%n n<r
Xnr n>T.

Dann ist (X,) ein Verzweigungsprozess mit Ubergangskern P.

Beispiel: Kritischer Galton-Watson-Baum

Das vorgestellte Verzweigungsmodell stellt eine Verallgemeinerung des bekannten Galton-
Watson-Modells dar, es wurde um die Raumkomponente erweitert. Falls man jedoch den
Raum S als nur einelementig wihlt, dann ist der Bewegungskern P degeneriert, und es exis-
tiert nur die konstante harmonische Funktion fiir P. Dann gibt im kritischen Fall (d.h. die
erwartete Kinderzahl eines Partikels ist gleich 1) die harmonische Funktion h wie in Satz 16
gerade ein Generationsgrofie an. Somit konnen wir mittels & einen kritischen Galton-Watson-
Prozess an seiner maximalen Generation zerlegen, so dass dessen Anfangsstiick bis zum Ma-
ximum in Verteilung dem Prozess entspricht mit der zusétzlichen Bedingung, nicht auszuster-
ben.

Umgekehrt kann das Anfangsstiick eines kritischer Galton-Watson-Prozess, der bedingt
ist nicht auszusterben, bis zum Zeitpunkt der ersten minimalen Generationsgrofie mit der
dualen Zerlegung aus einem unbedingten kritischen Galton-Watson-Prozess erhalten werden.



Kapitel 3

Zeitkontinuierlicher Pfadraum

In diesem Kapitel werden die zeitdiskreten Zerlegungen in den Hauptsidtzen 1 und 4 auf
zeitkontinuierliche Prozesse verallgemeinert. Es gab schon einige Versuche in diese Richtung,
bekannt sind hiervon vor allem die Zerlegung der Brownschen Bewegung nach Williams (siehe
[Wil74, Pit75]) oder die Zerlegung von Lévy-Prozessen (siehe [Pit75, Ber91, Ber93, Ber92,
Cha96]). Es gibt dariiber hinaus auch Arbeiten (siehe [Jac74, Mil78, Mil77, PS73]), die in
einem allgemeinen Kontext ein passendes Konzept einer Zerlegungszeit einfithren und die
Verteilung des Prozesses nach der Zerlegungszeit untersuchen. All diesen Arbeiten ist jedoch
gemein, dass sie keine derart konstruktiven Zerlegungen wie die hier dargestellten beinhalten.

Pitman selbst brachte die Idee der harmonischen Funktion schon 1974 ein, und entwickelte
eine Zerlegung, die ein Spezialfall der hier untersuchten darstellt. Er beschréankte sich in der
betreffenden unversffentlichten Arbeit [Pit74] auf Brownsche Bewegungen als Grundprozesse.
Er entdeckte die folgende Zerlegung, die in dieser Arbeit einer stetigen Version der dualen
Zerlegung in Hauptsatz 33 entspricht. Zusétzlich stellte Pitman noch die weiter unten folgende
Vermutung auf.

Hauptsatz 20 (Pitman 1974) SeiD ein Greensches Gebiet in R? fiir d € N und sei b € D.
Sei weiter h eine positive unbeschrdinkte harmonische Funktion auf D beziiglich einer Brown-

schen Bewegung auf D. Sei (X[) eine in b startende h-transformierte Brownsche Bewegung
auf D und definiere die Zufallsvariablen M und L durch

M :=inf{h(X]) : t >0} wund L:=inf{t>0: h(X])=M}.

Dann ist M uniform auf [0, h(b)] verteilt, und bedingt auf M = m ist der pre-L-Prozess
(X[ )o<t<r tdentisch verteilt zu einer freien Brownschen Bewegung auf D mit Startpunkt b bis
zum Zeitpunkt des ersten Treffens in die Menge {y € D : h(y) = m}.

Vermutung (Pitman 1974) Der pre-L- und der post-L-Prozess sind bedingt unabhdingig
gegeben X} und bedingt auf das pre-L-Stiick mit X7 = x und M = h(zx) = m ist der post-
L-Prozess (X} ,)i>0 ein (h — m)-transformierter Prozess mit Startpunkt x auf dem Gebiet
{y : h(y) >m}.

Die postulierte Unabhéngigkeit wird in dieser Arbeit ebenfalls vollstéindig in Hauptsatz 33
bewiesen. Die vermutete einfache Darstellung der Verteilung des post-L-Prozesses wird in

43
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Abschnitt 3.5 ausfiihrlich diskutiert — es wird dort allerdigs eine stirkere Voraussetzungen als
in Pitmans Formulierung benétigt.

Dieses Kapitel — das Herzstiick dieser Arbeit — wird einige Briicken zwischen diesen Ar-
beiten schlagen, und eine allgemeine Zerlegung von Markov-Prozessen mit Hilfe harmonischer
Funktionen bereitstellen. Das Hauptaugenmerk liegt hierbei immer auf dem Anfangsstiick bis
zu einem Zerlegungszeitpunkt 7, die Verteilung des post-7-Prozesses wurde bereits detailliert
in [PS73] untersucht.

3.1 Koterminale Zeiten

Sei im folgenden (.%;)icr, eine Filtration, die die iiblichen Bedingungen erfiillt, und sei
(X¢)ter, ein adaptierter, starker Markov-Prozess mit Werten in einem kompakten metrischen
Raum (5, .) mit Metrik d und mit rechtsseitig stetigen Pfaden mit linksseitigen Limiten. Der
Wertebereich des gesamten Prozesses (X;) liege im mit & bezeichneten Raum der rechtsseitig
stetigen Pfade mit linksseiten Limiten. Das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl wird
mit P und die Erwartung wird mit E bezeichnet, und die Familie der Ubergangskerne mit (7).
Bei Start in einem Punkt x € S verwenden wir zudem die iiblichen Schreibweisen P, bzw.
E,. Der Raum S besitze zusitzlich einen isolierten Punkt A mit PA(X; = AVt > 0) = 1.

Zufillige Zeiten

Um allgemein mit einer zufilligen Zeit R (die nicht notwendigerweise eine Stoppzeit ist)
eines Prozesses (X;);er, zu arbeiten, sind die mit R und (X;) verbundenen o-Algebren von
Interesse. Es ist per se nicht klar, wie die o-Algebra einer solchen allgemeinen zufélligen Zeit
sinnvoll definiert werden soll, so dass R und Xpg beziiglich dieser o-Algebra messbar sind.
Halten wir uns hier an das Konzept und an die Definitionen aus [PS73] und setzen

Fr- = \/ FN{R>1}
t>0
Fr = Fr_ V \/ ﬂgﬂ{S:R}
S Stoppzeit

mit der iiblichen Notation .#;NA:={ANB : B € %#}.

Diese Definitionen sind dquivalent zu den folgenden Darstellungen (siehe Kapitel VI in [RW00])

Fr- = o{{T < R} : T ist eine Stoppzeit}
Fr = o{{T <R} : T ist cine Stoppzeit}.

Die so definierten Teilfelder .#r_ und F erfiillen gerade die gewiinschten Messbarkeitsbe-
dingungen, denn sowohl die zufillige Zeit R als auch der Wert Xp des Prozesses sind dann
in geeigneter Art und Weise messbar, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 21 Sei R eine zufillige Zeit. Dann gilt

o(R)C Fr-C Zr und o((Xt)icr) C Fr- und o(X¢)i<r) C FR.

Beweis Siehe Lemma 4.1 in [PS73]. |
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Koterminale Zeiten

Auch in diesem Kapitel der zeitkontinuierlichen Prozesse stehen nicht allgemeine zufillige
Zeiten im Mittelpunkt, sondern wiederum eine spezielle Klasse, die im Falle zeitdiskreter
Markov-Ketten durch die Zerlegungszeiten bereit gestellt wurde. Rufen wir uns die Definiti-
on 3 einer diskreten Zerlegungszeit nach Jacobsen und Williams kurz zuriick in Erinnerung,
so lautet die analoge Definition fiir zeitkontinuierliche Prozesse wie folgt:

Eine zufillige Zeit L heif$t ZERLEGUNGSZEIT eines Prozesses (Xy), falls sie als Funktional auf
den Pfaden die folgende Kreuzungseigenschaft besitzt: Fiir jeweils zwei Pfade wi,ws : Ry — S
mit Lwy = Lwy und wy(Lwi) = we(Lwe) und den wie folgt zusammengesetzten Pfad w : Ng —
S
w(i) = wi(t) firt < Lw;
wa(t) firt > Lwy

gilt Lw = Lwy (= Lws).

Eine solche Definition fiir zeitkontinuierliche Pfade ist allerdings problematisch und nur einge-
schrankt sinnvoll. Denn in vielen Féllen, die durch eine geeignete Definition mit erfasst werden
sollen, gilt X # Xr_, allerdings beeinflusst Xj_ den Wert der Zerlegungszeit mafigeblich.
Denken wir zum Beispiel an einen Lévy-Prozess mit nur positiven Spriingen und einem ne-
gativen linearen Drift, und bezeichne L den Zeitpunkt des globalen Infimums, so wird dieses
(falls L < oo ist) durch X_ angenommen, wihrend der Wert X, in diesem Kontext von
geringerem Interesse ist. Die obige Definition einer Zerlegungszeit kann dieses Beispiel nicht
erfassen. Fiir stetige Prozesse treten diese Probleme natiirlich nicht auf.

Eine naheliegende Moglichkeit wére eine Erweiterung der Definition einer Zerlegungszeit
um zusatzliche Xy betreffende Bedingungen, wir wollen jedoch einen anderen Weg ein-
schlagen, der von Pittenger und Shih in ihrer Arbeit ,,Coterminal Families and the strong
Markov Property* (siehe [PS73]) durch die Einfithrung sogenannter KOTERMINALER ZEITEN
als Verallgemeinerung von Stoppzeiten erfolgreich beschritten wurde. Neben dem Begriff der
koterminalen Zeit konnen wir auf Resultate iiber die Verteilung eines auf .#; bzw. eines
auf .#1_ bedingten Prozesses zuriickgreifen. Diese Verteilungen werden zur Beschreibung des
zweiten Teiles der Konstruktion benétigt.

In einem ersten Schritt wollen wir den Begriff der koterminalen Zeit als ein deterministi-
sches Funktional [ : 2 — R einfiihren. Hierfiir werden zwei geldufige Operatoren benétigt.
Der Killing-Operator ks : 2 — 2 operiert wie folgt auf einem Pfad w

ksw(t) == w(t) firt<s und ksw(t) := A fiir t > s,
und der Shift-Operator 0 : ¥ — 2 ist definiert durch
Osw(t) == w(s+1t) firt>0.

Definition 22 (Koterminale Zeit) FEin Funktional | : 9 — R, heifft KOTERMINAL, falls
die folgenden FEigenschaften besitzt:

1. lofs = max(l — s,0),
2. loks =1 auf der Menge {w € 7 : lw < s},

3. loks <s fir alle s > 0,
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4. 1= h/m l o ks pfadweise.

Fine zufillige Zeit L heif$t EXAKTE KOTERMINALE ZEIT, falls diese darstellbar ist als L =
I(X), wobei (X¢) ein an (F:) adaptierter Prozess mit Pfaden fast sicher in & ist, und l ein
koterminales Funktional ist.

Zu jeder exakten koterminalen Zeit L = [(X) ist die zugehérige TERMINALE ZEIT T
definiert durch

T:=inf{t >0 : Ly >0} mit L;:=10k(X).

T ist damit eine Stoppzeit (siehe Lemma 3.2 in [PS73]).

Die Definition einer koterminalen Zeit lédsst sich auf natiirliche Weise auf nicht-determini-
stische Funktionale [ erweitern. Sei hierfiir [ ein zufilliges .#p-messbares Funktional, so dass
jede Realisierung ein koterminales Funktional auf & ist. Dann kann [ dargestellt werden als
[ =ly, wobei Y eine geeignete .%#y-messbare Zufallsvariable mit Werten in einem Raum R ist,
und (l,)yecr eine Familie deterministischer koterminaler Funktionale ist. Als Funktional auf
dem Pfadraum R x 2 aller Pfade (y,w) mit Werten in R xS mit konstanter erster Komponente
y ist 1.(-) wieder koterminal. Durch die einfache Erweiterung des Prozesses (X;) zu (Y, X;) ist
deshalb L := [y (X) ebenfalls eine exakte koterminale Zeit, die aus Sicht der Pfade von (X;)
ein zufilliges .#p-messbares Funktional ist. Wir werden von nun an auch solche zusétzlich
randomisierte Zeiten L = [y (X) ohne expliziten Hinweis als koterminal bezeichnen.

Beispiel Ein prominentes Beispiel einer koterminalen Zeit ist der letzte Austrittszeitpunkt
L 4 eines Prozesses (X;) aus einer Menge A

Ly :=sup{t e Ry : X; € A},

mit der Vereinbarung sup () = 0. Diese Zeit erfiillt offenbar die Bedingungen der Definition
einer koterminalen Zeit. Welche Bedeutung kommt in diesem Beispiel der terminalen Zeit Ty
zu? Es gilt nach Definition

Ty=inf{t >0 :laok(X) >0} mit lsw:=sup{teRy :w(t)ec A}

und es ist [4 o ki (X) > 0 genau dann, wenn der Prozess vor dem Zeitpunkt ¢ innerhalb der
Menge A gewesen ist. Es ist also

Ty=inf{t>0: X, € A}.

Wie wir spéter sehen werden, ist der Zeitpunkt des ersten oder letzten Supremums eines
reellwertigen Prozesses keine koterminale Zeit, da die zweite Bedingung der Definition im
Allgemeinen verletzt wird; durch Ubergang zu einem erweiterten Prozess mit einem nicht-
kanonischen Shift-Operator kann dieser Zeitpunkt jedoch wieder in diesen Rahmen gefasst
werden. O

Bemerkung Im Vergleich zwischen einer koterminalen Zeit nach Pittenger und Shih und
einer Zerlegungszeit nach Williams wird klar, dass beides unterschiedliche Objekte sind.
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So ist eine koterminale Zeit nicht notwendigerweise eine Zerlegungszeit, nicht einmal im
Falle stetiger Pfade. Betrachten wir hierfiir einen Prozess (X;) mit stetigen Pfaden, und
definieren wir die Zeit L durch

L:=01(X) mit lw:= sup{t20 : hir;w(sz::mt) zli}%w(si:(:(t)},

dann bezeichnet L also gerade den letzten Zeitpunkt, bei dem die rechtsseitige und linksseitige
Ableitung von (X;) iibereinstimmen. Es ist leicht einzusehen, dass L eine koterminale Zeit
ist — allerdings erfiillt L offenbar nicht die Kreuzungseigenschaft in der Definition einer Zerle-
gungszeit nach Jacobsen und Williams. Denn das Kreuzen zweier Pfade wq,ws mit lwy = lwo
fithrt im Allgemeinen zu einem Pfad, dessen rechtsseitige und linksseitige Ableitungen sich
an der Stelle lwy unterscheiden.

Es ist auch nicht jede Zerlegungszeit auch eine koterminale Zeit, wie das folgende Beispiel
illustriert. Betrachten wir einen Poisson-Prozess (X;) mit Spriingen der Grofie 1 und einem
zusétzlichen negativen linearen Drift, und setzen wir

T:=sup{te R, : X; =1} T :=sup{t<T: Xy =1},

dann ist T” eine Zerlegungszeit im Sinne von Williams, nicht aber eine koterminale Zeit, da
Bedingung 3 verletzt ist, sobald der Prozess zwischen den Zeitpunkten 7" und T' gekillt wird.
O

Bemerkung Dieser Abschnitt 3.1 ist der einzige in diesem und dem folgenden Kapitel, in
dem wir auf Williams’ Definition einer Zerlegungszeit zuriickgreifen. In den folgenden Ab-
schnitten wird der Begriff einer Zerlegungszeit anhand der Konstruktion einer Pfadzerlegung
vollkommen anders definiert werden. O

Bedingte Verteilungen

Nun soll der post-L-Prozess eingehend untersucht werden, insbesondere stellt sich natiirlich
die Frage nach dessen Verteilung. Diese Frage ist auch der zentrale Punkt in der Arbeit
von Pittenger und Shih [PS73]|. Es werden hier nur moglichst knapp die fiir uns relevanten
Resultate wiedergegeben; die Beweise sind technisch aufwendig und umfangreich.

Bei der Frage nach der Verteilung des Prozesses (X;) nach dem Zeitpunkt L gibt es
zwei Moglichkeiten zu bedingen: Entweder man bedingt auf %y, oder auf .#1_. Diese beiden
Ansiétze fithren auch zu zwei verschiedenen Eintrittsmafien, denn wihrend zu dem Zeitpunkt L
der Wert X, schon bekannt ist, stellt dieser Wert zu dem Zeitpunkt L— noch einen relevanten
Freiheitsgrad dar. Fiir die in dieser Arbeit vorgestelle Zerlegung sind beide Bedingungen bzw.
Eintrittsmafle von Interesse und kommen in jeweils unterschiedlichen Situationen zum Tragen.

Im Zusammenhang mit einer koterminalen Zeit L und der assoziierten terminalen Zeit T
teilen wir den Grundraum S in zwei unterschiedlich zu behandelnde Teilmengen ein. Es sei
S":={x €S : P,(T > 0) = 0} die Menge der REGULAREN PUNKTE und S* := {x € S :
P.(T > 0) = 1} die Menge der IRREGULAREN PUNKTE.



48 KAPITEL 3. ZEITKONTINUIERLICHER PFADRAUM

Bedingen auf %

Betrachten wir zunichst das Eintrittsmaf des post-L-Prozesses gegeben % Setze fiir z € S*
und s > 0

Dy(x, f) = E*[f(X) | T > 5]
und fiir x € S” und s,u > 0 und n € N setze
Dy(z,u,s, f) = E*[f(Xs) | T 08, >s—u,d(z,X,) <1/n].
Weiter sind die folgenden Grenzwerte zunéchst nur formal definiert als

Dy(x,s, f) := limsup Dy, (z,u, s, f) D, (x,s,f):= limi(I]lfDn(x,u,s,f)
u—0 u—
Dy(z, f) :=limsup D,(z, s, f) D (x, f) :==liminf D, (z,s, ).

n—oo

Falls Dy(z, f) = Dy(z, f), dann wird der gemeinsamen Wert mit D(x, f) bezeichnet. Fiir
eine messbare Funktion f sei Wp(f) := {(x,s) : Ds(z, f) existiert}, d.h.

WD(f) = {(JZ,S) €S x (07 OO) :ES(‘Ta f) = Qs(‘r? f)}7
und fiir (x,s) € Wp(f) sei schlieflich

Ds(xafqoo)

Lz ==
by, f) Dy(x, qo0)

mit der Funktion ¢, definiert durch
Ioo () = P*(T = 00).

Falls f = I4 die Indikatorvariable einer messbaren Menge A € .¥ ist, dann verwenden wir
die abkiirzende Notation

DE(z, A) .= DL(x,1,).

Mit dieser Konstruktion stellt die Familie (DSL )s>0 gerade das Eintrittsmafl des auf %, be-
dingten post-L-Prozesses (X;);~r, dar, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 23 (Pittenger, Shih: Theorem 6) Auf dem Ereignis {L < oo} sind die Mafle D}
fast sicher fiir alle reellen und messbaren Funktionen wohldefiniert, und es gilt P-fast sicher

E[f(Xp)| L) = DE(XL, f) baw. P(Xpy € A| FL) = DE(XL, A).

Bedingen auf %,

Wie schon angedeutet, fithrt Bedingen auf .%#7,_ zu einem anderen Eintrittsmaf fiir den post-
L-Prozess. Dieses soll nun konstruiert werden. Fiir x € S setze

Q(x,u,s,9, f) = E*[g(Xu) f(X)T <u, T o0y > s —u
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QS(J;7 g’ f) = llmsup Q(:E7 u7 579’ f) Qs(m7 g7 f) = liinjj([)lfQ(l'7 u’ S?.g’ f)'

u—0

Und falls Q4 (x, g, f) = Q, (z, g, f), dann bezeichnen wir den gemeinsamen Wert mit Qs(z, g, f).
Fiir messbare Funktionen h und f sei Wg(g, f) der Definitionsbereich von Q.(-, g, f), fiir feste
Funktionen f und g sei

Wa(g, f) = {(z,s) € § x(0,00) : Qs(x, 9, f) = Q (2,9, )},
und fiir (z,s) € Wg(g, f) sei schlieflich

_ Qs(7,9, f90)
' Qs(x717Q<>o> .

Falls f = I, und g = Ip die Indikatorvariablen messbarer Menge A, B € . sind, dann
verwenden wir wieder die abkiirzende Notation

Qﬁ(-’ﬁ, B7A) = Q?(wvaalA)'

Mit dieser Konstruktion stellt die Familie (Q%)s>o gerade das Eintrittsmafl des auf .7 _
bedingten post-L-Prozesses (X¢);>1, dar, wie der folgende Satz zeigt.

Qi(x.g,f)

Satz 24 (Pittenger, Shih: Theorem 6) Auf dem FEreignis {L < oo, Xy € S"} sind die
Mape QF fast sicher fiir alle reellen und messbaren Funktionen wohldefiniert, und es gilt
P-fast sicher

E[g(XL)f(XL—i-t)’jL—] = QtL(XL—a.ga f)
bzw. P(Xp €A, Xpo € BlFL ) =QF X1, A, B)

Es besteht ein natiirlicher Zusammenhang zwischen den Maffamilien (D%) und (QL), wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 25 (Pittenger, Shih: Theorem 7) FEs existiert ein Kernn: S x . — [0,1] mit

Qi(z,9,f) = /n(:v,dy)g(y)DsL(y, £

Die Verteilung des post-L-Prozesses

Bis jetzt wurden nur die EintrittsmaBe (DZ) und (QZ) des post-L-Prozesses bestimmt, es
fehlen jedoch noch die Ubergangskerne, um die Verteilung vollstéindig zu charakterisieren.
Diese Kerne lassen sich schnell konstruieren:

Hof(z) = E.[f(Xs):T > s
Ksf(z) = Hsfqo(2)/q0(x) = Eg[f(X;)|T = o]

Damit sind dann (D%) bzw. (QL) EintrittsmaBe beziiglich der Kernfamilie (/) in dem Sinne,
dass fiir s,t > 0 gilt (siche Theorem 7 in [PS73])

Di(x,Kif) = Db y(x, f) baw. QL(x,h, Kif) = QL y(a,h, f).

Das zentrale Resultat der Arbeit von Pittenger und Shih ist der nun folgende Satz, der die
Verteilung des post-L-Prozesses charakterisiert.
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Satz 26 (Pittenger, Shih: Theorem 8) Seien f1,..., f, : S — R messbare und beschrink-
te Funktionen und 0 < s; < ... < sp. Dann gilt fast sicher auf {L < oo}

B[] A(Xeen)

i=1

71|

— /.../DsLl(XL,dzl)fl(zl)ng_sl(ZladZ2)f(Z2)'
K s (2n—1,d2n) f(2n)

AufSerdem gilt fiir stetiges h : S — R fast sicher auf {L < oo, X € S"}

E [Q(XL) [T fi(Xers)

i=1

ﬁL_]

Z/"'/QsLl(XL,g,dzl)fl(zl)KSQsl(zl,dzz)f(@)'---
Ko —sn_1(2n-1,dzp) f (2n)
/ / (X1, dy)g(y) D%, (y, dz1) f1(21) Koy, (21, dz2) f(22) - ..
Ksy—sn1(2n—1,d2n) f(2n)

Verzweigungspunkte

Die Theorie und Methoden von Pittenger und Shih sind selbst in einem sehr allgemeinen
Rahmen anwendbar, es wird sogar die Existenz von VERZWEIGUNGSPUNKTEN in S erlaubt,
die Sétze gelten bis auf einige Einschrankungen weiterhin. Diese Punkte sind x € S mit der
Eigenschaft P, (Xo # 2) = 1. Die Menge aller Verzweigungspunkte wird mit S® bezeichnet (b
steht fiir BRANCHING POINT). Das VERZWEIGUNGSMASS v ist fiir 2 € S und A € . definiert

als
v(z,A) :=Py(Xo€ A)

Falls # € S\ S° ist, dann gilt offenbar v(z,y) = 6,,. Fiir einen tieferen Einblick in die
Theorie der Verzweigungspunkte und damit verbundenen Ray-Prozesse sei auf den Abschnitt
»Ray Processes* in [RW94] verwiesen. Die Verzweigungspunkte erfordern zusétzlich eine mo-
difizierte Behandlung in der Definition der Quasi-Linksstetigkeit, die sich in der folgenden
abgeschwichten starken Markov-Eigenschaft zeigt.

Definition 27 (Beinahe Quasi-Linksstetig) Ein Prozess (X;) mit Verzweigungsmafl v

heifft genau dann BEINAHE QUASI-LINKSSTETIC, falls fiir jede aufsteigende und konvergen-
te Folge von Stoppzeiten Ty, /T Stoppzeiten gilt:

EH [f(XT)‘\/L%,L} = /V(XT_,dy)f(y),

wobei \/QTH = U{CQSTn7 nec No}.

Falls der Prozess keine Verzweigungspunkte besitzt (also v(z, dy) = 9, ist), fillt diese Defi-
nition offenbar mit der {iblichen Quasi-Linksstetig zusammen.
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3.2 Hauptresultate

Sei im folgenden (X});ecr, wieder ein an eine Filtration (.%;);cr, adaptierter Markov-Prozess
mit Werten in einem kompakten metrischen Raum (.9, .%) und sei (F;) die zugehorige Kern-
familie. Die Pfade von (X;) seien wie iiblich fast sicher rechtsseitig stetig mit linksseitigen
Limiten.

An die Stelle der positiven harmonischen Funktionen im diskreten Fall treten nun im
Kontinuierlichen die reguléren Funktionen, die wie folgt definiert sind:

Definition 28 (Regulire Funktion) Eine Funktion h : S — Ry heifst REGULAR (beziiglich
einer Kernfamilie (Py)), falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

0<h<oo und Ph=h Vt>0 und h(A) = 0.

Analog der h-Transformation im diskreten Fall ist die h-Transformation einer Kernfamilie
wie folgt definiert.

Definition 29 Fiir eine requlire Funktion h ist die h-Transformation der Kernfamilie auf
der Menge S" gegeben durch

h(y)
h h
P (z,dy) = h(:):)Pt(x’dy) xeS".

Gegeben eine Verteilung P mit Erwartung E eines Markov-Prozesses mit Ubergangskernen
(P,) induziert die h-transformierte Kernfamilie (P/*) eine Verteilung P mit Erwartung E",
die als Maflwechsel aus P wie folgt implizit hervorgeht:

1

h —
E ¢<Xt17 <. 7th) - Eh(X())

¢(Xt17 ce 7th>h(th)

fiir alle 0 < t1 < ... < t;, und alle nicht-negativen messbaren Funktionen ¢ : S — R.

Beschreibung des Supremums

Fiir eine stetige, regulére Funktion h sei das laufende Supremum des Prozesses (h(X})) im
Folgenden mit (M;) bezeichnet, und M, sei das globale Supremum, also

M; := sup h(Xs) und My = lim M; = sup h(X5).
s€l0,t] t—o0 >0
Da der Prozess (X;) selbst rechtsseitig stetige Pfade mit linksseitigen Limiten besitzt, und h als
stetig vorausgesetzt wurde, besitzen sowohl der Prozess (h(X;)) als auch (M) beide ebenfalls
rechtsseitig stetige Pfade mit linksseitigen Limiten. Der Zeitpunkt des ersten Supremums bis
zur Zeit t werde mit L; bezeichnet und durch den Grenziibergang ¢ — oo erhalten wir den
ersten Zeitpunkt L des globalen Supremums:

L, = inf{s€[0,t] : My= M}

L = inf{seRy : M;=My}.
Die Zeitpunkte L; erzeugen eine koterminale Familie fiir den erweiterten Markov-Prozess
(Xt, My)ier, zusammen mit dem Shift-Operator 6, der beide Komponenten gemeinsam ver-

schiebt, also
QS(Xv M)(t) = (Xt+87 Mt+8)'
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Setzen wir (X, M)(t) := 04(X, M)(t) = (Xips, My4s) fiir ein s > 0, dann besteht im Allge-
meinen nur noch der schwécherer Zusammenhang zwischen den Komponenten

M; > sup h(X,) im Vergleich zu M; = sup h(X,).
s€[0,1] s€(0,¢]

Im geshifteten Prozess wird anfangs ein Supremum vorgegeben, das oberhalb vom Startpunkt
liegen darf und nicht mit diesem zusammenfallen muss, d.h.

M; = My V sup h(X,).
s€0,t]
In dieser Konstruktion ist L eine koterminale Zeit beziiglich des zusammengestzten Prozesses,
nicht jedoch notwendigerweise beziiglich des einfacheren Prozesses (Xt), denn die zweite defi-
nierende Eigenschaft einer koterminalen Zeit (némlich L o §; = max(L — s,0)) wire verletzt.
Die mit L assoziierte terminale Zeit T ist definiert als

—inf{t >0 : L > 0}.

Sowohl der Prozess (M;) als auch (L;) sind monoton wachsend. Aus der Definition von L;
folgt zusétzlich, dass der Prozess (L) gekoppelt mit dem Prozess (M;) wichst in dem Sinne,
dass fiir alle ¢t > s > 0 gilt

My > M, <& Ly > L,

denn nur sobald der Prozess (h(X})) ein neues Supremum erreicht, wachsen sowohl L, als auch
M. Insbesondere gilt L; > Ly = 0 genau dann, wenn M; > My = h(Xj) ist. Dies bedeutet
fiir T

=inf{t >0 : M; > Mp} =inf{t >0 : h(X:) > h(Xo)},

wobei die zweite Gleichheit allerdings nur fiir den ungeshifteten Prozess mit My = h(Xj) gilt.

Damit kénnen die mit L assoziierten bedingten EintrittsmaBie Df, QF und die Kernfamilie
K}l definiert werden. Da diese sich jedoch auf den erweiterten Prozess (X;, M;) beziehen,
erleichtern wir den Umgang mit den Objekten durch folgende abgewandelte Notation, die nur
Bezug auf das erreicht Supremum My, nimmt. Fir m > 0 und z,y € S mit h(z) = m und
h(y) > m setze

gm(x) :=Pr(h(Xs) <mVs >0)
(rc, ) =E[f(Xt)| Xo =z, h(X;) <mVs >0 (3.1)
Qt (95 9, f) == E[g(Xo) f(Xt) | Xo— =z, h(X,) < mVs > (]
K" (z, f) = E[f(Xy) | Xo = 2, h(Xs) <mVs >0].

Beschreibung der Konstruktion

Ziel ist es nun, analog zur zeitdiskreten Zerlegung eine alternative Konstruktion fiir den Pro-
zess (X;) zu finden, die die gleiche Verteilung besitzt und zusétzlich den Prozess am Supremum
von (h(X;)) zerlegt. Das Anfangsstiick wird wieder durch einen h-transformierten Prozess (X;)
mit Startpunkt o beschrieben bis zu einem zufilligen Zeitpunkt 7, der in Verteilung mit dem
Zeitpunkt des ersten Supremums iibereinstimmt.

Achtung: 7 wird im folgenden als ZERLEGUNGSZEIT bezeichnet, obgleich 7 keine Zerle-
gungszeit im Sinne von Williams ist (siehe Abschnitt 3.1). Da wir allerdings letztere Definition
nicht weiter verfolgen, sollte dies zu keinen Missverstindnissen fiithren.
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Die Zerlegungszeit (in dem Sinne der folgenden Konstruktion) 7 bezeichnet den Zeitpunkt
des ersten globalen Supremums des Anfangsstiickes (h(Xt)) vor dem ersten Uberschreiten
einer zufilligen Schranke Y'; die exakte Definition ist ein wenig technisch aufwendiger als die
der zeitdiskreten Zerlegung, da potentielle Spriinge von (X;) verschiedene Fille ermoglichen.
Sei als erstes die Uberkreuzungszeit 7. definiert als

Te=inf{t e Ry : h(X;) > Y},
und hiermit wird die Zerlegungszeit 7 definiert als

T .= inf{t eRy h(Xt) \ h(Xt—) = sup h(XS)},

S<Tec

wobei sowohl 7 als auch 7. den Wert oo mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen diirfen.
Diese Definition von 7 zeigt deutliche Parallelen zur Definition des Zeitpunkts des ersten
globalen Supremums L von (h(X;)). Da fiir (X;) nur rechtsseitige Stetigkeit und die Existenz
von linksseitigen Limiten vorausgesetzt ist, ist es im Allgemeinen nicht moglich h(X,), h(X,_)
und Y direkt in Beziehung zueinander zu setzen. Vielmehr sind die vier folgenden Félle
denkbar, bei denen auch jeweils eine etwas andere Fortsetzung in der Konstruktion benttigt
wird. Es sind noch weitere Varianten mit 7 < 7. = oo denkbar, diese sind fiir die Beschreibung
der Konstruktion jedoch unerheblich.

| L
s

Sprung aus dem Supremum, h(X,) < h(X,_) <Y.

h(X) \
\o X,) < Y.

Sprung in das Supremum, h(XT_) < h(

Sprung aus dem Supremum, h(XT,) <Y< h(XT).
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h(X)

Stetiger Durchgang, h(X,_) = h(X,) =Y.
T=T.

Um das Anfangsstiick sowohl des urspriinglichen Prozesses (X;) bis zum ersten Auftreten
des globalen Supremum zur Zeit L, als auch das Anfangsstiick des neu konstruierten Prozesses
(Xt) bis zum Zerlegungszeitpunkt 7 vergleichen zu kénnen unter Beriicksichtigung dieser
verschiedener Fille, fithren wir die folgende Notation ein:

[Xt falls t < L
XtLL = XL_ falls ¢ > L und h(XL_) > h(XL) (3.2)
X, fallst> Lund h(X;_) < h(X})

X falls t < 7

X X, falls ¢t > 7 und h(X,_) > h(X,)
XtJ_T = ~ ~ ~ (33)
X,— fallst>7und h(X,-) <Y < h(X,)

A~ A~ A~

X, falls t > 7 und h(X,_) < h(X;) <Y

Da nach Konstruktion auf dem Ereignis {7 < oo} mindestens einer der Fille {h(X,) < Y}
oder {h(XT_) < Y} eintritt, ist die Fallunterscheidung in der Definition von X1, auch
wirklich erschopfend, {Y < h(X;_) < h(X;)} kann nach Konstruktion nicht eintreten. Dies
stellt eine fiir unsere Zwecke abgewandelte Form der géingigen Notation (Xyrz,) bzw. (XMT)
dar. Den jeweils letzten Punkt dieser Prozesse bezeichnen wir mit

Xip:=Xpir €{X, X} wnd  Xi, =X, € {X,, X}

Bemerkung Der so definierte Prozess (X;i7)ier, erzeugt eine ungewchnliche o-Algebra,
denn es ist

F L= O'((thL)) = O'(yL N {h(XL) > h(XL_)}) \Y U(ﬁL_ N {h(XL) < h(XL_)})

Bemerkenswerterweise liegt die o-Algebra % | ; damit zwischen % _ und . ]

Hauptsatz

Die eigentliche Kernaussage der Zerlegung betrifft die Konstruktion des Anfangsstiick bis zum
Supremum L. Die Verteilung des post-L-Prozesses ist implizit als bedingter Prozess gegeben,
und als solcher im Allgemeinen schwierig zu beschreiben; wir greifen hierfiir auf die Resultate
von Pittenger und Shih zuriick, die ausfiihrlich die Konstruktion dieser bedingten Verteilung
untersucht haben. Damit bleibt als Hauptaufgabe die Darstellung des Anfangsstiickes, mit
der hier begonnen werden soll.

Um das Hauptaugenmerk auf die Konstruktion der Zerlegung und auf die Hauptresultate
an sich zu richten, wird ein Grofiteil des Beweises der Zerlegung in den Abschnitt 3.3 verlagert.
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Hauptsatz 30 Sei (X;)icr, ein in o startender Markov-Prozess mit Kernhalbgruppe (P;)
und mit rechtsseitig stetigen Pfaden mit linken Limiten auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
mit Mafl P. Desweiteren sei h eine stetige, (P;)-requlire Funktion mit h(o) > 0 und L der
Zeitpunkt des ersten Supremums von (h(X})), also

L:=inf{t >0 : h(Xy)V h(X;—) = suph(X,)}.
s>0

Sei (Xt)t€R+ ein Markov-Prozess mit Startpunkt o mit den h-transformierten Ubergangsker-
nen (Pl) und mit rechtsseitig stetigen Pfaden mit linken Limiten auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum mit Maf P", und sei zusitzlich Y eine unabhingige reelle Zufallsvariable mit der
Verteilung

Ph(Y > y) = h(yo), y > h(o),

und sei die Zerlegungszeit T definiert als

T:=inf{t € Ry : hXy)V h(X;_) = sup h(Xs)} Te:=1inf{t e Ry : h(X;) > Y}

s<T¢

Dann sind die Prozesse ((X;11),L) und ((X¢1,),7) identisch verteilt.
Beweis Siehe Abschnitt 3.3. |
Nachdem das Anfangsstiick konstruiert worden ist, konnen wir einfach einen geeigneten

bedingten Prozess mit der richtigen Eintrittsverteilung anhéingen, und erhalten somit die
vollsténdige Zerlegung.

Regularititsannahme. Bevor die Zerlegung im folgenden Hauptsatz dargestellt wird, benoti-
gen wir noch eine milde Regularititsbedingung, die im Beweis des Satzes die Existenz der
bedingten EintrittsmaBe Q% sicherstellt. Sei hierfiir eine weitere (im Beweis bendtigte) koter-
minale Zeit L° definiert durch

L° =L -I{M,_ = M},

wobei I{-} die Indikatorvariable eines Ereignisses bezeichnet. Die zugehorige terminale Zeit
T° lésst sich darstellen als

T° :=inf{t >0 : L;- I{M,— = Mr,} > 0}.
Mit diesen Definitionen ldsst sich die bendtigte Regularitdtsbedingung formulieren als
P(X;—-€S°|Mr-=Mp)=1 mit S°:={zeS:P,(T°>0)=0}. (3.4)

Die Menge S° bezeichnet hierbei die reguléiren Punkte beziiglich L°. Diese Bedingung besagt:
Falls das Supremum des Prozesses (h(X})) durch einen linksseiten Grenzwert angenommen
wird, dann soll dieser Punkt regulér beziiglich 7 sein.

Hauptsatz 31 (Zerlegung eines Markov-Prozesses) Sei h eine stetige, requlire Funkti-
on mit h(o) > 0 und sei (Xy)ier, ein in o startender Markov-Prozess mit der h-transformierten
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Kernfamilie (Pth) auf etnem Wahrscheinlichkeitsraum mit MafS P, und sei Y eine unabhdngige
reellwertige Zufallsvariable mit der Verteilung

P(Y >y) = héo).

Die Zerlequngszeit T wird definiert als

7:=inf{t € Ry : h(X,)V h(X;) = sup h(Xs)} Te:=1inf{t e Ry : h(X;) > Y}

s<T¢

Fiir das Supremum M des Prozesses (h(X;)) unterhalb der Schranke Y setze

h(X._) falls h(X,
M= h(X, ) falls h(X,
h(X.)  falls (X,

) <h(X- )<Y
<Y < h(X;)

A~

< h(X;) <Y.

~— —

Damit wird der zusammengesetzte Prozess (X;) konstruiert durch

. X, t<
Xt = vt g
Xt—’?’ t > T,

wobei die Verteilung des Prozesses (X;) gegeben ist durch die bedingte Kernhalbgruppe (KtM)
mit dem Eintrittsmajs

QM(X._,-) falls h(X,)<h(X,_)<Y
QM(X,_,-) falls h(X, )<Y < h(X,)

A~ A~ A~

DM(X.,) falls (X, )<h(X,)<Y

Unter der Annahme der Regularititsbedingung (3.4) ist dann (X;) ein Markov-Prozess mit
Kernfamilie (Py), d.h. der Prozess ist identisch verteilt mit einem in o startenden Markov-
Prozess (Xt) mit Kernen (P;), und der Zeitpunkt T entspricht in Verteilung dem Zeitpunkt L
des ersten globalen Supremums des Prozesses (h(X})).

Beweis Die Zufallsvariable L bezeichne den ersten Zeitpunkt des globalen Supremums von
(h(X2), d.h.

L= inf{t >0 : h(X¢-)Vh(X;) =sup h(Xs)}7

s>0

damit ist L eine koterminale Zeit. Aus dem Hauptsatz 30 folgt zunéchst, dass die Prozesse
((Xt1r),L) und ((X¢1+),7) und die Suprema My, und M identisch verteilt sind. Aus der
Definition dieser Prozesse folgt weiter, dass die beiden Ereignisse

Fi={h(X-)>h(Xr)} und F:={h(X;)<h(X,—)<Y}IU{R(X,—) <Y <h(X;)}
ebenfalls gleichwahrscheinlich sind, denn es gilt

F={X,; =X, }Pfs. und F={X,, =X, }Pfs. (3.5)
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Insgesamt erhalten wir die Verteilungsgleichheit

(Xp11)s Moo, Ip, L) Z (Xy1r), M, I, 7), (3.6)

wobei I'r und I die mit den jeweiligen Ereignissen assoziierten Indikatorvariablen bezeichnen.
Sei (Z1)ier , die dem neu konstruierten Prozess (X;) zugrunde liegende Filtration, und
%1+ bezeichne analog zu .% | ;, die o-Algebra

f/ﬂT ::J(ﬁT,ﬁF) \/U(ﬁfﬂﬁﬁ’).

Aus Gleichung (3.5) folgt, dass jeweils das Ereignis F' in % 1 und Fin %, liegt. Abhéingig
vom Eintreten des Ereignisses F' miissen wir im Folgenden zwei Félle unterscheiden, wie die
Prozesse fortgesetzt werden.

Fall 1: Betrachten wir die zufillige Zeit L° definiert durch
Lo =L I{ML_ = ML},

dann ist L° wieder eine koterminale Zeit mit L° € {0, L} fast sicher. Fiir alle ¢ > 0 gilt
{L° >t} = {L > t} N F, und daraus folgt gem&f Definition der entsprechenden o-Algebra
die Gleichheit (wieder in etwas ungenauer Notation)

Fro_ :O'(fL_ ﬂF).

Da L° koterminal ist, existiert (unter der milden Regularitdtsannahme (3.4), also X7o_ € S°)
fast sicher die auf .#1._ bedingte Verteilung des post-L°-Prozesses ((X14+¢) | Fro—). Auf dem
Ereignis {L° = L < oo} und gegeben das Supremum M = h(Xp._) wird diese Vertei-
lung durch die Kernhalbgruppe (K) mit dem Eintrittsma QY beschrieben, wie in Glei-
chung (3.1) definiert. Andererseits ist dies nach Konstruktion auch gerade die Verteilung des
bedingten Prozesses ((X;4¢) | 0(Z»_NFE)), also gilt fiir den post-L- und fiir den post-7-Prozess

(Xpe) [o(FL- N F) £ (Xpi) | From) £ (Xri) |0(Fm N F)).

Da nach Gleichung (3.6) zusiitzlich die Anfangsstiicke (X, | F) und (X;,,|F) zusammen
mit I/r und I ebenfalls identisch verteilt sind, folgt fiir den gesamten Prozess

£ > A
(Xe) [ F) = (Xe) [ F). (3.7)
Fall 2: Auf den komplementiiren Ereignissen CF respektive CF erhalten wir analog

(X1+0) [ 0(FLNCF)) £ ((Xr44) | 0(F7 N CEY),

wobei hier die bedingte Verteilung gegeben dem Supremum M durch die Kernhalbgruppe
(KM) mit dem EintrittsmaB DM beschrieben wird. Damit folgt wie im vorigen Fall

((X,)|CF) £ ((X,) |CF),

woraus zusammen mit (3.7) und P(F) = P(F) die Behauptung folgt. [



o8 KAPITEL 3. ZEITKONTINUIERLICHER PFADRAUM

Falls der Prozess h(X}) fast sicher nur stetige Pfade besitzt, oder wenigstens nur negati-
ve Spriinge besitzt, dann tibertriagt sich diese Eigenschaft in natiirlicher Weise auch auf den
h-transformierten Prozess, somit wird die Schranke Y in der Konstruktion fast sicher stetig
durchstoflen. Dies erlaubt die folgende wesentlich einfacherere Formulierung des Hauptsat-
zes 31.

Satz 32 (Halbstetige Zerlegung) Sei h eine stetige, requlire Funktion mit h(o) > 0, so
dass (h(X:)) P-fast sicher keine positiven Springe besitzt. Sei (Xt)t€R+ ein in o startender
Markov-Prozess mit der h-transformierte Kernfamilie (Pl') auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum mit Maf§ P. Desweiteren sei Y eine unabhdngige reellwertige Zufallsvariable mit der
Verteilung

IP’(Y>y):h§/0).

Die Zerlegungszeit T und das Supremum M sind definiert als
=inf{teRy : h(X;) =Y}  M:=h(X,_).

Damit wird der zusammengesetzte Prozess (Xy) konstruiert durch

. X, t<
Xt = vt g
Xt—T t>T

wobei die Verteilung des Prozesses (X't) gegeben ist durch die bedingte Kernhalbgruppe (KM
mit dem Eintrittsmaf QM (X,_,-,-).

Unter der Annahme der Regularititsbedingung (3.4) ist dann (X;) ein Markov-Prozess mit
Kernfamilie (Py), d.h. der Prozess ist identisch verteilt mit einem in o startenden Markov-
Prozess (X;) mit Kernen (P;), und der Zeitpunkt T entspricht in Verteilung den Zeitpunkt L
des ersten globalen Supremums des Prozesses (h(Xy)).

Duale Zerlegung

Analog zur zeitdiskreten Zerlegung existiert wiederum eine weitere, duale Zerlegung, die einen
Prozess (X;) mit h-transformierter Kernhalbgruppe (P/*) konstruiert. Die assoziierte Zerle-
gungszeit L* beschreibt den ersten Zeitpunkt des globalen Infimums von (h(X})), d.h.

M = igg h(X?) L* :=inf{s € Ry : min(h(X}), h(X]_)) = ML}

Die mit L* und MZ assoziierten bedingten Kerne zur Beschreibung des post-L*-Prozesses
seien wie folgt bezeichnet:

Di™(z, f) :== EMf(X;) | Xo = z, h(X,) > mVs > 0]

s) >
(@, g, f) = EMg(X0) f(X) | Xo- =z, h(X,) > mVs > 0]
K;™(x, f) == E"[f(X1) | Xo = 2, h(X,) > mVs > 0].
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Hauptsatz 33 (Duale Zerlegung) Sei (X[ )icr, ein in o € S startender Markov-Prozess
mit Kernfamilie (P;) und mit rechtsseitig stetigen Pfaden mit linksseitigen Limiten auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf P. Sei h eine stetige, requlire Funktion beziglich (P;) mit
h(o) > 0, und sei U eine unabhingige, uniform in (0, h(o)) verteilte Zufallsvariable. Definiere
die Zerlequngszeit ™™ durch

™ :=inf{t € Ry : min(h(X;),h(X;_)) = inf h(X})} T

c
s<TH

=inf{t e Ry : h(X}) < U}.

Fiir das Infimum M* oberhalb der Schranke U setze

h(X:_)  falls h(XE) > WX _)>U
M*:={ h(X* ) falls W(XZ% ) > U > h(X%)
R(XE)  falls h(X2E_) > h(X2) > U.

Damit wird der zusammengesetzte Prozess (X[) konstruiert durch

_ X t< 1"
X[ = N
Xt*T* t 2 7_*7

wobei die Verteilung des Prozesses (Xt) gegeben ist durch die bedingte Kernfamilie K;TM* mit
dem Eintrittsmaf

QM (Xpe_yo) falls h(Xpe) > h(Xpel) 2 U
QM (X)) falls h(Xpel)>U > h(Xp)
DM (X)) falls W(Xreo) > h(Xr) > U

S

Unter der Annahme einer Regularititsbedingung analog zu (3.4) ist dann (X}) ein Markov-
Prozess mit Kernfamilie (P]"), d.h. der Prozess ist identisch verteilt mit einem in o startenden
Markov-Prozess (X;) mit Kernen (PJ), und der Zeitpunkt 7 entspricht in Verteilung dem
erste globale Infimum von (h(X})).

Beweis Siehe Beweis der zeitdiskreten dualen Zerlegung in Hauptsatz 4. |

Bemerkung Die Zerlegungen funktionieren auch mit zeitinhomogenen Markov-Prozessen
und entsprechenden zeitabhéngigen regulédren Funktionen, denn durch eine einfache Zustands-
raumerweiterung S’ := S x R, kann ein zeitinhomogener Prozess mit Zustandsraum S als
zeithomogener Prozess mit Zustandsraum S’ dargestellt werden, wobei die Zustinde in S’
zusétzlich um eine Zeitkomponente erweitert werden. Eine Funktion A : Ry x S — R4 heifit
dann Raum-Zeit regulér, falls fiir alle s, > 0 und = € S gilt

Hta) = [ Ptdh(s ) baw. Blhs -+ Xown) | X = h(t, )

wobei Py(t,z,dy) der von ¢t abhiingige Kern des zeitinhomogenen Prozesses bezeichnet. Aber
auch im Falle eines zeithomogenen Prozesses fithrt eine Zeitabhéngigkeit oft zu einer grofieren
Menge minimaler zeitabhéngiger regulidrer Funktionen.

Der einfacheren Notation wegen beschrinken wir uns auf die zeithomogene Variante, als
Beispiel fiir einen zeitinhomogenen Prozess sei auf die Konstruktion einer Brownschen Briicke
verwiesen (siehe Abschnitt 4.3). O
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3.3 Beweis Hauptsatz 30

Beweis (Von Hauptsatz 30) Der Beweis ist in mehrere Schritte eingeteilt, die ersten beiden
diskretisieren den Prozess sowohl raumlich als auch zeitlich, die folgenden Schritte zeigen dann
die Konvergenz der diskretisierten Zerlegungen.

Schritt 1: e-Approximation. Zunéchst sollen der Zeitpunkt des Supremums L und die
Zerlegungszeit T rdumlich um eine e-Ungenauigkeit verschmiert werden. Dies wird fiir festes
€ > 0 durch eine induktive Konstruktion erreicht:

05 :=0 H§ = h(Xo)

of ==inf{t > o ;| : h(Xy) > H; | +¢} H; = h(X,e).
Die Stoppzeiten of heiflen e-LEITERZEITEN und die Werte H; heiflen e-LEITERHOHEN des
Prozesses (h(X¢))ier, , die Tupel (of, H) schlieBlich heien e-LEITERPUNKTE. Als Approxi-
mation des Zeitpunkts L des ersten Supremums dient

Lf :=sup{oj : of < oco}.

Analog ist fiir den h-transformieren Prozess (Xt) definiert:

65 :=0 H§ := h(Xo)
65 =inf{t > 65, : h(X)) > Hf | +¢} HE = h(Xs:),
und als Approximation der Zerlegungszeit 7 dient nun
7 = sup{6% : 65 < oo und Hf <Y}.
Fiir die Zeitpunkte L® und 7¢ folgt aus der Konstruktion
0 < sup h(Xy) — h(Xpe) <e falls L < o0 (3.8)
teR
und 0< 0215 hMX;) — h(Xpe) <e falls 7° < oc. (3.9)

Die Bedingung 7¢ < oo in Gleichung (3.9) ist hier allerdings keine echte Einschrinkung, da
nach Konstruktion 7¢ < oo fast sicher gilt. Denn entweder ist der Prozess (h(X;)) nach oben
unbeschrénkt, und iiberschreitet damit fast sicher in endlicher Zeit die Schranke Y, oder er ist
nach oben beschrénkt, und damit gibt es fast sicher einen letzten und gréfiten e-Leiterpunkt.
Beide Fille implizieren 7 < oco. Die Bedingung Lf < oo ist ebenfalls fast sicher erfiillt, da
(h(X})) ein nicht-negatives Martingal ist, und als soclhes fast sicher konvergiert. Also sind
auch diese Pfade fast sicher beschrankt und somit L® < co.

Schritt 2: Zeitdiskretisierung. Im zweiten Schritt wird die e-Approximation zusétzlich
zeitlich diskretisiert, so dass wir dann mit den schon bekannten diskreten Methoden arbeiten
konnen. Als Ausgangspunkt fiir die Zeitdiskretisierung dienen der jeweils urspriingliche Pro-
zess, allerdings werden nur Stiitzstellen im zeitlichen Abstand 27" betrachtet, d.h. aus dem
Prozess (X¢)ier, wird im n-ten Diskretisierungsschritt der Prozess (Xgy-n;)icn mit Ubergangs-
kern P,—». Die e-Leiterpunkte der zeitlich diskretisierten Prozesse sind gegeben durch

o =0 Hy™ == h(Xy)
oo™ = 1nf{27nj > O'Ze’_nl : h(ngnj) > Hf;nl + E} Hj’n = h(Xg;:,n)’

)
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und die diskrete Variante des approximativen Zeitpunkts L® des ersten
Lo :=sup{o;™ : 0;" < oo}

Analog ist fiir den h-transformieren Prozess (X;) definiert:

65" =0 ﬁg’n :
~EM - —n - ~EM % re,n resn
o, =inf{27"j > 6,7+ W(Xy-n;) > H| +¢} H,

und die diskrete Variante der approximativen Zerlegungszeit 7° ist nun

~E ~E re
5" :=sup{5;" : ;" <oound H;" <Y}.

Supremums ist

= h(Xo)
— (),

Behauptung: Mit dieser Notation gilt die folgende Verteilungsgleichheit:

((XQ*”i/\LEv”)’L'GI\B LE,TL) z ((X27ni/\7-e,n)i€N, TE’n) fiir alle n € N

und € > 0.

61

(3.10)

Fiir den Beweis der Behauptung betrachten wir fiir ein k& € N jeweils die zwei Ereignisse
{L&™ = 27"k} und {L®™ > 27"k}. Es ergeben sich die beiden folgenden Fille.

Fall 2.1: L™ = 27"k. Auf diesem Ereignis ist der Zeitpunkt 27"k die letzte endliche e-

Leiterzeit, und aulerdem ist dann h(Xy-n;) < h(Xg-ny)+€ fiir alle j > k. In mathematischer

Schreibweise heifit das fiir B € .#%

{(XQ—nl, e, XQ—nk) € B und LF" = 2_nk}

= {(X27n1, . 7X27"k}) € BN B; und h(X27”j) S h(Xzfnk) +¢€ \V/j > k}

mit

Bj :={(z1,...,x) : (k,h(xy)) ist e-Leiterpunkt in der Folge h(o), h(x1),...,h(zg)}.

Es folgt damit

Po((X3-n1,...,X9-ng) € Bund Lo" = 27"k)

= / Pyn(0,dz1) ... Py (-1, dTk) Gy (1, )1 (@),
BNBE

wobei die Funktion ¢7 : S — [0, 1] definiert ist als

qg(.%') = Pm (h,(X27ni) S sVie NO)

(3.11)

Andererseits tritt das Ereignis 75" = 27"k genau dann ein, wenn 2~ "k die letzte endliche

e-Leiterzeit des diskretisierten Prozesses (Xo—n;) ist mit h(Xy-nj) < Y,

{(Xg-n1,..., Xp-ng) € B und 75" = 27"k}
= {(X9=n1,..., Xo-nj,) € BN B}

also

N ({h(X?nk) <Y und der folgende e-Leiterpunkt liegt iiber Y}
U {h(X9-nj) <Y und die folgende e-Leiterzeit ist unendlich}).



62 KAPITEL 3. ZEITKONTINUIERLICHER PFADRAUM

Hiermit folgt nun
PZ((X27”17 Ce ,Xz—nk) e B s TN = 2771,]{;)

= / ch,n(o, da:l)...PQh,n(xk_l,dxk)

BNB;

1 1 1
P (o Ten oy < <
’“(Hf’” (o <eo) h(Xk))

~

Ein Wechsel von P" nach P liefert

= / Py—n(o,dxy1) ... Py—n(xf_1,dx))
BNBE

1 1 1
P (— Ipemooy < = < —— )
AV A T

An dieser Stelle kommt die zweite Aussage des in Kapitel 1 aufgetretenen Lemmas 8 zum
Zuge, das hier in der folgenden Form benétigt wird:

1 1 1 h(o)
(] (— — < —)=—%qy .
Pw(ﬁf,nl{al <oo} < y = h(x)> h(z) qh(x)—f—e(x)

Zusammen mit der letzten Gleichung und Gleichung (3.11) folgt damit
P,((Xa-n1,...,X9-ng) € B, L™ =27"k)
=PI ((Xy-n1,..., Xo-np) € B, 797 = 27"k). (3.12)
Fall 2.2: L™ > 27"k. Um mit den e-Leiterpunkten besser arbeiten zu kénnen, fiihren wir

die folgende Funktionsfamilie H¢ ein, die die grofiten e-Leiterhohen unter den k + 1 Werten
0,T1,...,T bestimmt:

k=0: H():=h(o)

H® ey Tl falls h < H® RN 7
E>0: Hs(iﬁ'l,...,.’ﬂk) _ ($17 y Lk 1) alls ($k)_ (.ﬁUl, y L 1)—*_6
h(z) falls h(zy) > H*(x1,...,T5-1) + €,
und weiter sei 0" (x1,...,x) baw. 65" (x1, ..., x) die nichste e-Leiterzeit in Abhéngigkeit

von den ersten k Punkten, d.h.
oo™y, ..., zg) == 1nf{27" : h(Xg-n;) > H(z1,..., k) + €}
Mit Hilfe dieser Definitionen erhalten wir

{(Xg-n1,..., Xo-ny) € B, Lo" >k}
= {(Xg-n1,..., Xo-np) € By N {h(Xg-n;) > H (Xp-n1,..., Xg-ny) + € fiir ein i > k},

aus dieser Gleichheit folgt zunéichst fiir den Prozess (Xg-n;)
Po((Xzfnl, e ’X27"k) [= B , La7n > k’)

= / Py-n(o,dzy) ... Py—n(zg—1,dzr)Py, (Ue’n(xl, cony ) < oo) (3.13)
B
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Andererseits gilt fiir den Prozess (Xo-n;)
{(ngnl, .. .,XQ—nk) €eB , T > k}
== {(X2—n17 e ,XQ—nk) S B}
N {&E’n(f(g_nl, ey XQ_nk) < OO}
Y 2 h(Xgenix, X))
und damit folgt

PZ((X277L1’ PN 7)22,”’{) c B , T&,TL > k’)

= / Pl . (o,dxy) ... Ph ()1, dry)
B

1 1 . A
PZ(*S ~ ‘I&E,nz T 00 ‘_an ::1}7."’X7n :a:,>
Y h(X&E’”(:vl,...,:Jck)) { (F1)<oc) 2 ! 27k K

:/ Py_n(o,dxy) ... Py—n(xf_1,dx))
B

1 1
ph (7< A Mipemiy Oo).
\y — h(X&s,n(ml. ) { (21,..,mp) <o}

B “’:Ek)
Hier wird die erste Aussage von Lemma 8 in der folgenden Form eingesetzt:

n (L 1 L _ hlo)
xk(Y < h(X ) I{gs,n(xl,...7xk)<oo}> - h(.’L‘k)

55 (21,0

ka (Ua’n(xl, Ce ,.Z'k) < OO),

und somit erhalten zusammen mit Gleichung (3.13)
P,((Xg-n1,...,Xg-ng) € B, L" > 27"k)
=PI ((Xg-niy. ., Xoong) € B, 77 > 277k). (3.14)

Aus beiden Fillen erhalten wir insgesamt die in Gleichung (3.10) behauptete Verteilungsi-
dentitat:

((Xz—ni A Lem )ieN, La’n)

IEN

((Xg—niATs,n)ieN,Ta’") fiir alle n € N und ¢ > 0.

Schritt 3: Zuléssige . Ziel soll es nun sein, dass sowohl die e-Approximationen als auch
die zeitdiskretisierten Zerlegungszeiten L% und 75" gegen L bzw. gegen T konvergieren. Dies
ist jedoch nicht fiir jede Wahl von e der Fall. In diesem Schritt werden einige Kriterien fiir
zulissige e aufgestellt, die spéter im Beweis die Konvergenz sicherstellen. Auflerdem wird
gezeigt, dass die Menge der storenden e fast sicher nur abzéhlbar ist.

Wir ziehen uns in diesem Schritt auf den Prozess (X;) zuriick, exakt die gleiche Konstruk-
tion funktioniert auch fiir den Prozess (X;). Fiir einen festen Pfad (X;) sollen nun diejenigen
€ > 0 von den Konvergenzbetrachtungen ausgeschlossen werden, fiir die gilt

Hi +c€W fireinieN
mit W := {sup h(X;)}
teRy

U{Xs, Xso : Xs# X,_und s e Ry}
U {X s . s lokales Maximum oder s lokal konstante Stelle},
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d.h. es sollen e-Leiterpunkte ausgeschlossen werden, die exakt auf Unstetigkeitsstellen, lokale
Maxima oder lokal konstante Stellen fallen. Die Menge W selbst ist pfadabhéngig und damit
zufallig, und sie ist fast sicher abzéhlbar.

Bezeichne Zj := R und bezeichne Z; die Menge aller €, so dass H{ + ¢ nicht in W liegt.
Induktiv bezeichne dann Z; die Menge aller € > 0, so dass H} + ¢, ..., H] + ¢ allesamt nicht
in W liegen, also

Zi= () {e>0: Hi+e¢W} undsetze Z:= ()] Zi=2)\|J(Z1\2Z) (315)
§j=0...i ieNg i€N

Diese Mengen Z; bilden eine absteigende Folge, es stellt sich aber die Frage, ob Z iiberhaupt
noch geniigend viele zuléssige € enthélt. Die Menge W enthélt zwar fast sicher nur abzéhlbar
viele Werte, aber es ist per se nicht ausgeschlossen, dass fiir verschiedene ¢ der jeweils i-te
Leiterpunkt H{ einen gleichen Wert in W annehmen kann. Seien €,&’ € Z;_; \ Z;, d.h.

Hf+ceW und H; +¢ eWw.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¢ < €', dann folgt aus der Konstruktion Hf < Hf,,
und damit folgt

Hf +e < H{ +e<H; +¢.

Also sind fiir verschiedene e,&’ € Z;_; \ Z; auch die Werte Hf +¢ und H, f/ —+ ¢’ unterschiedlich.

Diese liegen jedoch nach Voraussetzung in der abzidhlbaren Menge W, also liegen auch nur

abzihlbar viele € in Z;_; \ Z;. Somit werden in Gleichung (3.15) auch nur abzéhlbar viele

Werte aus 2y entfernt, d.h. das Komplement (in R;) der Menge Z besitzt Lebesgue-Maf 0.
Eine wichtige Eigenschaft der Menge Z ist, dass fiir alle ¢ € Z und o} < oo gilt

sup h(Xs) < H; fiir alle t < o, (3.16)
s<t
d.h. der néchste e-Leiterpunkt kann nicht schon frither durch einen linksseitigen Grenzwert
erreicht werden, dies widerspréche der Definition von Z.
Wie oben bemerkt, wurde hier nur die zuldssige Menge Z fiir den Pfad (X;) konstruiert,
die gleiche Konstruktion liefert eine weitere Menge Z zuléssiger ¢ fiir den Prozess (Xt), fiir
die ebenfalls in analoger Weise gilt

sup h(X,) < H fiir alle t < 65 < oo.
s<t

Schritt 4: Konvergenz der zeitdiskreten c-Leiterpunkte. In diesem Schritt ist zu zei-
gen, dass fiir ¢ € Z die zeitdiskreten e-Leiterpunkte konvergieren, d.h. dass fiir alle 1 € N
gilt

lim ;" =0f P, —fs. und lim H;" = H; P, —fs.

n—oo n—oo
Analoge Aussagen gelten auch fiir den Prozess (Xt), wir ziehen uns hier auf (X;) zuriick, da
der Beweis nur auf Pfadeigenschaften und nicht auf Verteilungsargumente baut.

Fiir ¢+ = 0 ist die Behauptung klar, betrachten wir also affl unter der Annahme, dass

lim U;f’n =0;<oo und lim H;" = H: fiirallej <i+1
n—oo n—oo
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gilt. Fiir jedes n ist der néchste Leiterpunkt gegeben durch

UZJrl =inf{27"j > 07" ¢ h(Xy-n i) >H:"+¢} und Hfﬁ = h(X, fﬂ)

wobei H 11 nur dann wohldefiniert ist, falls a 1 < 00 ist.

Fall 4.1: o ; = co. Betrachten wir zunéchst den Fall o7,; = oo, dann folgt aus dieser
Bedingung nach Defintion der e-Leiterpunkte

sup h(X;) < sup h(Xy) < H +e,
t>Uz'E t€R+

wegen € € Z gilt sogar

sup h(X:) < Hf +e. Setze «a:=a(e):= (H; +¢)— sup h(X:) > 0.
teRy teRy

Da nach Induktionsvoraussetzung H; " — Hf fiir n — oo, ist fiir alle hinreichend groie n

(H;™ +¢)— sup h(X;) > a/2 dh. H;"+e> sup h(X,),
teRL teR4

und damit ist afjr"l = oo fiir alle hinreichend grofle n, also

lim 65" =o0f,, = 0.
n—0o00 +1 i+l

Es gilt dann natiirlich auch cr;’” = 05 = oo fiir alle hinreichend groBen n und alle j > i.

Fall 4.2: o{ ; < co. Sei nun of,; < oo. Es gilt dann wegen ¢ € Z und der Minimalitét der
e-Leiterzeit of  fiir alle t < o7

(H; +¢) >suph(X;). Setze a:= a(e,t) := (H; +¢) —sup h(X;) > 0.

s<t s<t

Fiir t < o7, und alle hinreichend grofie n ist wegen der Induktionsvoraussetzung | H, JM—Hf| <
a /2, und damit folgt

H" +e>H; —a/2+¢e =suph(Xs) + a/2 > sup h(X5).
s<t s<t

Fiir alle hinreichend groBe n ist deshalb die (i + 1)-te Leiterzeit o;}; > ¢, und da t € [0,0%, )
beliebig gewihlt war, erhalten wir insgesamt die Ungleichung

lim inf al
n—oo

1z o (3.17)

Durch die Wahl von e aus Z gilt im Falle, dass o7, ; ein lokales Maximum, eine Un-
stetigkeitsstelle oder eine lokal konstante Stelle von (h(X;)) ist, die strikte Ungleichung
Hf , > H; + . In allen anderen Féllen gilt mindestens noch Hf,; > Hf + ¢, und in jeder
Umgebung um o; ; existieren Werte grofler der Leiterhdhe Hf, ;, da dann nach Voraussetzung

o;, 1 kein lokales Maximum ist. Es existiert somit in allen Fillen zu jedem J > 0 stets ein ;
mit

ts €loj1 — 6,01 +d] und  h(Xy) > h(Xes) +e=Hj +e. (3.18)
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Im Falle einer Unstetigkeitsstelle oder einer lokal konstanten Stelle erfiillt schon einfach t5 =
o5, die Ungleichung (3.18). Setzen wir nun

a:=afe,d) = h(Xs,) — (Hf +¢) >0,
dann existiert wegen der rechtsseitigen Stetigkeit des Pfades ein 0 < v < § mit
|h(Xy) — h(Xe5)| < /3 fir alle u € [t5,t5 +7)

Fiir alle hinreichend grofie n gilt nach Induktionsvoraussetzung |H; ™ — Hf| < «/3, und damit
folgt fiir alle u € [ts,t5 + ) und alle hinreichend grofie n
W(Xy) — H" = (M(Xy) = M(Xy,)) + (h(Xe;) — HY) + (Hf — H")
>—a/3 + (a+e) — «af3
> €.

Also sind alle u aus dem Intervall [ts, t5+7) gute Kandidaten fiir den néchsten e-Leiterzeitpunkt,
d.h. fiir alle hinreichend grofie n folgt

oy <ts+y<oi +0+v <05 +20

Diese Ungleichung bleibt im Ubergang zu limsup,, ., Jffl erhalten und da zudem § > 0

beliebig war, folgt

. g,n £
limsupo,;; < 0744.

n—oo

Zusammen mit der ersten Ungleichung (3.17) erhalten wir schliefllich fur alle ¢ € Z

lim o7} =07y,
n—oo

Konvergenz der e-LeiterhShen. Falls o7, ; keine Unstetigkeitsstelle ist, konvergieren die

zeitdiskreten e-Leiterhchen H fﬁl selbst auch,

lim H) = lim h(Xpen) = Hiyyp.
Im Falle einer Sprungstelle of,,, d.h. h(ngH_) #* h(XJisH), gilt aufgrund der zeitlichen
Minimalitit in der Definition der e-Leiterzeit o, ; und wegen ¢ € Z

hMXge, —) < sup h(Xy) < Hf +e und h(X,

i+1
i<of

# Hi +¢

)

Aus der definierenden Eigenschaft der e-Leiterzeit folgt somit zwangslaufig h(XU;:H) =Hi >
H} + . Setze nun

a:=(H; +¢) — sup h(Xy) > 0

t<af+1

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung konvergiert H;" — Hf fiir n — oo und es gilt damit
fiir alle hinreichend grofie n

(H;"4+¢) — sup h(Xy) > a/2 > 0,

t<of,
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und dies impliziert

H;"+¢e > sup h(X;) > sup h(Xg-—n;) > 0.

t<¢72~57L1 2*”]‘<crf_‘_1
Zusitzlich zur Konvergenz der e-Leiterzeiten folgt daraus o;)} > of,; fiir alle hinreichend
grofle n, und wegen der rechtsseitigen Stetigkeit des Pfades (h(X})) gilt somit auch in diesem
Falle H; | — H{,, fiir n — oo.

Schritt 5: Konvergenz des diskretisierten e-Supremums. Fiir die Konvergenz L*" —
L* fir n — oo mit ¢ € Z geniigt es, wenn die diskretisierten e-Leiterpunkte (o7, H;™)
konvergieren, wie an der folgenden Fallunterscheidung deutlich wird.

Fall 5.1: L¢ < oo. Sei ¢ der Index des letzten echten e-Leiterpunkts, d.h.

of <oo und o7, = 00.
Wie im Schritt 4.1 gezeigt, gilt dann ¢} = oo fiir alle hinreichend grofie n und damit gilt
nach Definition auch L&" = ¢7" fiir diese n. Da aufierdem 0" gegen die i-te e-Leiterzeit of
konvergiert, folgt damit

lim L°" = lim o;" =o0f = L° fiir alle € € Z.

n—oo n—oo
Fall 5.2: L® = co. Im Falle von L® = oo sind die e-Leiterzeiten of fiir alle ¢+ € N endlich,
und dies impliziert, dass der Pfad (h(X})) nach oben unbeschriankt ist. Damit sind dann aber
auch alle zeitdiskreten e-Leiterzeiten 05" fiir jeweils hinreichend grofe n endlich, und somit
L5™ = oo fiir alle n.

Schritt 6: Konvergenz der diskretisierten ¢-Zerlegungszeit. Die fast sichere Konver-
genz der Zerlegungszeiten 75" — 7 fiir n — 0o muss diesmal gesondert behandelt werden, da
die Definiton der Zerlegungszeit etwas von der des Supremums L® abweicht. Bemerkenswer-
terweise ist 7° < oo fiir alle & € Z, denn nach Konstruktion gilt H > ie+h(X)) falls 65 < oo,
also existiert immer ein ¢ mit f[f > Y oder 6 = oo, und somit muss die Zerlegungszeit 7°
endlich sein.

Sei also € € Z, und sei i der letzte echte e-Leiterpunkt kleiner oder gleich Y, d.h.

65 < oound Hf <Y und (65,1 = oo oder HE > Y),

dann gilt fast sicher sogar ﬁf < Y. Fiir alle hinreichend grofle n ist dann auch fast sicher
H™ <Y und 65" < oo und 671 = oo oder ﬁfﬁ > Y, und damit gilt nach Definition
75" = 67" fiir alle hinreichend groBe n. Es folgt damit aus der Konvergenz der diskreten
e-Leiterpunkte

. . ~AEN ~ . >
lim 7" = lim ¢, = 67 = 7° fiir alle € € Z.
n—oo n—oo

Schritt 7: Konvergenz der e-Zeitpunkte. Fiir alle ¢ € Z gilt nach Gleichung (3.16)
supg; h(Xs) < h(Xpe) fiir alle t < L, und damit ist auch L® < L, also folgt

limsup L° < L. (3.19)
e—0,e€Z2
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Andererseits sei t < L und sel

0 < a < suph(Xg) — sup h(X5s), (3.20)
s>0 s<t

eine solche Wahl von « ist wegen der Minimalitdt von L stets mdoglich. Fiir alle ¢ < a mit
e € Z gilt gemifl Beobachtung (3.8)

sup h(Xs) — sup h(X;) <suph(Xs) — h(Xpe) <e < a,
s>0 s<Le s>0

andererseits ist wegen Ungleichung (3.20) supg>q h(Xs) —supg; h(Xs) > o, also muss L® >t
gelten. Wir erhalten

liminf L >t fiir alle ¢ < L, also liminf L® > L. (3.21)
e—0,e€Z e—0,e€Z

Aus den Gleichungen (3.19) und (3.21) folgt insgesamt die Konvergenz L® — L fiir ¢ — 0 und
€ € Z, und mit einer vollkommen analogen Betrachtung folgt schliellich auch die Konvergenz
T¢ > 71 fiire - 0und € € Z.

Schritt 8: Konvergenz der Endpunkte X;- und X,-. In Schritt 7 wurde gezeigt, dass
die Zeitpunkte L® der approximiernden Suprema und die Zerlegungszeiten 7¢ konvergieren,
allerdmgs folgt daraus nicht notwendigerweise eine Konvergenz der Form X;- — X oder
X, — X,. Vielmehr ist eine Fallunterscheidung anhand der Zerlegungszeit L bzw. 7 notwen-
dig. Es sind hierbei drei Félle fiir 7 zu unterscheiden.

Fall 1: Y > h(X,_) > h(X;). In diesem Fall ist 7 entweder eine Stetigkeitsstelle von (h(X))
oder es ist Y > h(X;) > h(X,) in einem ganzen Intervall links von 7, so dass dann nach
Konstruktion 7¢ von links gegen 7 konvergiert. In beiden Féllen folgt X,e — X'T,, und dies
entspricht der zweiten Zeile in Gleichung 3.3.

Fall 2: h(X, ) <Y < h(X,). Da in diesem Fall nach Konstruktion 7° < 7 fiir alle ¢ > 0
mit ¢ € Z gilt, konvergiert auch hier 7¢ von links gegen 7. Somit folgt X,- — X,_, und dies
entspricht der dritten Zeile in Gleichung 3.3.
Fall 3: h(X,_) < h(X,) < Y. In diesem Fall ist fast sicher ¥ > h(Xt) > h(X,_) in einem
ganzen Intervall rechts von 7, demnach konvergiert nach Konstruktion 7¢ von rechts gegen 7,
und somit X, — X,. Dies entsprlcht der vierten Zeile in Gleichung 3.3.

Es gilt also insgesamt X.e — X ., und eine vollkommen analoge Betrachtung fiithrt zu
Xre — X1 fiir den Prozess (X;). Es folgt damit schlieflich auch auf dem Raum der Pfade
in der Skohorod-Metrik

((Xt/\Ls),LE) — ((XML),L) und ((Xt/\Ts),TE) — (()A(tLT),T) fire —0, € Z.

Schritt 9: Zusammensetzen der Beweisschritte.
XZZ = X2—n[2nt"| und XZZ = X2—n{2nt"|

Damit gilt dann in der Skohorod-Metrik dg auf dem Raum der Pfade

~

lim (XP) = (X;) £s. und  lim (XP) = (X;) fs. (3.22)

n—oo n—oo
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Ersetzen wir in den e-Approximationen den festen Wert & jeweils durch eine Zufallsvariable
E., definiert durch

E. := e + €U, mit U, unabhiingig und uniform verteilt auf [0, 1],

dann gilt jeweils E, € Z fast sicher, da das Komplement von Z abz&hlbar ist, und aulerdem
konvergiert F. — 0 fast sicher fiir ¢ — 0. Daraus folgt nun

n — 00 e—0

(( fALEs,n)aLEs’n) — ((XtALEs)aLEE) —— ((X¢11), L)

Z||0 Z||0 Z||0

— 0 N

5 5
e (R %) = (Kin).7)

((Xn )77_E5,n)

tATBen

Die Gleichverteilung [ der zeitdiskreten Prozesse folgt aus Beweisschritt 2, die zusétzliche
Randomisierung von € mittels E. &ndert daran natiirlich nichts, da die auf ¢ bedingten Pro-
zesse identisch verteilt sind. Die fast sichere Konvergenzen [ und O jeweils in der Skohorod-
Metrik folgen aus den Beweissschritten 5 und 6 zusammen mit den Gleichungen (3.22), und
der Tatsache, dass F; € Z fast sicher fiir alle € > 0 ist. Damit folgt dann auch die Vertei-
lungsgleichheit O aus Gleichung O. Die beiden fast sicheren Konvergenzen 0 fiir ¢ — 0 folgen
aus Beweisschritt 8, unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass mit € — 0 auch FE. — 0 fast
sicher gilt. Hiermit folgt schlieflich die Verteilungsgleichheit [ aus der Gleichheit 0. |

3.4 Erkennung der Zerlegungszeit

Wie im zeitdiskreten Fall stellt sich wieder die Frage, unter welchen Bedingungen eine Zerle-
gung fast sicher stattfindet (d.h. wann 7 < oo fast sicher gilt), und wie der Zerlegungszeitpunkt
in fast sicher endlicher Zeit bestimmt werden kann. Dies ist offenbar immer dann mdoglich,
wenn eine passende Uberkreuzungszeit fast sicher endlich ist. Diese Konzepte sind identisch
mit denen der diskreten Zerlegung. Setze also

Te:=1inf{t >0 : h(X,) > Y}

Mit dieser Definition gilt sicher 7 < 7. < oco. Interessant ist offenbar der Fall, in dem 7. < oo
fast sicher gilt. Die Bedingungen hierfiir sind in natiirlicher Weise die gleichen wie in der
zeitdiskreten Zerlegung, d.h. es ist 7. < oo fast sicher genau dann, wenn eine der beiden
folgenden #quivalenten Bedingungen erfiillt ist:

sup h(X;) = co P" — fs.  oder iItlf h(X:) =0P —fs. (3.23)
t

Diese Bedingungen sind auch hinreichend fiir die duale Zerlegung, so dass dann die entspre-
chende Zeit 7} fast sicher endlich ist mit

Fi=inf{t >0 : h(X}) < U}
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3.5 Der post-7-Prozess im stetigen Fall

Im von Pitman zitierten Satz 20 stellte dieser 1974 in seinem Preprint [Pit74] die Vermutung
auf, dass die pre-L- und der post-L-Prozesse bedingt unabhéngig sind, und dass gegeben den
Wert m := My, die Verteilung des post-L-Prozesses als eine (h —m)-Transformation auf dem
Gebiet {z : h(z) > m} dargestellt werden kann. Dies trifft dann natiirlich auch auf den
post-T-Prozess zu, da dieser nach Konstruktion die gleiche Verteilung besitzt. Die aufgestellte
Vermutung lisst sich fiir stetige Prozesse (bis auf eine Eintrittsverteilung) mit einer (in vielen
Beispielen erfiillten) Zusatzbedingung einfach verifizieren, wie in diesem Abschnitt gezeigt
wird.

Die Verteilung von (Xt)

Im zeitdiskreten Fall sind wir bereits in Abschnitt 1.5 auf eine Darstellung der bedingten
Kerne (@) gestofien, die im wesentlichen durch eine harmonische Transformation aus dem
urspriinglichen Kern P hervorgingen. Die dort verwendeten Ideen lassen sich fast direkt auf
den zeitkontinuierlichen Fall iibertragen. Betrachten wir fiir m > 0 die Funktion

Gm(x) = Py(h(Xs) <mVs >0),

dann gilt analog zum zeitdiskreten Lemma 5 mit einer kleinen Modifikation der Aussage das
folgende Lemma:

Lemma 34 Fir alle x € S mit h(z) < m gilt ¢,(x) > 0.
Beweis Setz o, := inf{t > 0 : h(X;) > m}. Angenommen es wire ¢, (z) = 0, d.h. o, < 0

fast sicher. Dann folgt aus dem Lemma von Fatou und der Martingal-Eigenschaft von (h(X;))

E h(X,,,) = E; lim h( Xy, An) < liminf E h(Xs, An) = h(z) < m.
n—oo n—oo
Da allerdings nach Definition der Stoppzeit o, fast sicher h(X,,,) > s gilt, stellt dies ein
Widerspruch dar. Also ist ¢, () = Py(0m = 00) > 0 und das Lemma ist bewiesen. [

Dieses Lemma gestattet es nun wieder die Kerne des auf {o,, = co} bedingten Prozesses
mit einfachen Mitteln zu bestimmen, da bei geeigneter Wahl des Startpunktes die Bedingung
kein Nullereignis ist. Fiir z,y € S mit h(x), h(y) < m gilt

KM f(z) = Eu[f(X0)am(Xe) : h(Xs) <mV0 < s <. (3.24)

gm ()
Fiir einen Startpunkt x mit h(xz) = m ist in vielen Féllen allerdings ¢, (z) = 0, schon bei den
meisten stetigen Prozessen tritt dieses Problem auf. Hierfiir werden zusétzlich die Eintritts-
mafe (D}*) bzw. (QF") bendtigt wie in den Gleichungen (3.1) angegeben. Unter Ausnutzung
der Martingaleigenschaft von h erhalten wir vollkommen analog zum Abschnit 1.5 die folgende
Gleichung fiir z € S mit h(x) < m:

h(z) = Ez[M(Xs,.); om < 00| + Ey[H; o = 0] (3.25)

mit H := limh(X;) fast sicher (da (h(X:)) ein nicht-negatives Martingal ist, existiert die-
ser Grenzwert P-fast sicher). Falls zusétzlich die regulére Funktion h die Eigenschaft (3.23)
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besitzt, gilt fiir den Grenzwert H = 0 P,-fast sicher, womit der zweite Summand in Glei-
chung (3.25) verschwindet, und durch Ubergang zur bedingten Erwartung erhalten wir

h(z) = Py(om < 00)Ey [M(Xs,,) | o < 00].
Hiermit ergibt sich die folgende Darstellung von g, (x)

h(z) |
E, [MX,,,) | om < o0]

gm(z) =1 —=Py(om <o) =1-

Zusammen mit Gleichung (3.24) und der Defintion P/ f(z) := E[f(X:) : h(Xs) < mV0 <
s < t] erhalten wir (weiter unter der Voraussetzung h(X;) — 0 P,-fast sicher)

P (x, dy) = Z:Eyi P, dy)
Eq [1(Xo,.) | 0m < 0] (By [A(Xo,) [0m < 0] = h()) L
E, [h(Xgm) lom < oo] (Ez [h(Xom) | o < OO] — h(.%‘)) P (x, dy)

fir alle z,y € {z € S : h(z) < m}. Falls der Prozess zudem fast sicher stetige Pfade besitzt,
dann gilt E, [h(X,,,) | om < co] = m fiir alle £ mit h(z) < m , und die Gleichung vereinfacht
sich zu

m m — h(y m
K{"(z,dy) = Tn—hEl‘;Pt (z, dy).
Die Verteilung von (Xf)

Die gleiche Frage nach der Verteilung stellt sich auch fiir die duale Zerlegung. Unter der
Bedingung h(X;) — oo Ph-fast sicher ergeben sich auch hier die Kerne der Verteilung des
post-T*-Prozesses durch dhnlich Uberlegungen als

am T (Y
Kt (xvdy): m( )Pth(x)dy)

G ()
_ EL[1/h(Xo,) oy, < 00] (B [1/7(Xoy,) | 07, < o0 Bly) — 1) PP e dy)
B} [1/h(Xos,) |03, < 00] (BE[1/h(Xos,) [ o7, < 00](z) = 1) *

fir alle z,y € {z € S : h(z) > m}, wobei die Stoppzeit o, analog definiert ist durch
oy, =1inf{t > 0 : h(X;) < m}. Falls der zugrunde liegende Prozess zudem fast sicher stetige
Pfade besitzt, vereinfacht sich die Darstellung wieder zu

K™, dy) = 5 Y ).
Dies entspricht gerade der von Pitman in Hauptsatz 20 aufgestellten Vermutung, dass sich
die Verteilung des post-L*-Prozesses als eine (h — m)-Transformation eines auf {x : h(z) >
m} eingeschrinkten Prozesses darstellen ldsst. Vorausgesetzt wurden allerdings stetige Pfade
und h(X;) — oo Pl-fast sicher — eine stirkere Bedingung im Vergleich zu der von Pitman
geforderten Unbeschrianktheit von h. Zusétzlich wird selbst auch im stetigen Fall noch ein
Eintrittsmafl benotigt, welches entweder durch (Q;™) oder (D;™) beschrieben wird.
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Bemerkung Einige Beispiele fiir Zerlegungen behandeln Diffusionen - in diesem Fall ist es
eher uniiblich mit Kernen zu arbeiten, andere Darstellungen der Verteilungen (stochastische
Differentialgleichungen oder Generatoren) werden oft bevorzugt. Mit den Methoden von Ja-
cobsen [Jac74] kann eine konservative, reguldre Diffusion in Dimension 1, die bedingt ist, eine
Schranke m nicht mehr zu unterschreiten, wiederum selbst als Diffusion konstruiert werden.
Fiir eine unbedingte Diffusion mit Skalierung S : R — R und Geschwindigkeitsmafl p auf R
ist der bedingte Prozess unter geeigneten Annahmen wieder eine Diffusion mit Skalierung S,
und Geschwindigkeit u,, gegeben durch

S 1= "S- Sm) und i (de) = (S(x) — S(m))?u(dz).



Kapitel 4

Anwendungen zeitkontinuierlicher
Zerlegungen

4.1 Beispiel: Lévy-Prozesse

Eines der prominentesten Beispiele fiir eine Zerlegung gemifi dem Hauptsatz 31 sind Lévy-
Prozesse. Ein Lévy-Prozess (X;) ist definiert als zeithomogener Markov-Prozess in RY mit
rechtsseitig stetigen Pfaden mit linksseitigen Limiten auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit
MaB P, so dass die Zuwéchse von (X;) eine stationédre Verteilung besitzen, d.h. es gilt

L (Xpys — Xy) = L(Xs — Xo)  fiir alle s, ¢t > 0,

und zudem sind fiir alle g < t; < ... < t,, die Zuwéchse Xy, — Xy,,. .., X, —X¢, , unabhingig.
Durch diese beiden Eigenschaften ergibt ist in natiirlicher Weise eine direkte Beziehung zu
den unbegrenzt teilbaren Verteilungen (siehe z.B. [Bre86]). Bekanntlich (siehe [Ber96, Bre86,
RW94]) ist die charakteristische Funktion ¢ (\) := Egexp (i(\, X1)) eines Lévy-Prozesses
gegeben durch die Lévy-Khinchin-Formel

. 1 i .
log h(A) = i\, b) — §>\T2/\ + /Rd (e — 1 — i\ @) (aeny)uldz) A ERYL (4.1)

wobei b € R? der lineare Drift, ¥ € R¥*? die Kovarianzmatrix der eingebetteten Brownschen
Bewegung und p das Lévy-MaB ist mit der Bedingung

[ el A vyta) < o (4.2
Die charakteristische Funktion ()) ist endlich fiir alle A € R?.

Interpretation der charakteristischen Funktion

Weshalb die charakteristische Funktion fiir Lévy-Prozesse ein derart wichtiges Hilfsmittel ist,
offenbart sich in der wohlbekannten sehr direkten Interpretation der einzelnen Komponenten
des charakteristischen Exponenten log. Jeder Lévy-Prozess (X;) ist in drei grundlegende
unabhéngige Bestandteile zerlegbar

Xy =tb+ Wi + 5

73
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wobei b der lineare Drift des Prozesses ist, (W;) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung
mit Kovarianzmatrix ¥ und (S;) eine Sprungprozess ist, der als Grenzwert einer Folge kom-
pensierter Compound Poisson-Prozesse zu verstehen ist. Das Lévy-Mafl p steuert hierbei die
Verteilung und Intensitét der Spriinge. Fiir Details siehe [Ber96, Bre86].

Falls das Lévy-MaB u endlich ist, d.h. u(R?) < oo, ist eine Sprungkompensation nicht
erforderlich, und somit vereinfacht sich ¢ zu (allerdings mit einem anderen Driftterm b € R?)

log (X)) = i(\, b) — %ATE)\ + /R ) ("™ — 1) p(da). (4.3)

Falls der Prozess schliellich gar keine Spriinge besitzt, also das Lévy-Mafl Gesamtmasse 0
besitzt, vereinfacht sich die charakteristische Funktion weiter zu der einer d-dimensionalen
Brownschen Bewegung mit Drift:

log ¥(\) = i\, b) — %)\T Y.

Regulire Funktionen

Das Vorgehen im Falle der Lévy-Prozesse lauft nun vollkommen analog zu der Zerlegung
von Irrfahrten im Abschnit 2.1. Betrachten wir uns hierzu wieder die Laplace Transformierte
©(A) == Egexp ((\, X1)). Mittels der Zusammenhénge

©(\) =9(—iA) und ¥P(A) = (iA) mit A € R? (4.4)

konnen wir zwischen der charakteristischen Funktion und der Laplace Transformierten jeder-
zeit wechseln — allerdings ist die Laplace Transformierte ¢ nicht mehr notwendigerweise fiir
alle A € R endlich. Falls jedoch |¢(\)| < oo ist, dann besitzt die Lapalce Transformierte
vermoge (4.4) die folgende Gestalt

1
log (X)) = (A, b) + iATE/\ +/ e 1 - <)\,LIJ>1{”I”<1},U,(CLT)
R4

Falls das erste Moment von X; — X existiert, dann kann der Erwartungswert der Zuwéchse
auch wieder mit Hilfe der Ableitung der Laplace Transformierten bestimmt werden. Unter
Verwendung der Kettenregel und ¢(0) = 1 erhalten wir

E(X; — Xo) = gradp(0) = grad exp log ¢(0) = grad log ¢(0) - ¢(0)

=b+ / T — 1:1{||mH<1},u,(d1I)
R4
=b+ / zp(dx). (4.5)
zll>1
Bezeichne C' die Menge der Nullstellen des Exponenten der Laplace Transformierten, also
C:={ueR? : logp(u) =0} = {uecR? : logy)(—iu) = 0},

Die Menge C kann unter Umsténden nur aus der triviale Losung v = 0 bestehen. Aufgrund der
mannigfaltigen Natur von Lévy-Prozesses ist es schwierig, geeignete allgemeine hinreichende
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und notwendige Bedingungen fiir eine nichttriviale Losungsmenge anzugeben. Aus der Menge
C lassen sich nun leicht regulidre Funktionen gewinnen; fiir u € C setze

ha(N) = ef® e
Es gilt dann wegen der Translationsinvarianz der Zuwéchse und wegen ¢(u) = 1
Pihy(z) = EpeltX1) = BoeltatX1) = o) p(y) = by (2),

also ist h, regulér beziiglich der Kernfamilie (P;).

Maf3iwechsel

Wir kénnen nun eine h,-Transformation der Verteilung durchfiihren, die mit h, assoziierte
Verteilung bezeichnen wir mit P"«, und entsprechend die Erwartung mit E"+. Um die trans-
formierte Verteilung genau zu charakterisieren, ist es ausreichend, mit der charakteristischen
Funktion bzw. mit der Laplace Transformierten anstelle direkt mit den Kernen zu arbeiten, da
diese die Verteilung vollstéindig und eindeutig bestimmen. Bezeichne also ¢ die von der Ver-
teilung implizierte Laplace Transformierte, dann ergibt sich die folgende einfache Beziehung
zZu ©:

SDhu()\) — Eg“6<>\’X1> — E06<U’X1>€_<U’O>E<A’X1> _ Eoe<)\+u,X1> _ (’0()\ + u) (46)

Mit Hilfe der Laplace Transformierten kann der erwartete Zuwachs auch einfach bestimmt
werden, denn es gilt

El X, = Bl X1e0%1) = gradp” (0) = gradep(u) (4.7)

Es kann sogar die exakte Verteilung des h,-transformierten Prozesses hinsichtlich Drift,
Brownscher Anteil und Spriingen bestimmt werden. Da nach Konstruktion v € C' und damit
o(u) =1 ist, gilt

1
0 =logp(u) = (u,b) + iuTZu —l—/ el 1 — (u, 2) 1 g <13 (d). (4.8)
R4
Aus den Gleichungen (4.6) und (4.8) erhalten wir
1
log o™ (X) = (A+u.b) + S A+ u) TS\ +u) + / e — 1= (X, 2) g <1y ()
R

1 u,xr u,xr
= (A0 + SATEA+uTEA + /R el — el — O )<y i),

durch einen Mafiwechsel von y nach p*(dz) := e{“®) pu(dz) erhalten wir

1
= (\,b) + §AT2A +uT8N + /R ) eM — 1 — (X, @) L)<y ™ (dr)

ey — 1)\, 2)u(dx),
+/”m( YO\ 2hu(da)
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und dies ldsst sich nun wie folgt in die Lévy-Khinchin-Darstellung pressen

=<A,b+uﬁbﬂ/ (e — 1)ap(dz) )

fl=ll<1

1
+ §AT2A + /Rd eM) — 1 — (N, ) L) <ayu™ (do)

1 z
= (\,bM) + §>\TZ/\ + /Rd eM) — 1 — (A, @) L) <ayp™ (d)

mit dem Driftterm b und dem Lévy-MaB p/** definiert durch
b=+ ulS / (e<“’z> — 1) zp(dz) und ple (da) = et pu(dz).
[l=ll<1

Damit scheint der h,-transformierte Prozess wieder ein Lévy-Prozess, dessen Verteilung vollsténdig
charakterisiert wurde. Es fehlt allerdings noch der Nachweis, dass b endlich ist, und dass
p'e tatsichlich ein zulissiges Lévy-MaB ist, d.h. dass Bedingung (4.2) erfiillt ist,

H/x”<1(6<u,r> - 1)$M(d$)H < 00 und /Rd(||$H2 A1) (dz) < oo (4.9)

Betrachten wir uns die erste der beiden Bedingungen (4.9):

|[ e = antan)| < [ ol e 1| (o)
[lz]]<1

flz|l<1
= /Hw\-\ew’”—l\u(dx) + /Hx\!-\e<“’“’”>—1lu(dx)
[|l]]<1 llz||<1
[lul|-[lz] <1 [lull[|z]|>1

Mit den Abschiitzungen e — 1 < z + 22 fiir —1 < z < 1 und (u, z) < ||lul|||z| folgt im ersten
Summanden

< max((lul Jul®) [ ol + ol utdz) + [ ] e 1] u(ao).
[|z]l<1 [z <1
flull-[lzll <1 flell- [l >1
Da p ein zuldssiges Lévy-Maf ist, ist der erste Summand wegen Bedingung (4.2) endlich. Der
zweiten Summanden kann einfach abgeschéitzt werden durch

Joll |e ~1futdn) < e [ w(dn) it eimsup o] el <1 < cx.
llef <1
]| <1 [[ll-lz>1 IIuIID-UII:vII>1

Eine einfach Uberlegung zeigt, dass das Integral f||u||~||x||>1 u(dz) ebenfalls wegen Bedin-
gung (4.2) endlich ist. Insgesamt ist hiermit die erste Ungleichung in 4.9 gezeigt.
Bleibt noch die zweite Bedingung in (4.9) zu tiberpfiifen. Aus der Definition des Mafles
h
w'e folgt

/ (l2]> A 1)l (d) = / 226 u(dz) + / ) u(d),
R4 [|z||<1

[[=][>1
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und aus der Abschitzung e{®® < el“l folgt weiter
< [ felPutdn) + [ e,
fl=fl<1 ll=]|=1

Da p ein zuléssiges Lévy-Maf ist, ist der erste Summand wegen Ungleichung (4.2) endlich. Es
bleibt nun nur noch zu zeigen, dass auch der zweite Summand endlich ist. Nach Voraussetzung
ist log ¢(u) = 0, speziell folgt aus Gleichung (4.8) sofort

‘ /le>1(e<m$> - 1),u,(d$)‘ < 00,

und da aus der Lévy-Bedingung (4.2) fiir das Maf3 u sofort folgt fo||>1 u(dr) < oo, gilt somit
insgesamt fiir den zweiten Summanden -

’/ e<“’$>u(dx)’ < ‘/ (e<u"”> —1),u(d:c)’ + ’/ u(dm)‘ < o0.
llzll>1 llzll>1 2] >1

Damit erfiillt nun auch das Maf8 p* die Bedingung (4.2) und ist somit ein zuléssiges Lévy-
MasB.
Mit Hilfe der Identitéten (4.4) fassen wir das Resultat wie folgt zusammen:

Satz 35 Sei P die Verteilung eines Lévy-Prozesses in R mit charakteristischer Funktion 1,
dessen Exponent die Form hat

1 )
log ¥(\) = i(\, b) — §ATE)\ + /Rd e — 1 — i\ @) ey peldz) A ERY

dabei ist b € RY der Driftterm, ¥ € R¥? die Kovarianzmatriz der eingebetteten Diffusion
und p das Lévy-Maf fiir die Spriinge. Bezeichne () := 1 (—i\) die Laplace Transformierte,
und seiu € C:={\ € R? : ©()\) = 1}. Dann ist die Funktion h, definiert durch

hu(z) i=ef?) 1 e RY

requlir und die hy-transformierte Verteilung P ist wieder ein Lévy-Prozess mit der charak-
teristischen Funktion ™ der Form

1 .
log 4" (A) = i(A,b") — SATEA +/ (e =1 — i\, 2) g <ry) 1™ (d)
R4
mit dem Driftterm b™ und dem Lévy-Mafi " definiert durch

Vo =0+ Ty +/ (e<u’x> — 1)ap(dz) und  ple(dz) == e p(da).
[zl <1

Bemerkung Falls das Lévy-Mafl p endlich ist, und somit die charakteristische Funktion die
einfachere Gestalt (4.3) besitzt, vereinfacht sich auch die charakteristische Funktion " der
hy-transformierten Verteilung zu

1 )
log ™ (X) = i(\, bhv) — §AT2A + / )yl (dz),
R4
mit

b =b+ul'y und ple (da) = ) u(dz). (4.10)
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Erkennbarkeit der Zerlegungszeit

Es stellt sich noch die Frage nach der Erkennbarkeit der Zerlegungszeit. Um diese Eigenschaft
nachzuweisen betrachten wir die reellwertige Zufallsvariable (u, X1) unter dem Mafl P und
deren Laplace Transformierte « die sich mit Hilfe von Gleichung (4.6) wie folgt ergibt:

A(N) = BreeMueXa) — phe(hu) = p(hu + u). (4.11)

Wegen (4.11) ist v(\) = 1 fiir genau die beiden Werte A = 0 und A = —1, und da « konvex
ist folgt daraus 4/(0) > 0. Damit gilt

E™ (u, X1) = +/(0) > 0,

und es folgt aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen angewandt auf die Summe X; un-
abhéngiger und identisch verteilter Zuwéchse

1tlim hy(Xy) = tlim exp(u, X;) = oo P —fs.

Damit ist wie in Abschnitt 3.4 beschrieben die Zerlegungszeit 7 fast sicher endlich und zudem
durch die Uberkreuzungszeit 7, erkennbar.

Zerlegung

Fiir eine Zerlegung gemifl Hauptsatz 31 haben wir damit die Verteilung des Anfangsstiicks
exakt beschrieben. Die Zerlegungszeit 7 kann analog der zeitdiskreten Irrfahrt ebenfalls ein-
facher beschrieben werden. Sei Y die zufillige Schranke auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
mit Mafl P wie im Hauptsatz 31 beschrieben mit Verteilung P(Y > y) = 1/y fiir y > 1, und
sei h, eine regulidre Funktion mit u € C. Setze

Z = |ju| " log Y,

dann ist P(Z > z) = P(Y > el“l?) = ¢=llull2 d.h. Z ist exponentiell verteilt zum Parameter
||u|| und mit Erwartungswert |Ju||~!. AuSerdem gilt

(u, z)
]

hy(z) >Y

> Z & x € H,(2),

wobei H,(Z) := {x : (u,z) > |[ul|Z} der Halbraum in R? ist, der gerade Abstand Z
vom Ursprung hat. Damit erhalten wir fiir einen in 0 startenden Lévy-Prozesses in R? mit
charakteristischer Funktion 1 die folgende Zerlegung beziiglich einer reguldren Funktion h,,
mit u € C:

1. Starte einen hy-transformierten Lévy-Prozess (Zt) mit charakteristischer Funktion 1"
in 0.

2. Erzeuge eine exponentiell verteilte und unabhdingige Zufallsvariable Z mit Erwartungs-
wert ||ul|~t, und setze

Ti=sup{t >0 : X; ¢ H,(2Z), (u, X,) < (u, X;) Vs < t}.

Dies ist der erste Zeitpunkt, zu dem der Prozess (Xt) am nichsten am Halbraum H,(Z)
ist, aber noch nicht in diesen eingetreten ist.
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3. Starte einen weiteren Lévy-Prozess (X;) mit charakteristischer Funktion v im Start-
zustand Xy = X, der darauf bedingt ist, nicht in den Halbraum H,(Z) einzutreten.

Setze .
_ X t<
Xt = Vt g
Xt—T t Z T.

Dann ist (X;) ein Lévy-Prozess mit charakteristischer Funktion 1.

Die duale Zerlegung bietet in diesem Fall keine wesentlichen neuen Einblicke, weshalb die
Details ausgespart bleiben. Allerdings ist es durchaus sehr lohnenswerte einzelne spezielle
Beispiele niher zu untersuchen, auch um alte Resultate direkt in diese Arbeit aus neuer Sicht
einzubetten.

Beispiel 1: Brownsche Bewegung mit Drift

Das bekannte von Williams und Pitman untersuchte ([Wil74, Pit75]) Beispiel stellt eine
Brownsche Bewegung dar. Klassisch wurde eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit
Drift am Supremum oder Infimum zerlegt, wir kénnen dies nun sofort auf héhere Dimensio-
nen verallgemeinern.

Sei (B;) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
mit MaB P, und sei sei ¥ € R?*? die Kovarianzmatrix und b € R?\ {0} der Drift. Wir
setzen ¥ als regulér voraus, ansonsten kann (B;) durch affin-lineare Transformation aus einer
niedriger-dimensionalen Brownschen Bewegung erhalten werden. Die Laplace Transformierte
@ ist gegeben durch

1
log o(A) = (X, b) + ime.
Sei u € C, d.h. es gilt log p(u) = 0, und dies bedeutet
1
(u,b) + 5uTzu = 0. (4.12)

Dann ist nach Satz 35 der h,-transformierte Prozess wieder eine Brownsche Bewegung mit
Kovarianzmatrix ¥ und Drift "+ = b+u”'¥. Diese Verteilung beschreibt gerade das Anfangs-
stiick der Zerlegung.

Betrachten wir die Losungsmenge der Gleichung (4.12) etwas genauer. Fiir b = 0 besitzt
diese Gleichung nur die triviale Losung v = 0, deshalb wurde dieser Fall oben ausgeschlossen.
Sei also b # 0. In der Dimension d = 1 erhalten wir neben der trivialen Loésung genau
eine weitere Losung u = —2b/0?, wobei o2 := Var(B) die Varianz ist. Der Drift der h,,-
transformierten Brownschen Bewegung ist nach Gleichung (4.10) gegeben durch

b = b+ uo? = —b.

Die obige Konstruktion entspricht der Zerlegung am Supremum (fiir negative b) bzw. am
Infimum (fiir positive b), und das Anfangsstiick hat gerade den entgegengesetzte Drift.

Fiir Dimensionen d > 2 und b # 0 besitzt die Gleichung (4.12) unendlich viele Losungen,
und fiir jede Losung u € C gilt mit Gleichung (4.7)

ES“Xl = gradp(u).
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Da die Funktion ¢ nach Definiton strikt konvex ist, ist die Losungsmenge C der glatte Rand
einer konvexen Menge, und in jedem Punkt u steht der Gradient grade(u) senkrecht zur
Tangente der Menge C' im Punkt w.

b = gradp(0)

bl = grady(u)

Damit ist die Menge {gradyp(u) : u € C} isomorph zur (d — 1)-Sphire S9! in RY, d.h. zu
jeder Richtung v € S9! existiert ein u € C, so dass gilt

B; bhu

lim — = — =¢ Ph_fg
t—oo [ Byl [|bu]]

Damit ergibt sich die folgende Zerlegung einer d-dimensionalen Brownschen Bewegung mit
Drift b # 0 und Kovarianzmatrix ¥ beziiglich einer harmonischen Funktion h, mit u € C,
wobei sich die Zerlegungszeit 7 aufgrund der Stetigkeit wesentlich einfacher darstellen ldsst.

1. Starte eine Brownsche Bewegung (Bt) mit Kovarianzmatriz X und Drift b=b+uly.

2. Erzeuge eine exponentiell verteilte und unabhdingig Zufallsvariable Z mit Erwartungs-
wert ||ul|~t, und setze
T:=1inf{t >0 : (u, By) > ||ul|Z}.

3. Starte eine weitere Brownsche Bewegung (Bt) mit Startpunkt By = B, und mit Drift b
und Kovarianzmatriz X3, die darauf bedingt ist, nicht in den Halbraum H,(Z) einzutre-

ten. Setze A
_ B t <
Bt = Vt g
Bt—T t Z T.

Dann ist (By) eine Brownsche Bewegung mit Drift b und Kovarianzmatriz ¥.

Diese Zerlegung entspricht fir d = 1 exakt den von Williams in [Wil74] und von Pitman
in [Pit75] angegebenen Zerlegungen; diese haben zusitzlich das zweite Teilstiick der Zerle-
gung (also den post-7-Prozess) charakterisiert; demnach ist der Prozess (B;) eine Diffusion in
[B;,00) mit Startpunkt B, und infinitesimalen Generator
2
5% + coth(z — BT)%.
In Abschnitt 4.4 wird noch eine verwandte Zerlegung eines Bessel-Prozesses untersucht.

Fir d > 2 sei die Kovarianzmatrix ¥ die Einheitsmatrix und es sei b # 0 der Drift
einer Brownschen Bewegung. Dann stellt u := —2b eine Losung der Gleichung 4.12 dar,
und die zugehorige h,-transformierte Brownsche Bewegung besitzt dann den Drift b"« = —b
in die genau entgegengesetzte Richtung. Der fiir die Zerlegung entscheidenden Halbraum
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H,(Z) = H_9(Z) wird durch die Hyperebene {x € R? : (b, x) = —||b||Z} definiert; diese liegt
in diesem Fall auch orthogonal zum Drift b. Damit stellt eine solche spezielle Zerlegung eine
einfache und direkte Verallgemeinerung in héhere Dimensionen der Zerlegung von Williams

dar.

Beispiel 2: Poisson-Prozess mit Drift

Ein weiteres interessantes Beispiel stellt ein Poisson-Prozess dar. Ein solcher Prozess stellt der
denkbar einfachste Lévy-Prozess mit Spriingen dar, diese sind immer der Gréfle 1 und treten
in unabhéngig exponentiell verteilten Zeitabstdnden mit der Rate s > 0 auf. Da ein solcher
Prozess zunidchst monoton wachsend ist (und somit sein Minimum zur Zeit 0 annimmt),
benotigen wir fiir eine Zerlegung zusétzlich einen Drift b, so dass —s < b < 0 ist. Damit
konvergiert der Prozess fast sicher gegen +o0o, und durch den negativen linearen Drift ¢
nimmt der Prozess sein Minimum fast sicher zu einem endlichen Zeitpunkt L > 0 an.

Der Exponent der Laplace Transformierten fiir den oben beschriebenen Poisson-Prozess
ist gegeben durch

log (A) = Ab+ s(e* —1).

Aufgrund der Konvexitéit von log ¢ und der Bedingung —s < b < 0 besitzt die Menge C' der
Nullstellen von log ¢ genau zwei Losungen v = 0 und v < 0. Mit Hilfe von Gleichung (4.10)
kann der h,-transformierte Prozess wieder als ein Poisson-Prozess charakterisiert werden mit
Drift b und Sprungrate e’s, d.h. das Anfangsstiick (Xt) der Zerlegung ist ein Poisson-Prozess
mit identischer linearer Drift aber mit einer kleineren Sprungrate. Wegen der strikten Kon-
vexitat gilt auflerdem

EoX1 = ¢'(v) <0,

also gilt X; — —oo fiir ¢ — oo. Damit haben ist die Verteilung des Anfangsstiicks exakt
beschrieben.

In diesem Fall kann mit Hilfe der Technik aus Abschnitt 3.5 die Verteilung des post-7-
Prozesses (X;) als Transformation der eingeschrinkten Kerne (P/") dargestellt werden mit

P (z,dy) :=Py(X; €dy : Xs >mVs € [0,t]),

denn die zufillige Schranke Z kann vom Prozess (X;) unter P nur stetig nach unten durch-
brochen werden. Gegeben das Anfangsstiick (Xt) der Zerlegung bis zum Zeitpunkt 7 muss
der Prozess (Xt) desshalb sofort einen Sprung nach oben machen, d.h. es ist Xy = XT + 1.
Bedingt auf Z = m sind die Ubergangskerne (KJ") des post-7-Prozesses dann gegeben durch

m — hy(y)

K" (z,dy) = m

Ptm(x7 dy)

Bemerkung Salminen hat in [Sal81] fiir einfache Poisson-Prozesse, die keinen linearen Drift
dafiir aber sowohl negativen als auch positiven Spriingen besitzen, weitere minimale Raum-
Zeit-reguldre Funktionen k, mit z € (—oo, 00) angegeben, die sowohl die Sprungrate als auch
deren Verteilung dndern. Diese eroffnen weitere Zerlegungen dhnlicher Gestalt. ([l
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4.2 Beispiel: Driftlose Brownsche Bewegung

Im vorigen Abschnitt wurde mittels einer Brownschen Bewegung mit Drift eine weitere Brown-
sche Bewegung mit einem anderen Drift konstruiert. Will man eine driftlose Brownsche Be-
wegung in R? zerlegen, so bendtigt man andere regulire Funktionen, da fiir b = 0 die Glei-
chung (4.12) nur die triviale Losung u = 0 besitzt, und damit auf diesem Weg auch nur die
triviale konstante reguldre Funktion erhalten werden kann.

Den Ausweg bilden Raum-Zeit-regulire Funktionen h : Ry x R?, die die folgende definie-
rende Eigenschaft besitzen

h(t,z) = / Py(z,dy)h(s +t,y) fir alle s,t € Ry und z € R%.
Rd

Bekanntlich ist fiir eine driftlose Brownsche Bewegung (B;) in Dimension 1 der Prozess
exp(bB; — $b%t) fiir alle b € R ein Martingal, also ist hy(t, z) := exp(bz — 1b?t) eine Raum-Zeit-
regulire Funktion, und allgemein ist fiir Dimension d > 1 und b € R? die folgende Funktion
Raum-Zeit-regular

1
hy(t, ) := exp((b,z) — 5”17”275)7 t€R, und z € RY (4.13)

Die zugehorigen Kerne eines hp-transformierten Prozesses miissen nun per se nicht mehr
zeithomogen sein, es gilt jedoch in diesem Spezialfall fiir alle s,¢ € R, und z,y € R?

I(y — sb) — =|?

h(t + s, 1
MPS(x,dy) = (27(—8)2/dexp(— 95 > = Psb(l',dy),

h(t,x)

also ist auch der hj-transformierte Prozess wieder zeithomogen, und entspricht gerade einer
Brownschen Bewegung mit Drift b.

Fiir eine Zerlegung sind die Niveau-Mengen von h; von besonderem Interesse. Aus der
Definition in Gleichung (4.13) wird klar, dass zu einem festen Zeitpunkt ¢ jede Niveaumenge
von hy(t, ) eine Hyperebenen im R? bildet, deren Abstand vom Ursprung linear mit der Zeit
mit Geschwindigkeit ||b]|/2 wichst. Also sind die Niveau-Mengen von hy;, in der Raum-Zeit
wiederum Hyperebenen.
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Brownsche Bewegung in Dimension 1 mit Drift b = 1,7 und eine Niveaulinie
von hy, als zufillige Schranke mit linear wachsendem Abstand vom Ursprung.

Mit dieser Erkenntnis kann der Zerlegungszeitpunkt 7 einfacher beschrieben werden.
Wihlen wir den Startpunkt o = 0 € R%, dann ist hy(0) = 1, und als einen geeigneteren
Ersatz fur die Zufallsvariable Y mit P(Y > y) = 1/y setzen wir

Z = b7y,

so dass P(Z > z) = exp(—||b]|z) gilt, also Z exponentiell zum Parameter ||b|| verteilt ist.
Betrachten wir nun den Abstand eines Punktes x zur Hyperebene zum Zeitpunkt ¢, dann gilt

(byx) logy 1

hb(t,l‘) >Y < + §Hb”t

o] 0]
(b, x) 1

> 7 + —||b||t
o] 2

& (t,x) € Hy(Z2),

wobei Hy(Z) := {(t,z) € Ry x R? : (b,x) — $[|b]|*t > [|b]|Z} ein Halbraum in Ry x R? mit
Abstand Z vom Ursprung ist. Damit ergibt sich folgende Zerlegung einer freien Brownschen
Bewegung;:

1. Starte eine Brownsche Bewegung (Bt) in R® mit Drift b und mit Kovarianzen Yij = 0ij-

2. Erzeuge eine exponentiell verteilte und unabhdngig Zufallsvariable Z mit Erwartungs-
wert ||b|| 7L, und setze

|
7i=inf{t >0 : (b,B;) — 5Hbu% > 0] Z}.

3. Starte eine weitere driftlose Brownsche Bewegung (Bt) mit Startpunkt By = By und mit
Kovarianzmatriz X, die darauf bedingt ist, nicht in den Halbraum Hy(Z + ||b||7) in der
Raum-Zeit R, x RY einzutreten. Setze

_ B, t<
Bt = yt 4
Bt—T tz T.

Dann ist (By) eine driftlose Brownsche Bewegung mit Kovarianzmatriz ¥ = 0 -

Mittels der dualen Zerlegung kann eine im Ursprung startende Brownsche Bewegung mit
Drift b # 0 in Dimension d > 1 konstruiert werden, indem zuerst eine dirftlose Brownsche Be-
wegung gestartet wird, bis diese in den Halbraum Hy(1/V) durchsto8t, wobei V' unabhéngig
zum Parameter ||b|| exponentialverteilt ist. Dann wird eine weitere Brownsche Bewegung wie-
der mit Drift b angehéingt, die darauf bedingt ist, nicht in den Halbraum Hj(1/V') einzutreten.

Bemerkung Diese Zerlegungen kénnen auch als Spezialfall der Zerlegung einer Brownschen
Bewegung mit Drift gesehen werden, wie sie als Beispiel 1 in Abschnitt 4.1 dargestellt wurde.
Denn betrachten wir die Zerlegung einer Brownschen Bewegung (Bj) mit Drift —b/2 in ein
Anfangsstiick mit entgegengesetztem Drift /2 und in ein bedingtes Endstiick mit Drift —b/2.
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Dies entspricht vermittels einer Zentrierung B, := B} + t% gerade einer Zerlegung der nun-
mehr driftlosen Brownschen Bewegung (B;) in ein Anfangsstiick mit Drift b und bedingtem
Endstiick ohne Drift wie oben angegeben.

Eine dhnliche Interpretation gilt auch fiir die duale Zerlegung, diese kann aus einer Zerle-
gung einer Brownschen Bewegung (Bj) mit Drift b/2 durch vermittels B} := B£+tg gewonnen
werden. O

4.3 Beispiel: Brownsche Briicke

Eine d-dimensionale Brownsche Briicke (X;)p<1<: ist definiert als der folgende Prozess auf
dem Zeitintervall [0, 1]

Xy := By —tB; wobei (B;) eine Brownsche Bewegung in R? ist.

Die Verteilung der Brownschen Briicke kann als h-Transformation des Wienermafies P be-
schrieben werden mit der Raum-Zeit-reguliren Funktion h : [0,1] x R? — R definiert durch

h(t,z) :=

I Ed
(1—¢)d2 eXp( 2(1— t))
(siehe Abschnitt 40 in [RWO00]).

Betrachten wir das Konvergenzverhalten von h(t, B;) fir t — 1 fiir eine standard Brown-
schen Bewegung (B;) in R? auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf P. Es ist fast sicher
B; # 0, und damit existiert fast sicher ein zufélliges (da pfadabhingiges) € > 0, so dass die
Brownsche Bewegung im ganzen Zeitintervall [1 — ¢, 1] einen Mindestabstand I von 0 halt,
also:

Es existiert P — fast sicher ein € > 0, so dass [ := inf{||Bs|| : s € [1 —¢,1]} > 0.
Damit gilt dann fiir alle Realisieringen (B;) auBer einer P-Nullmenge

0< }m} h(t,B) <limsuph(t,B;) = limsup h(t,B;) P —fs.
- t—1

t—1t>1—¢
= limsup ¥exp<— [EAs )
t—1t>1—¢ (1 —1)4/2 2(1—1)
1 I?
s () b
= RSP A e TP aa
=0.

Also gilt h(t, B;) — 0 fiir t — 1 P—fast sicher, und somit erfiillt die regulére Funktion h die
Bedingung 3.23, und die Zerlegungszeit 7 ist somit fast sicher endlich. Durch die folgende
Fortsetzung von h auf den gréBeren Raum R, x R? kann die Brownsche Briicke auch als h-
Transformation einer freien Brownschen Bewegung auf der gesamten Zeitachse R verstanden
werden, wobei der transformierte Prozess zur Zeit 1 gekillt wird.

W exp(— 2|(|ﬂ2t)> firt <1
00 firt=1und x =0
0 firt=1und z #0
0 fir t > 1.

h(t,x) =
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Niveaulinien der Funktion h(t, x). Kleinere Kurven liegen
hoher, und im Punkt (1,0) besitzt die Funktion einen Pol.

Aus der dualen Zerlegung ergibt sich damit die folgende Konstruktion einer Brownschen
Briicke:
1. Starte eine driftlose Brownsche Bewegung (Bt) mit Varianz 1 im Punkt 0 auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf P.

2. Erzeuge eine unabhdingige, uniform in [0, 1] verteilte Zufallsvariable U, und setze
T:=inf{t >0 : h(t,B,) = U}.

3. Starte eine Brownsche Briicke (Bt)te[r,l} von, (7, By) nach (1,0), die darauf bedingt ist,
dass h(t, B;) > U fir alle t € [1,1] ist. Setze

_ B t<
BtI: vt T
Bt tZT

Dann ist (By) eine Brownsche Briicke von 0 nach 0.

Die duale Zerlegung stellt eine alternative Konstruktion einer freien Borwnschen Bewe-
gung dar, deren Anfangsstiick durch eine Brownsche Briicke beschrieben wird, und deren
Endstiick eine Brownsche Bewegung ist darauf bedingt, eine Niveaulinie von h(t,x) nicht
mehr zu unterschreiten.

4.4 Beispiel: Bessel-Prozess

Ein weiteres interessantes Beispiel sind dreidimensionale Bessel-Prozesse (kurz Bessel-3-Prozesse),
also eine eindimensionale Brownsche Bewegung, die darauf bedingt ist, sich nur in der posi-
tiven Halbebene zu bewegen.
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Verteilung eines Bessel-Prozesses

Um die Verteilung eines Bessel-3-Prozesses zu beschreiben greifen wir auf [Wil74] zurtick.
Bezeichnen wir mit BES?(3,0) einen dreidimensionalen Bessel-Prozess mit Startpunkt b > 0
und Barriere 0, dann wird die Verteilung durch die Kernfamilie (K;) zusammen mit einem
Eintrittsmaf charakterisiert, wobei die Ubergangskerne als h-Transformation der Kernfam-
lie (P;) einer in 0 gestoppten freien Brownschen Bewegung darstellbar sind. Die fiir diese
gestoppte Brownsche Bewegung regulire Funktion h ist gerade h(x) = z. Es gilt also

K. dy) = TP (a. dy)
Pti(xa dy) = Pt(m7dy) - Pt(_x7dy)

Die Konstruktion von (P, ) geht aus dem Spiegelungsprinzip hervor, so dass diese Kerne
nur noch Masse auf Pfaden haben, die sich vollstindig innnerhalb der positiven Halbebene
befinden. Falls der Bessel-Prozess im Punkt b = 0 startet, wird zusétzlich ein Eintrittsmaf
(Dy) bendtigt, dieses ist gegeben durch

Dy(0,dy) = 2yP(T, € dt)/dt
x x?
P canji= (- ),
(T, € dt)/dt ELE exp(—o
sieche Abschnitt 3 in [Wil74] und § 1.7 in [IM65]. Allgemein bezeichnen wir einen Bessel-3-
Prozess (B;) mit Startpunkt b und Barriere ¢ mit BES®(3,¢), es ist dann der verschobene

Prozess (B; — ¢) wieder ein BES?~¢(3,0), und somit sind die passenden Kerne (Kf) gegeben
durch

—cC _
K{(xz,dy) = z — CPt (x —¢,dy — c).

Zerlegung

Aus der dualen Zerlegung beziiglich der reguldren Funktion h(z) = z erhalten wir die fol-
gende Konstruktion eines Bessel-3-Prozesses, die exakt der Williams Zerlegung (Theorem 3.1
in [Wil74]) enspricht.

1. Seib> 0 und (By) eine freie, in b startende Brownsche Bewegung.

2. Sei weiter U eine unabhdngige, uniform in [0,b] verteilte Zufallsvariable und setze

™ :=inf{t >0: Bf =U}.

3. Starte in 0 einen Bessel-3-Prozess (B}) und setze

B B} t< 1"
YU Br 4+ Bt

Dann ist (B}) eine dreidimensionaler Bessel-Prozess mit Startpunkt b.



4.5. BEISPIEL: VERZWEIGUNGSPROZESSE 87

Umgekehrt erhalten wir aus der direkten Zerlegung eine Konstruktion fiir eine in b > 0
startende und in 0 gestoppte Brownsche Bewegung. Dabei wird das Anfangsstiick durch einen
BES®(3,0)-Prozess beschrieben, bis dieser zu einem Zeitpunkt 7 eine (bis auf eine Verschie-
bung b) exponentiell verteilte Schranke Y trifft, und der post-7-Prozess ist wiederum ein
gespiegelter BESY (3,Y)-Prozess (der also immer unterhalb der Schranke Y bleibt), der in 0
gestoppt wird.

4.5 Beispiel: Verzweigungsprozesse

In Abschnitt 2.6 wurde schon das Modell eines zeitdiskreten Verzweigungsprozesses in einem
Typenraum dargestellt. Es existieren ebenfalls zeitkontinuierliche Modelle fiir Verzewigungs-
prozesse, wir wollen hier zwei Beispiele kurz anreifien. Den Beispielen liegt die Arbeit [Ove94]
zugrunde, dort wurden entsprechende reguldre Funktionen bestimmt und die jeweils assozi-
ierte transformierte Verteilung beschrieben. Alle Beispiele in diesem Abschnitt beziehen sich
rein auf die Populationsgrofle, es liegt kein Typenraum zu Grunde.

Kritische Verzweigung

Betrachten wir einen kritischen Verzweigungsprozess mit einem simplen bindren Verzwei-
gungsmechanismus, bei dem jedes Teilchen eine exponentiell verteilte Lebenszeit besitzt, und
dann mit Wahrscheinlichkeit 1/2 stirbt oder sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2 verdoppelt. Der
Einfachkeit halber sei die Intensitét der Lebenszeit 2. Damit kann der Prozess als ein Punkt-
prozess mit Spriingen der Gréfle 1 interpretiert werden, denn fast sicher sterben keine zwei
Teilchen zu einem gemeinsamen Zeitpunkt.

Die Kernfamilie (F;), die den Verzweigungsmechanismus beschreibt, ist gegeben durch

xr -1 ta:+y—2i

2 <f> (gj 1) S A
Py(z,y) =} i=1 B

(2, y) "

A fir v — 0
(t+1)= Y=

und es bezeichne P die gesamte Verteilung des Prozesses. Dann ist die Funktion h(z) := x
eine minimale unbeschriankte reguldre Funktion, und als solche fiir eine Zerlegung geeignet.
Es existieren noch weitere Raum-Zeit-reguldre Funktionen, siehe [Ove94]. Die Wahl dieser
Funktion ist auf die besonders einfache Darstellung einer Zerlegung zuriickzufiihren.

Der h-transformierte Prozess besitzt die folgenden verschiedenen Interpretationen. 1. Der
Prozess (X;) mit der h-transformierten Verteilung P" entspricht einem interagierendem Ver-
zweigungsprozess in dem folgenden Sinne: Falls zu einem Zeitpunkt k£ Teilchen am Leben
sind, dann besitzt jedes Teilchen eine exponentielle Lebenszeit mit dem Parameter 2, und
sobald das Teilchen stirbt, produziert es mit der Wahrscheinlichkeit % zwei und mit Wahr-
scheinlichkeit % keine neue Nachkommen. 2. Der Prozess mit Verteilung P” kann auch als
ein Verzweigungsprozess mit unabhéngiger Immigration mit Rate 1 interpretiert werden. In
exponentiell verteilten Abstdnden ergibt sich eines der beiden folgenden Ereignisse: Mit Wahr-
scheinlichkeit 1/k immigriert ein neues Teilchen in die Population und mit Wahrscheinlichkeit
1 — 1/k findet wieder eine zuféllige bindre Verzweigung statt. 3. Eine dritte Interpretation
sieht die Verteilung P" als Verteilung des urspriinglichen Verzweigungsprozesses, unter der
Bedingung, nicht auszusterben.
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Richten wir unser Blick auf eine Zerlegung, dann ist die Zerlegungszeit T eines in Xo=1
startenden Anfangsstiicks (X;) zunéchst definiert als

T::sup{tZO:Xt<KXS<XtV5<t},

wobei die Zufallsvariable Y die Verteilung P(Y > y) = 1/y besitzt. Da der Verzweigungspro-
zess nur ganzzahlige Werte annehmen kann, ist die Zeit 7 auch wie folgt darstellbar

r=inf{t >0 : X, = Z},

mit der ganzzahligen Zufallsvariable Z := |Y |, die die Verteilung P(Z = z) = 1/(2? + 2) fiir
z € N besitzt.

Wir erhalten folgende Zerlegung eines bindren Verzweigungsprozesses am Zeitpunkt der
maximalen Populationsgrofie

1. Sei (Xt) ein in Xg := 1 startender h-transformierter bindrer Verzweigungsprozess mit
Verteilung P" wie oben auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Maf P und sei Z eine
unabhdngige ganzzahlige Zufallsvariable mit Verteilung

1
P(Z=2)=—— .
( z) ey z€eN
2. Setze )
T:=inf{t >0 : X; = Z}.

3. Sei (Xt) ein bindrer Verzweigungsprozess mit Startzustand Xo = X, und mit der Ver-
teilung P bedingt auf {X; < ZVt > 0}. Setze

. X, t<
Xt = Vt g
thT t>T.

Dann ist (X,,) ein kritischer bindrer Verzweigungsprozess mit Verteilung P.

Feller-Prozess

Ein weiteres Beispiel eines zeitkontinuierlichen Verzweigungsprozesses ist durch den Feller-
Prozess gegeben (sieche wieder [Ove94]). Diesen erhilt man als Grenzwert einer Folge pas-
sende skalierter kritischer Verzweigungsprozesse wie im vorigen Teilabschnitt dargestellt. Im
n-ten Approximationsschritt besitzt jedes Teilchen Masse 1/n und eine exponentiell Verteilte
Lebenszeit mit Intensitéit 2n. Der daraus resultierende Grenzprozess ist schliellich ein Feller-
Prozess auf R. Dieser kann auch als Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX; = /2X,dWy

dargestellt werden, wobei (W;) eine Brownsche Bewegung ist.

Es ist in diesem Beispiel wieder h(z) = x eine minimale, unbeschrinkte, regulére Funktion,
mit der eine Zerlegung des Prozesses durchgefiihrt werden kann. Der mit h assoziierte h-
transformierte Prozess ist Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX; = \/2X,;dW, + 2dt,

und dieser kann wieder als ein auf Uberleben bedingter Feller-Prozess interpretiert werden.

Die Zerlegung eines Feller-Prozesses mit h findet analog dem vorigen Beispiel zum Zeit-
punkt der maximalen Populationsgrofie statt. Die Details unterscheiden sich nicht wesentlich
von den anderen Beispiel, weshalb wir sie an dieser Stelle auslassen.
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