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Notation

I. Allgemeine Notation

(1) := bezeichnet ,ist definiert als*
(2) ~ bezeichnet ,besitzt die gleiche Verteilung wie*

(3) x /" y bezeichnet ,x steigt auf zu y* und x \, y bezeichnet ,x fillt ab zu y*

II. Mengen und Riaume

(1) N:={1,2,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen ohne der Null.

(2) Ng :== NuU{0} = {0,1,2,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich der
Null.

3)zZ:={...,-2,-1,0,1,2,... } ist die Menge der ganzen Zahlen einschliefllich der Null.
(4) Q:={p/q : p€Z,q € Z\{0}} ist die Menge der rationalen Zahlen.

(5) Qt :={q€Q : g >0} ist die Menge der positiven rationalen Zahlen einschlieflich der
Null.

(6) R ist die Menge der reellen Zahlen.

(7) Ry :={r € R : r > 0} ist die Menge der positiven reellen Zahlen einschliefllich der
Null.

[a,b] :={z € R : a <z < b} bezeichnet das abgeschlossene Intervall von a bis b.

(a,b) :=={z € R : a < x < b} bezeichnet das offene Intervall von a bis b.

)
)
10) R? ist der d-dimensionale Euklidische Raum.
) RI%%) ist die Menge der Funktionen f : [0, 00) — R.
) Sp bezeichne die Menge aller Permutationen von n Elementen.
)

AB(U) bezeichnet die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen des topologischen
Raumes U enthélt.

(14) M bezeichnet die zu M komplementiire Menge.
(15) P(M) bezeichnet die Potenzmenge von M.
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v NOTATION

III. Funktionen

(1) by = {1 falls z =y

0 fallsz#y
1 fallsze A
(2) 1a(z) :=
0 fallsxg A

(3) I(A) = 1 falls die Bedingung A erfiillt ist
" 10 falls die Bedingung A nicht erfiillt ist
(4) 6 : R — R ist der Translationsoperator definiert durch 6;(s) := s + t.

IV. Stochastische Prozesse

Z;) bezeichnet den getilteten Prozess. Siche Definition 38 in Abschnitt 3.3.
Z) bezeichnet den Prozess, bedingt darauf, positiv zu bleiben. Siehe Abschnitt 3.6.

)
)

3) PPz, dy) := Pt[o’oo)(x, dy). Siehe Definition 46 in Abschnitt 3.6.
)

bezeichnet Zsy den rechtsseitigen Grenzwert. Siehe Abschnitt 3.1.



Vorwort

Diese Arbeit befasst sich mit der Zerlegung von Irrfahrten und Lévy Prozessen an ihrem
Minimum. Bis auf rudimentére Vorkenntnisse der hoheren Stochastik und einige wenige aber
wichtige Sétze stellt die Arbeit alle notwendigen Begriffe und Satze zur Verfiigung, die fiir das
Verstidndnis und die Beweise benotigt werden. Diese bewusste Entscheidung zur Ausfiihrlich-
keit auch bei grundlegenden Dingen hat zwei Hintergriinde: Zum einen bleibt die Arbeit damit
auch fiir Leser mit geringen Vorkenntnissen interessant, und zum anderen entsteht so keine
lange und uniibersichtliche Kette von Verweisen und Zitaten, die das Verstdndnis des darge-
stellten Themas erschwert und die logischen Schliisse nur noch von Spezialisten vollsténdig
nachvollzogen werden konnen. Fin weiterer Nebeneffekt ist die Tatsache, dass Verwirrungen
aufgrund unterschiedlicher Interpretationen eines Begriffs vermieden werden.

Das weitere Vorwort teilt sich in zwei Abschnitte; zum einen in den Abschnitt der Irr-
fahrten und zum anderen in den Abschnitt der Lévy Prozesse. Diese Einteilung spiegelt auch
die Strukturierung der Arbeit selber wieder; ein Blick in das Inhaltsverzeichnis verrit, dass
zuerst Irrfahrten und danach Lévy Prozesse behandelt werden.

Irrfahrten

Betrachtet man eine in 0 startende Irrfahrt (2, )nen,, die gegen +oo driftet, aber auch negative
Spriinge besitzen kann, so ist es klar, dass die Irrfahrt irgendwann ihr globales Minimum
annehmen wird, d.h. es gibt fast sicher einen Zeitpunkt n € N so dass die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

Ziy > Z,Vi<n und Z; > I Vi >n

Es ist natiirlich auch mdoglich, dass die Irrfahrt, obwohl sie auch nach unten springen darf,
niemals kleiner als 0 wird, dass also ihr erstes globales Minimum und der Startpunkt zusam-
menfallen.

Die Frage, die sich bei dieser Beobachtung nun stellt, ist, ob es eine aufschlussreiche und
interessante Zerlegung einer Irrfahrt in zwei Teile existiert: In einen ersten Teil, der die Irrfahrt
bis zum Minimum beschreibt, und in einen zweiten Teil, der die Irrfahrt nach dem Minimum
beschreibt. Dabei interessieren wir uns auch fiir die Verteilung des Minimums selbst. An
sich ist eine solche Zerlegung natiirlich kein Problem, sofern der gesamte Pfad einer Irrfahrt
bekannt ist. Die zentrale Frage ist vielmehr, ob es eine alternative Zerlgung gibt, die nur ein
endliches Stiick einer Irrfahrt benotigt, um das Minimum zu bestimmen. Es stellt sich heraus,
dass eine solche Zerlegung in den meisten interessanten Féllen existiert; die Zerlegung wird
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VI VORWORT

folgende Gestalt besitzen

s ?n ) firn<T
" Zrn+ Zp firn>T

so dass (Z,) die Irrfahrt bis zum Minimum beschreibt, T’ eine Zufallszeit ist und (Z,) eine
Irrfahrt ist, die darauf bedingt ist nicht negativ zu werden. Wenn 7 den Zeitpunkt des ersten
globalen Minimums der Irrfahrt (Z,,) ist, dann wird der Zerlegungssatz 21 in Abschnitt 2.3
zeigen, dass die Irrfahrten ((Z,)neny, 7) und ((Z))nen,, ') identisch verteilt sind.

Von eigentlichem Interesse sind dann natiirlich die Verteilungen des Kpfstiickes (Zt) und
des Minimums selber. Wir werden dabei eine effektive Methode entwickeln, mit der in vielen
Fillen die exakte Verteilung der Irrfahrt (Z,) vor dem Infimum bestimmt werden kann.
Bezeichnet némlich p die Verteilung der Spriinge der urspriinglichen Irrfahrt (Z;), so werden
wir die Verteilung i der Spriinge des Kopfstiickes (Zn) der Zerlegung durch eine einfache
Transformation

fi(dz) = e~ pu(da)

erhalten. Das Minimum selbst werden wir zusétzlich durch eine exponentiell verteilte Schranke
abschétzen konnen, wobei der Parameter der Exponentialverteilung mit dem - aus der obigen
Maf3transformation iibereinstimmt.

Brownsche Bewegung

Die Zerlegung einer Irrfahrt wird recht einfach und direkt bewiesen; es stellt sich danach die
Frage, ob auch eine zeitkontinuierliche Verallgemeinerung existiert.

Einen ersten Anhaltspunkt in ein einem speziellen Fall lieferte Williams im Jahre 1974
(siehe [Wil74]). Er konnte eine Zerlegung einer Brownschen Bewegung (B;) mit einem posi-
tiven Drift b > 0 angeben; das Uberraschende Ergebnis seiner Arbeit besteht darin, dass das
Anfangsstiick (Bt) bis zum Minimum wieder eine Brownsche Bewegung ist, jedoch gerade mit
dem negativen Drift —b. Der Prozess (Bt) wird dann gestoppt zu dem Zeitpunkt

T:=inf{t>0:B;=-Y}

wobei Y eine zum Parameter 2 exponentiell verteilte unabhéngige Zufallsvariable ist. Die
gesamte Zerlegung besitzt dann die Form

B, — B;t 3 fur t < T
t Br_,+ By firt>T

und (Et) ist eine Brownsche Bewegung mit Drift d bedingt darauf, nur positive Werte anzu-
nehmen. Bezeichnet 7 den Zeitpunkt des ersten globalen Infimums von (B;), dann besitzen
die Prozesse ((Bi)ter,,7) und ((Bj)ier,,T) die gleiche Verteilung.

Lévy Prozesse

Es stellt sich nun die Frage, ob dieses Resultat von Williams noch weiter verallgemeinert
werden kann — damit kommen wir zu dem eigentlichen Thema dieser Arbeit. In der Tat
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existiert eine allgemeine Zerlegung fiir eine grofle Klasse an Lévy Prozessen. Diese stellen das
zeitkontinuierliche Analogon der Irrfahrten dar; ein Lévy Prozess (Z;)icr, ist definiert als
ein stochastischer Prozess, der unabhingige stationire Zuwichse besitzt, und dessen Pfade
rechtsseitig stetig sind mit linksseitigen Limiten.

Da jedoch die Lévy Prozesse von ihrer Natur her schwieriger zu handhaben sind als ei-
ne Irrfahrt oder Brownsche Bewegung, werden wesentlich mehr mathematische Werkzeuge
bendétigt, die im Kapitel iiber Lévy Prozesse bereitgestellt werden. Im Abschnitt 3.7 wird der
Zerlegungssatz 58 bewiesen werden, der die folgende Form besitzt:

Hauptsatz (Zerlegung eines Lévy Prozesses) Sei (Z;)cr, ein in 0 startender Lévy
Prozess, der die Bedingung (App) erfillt, und es seien die Zufallsvariablen definiert:

M = mf{Zt 1 te R+}
T:=inf{t e Ry : Z; <M oder Z;_ < M}

Fir einen zu (Z;) mit dem Parameter v getilteten Prozess (Z;)ier, mit dem absteigenden

Leiterprozess (Zt) und eine unabhdngige zum Parameter v exponentiell verteilte Zufallsvaria-
ble Y sei folgende Zufallsvariablen definiert:

T:=inf{t>0:2Z,<-Y}.

Sei (Zt)teﬂh ein weiterer stochastisch unabhdngiger Prozess, der die ursrpringliche Vertei-
lung besitzt, allerdings darauf bedingt, nicht negativ zu werden, und sei der zusammengesetzte
Prozess (Z])ier, definiert durch

/. Zt fu7“t<f
Zi=9 . -
—7 T

Dann besitzen ((Z)ier, ,7) und ((Z))ier,,T) die gleiche Verteilung. |

Die verschiedenen Begriffe werden und miissen natiirlich noch eingefiihrt werden, aber wir
konnen dieses zentralen Resultat schon zu interpretieren versuchen. Die Aussage kann namlich
vereinfacht formuliert werden wie folgt: Dert Prozess (Z;) lidsst zerlegen in ein Anfangsstiick
und ein Endstiick; die Verteilung des Anfangsstiickes geht durch eine einfache Transformati-
on aus der urspiinglichen Verteilung hervor, die Verteilung des Endstiickes ist die bedingte
Ursprungsverteilung. Das Minimum selbst ist ungefihr exponentiell verteilt.

Allgemeine Losung

Das Bemerkenswerte der in dieser Arbeit vorgestellten Zerlegung sind die verwendeten Me-
thoden im Beweis; wihrend andere &hnliche Sétze von Williams (siehe [Wil74]), Pitman (siehe
[Pit75]), Bertoin (siehe [Ber92], [Ber93] oder [Ber91]) und Chaumont (siche [Cha96]) mittels
Transformationen der Pfade bewiesen wurden, wird in dieser ein vollkommen anderer Zugang
gewihlt, der mit den Verteilungen der Pfade direkt arbeitet. Dabei wird jedoch keine genaue
Kenntnis der Struktur der Lévy Prozesse in Form der Lévy-Khinchin-Darstellung bendétigt;
es werden als einzige Strukturen die rechtsseitige Stetigkeit und Existenz der linken Limiten
und die Stationaritét der Zuwéchse verwendet. Somit ist das zentrale Resultat dieser Arbeit
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der allgemeine Existenzbeweis einer konstruktiven Zerlegung; Zerlegungen konkreter Prozesse
reduzieren sich demnach auf das Losen von Gleichungen.

Schliellich wird erst in den nachfolgenden Kapiteln eine knappe Theorie der Lévy Prozesse
entwickelt, die genauer auf die vorhandene Struktur der Lévy Prozesse eingeht. Das zentrales
Werkzeug wird die Laplace Transformation sein — das reelles Analogon zur Lévy-Khinchin-
Darstellung der charakteristischen Funktion. Mit diesem Hilfsmittel kann die Verteilung des
Prozesses (Z;) vor dem Infimum niher untersucht werden; dabei werden wir unter anderem
auch das klassische Resultat von Williams als eine einfache Rechenaufgabe wiederfinden.



Kapitel 1

Laplace Transformation

Bevor wir uns mit Irrfahrten oder Prozessen beschiftigen, werden in diesem ersten Kapitel
zwei durchgingig zentrale Hilfsmittel erarbeitet: Die Laplace Transformation einer Vertei-
lung und das Tilten einer Verteilung. Beide stochastische Werkzeuge sind nicht spezifisch fiir
Irrfahrten oder Prozesse, sondern kénnen allgemein fiir Verteilungen verwendet werden.

1.1 Laplace Transformation

Definition 1 (Laplace Transformation) Es sei p ein Maf auf (R, B(R)). Dann ist die
LAPLACE TRANSFORMIERTE ¢, : R — [0, 00] definiert durch

o) == /R e u(da)

Die Definition der Laplace Transformation ist bewusst nicht auf Wahrscheinlichkeitsmafe
beschriankt, obwohl wir sie nur in diesem Zusammenhang verwenden werden. Falls Bezug zu
einer Zufallsvariablen Z anstelle zu deren Verteilung p genommen werden soll, bezeichnet ¢,
die Laplace Transformierte ¢, der zugehdrigen Verteilung.

Bemerkung Fiir eine Z-wertige Zufallsvariable X mit Verteilung p vereinfacht sich die Be-
rechnung der Laplace Transformierten ¢ x einfach auf eine Summe, namlich

ox(N\) = Ze_)“u(x) (1.1)
TEL
U

Bemerkung Die Definition der Laplace Transformation ist mit einer anderen, in der Sto-
chastik sehr gebriuchlichen Transformation verwandt, ndmlich mit der charakteristischen
Funktion, definiert durch

Bu(N) = /R e u(d)

wobei ¢ die imagindre Einheit ist; die charakteristische Funktion entspricht einer Fourier
Transformation eines Mafies. Die Laplace Transformation stellt somit ein reelles Analogon
der charakteristischen Funktion.



2 KAPITEL 1. LAPLACE TRANSFORMATION

Im Allgemeinen besitzt die charakteristische Funktion einige Eigenschaften (Beschrénkt-
heit, Konvergenz auf R), die die Laplace Transformation nicht zu bieten hat — aus genau
diesem Grund wird in der Literatur im Wesentlichen die charakteristische Funktion verwen-
det. In dieser Arbeit sind wir jedoch auf die Laplace Transformation als eine reellwertige
Funktion angewiesen. O

Satz 2 Sei ¢, die Laplace Transformierte eines Mafes . Dann ist die Menge A, = {\ €
R : ¢, (A) < oo} ein Intervall, und heifit das KONVERGENZINTERVALL DER LAPLACE TRANS-
FORMATION VON /.

Beweis Seien a,b € A, verschieden, 0.B.d.A. a < b, und sei A € (a,b). Da die Funktion
A\ — e~ fiir alle z € R konvex ist, folgt fiir alle z € R

6—)@: < max (e—am’e—bx> < e 9T 4 e—baz‘

Daraus ergibt sich

Pu(N) = /R e M p(de) < /R e~ u(dx) + /R e " u(dr) = pu(a) + pu(b) < oo,

also ist auch A € A, und somit ist A, konvex, und damit ein Intervall. |

Falls das Konvergenzintervall A, = R ist, die Laplace Transformation also in jedem Punkt
konvergiert, und somit in jedem Punkt endlich ist, dann sprechen wir von einer ENDLICHEN
Laplace Transformierten ¢,. Im Allgemeinen ist A, allerdings eine echte Teilmenge von R.

Satz 3 (Stetigkeitssatz) Sei ¢, die Laplace Transformierte eines Mafles . Dann ist ¢,
auf dem Konvergenzintervall A,, stetig.

Beweis Sei A\ € A, und ()\;) eine Folge in A, die gegen A konvergiert. Da fiir alle ¢ nach
Konstruktion

/ e M p(dx) < oo
R

gilt, sind die Funktionen f;(z) := e~ alle endlich p-integrierbar. Mit dem gleichen Argument
ist auch f(z) := e™** messbar und es ist lim; .o, f; = f. Da die Folge (\;) in A, liegt, und
sogar in A, konvergiert, gilt auch
A:=inf \; € A, und A:=sup)\; € A,
1€N ieN

Damit sind dann auch die Funktionen f(z) := e™2% und f(z) := e~ endlich integrierbar,
und somit auch die Summe f* := f + f. AuBerdem gilt nun 0 < fi(x) < f*(x) fiir alle 4 und
x. Damit sind alle Kriterien fiir den Satz der majorisierten Konvergenz erfiillt, und es folgt

lim (0 = lim [ fi(e)u(de) = /R F@)u(dz) = pu()

i—00 1—00 JR
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Satz 4 Seien u und v zwei Mafe auf R und a,b € R. Die Laplace Transformierte ¢ besitzt

folgende FEigenschaften:
1. SDa;H—bu()‘) = a@u()‘) + by (N)
2. opsv(A) = ou(N)pu(A)

3. Firn € Ny gilt gofL) = (-1)" [pa"e M u(dx)
Beweis BEHAUPTUNG 1:

Pap(A) + @ (A) = /Re’\x(a,u + bv)(dx)

= a/ e Mu(de) +b | e Mu(dx)
R R
= C“Pu()‘) + by (N)

BEHAUPTUNG 2:

(V) = /R e (15 ) (da)

Z/GM/V(dfﬂ—y)u(dy)
/ / Mty (da)u(dy)
= [ ewtan) [ utay)

= ou(Neu(A)

BEHAUPTUNG 3: Fiir n = 0 stimmt offenbar die Aussage. Sei gpflnfl) = (-1t [pa"

bewiesen, dann folgt induktiv

AP0 = (¢570) 0
:%(—1)n_1/ﬂ%$n_16_>\xp(d$)
d

:/Ra(_l)n—lxn—le—)\m'u(dx)
= (—1)”/Rx"e>‘x,u(dx)

16_)\$M(d$)

Aus dem ersten und zweiten Punkt des Lemmas folgt, dass die Abbildung p — ¢,, ein

Homomorphismus vom Raum der Mafle in den Raum der rellen Funktionen ist.

Einige Eigenschaften aus Satz 4 lassen sich direkt auf die Laplace Transformierten von

Zufallsvariablen iibertragen. Die wichtigsten Eigenschaften halten wir fest:

Folgerung 5 Im folgenden seien X und Y zwei unabhdngige R-wertige Zufallsvariablen und

a,b € R. Die Laplace Transformation besitzt folgende Eigenschaften:
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1. px(\) = Ee X,
2. Ist firn € Ng E|X|" < oo, so gilt gpg?)(O) = (—1)"EX"
3. ex1v(A) = px(Ney (V)
4 pax+b(A) = e Mox(ad)
Die Eigenschaft 2 besagt insbesondere, dass ¢x(0) =1, ¢’ (0) = —EX und s (0) = EX?

Beweis 1. folgt sofort aus der Definition von ¢x. 2. ist ein Spezialfall von Satz 4. Bei 3.
miissen wir uns lediglich erinnern, dass die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafle gerade
die Verteilung zweier unabhingiger entsprechend verteilter Zufallsvariablen darstellt. 4. ist
schnell nachgerechnet:

Paxsp(A) = B AOXFD) = m MmN = om0 (a)).
|

Um den ganzen Apparat der Laplace Transformation zu rechtfertigen und einen sinnvollen
Umgang zu erméglichen, fehlt noch ein enorm wichtiger Satz — ndmlich der Eindeutigkeitssatz,
der die Abbildung p +— ¢, zu einem Monomorphismus. Der folgende Satz ermdglicht es
uns, Verteilungen vollstindig mit der Laplace Transformierten zu charakterisieren und zu
identifizieren.

Satz 6 (Eindeutigkeitssatz) Seien u und v zwei MafSe auf (R, Z(R)) mit ¢, = ¢,. Dann
gilt auch p =v.

Beweis Einen Beweis fiir die Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion, der sich sofort
auf die Laplace Transformation iibertragen lésst, findet man in [Bau91]. n

FEin weiterer sehr nutzlicher Satz gilt fiir die Laplace Transformation leider nicht — ndmlich
ein Konvergenzsatz der Art, dass aus der schwachen Konvergenz von Maflen u,, — p auch eine
wenigstens punktweise Konvergenz der Laplace Transformierten ¢,, — ¢, folgt. Ein solcher
Satz existiert zwar fiir die charakteristische Funktion (also fiir die Fourier Transformation),
allerdings eben nicht allgemein fiir die Laplace Transformation.

1.2 Beispiele fiir Laplace Transformationen

Beispiel (Normalverteilung) Dieses Beispiel lehnt sich sehr stark an die Berechnung der
charakteristischen Funktion in [Bau91l] an. Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit
Varianz 1 und Erwartungswert 0. Es gelte also fiir die Verteilung g von X

1 x2d
e 2dx -0 < <o
o ( )

Dann erhalten wir fiir die Laplace Transformierte ¢,

1 o2
0u(N) = \/—Q_W/Re_)‘“”e_de
:/e_mi/)(:c)dx

R

pu(dz) =
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wobei ¢(z) definiert ist durch

—_
N

x

(o) = —m e T

Also erfiillt ¢ die Differentialgleichung ¢ + 2t = 0. Fiir ¢, suchen wir nun eine #hnliche
Differentialgleichung; es gilt zunédchst fiir die Ableitung goL:

1 e _2?
@L(A):—E/Re A e 2 dr
= —/e)‘mm/}(x)dx

R

Und wir erhalten weiter

M) = [ € a(a)da

Partielle Integration liefert:

= ¢, (N

Also 16st ¢, die Differentialgleichung 3’ — zy = 0. Eine weitere Losung dieser Differentialglei-
chung ist gegeben durch

22

flx)=ez.

Dann 16sen sowohl f als auch ¢, beide das Anfangswertproblem f(0) = 1, da nach Satz 4
©,(0) = p(R) = 1 gilt. Da sowohl f als auch ¢, nun beide das gleiche Anfangswertproblem
16sen, folgt aus dem klassischen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ¢, (z) = f(z), also

ou0) = ()
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Fiir eine allgemeine normalverteilte Zufallsvariable X’ mit Erwartungswert b und Varianz o2

erhalten wir mit Satz 4 sofort

2)\2
i) = g ss) = Ppx(oh) = exp (204 T ).

0

Beispiel (Exponentialverteilung) Sei X eine zum Parameter a exponentiell verteilte Zu-
fallsvariable, d.h. die Verteilung p von X ist gegeben durch

u(dxr) = ae™“dx (0 <z < 0)

Dann gilt fiir die Laplace Transformierte @x:

goX()\):/ e Mae % dx
0

= / aemA®T gy
0

Dieses Integral konvergiert offenbar nur fiir A > —a, und in diesem Fall erhalten wir weiter

— | _ a (=A—a)z >
[ Ata’ }0

o
a-+ A

0

Beispiel (Gleichverteilung) Sei X auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt, d.h. die Verteilung
w von X ist gegeben durch

p(dx) = 1y 1) (x)dz.

Dann gilt fiir die Laplace Transformierte @x:

1
goX()\):/ e Mdx
0

1

[
A 0

_ 1—e?

B A

Um fiir Gleichverteilung auf anderen Intervallen die Laplace Transformierte zu bestimmen,
kommt man wieder mit Satz 4 zum Ziel. ]

Beispiel (Poissonverteilung) Sei X eine zum Parameter o Poisson-verteilte Zufallsvariable,
d.h.
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Dann folgt mit Gleichung 1.1 fiir die Laplace Transformierte px:

_ —An 7aa_n
px(\) =) e e !
n>0 '
Cag (@)
_ (6%
=€ Z n!
n>1
= e Yexp(ae )

— exp(afe™ — 1))

O

Beispiel (Geometrische Verteilung) Sei X eine zum Parameter a € (0;1) geometrisch
verteilte Zufallsvariable, d.h.

PX=n)=al—-a)" (n=0,1,...)
Dann folgt fiir die Laplace Transformierte px mit A > log(1l — «):

ox(A) = Z e Mol —a)"

n>0

=« Z(e*)‘(l —a)"

n>0

Diese Summe konvergiert nur, falls e *(1 — ) < 1 ist; dies ist #quivalent zu A > log(1 — «).
Und wir erhalten im konvergenten Fall:

a
Cl—ePrte

Beispiel (Binomialverteilung) Sei X zu den Parametern (p;n) binomialverteilt, d.h.

n _
PLX::k)::Imgkgn}<k>pkﬂ_—]ﬂ" Fk=0,1,... ,n)

Dann folgt fiir die Laplace Transformierte ¢ x:

px(N) = B‘Ak<z>pkﬂ-—1ﬂ"_k

0<k<n
— ngkin (Z) (ep)E(1 — p)F

=(1+ e p— p)"
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1.3 Tilten einer Verteilung

Weshalb die Laplace Transformation fiir uns von so grolem Interesse ist, zeigt die Definition 10
in diesem Abschnitt, denn dort wird aus einer gegebenen Verteilung eine neue (die GETILTETE)
Verteilung konstruiert. Diese Konstruktion ist jedoch nicht mit jeder Verteilung moglich; es
ist die folgende Annahme notwendig:

Annahme 7 Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, Z(R)) so dass die folgende
Bedingung erfillt ist:

Es existiert ein v > 0 mit ¢, (v) =1 (A)

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob und wie solche Verteilungen genauer charakterisiert
werden konnen. Eine dquivalente Beschreibung gestaltet sich jedoch als ziemlich schwierig; wir
geben nur eine hinreichende Bedingung an, die allerdings weitere ziemlich starke Forderungen
an die Verteilung p stellt:

Lemma 8 Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, B(R)) mit
0u(A) <oo VA€ [0,00) und 0< / zp(dr) < oo und p((—o00,0)) > 0. (G)
R
Dann besitzt die zugehdrige Laplace Transformierte ¢, eine zweite Einsstelle, genauer: es

existiert genau ein v > 0 mit ¢, (y) = 1.

Beweis EXISTENZ: Nach Satz 4 existiert die erste Ableitung der Laplace Transformierten ¢,,,
und es gilt

(0) = — /R e (da) = — / 2u(dz) < 0

R

Die letzte Ungleichheit ist gerade die Voraussetzung. Aus dieser Abschéitzung der Ableitung
gpL an der Stelle 0 folgt, dass es ein € > 0 gibt, so dass

pu(h) <@u0)  Vhe(0,¢)

Da u((—00,0)) > 0 vorausgesetzt wurde, gibt es ein Intervall [a,b] mit a < b < 0 mit
p([a,b]) =: C' > 0. Damit folgt

—_ _ _ A—
ouN) = Jp e ulde) 2 [, e ulde) 2 Cem === oo
Insgesamt wissen wir nun iiber die Funktion ¢,,, dass erstens ¢, (0) = 1 ist, zweitens ¢, (h) < 0
in einer Umgebung rechts von 0 ist und drittens dass ¢, (\) — oo fiir A — oco. Da ¢, stetig
und nach Voraussetzung endlich auf [0, 00) ist, muss es demnach eine weitere Stelle v > 0

geben mit ¢, (y) = 1.

EINDEUTIGKEIT: Fiir die erste Ableitung von ¢, gilt nach Satz 4 fiir alle A € R

() = /R e d)
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Da die Funktion A\ — ze * fiir alle € R eine streng monoton fallende Funktion ist, folgt
fiir X > \:

A0 == [ e utdn) > ~ [ e u(da) = ()

Also ist die erste Ableitung der Laplace Transformierten ¢, eine streng monoton wachsende
Funktion, und ¢,, selbst ist somit strikt konvex. Deshalb kann es neben 0 und v keinen dritten
Punkt 4/ € R geben mit ¢,(7') = 1. Denn sei 0.B.d.A 0 < v < 4/ mit p,(7) = ¢u(7) =
©,(0) = 1, dann folgt aus der strikten Konvexitét

1= 9,(7) <vpu(¥) + (1 =7)pu(0) = 1.

Also ist 7 eindeutig bestimmt. |

Die Eindeutigkeit von « ist nicht nur in dem speziellen Fall der Voraussetzungen (G) von
Lemma 8 gegeben; ganz allgemein ist die Laplace Transformierte eine auf dem Konvergenzin-
tervall strikt konvexe Funktion, und deshalb kann es aufler Null hochstens eine zweite Stelle

v geben mit ¢, (y) = 1.

Bemerkung Falls andererseits p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, Z(R)) ist, und
ein v > 0 existiert, so dass ¢, (y) = 1 ist, dann ist p((—o00,0)) > 0, denn angenommen es
wére pu((—o0,0)) = 0, dann folgte fiir v > 0

=) = [ e utd) < [ udn) = u0.00) = 1
[0,00) [0,00)
und dies ist ein Widerspruch. Also erfiillt das Mafl y den zweiten Teil der Bedingung (G).
Falls zusétzlich noch der Erwartungswert [ zu(dz) existiert, dann folgt aus der Gleichheit
©,(0) = ¢, (y) mit v > 0 und aus der strikten Konvexitét von ¢, dass die Ableitung von ¢,
an der Stelle 0 negativ sein muss. Das bedeutet

/Rx,u(dac) = —,(0) > 0.

In diesem Fall ist also die Bedingung (G) vollstéindig erfiillt. O

Damit haben wir also eine charakteristische Eigenschaft von Maflen, die die Bedingung (A)
erfiillen: Der Erwartungswert einer geméf u verteilten Zufallsvariable ist positiv (sofern der
Ewartungswert existiert). Da dieses Ergebnis zum Verstindnis der Konstruktion beitrégt,
wollen wir es in dem folgenden Satz festhalten:

Satz 9 Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, (R)) das die Bedingung (A) erfiillt,
und es existiere der Erwartungswert von p. Dann ist der Erwartungswert positiv oder unend-

lich.

Die obige Uberlegung gibt auch einen Hinweis auf die Frage, ob die Bedingung (G) nicht
nur hinreichend, sondern auch notwendig ist. Sicherlich ist die Bedingung lediglich hinreichend
fiir die Existenz eines v > 0; die Forderung nach der Existenz des Erwartungswertes und der
Endlichkeit der Laplace Transformation kann bestimmt durch eine schwéchere Bedingung
ersetzt werden.
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Aus diesem Grund werden wir in dieser Arbeit auf beide Bedingungen (A) und (G) Bezug
nehmen. Spezialisierungen der Annahme (A) werden dabei auch weiterhin mit dem Buchsta-
ben A bezeichnet, wohingegen Modifikationen der Bedingung (G) weiterhin mit dem Buch-
staben G bezeichnet werden.

Satz und Definition 10 (Tilten) Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, Z(R)),
die die Annahme (A) erfillt. Dann definiert ji(dx) := e " u(dx) ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf R. Dieses Mafl heifit GETILTETE VERTEILUNG.

Falls X eine gemdp p verteilte Zufallsvariable ist, so bezeichnet X eine gemdfd fu verteilte
Zufallsvariable und sie heifit die zu X GETILTETE ZUFALLSVARIABLE.

Beweis Als einziges ist zu beweisen, dass ji tatsichlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, d.h.
dass [ f(dz) = 1 ist. Da v allerdings derart definiert ist, dass ¢, (y) = 1 ist, rechnet man
sofort nach:

/R fi(dw) = /R e uldr) = pu(y) =1
u

Bemerkung Die Laplace Transformierte ¢ der getilteten Verteilung fi ergibt sich aus ¢,
sehr einfach durch

o) = [ ildn) = [ e ulde) = a3+ 7)
[l

In Satz 9 haben wir gesehen, dass eine Verteilung, die die Annahme (A) erfiillt, einen posi-
tiven Erwartungswert besitzt, sofern dieser existiert. Der néchste Satz formuliert ein analoges
Resultat fiir die getiltete Verteilung, allerdings besitzt diese eine negative Erwartung, wie wir
sehen werden. Diese Beobachtung, dass die Erwartungswerte entgegengesetzte Vorzeichen be-
sitzen, bildet spéter eine Grundlage fiir die Zerlegung einer Irrfahrt oder eines stochastischen
Prozesses.

Satz 11 Seiu eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, Z(R)), das die Annahme (A) erfiillt
und eine positive Erwartung besitzt. Fir die gemdfl Definition 10 getiltete Verteilung i gilt

/R:Uﬂ(dx) <0

Beweis Wie im Beweis von Lemma 8 gezeigt wurde, ist ¢,, strikt konvex, und nach Voraus-
setzung existiert der Erwartungswert, der gegeben ist durch

0< /Rx,u(dx) = —¢,(0).

Also ist die Steigung von ¢, an der Stelle Null negativ. Da v > 0 ist, und ¢,(0) = ¢, () gilt,
muss deshalb @L(v) > 0 sein. Daraus folgt schliellich aus der vorangegangenen Bemerkung

/R i) = —4(0) = — (1) < 0
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Bemerkung Natiirlich kénnen nicht nur Verteilungen mit einem positiven Erwartungswert
getiltet werden; genauso gut kénnen auch Verteilungen mit negativer Erwartung transformiert
werden. Der einzige Unterschied hierbei ist, dass dann v < 0 gilt. Allerdings kann nicht jede
Verteilung derart getiltet werden, so dass die getiltete Verteilung tatséchlich eine andere ist.
Ein klassisches Beispiel fiir solche Verteilungen sind symmetrische Verteilungen, denn dann
ist auch die Laplace Transformierte symmetrisch (d.h. ¢(X) = ¢(—\)), und als strikt konvexe
Funktion nimmt sie dann den Wert 1 genau einmal an — an der Stelle 0. U

1.4 Beispiele fiir Tilten

Beispiel (Normalverteilung) Wie wir weiter oben gesehen haben, besitzt die Laplace
Transformierte einer Normalverteilung ;¢ mit Erwartungswert b > 0 und Varianz o2 die Form

242
©u(A) = exp <—)\b + 02)\ >

GemiB Lemma 8 existiert dann ein v > 0 mit ¢,(v) = 1. Dies ist offenbar dquivalent zu

2.2
vb — J; =0 <= y(2b—0%*y)=0
Also ist entweder v = 0, oder es gilt v = 2%. Da wir aber nur Losungen ungleich 0 suchen,

g
kommt nur letztere in Betracht. Betrachten wir uns dann die Verteilung ji der getilteten

Zufallsvariablen X, so erhalten wir

f(dx) = e_w; e (x2_?2 dx
B V2ro?
1 (@=b)?

= e 22 dx

vV 2ro?

Da v = 2% gilt, folgt:

o2

1 _(@=b? _ abs
= e 202 202 dx

_(@+b)?
= e 202 dx

V2ro?
2

Also ist die getiltete Verteilung wieder eine Normalverteilung mit der gleichen Varianz o<,
aber der Erwartungswert hat sich gerade von b zu —b gekehrt. O

Beispiel (Poissonverteilung) In einem der vorigen Beispiele haben wir gesehen, dass die
Laplace Transformierte einer Poissonverteilung p die Form

eu(N) = exp(afe ™ — 1))
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besitzt. Daraus folgt sofort eine einfache Bedingung fiir ein v mit ¢, (7) = 1, denn dann muss
offenbar der Exponent der Transformierten gleich 0 sein, also

aleT"=1)=0<=e7=1<=7=0

Also nimmt die Laplace Transformierte ¢, nur an einer einzigen Stelle den Wert 1 an —
ndmlich bei 0. Demnach existiert zu einer Poissonverteilung keine getilteten Verteilung. [



Kapitel 2

Zerlegung einer Irrfahrt in R

Ziel dieses Kapitels ist es, eine zeitdiskrete Irrfahrten mit unabhéngigen stationédren Zuwéchsen
am ersten globalen Minimum zu zerlegen, und somit eine alternative Darstellung zu erhalten,
die die Irrfahrt in ein Kopfteil vor dem Minimum und ein Schwanzteil nach dem Minimum
zerlegt, und die Verteilungen fiir Kopf und Schwanz angibt.

2.1 R-wertige Irrfahrten

Zunichst werden die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften fiir R-wertige Irrfahrten
dargestellt. An geeigneten Stellen werden auf Besonderheiten aufmerksam gemacht, die bei
einer Z-wertigen Irrfahrt auftreten.

Definition 12 (Irrfahrt in R) Eine Folge R-wertiger Zufallsvariablen (Zy)nen, heifst R-
WERTIGE IRRFAHRT. Zy wird dabei als Startpunkt der Irrfahrt definiert. Die Verteilung von
Zy wird als STARTVERTEILUNG bezeichnet.

Falls die Zuwdchse Xy, := Zp, — Z,—1, n > 1 unabhdngige Zufallsvariablen sind, so nennt
man (Zn)neN, eine IRRFAHRT MIT UNABHANGIGEN ZUWACHSEN. Und falls die Verteilungen
von Z, — Zn_1 jeweils von n unabhdngig sind, dann heifit die Irrfahrt ZEITHOMOGEN.

Falls dariiber hinaus die Zuwdichse X, = Z, — Zn_1, n > 1 identisch verteilt sind, so
nennt man (Zp)nen, eine IRRFAHRT MIT STATIONAREN ZUWACHSEN.

Noch einige Worte zur verwendeten Notation: (Z,)nen, bezeichnet immer die gesamte
Irrfahrt. Falls die Indexmenge eindeutig ist, schreiben wir auch einfach (Z,) oder falls die
Irrfahrt als Index verwendet wird noch einfacher nur Z. Hierzu meint im Gegensatz Z, ohne
runde Klammern den Wert der Irrfahrt zur Zeit n.

Mit der Schreibweise P, beziehen wir uns auf eine Irrfahrt, die im Punkt Zy = z startet.
Falls kein Startpunkt angegeben ist, dann ist dieser beliebig, d.h. die Verteilung des unter-
suchten Ereignisses ist unabhéngig vom Startpunkt. Analog bezieht sich die Schreibweise £,
auf den Erwartungswert einer Irrfahrt, die in Zy = z startet.

Bemerkung Eine Irrfahrt (Z,,) mit unabhéngigen, stationiren Zuwéchsen ist durch folgende

Eigenschaften charakterisiert: Die Verteilungen von Z,, — Z,,_1 ist unabhéngig sowohl von der
Vergangenheit der Irrfahrt gegeben durch (Z;)1<i<n—1 als auch von dem Zeitpunkt n. O

13
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Definition 13 FEine Abbildung P : R x ZB(R) — [0, 1] heifst KERN, falls fiir alle x die Abbil-
dung P(z,-): Z(R) — [0,1] (R, Z(R))-messbar ist.

Da wir nur zeithomogene Irrfahrten mit unabhéngigen Zuwéchsen betrachten, kénnen wir
mit dem Kern P(z, dy) die Ubergangswahrscheinlichkeiten (oder Ubergangskerne) bezeichnen,
d.h.

P(z,dy) :=P(Ziy1 € dy|Z; = x);

Diese Definition ist unabhéngig von ¢, da die Irrfahrt zeithomogen ist und zusétzlich un-
abhéngige Zuwichse besitzt.

Bemerkung Um das Rechnen mit Maflen iibersichtlicher zu gestalten, werden wir eine im
strengen Sinn nicht ganz korrekte aber dennoch eindeutige und weit verbreitete Schreibweise
verwenden: Fiir eine Irrfahrt (Z,) mit Ubergangskernen P(z,dy) ist nach der Wahrschein-
lichkeit P,,(Zy € Ay,...,Z, € A,) gefragt. Die strenge Ubersetzung hierfiir lautet:

/ P(zn_1,dzn) - - P(20,d21)
Aq An

Leider sind hier die von der Irrfahrt besuchten Punkte z, ... , z, in der falschen Reihenfolge.
AuBerdem kn#ulen sich die Integrale ziemlich scheufllich. Deshalb wird oftmals eine andere
Schreibweise bevorzugt, ndmlich

/P(zo,dzl)/ P(zl,dzg)---/ P(zp—1,dzy)
Aq Ao An

Bei dieser Schreibweise werden die Integrationsvariablen dz; nach vorne gezogen, obwohl sie
noch weiter hinten verwendet werden. Aber dafiir sieht man sofort, welchen Weg die Irrfahrt
beschreitet.

Falls nur diskrete Mafle, d.h. Mafle, deren Triger die ganzen Zahlen Z ist, betrachtet
werden, so vereinfacht sich die Rechnung weiter, da dann das Integral durch eine einfach
Summe ersetzt werden kann. Denn falls P(z,dy) ein Ubergangskern auf Z ist, dann gilt

]on(Zl = 21y 7Zn = Zn) = P(ZO,Zl) Teee P(zn_l,zn)

Bemerkung Falls die Irrfahrt unabhéngige stationéire Zuwéchse besitzt, vereinfacht sich
die Rechnung weiter: Setzen wir nidmlich u(dx) := P(0,dz), dann erhalten wir P(z,dy) =
u(—x + dy). Die Zuwéchse sind dann gerade geméB p verteilt. Damit kann die Irrfahrt (Z),)
auch als Summe dargestellt werden:

n
T = Zo + ZXi
=1

wobei alle X; unabhéngige geméfl p verteilte Zufallsvariablen sind, und Zy der Startpunkt
der Irrfahrt.
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Mit der Faltung zweier Mafle konnen wir nun die Verteilung von Z, einer Irrfahrt (Z,), die
in Zy = 0 startet, auch als die k-fache Faltung der Verteilung p der Zuwichse interpretieren.
Auflerdem bilden die Verteilungen p; der Zuwéchse Z,,4;—Z, nach i Schritten eine Halbgruppe
zusammen mit der Faltung als Gruppenoperation, denn es gilt ji; * p1; = ;4. Dies ist klar,
da p; die Verteilung von Z,,1;1; — Zp4; und p; die Verteilung von Z,; — Z, ist. Dann ist
die Verteilung von Z,,1;1; — Z, gegeben durch die Faltung von p; und p;, aber natiirlich ist
diese Verteilung definitionsgeméfl auch p;4;. Das neutrale Element dieser Halbgruppe wird
definiert durch die Verteilung po mit po(A) :=I(0 € A). O

Diese Betrachtung motiviert folgende Definition:

Definition 14 (Diskrete Faltungshalbgruppe) Sei (u)icz, eine Familie von Mafen auf
(R, #(R)). Gilt dann

Hn * m = HUn4m fiir alle n,m € Y/

s0 heif$t (ji¢)iez, eine FALTUNGSHALBGRUPPE auf R.

Definition 15 (Drift) Sei(Z,) eine R-wertige Irrfahrt mit stationdren unabhdngigen Zuwdichsen.
Falls der Erwartungswert b := E(Z1 — Zy) existiert und ungleich Null ist, dann heif§t b der
DRIFT DER IRRFAHRT. Falls b > 0 gilt, besitzt die Irrfahrt einen POSITIVEN DRIFT und falls

b < 0 etnen NEGATIVEN DRIFT.

Von vielen Autorewn wird auch der Wert b = 0 als Drift bezeichnet; wir geben uns etwas
strenger, und sprechen nur von einem Drift, falls b tatséchlich ungleich Null ist. Der folgende
Hilfssatz unterstreicht diese Sichtweise und macht die Bezeichnung DRIFT plausibel, denn er
besagt, dass eine Irrfahrt mit nicht verschwindendem Drift fast sicher gegen oo (bei positivem
Drift) bzw. —oco (bei negativem Drift) strebt.

Lemma 16 FEs sei (Z,) eine R-wertige Irrfahrt mit unabhdngigen stationdren Zuwdchsen.
Falls (Z,) einen positiven Drift hat, so gilt fir alle ¢ > 0

P(Z, > ¢ fir unendlich viele n) = 1.
Analog gilt fir den Fall, dass (Z,) einen negativen Drift hat, fir alle ¢ <0

P(Z, < ¢ fir unendlich viele n) = 1.

Beweis Wir beweisen nur die erste Aussage, die zweite ergibt sich aus dem Ubergang der
Irrfahrt (Z,) (mit negativem Drift) zur Irrfahrt (—Z,) (mit positivem Drift).

Sei also (Z,,) eine Irrfahrt mit unabhéngigen stationéren Zuwéchsen und Drift b := E(Z; —
Zy) > 0. Die Irrfahrt ist dann als Summe unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen
(X;) darstellbar

n
T = Zo + ZXZ-
=1
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wobei alle X; gemifl Z; — Zj verteilt sind, und es gilt natiirlich EX; = E(Z; — Zy) = b > 0.
Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt sofort

Zy — 7, 1 ¢

. n— “0 _ . - - + ool

lim — = nlggo - El Xi=b0>0 fast sicher (2.1)
1=

n—oo n

Fiir das Ereignis {Z,, > c fiir hochstens endlich viele n} gilt aber

. Ly — 7 . c—2Z
lim 2 — 20 < lim 0
n— 00 n n—oo n

=0

im Widerspruch zum Gesetz der grofien Zahlen. Damit ist dieses Ereignis ein Nullereignis und
die Irrfahrt (Z,) iiberschreitet jede Schranke ¢ > 0 fast sicher unendlich oft. [

Aus der Gleichung 2.1 folgt sogar noch mehr: Diese Gleichung kann dann und nur dann
erfiillt sein, falls gilt

lim Z,, = oc.

n—oo
Damit haben wir eine zweite Charakterisierung des Begriffs ,,positiven Drift“, ohne allerdings
den Erwartungswert E(Z; — Z) zu benétigen. Aus eben diesem Grund wird auch hiufig die
Grenzwertbetrachtung als Definition verwendet. Falls der Erwartungswert jedoch existiert,
sind beide Definitionen dquivalent.

2.2 Laplace Transformation und Tilten

Um mit der Laplace Transformation auch bei Irrfahrten arbeiten zu kénnen, muss diese
natiirlich erst einmal fiir Irrfahrten definiert werden. Eine sinnvolle Definition ldsst sich schnell
fiir die fiir uns interessante Klasse von Irrfahrten mit unabhéngigen stationiren Zuwéchsen
angeben.

Definition 17 (Laplace Transformation) Sei (Z,)nen, eine Irrfahrt mit unabhingigen
stationdren Zuwdchsen mit Verteilung p. Dann ist die Laplace Transformierte @z der Irrfahrt
gegeben durch

02(N) = gp(N) = /R e u(de)

Da die Zuwichse von (Z,) unabhéngig sind, beschreibt ¢, die Irrfahrt (Z,) bis auf den
Startpunkt vollstandig. Falls die Irrfahrt in Zy = 0 startet, gilt iiberdies ¢z = ¢z, , wobei
vz, die Laplace Transformierte der Verteilung der Irrfahrt an der Stelle 1 ist.

Bemerkung Mit dieser Definition der Laplace Transformation fiir Irrfahrten tibertragen
sich die Eigenschaften aus Satz 4 sofort auf Irrfahrten. Seien némlich (X,,) und (Y;) zwei
unabhéngige Irrfahrten mit Startpunkt 0 dann ldsst sich der Satz wie folgt umformulieren:

1. px(A) = Re 1

2. Tst B|X1|" < o0, so gilt o (0) = (—1)"EXT
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3. ox+v(A) = ox(N)ey (A)
4. @axp(A) = e Mpx(aN)

wobei @ x 1y die Laplace Transformierte der Summe (X, + Y}, )nen, der Irrfahrten und v, x4p
die Laplace Transformierte der Irrfahrt (aX,, + b)nen, ist. O

Weshalb die Laplace Transformation und das Tilten fiir uns von so groflem Interesse ist,

zeigt die folgende Definition, mit Hilfe derer aus einer Irrfahrt (Z,,) eine neue Irrfahrt (Z,,)
gewonnen wird, die dann genau das Kopfstiick der am Minimum zerlegten Irrfahrt beschreibt.

Satz und Definition 18 (Getiltete Irrfahrt) Sei(Z,),en eine R-wertige Irrfahrt mit un-
abhdngigen stationdren p-verteilten Zuwdichsen und das Maf$ p erfille die Annahme

Es existiert ein v > 0 mit ¢, (y) =1 (Arr)

Dann ezistiert das getiltete Maf i, und eine Irrfahrt (Zn) mit unabhdngigen stationdren
Zuwdchsen, die gemdf [i verteilt sind, heifst die zu (Z,) GETILTETE IRRFAHRT.

Beweis Als einziges ist die Existenz des getilteten Mafles i zu zeigen. Dessen Existenz ist
jedoch klar, da die Annahme (Arp) gerade den Voraussetzungen von Definition 10 geniigt.
Man beachte, dass v und damit das getiltete Mafl u eindeutig bestimmt sind. Siehe hierzu
den Nachsatz zu Lemma 8. |

Bemerkung Offenbar kénnen wir wieder analog Lemma 8 sehr leicht eine hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz einer getilteten Irrfahrt angabenen. Sei ndmlich p die Verteilung der
unabhéngigen stationdren Zuwéchse. Falls die Bedingung

Yu(A) <o VA€ [0,00) und 0< /ﬂ:,u(dx) <oo und p((—00,0)) > 0. (Grr)

erfiillt ist, so existiert eine getiltete Irrfahrt. Denn diese Bedingung entspricht gerade der
Bedingung (G). O

Bemerkung Die Ubergangskerne P(m, dy) einer getilteten Irrfahrt ergeben sich einfach aus
den urspriinglichen Ubergangskernen durch

P(x,dy) := ji(—x + dy) = e "V p(—z + dy) = e 7Y P(x, dy)

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Schritten einer getilteten Irrfahrt (Z,) gilt
fiir Aq,..., A, C R ergibt sich so

P. (Z1 € Ay,... , Zn € Ap, Zni1 € d2niy)

= p(zo, dzp) ... / P(zp—1,dzn)P(zp,dzni1)
Aq

:/ 6—7(21—zo)p(20’dzl)m/ e_'Y(Zn_anl)P(Znil’dzn)e_'Y(szrl—Zn)P(Zn,dZnJrl)
Ay

n

n

:6_7(2”“_30)/ P(zo,dzl).../ P(zp—1,dzn)P(2zp,dzp41)
Ay n

= e Gnn1=20)p_ (7)€ Ay, ... Zy € Ap, Zny1 € dzni1)
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Dies ist eine erstaunliche Beobachtung, denn offenbar veréindert das Tilten die Verteilung eines
endlichen zusammenh#ngenden Stiickes einer Irrfahrt nur in Abhéingigkeit des Anfangs- und
Endwertes des Ausschnittes der Irrfahrt. Fiir die Umgewichtung spielen die Werte zwischen
dem Anfangs- und Endstiick keine Rolle. U

Wie oben schon erwihnt, soll die getiltete Irrfahrt (Z,,) das Anfangsstiick der am Minimum
zerlegten Irrfahrt (Z,) werden. Die urspriingliche Irrfahrt (Z,,) hat einen positiven Drift;
das folgende Lemma zeigt, dass das die getiltete Irrfahrt (Zn) einen negativen Drift hat.
Spéter wird die getiltete Irrfahrt wie das Anfangsstiick von (Z,,) bis zum Minimum verteilt
sein. Innerhalb dieses Anfangsstiickes ist auch ein negativer Drift zu erwarten, denn bis zum
Minimum der Irrfahrt ist die Summe der Spriinge nach unten insgesamt grofier als derer nach

oben.

Lemma 19 Sei (Z,) eine in 0 startende R-wertige Irrfahrt mit unabhdingigen stationdren
w-verteilten Zuwdchsen und das Majf$ u besitze eine positive Erwartung und erfille die An-
nahme (Arp). Dann besitzt die gemdf$ Definition 18 getiltete Irrfahrt (Z,) einen negativen
Drift.

Beweis Da EZ; > 0 ist, und die Verteilung von Z; zu der von Z; getiltet ist, folgt die
Behauptung unmittelbar aus Satz 11. |

2.3 Zerlegung einer R-wertigen Irrfahrt

Nun haben wir alle Zutaten beisammen, und wir kénnen die Verteilungen des Anfangs- und
des Endstiickes einer am Minimum zerlegten R-wertigen Irrfahrt bestimmen.

Betrachten wir uns als erstes das Endstiick der Irrfahrt, d.h. das Stiick, dass am Mini-
mum ansetzt. Die Intuition verrét uns schon, dass es sich hierbei nicht mehr um eine einfache
Irrfahrt mit stationédren Zuwéchsen handeln kann, da dieses Stiick das Minimum niemals un-
terschreiten darf. Also ist jeder Zuwachs von der momentanen Position der Irrfahrt abhéngig.
Diese Vermutung bestétigt das folgende Lemma:

Lemma 20 Sei (Z,) eine R-wertige Irrfahrt mit unabhingigen gemdaf$ P(x,dy) verteilten
Zuwdchsen mit Startpunkt zy und positiven Drift. Dann bezeichne (Zy)nen eine identisch
verteilte Irrfahrt, bedingt darauf, nicht negativ zu werden und besitzt folgende Ubergangskerne

Q(x,dy):

Q(z,dy) = MP(%‘, dy) mit

q(z)
(z) = P.(Z; >0VYi>0) firz>0
e 0 fiir x <0

ist. Insbesondere gilt q(0) = P(Z; > 0Vi > 0).
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Beweis Die zugrundeliegende Idee ist folgende Uberlegung:

P,(Z € dy| Zy > 0V¥n € N) = (Z1 € dy 0Vn € N)

P,(Z, > 0Vn € N)
_ P(z,dy) -Py(Z, >0Vn €N)

- P.(Z, > 0Vn € N)

= MP(CC’ dy)

q()
Betrachte nun fiir Ay,..., A4, € ZR):

P, (Zy € Ay,... ,Zn € Ay)
Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit fiithrt sofort zu

o on(Zl EAl,... , L, GAn,ZZ‘ > zo Vi > 1)
B P, (Z; > 0Vi>1)

Esist P,,(Z; > 0Vi > 1) = q(z0), also folgt:

_ ! /Alp(zo,dzl)---/ P(zno1,dzn) - q(zn)

q(z0) An

Aus der Definition der Kerne Q(x,dy) erhalten wir

- : /A1 Q(ZO) Q(z()? dzl) o / q(znil) Q(Z"—l’ dzn) : q(zn)

q(20) Ja, q(21) A, 4(zn)

Und Kiirzen fithrt schlieSlich zu

_ / Qzo,dz1) - [ Qa1 dz)
Ay An

19

Hauptsatz 21 Sei (Z,) eine in 0 startende R-wertige Irrfahrt mit unabhéingigen stationdren
w-verteilten Zuwdchsen, und das Maf$ p erfille die Annahme (Arr), und es seien die folgenden

Zufallsvariablen definiert:

M :=inf{Z, : ne Ny}
T:=inf{n e Ny : Z, = M}

Desweiteren seien fiir eine unabhdingige zum Parameter v exponentiell verteilte Zufallsvariable

Y und die getiltete Irrfahrt (Z,) folgende Zufallsvariablen definiert:

L,:= inf{m >n: Ly < Zn}

lfIn = Zin
T:=inf{n € Ny: H, < -Y}

(2.2)
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mit der Konvention L, = co und H, = oo, falls Zy, > Z, fu'r alle m > n. Sei (Zn)nen, €ine
gemdf Q(z,dy) verteilter in 0 startende Irrfahrt, und sei (Z))nen, definiert durch

e Zn firn<T
"\ Zur+Zr firn>T

Dann besitzen ((Zn)neng,T) und ((Z))nen,, I') die gleiche Verteilung.

Beweis In dem Beweis seien P(x,dy) die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Irrfahrt (Z,),
und Q(z, dy) seien die Ubergangswahrscheinlichkeiten gem#f Lemma 20. Der Beweis teilt sich
in zwei Teile: Zuerst untersuchen wir den Prozess nach dem das Minimum von (Z,,) das erste
Mal angenommen wurde. Danach wird die Verteilung des Prozesses vor dem ersten Minimum
mit Hilfe der getilteten Irrfahrt (Z,,) bestimmt.

TEIL 1: Fiir A € B(R™""™) erhalten wir
PO((Zla--- 7Zn7"' 7Zn+m) € AaT :n)
:/ I(z1,... y2n—1 > zpund Zpi1y- -y Zngm > 2n)
(217 <yZn, 2n+m)€A
(0 le) (Zn-l—m 15 dzn—l—m) ’ P(Zz >z Vizn+m ’ Zpym = Zn-l—m)
= / I(...)P(0,dz) ... P(dzp—1,dzn) - P(2n, — 2Zn,dzni1 — 2n) - - -
A
.- P(Zn-l—m—l — Zns dzn-l—m - zn) ' Q(Zn-l—m - Zn)

Da die Indikatorfunktion I(...) fiir alle z; mit z; < z, fiir ¢ = n+1,... ,n 4+ m gleich Null
ist, wird tatséichlich nur iiber eine Teilmenge der Tupel (z1,... , Zp4m) mit z; — 2z, > 0 fiir
i > n integriert. Da fiir diese Tupel ¢(z; — z,) > 0 fiir @ > n gilt, folgt mittels der Definition
der Kerne Q(z, dy):

40

Q0,dzp11 — 2p) - -
q(zn+1-2,) ( i )

:/I( D P(0,dz1) ... P(en_1,dzn) -
A

Q(zn—l—m—l - zn)
Q(Zn-l—m - Zn)

:/I( ) P(0,dz1) ... P(2p—1,dzy) - q(0) -
A

Q(O, dzn—i—l - Zn) s Q(Zn-l—m—l — Zn; dzn—l—m - zn)

Q(Znerfl — Zn, dZner - Zn) : Q(Zner - Zn)

Der hintere Teil des Ausdrucks hat schon die gewiinschte Form, denn dies stellt ja gerade die
Verteilung der bedingten Irrfahrt (Z,,) dar.

TeIL 2: Fir die Irrfahrt (7)) seien die Irrfahrten (Lp)nen, und (Hp)nen, analog zu 2.2
definiert. Da die getiltete Irrfahrt (Z,) nach Lemma 19 einen negativen Drift besitzt, folgt
mit Lemma 16 sofort

Po(Ho < 0)=> Po(Z1>0,...,Zn1>0,%, <0)
neN
= Py(Z, < 0 fiir ein n € N)
=1.

(2.3)
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Analog gilt fiir die Irrfahrt (H,,)

Po(Hy < 0) = Py(Z,, < 0 fiir ein n € N)
=1—-Py(Z, > 0 fiir allen € N) (2.4)
=1-—¢(0).
Und schliellich gilt fiir A < 0

Po(Hy € dh) =Y Po(Zy > 0,... ,Zn1 >0, Z, € dh)
neN
- Z eiPYh]P)O(Zl > Oa s >Zn71 > 0) Zn € dh) (25)
neN
= e "Py(Hy € dh)

Fiir den vorderen Teil geniigt es fiir das Produkt der Mafie P(0,dz1) ... P(dz,—1,dzy)-q(0)
zu zeigen, dass

PO(ZI € le, s >Zn € dZn,T = TL) (0 le) (Zn 1,dZn) : q(O)

gilt. Hierbei kénnen wir ohne Einschrénkung davon ausgehen, dass zj,...,2,-1 > 2z, und
zn < 0 gilt. Fiir die getiltete Irrfahrt gilt nun

]PO(ZlEle,... Z €dz,, T )
=Po(Zy €dzy,... , Zn € d2y, Zy > =Y, H, < =Y)

o0
(0 dz) .. (zn 1,dzn)/ ve W Py(Hy, < —y|Z1 =21, ,Zn = 2zp)dy

—2Zn

Da die Spriinge der Irrfahrt Z,, stationéir und unabhingig sind, folgt

[e.e]

= P(0,dz). .. P(zn_l,dzn)/ ve WP, (Hy < —y)dy

—2Zn
[e.e]

= P(0,dz1) ... P(z,_1, dzn)/ e W Po(Hy < —y — 2n)dy

—2Zn

- - o0 Y—2n ~
P(0,dz1) ... P(zp—1, dzn)/ / ve W Py(Hy € dh)dy
~ ~ oo Y ~
= P(0,dz1) ... P(zp—1,dz,) €7 / / ve W Po(Hy € dh)dy
0 —o0
Fubini erlaubt es, die Integrale geschickt zu vertauschen:
= P(0,dz1) ... P(zp—1,dz) e“’z"/ / ye~ Wdy Py(Hy € dh)
—o0 J0

Mit Hilfe von fo_h ve Wdy =1 — " folgt sofort

~ ~ 0 ~
= P(0,d21) .. Pl 1, d) €50 / (1= ™)By(Fy € dh)

—00
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Mit der Gleichung 2.5 folgt sofort

0 0

= P(0,dz) ... P(z,_1,dz,) €7 </ Po(Hy € dh) —/

—00 —00

Po(Ho S dh)>

= P(O,dzl) e P(zn_l,dzn) e’ (Po(ﬁo < 0) — ]P’Q(HQ < 0)>

Und schliellich fithren die Gleichungen 2.3 und 2.4 zu
= P(0,dz) ... P(z,_1,dz,) €77 ¢(0)
= P(0,dz1) ... P(zn—1,dz,) - q(0)

was zu zeigen war. |

Der Beweis selber war etwas technisch — aber die Aussage des Hauptsatzes ist um so
lehrreicher. Zunéchst gibt der Hauptsatz uns eine Moglichkeit an die Hand, mit der wir das
erste Stiick der Irrfahrt (Z,) konstruieren kénnen, ohne dass wir die gesamte Irrfahrt (Z,,)
simulieren miissen. Und das wére ja eigentlich notig, um das Minimum zu bestimmen. Die
genaue Konstruktion halten wir fest:

Folgerung 22 (Konstruktion einer Irrfahrt bis zum Minimum) Sei (Z,),en, €ine in
0 startende R-wertige Irrfahrt mit unabhingigen stationdren p-verteilten Zuwdchsen, und p
erfille die Annahme (Ajr). Dann kann das Anfangsstiick von (Zy,) bis zum globalen Minimum
wie folgt konstruiert werden:

1. Bestimme den Wert einer unabhdngigen exponentiell zum Parameter v verteilten Zu-
fallsvariable Y .

2. Simuliere die getiltete Irrfahrt (Zn) solange, bis sie nach unten die Grenze —Y unter-
schreitet. Dies passiere zum Zeitpunkt 7.

3. Bestimme den Zeitpunkt T < 7 zu dem die Irrfahrt (Z,) das erste mal ihr Minimum
bis zum Zeitpunkt m — 1 angenommen hat.

Dann ist (Z1, ... ,Zz,7) zu (Zy,... ,Zy,T) identisch verteilt, wobei T das erste globale Mini-
mum der Irrfahrt (Z,,) ist.

Der Hauptsatz verréit uns zusétzlich noch eine Eigenschaft des Minimums: Es ist anndhernd
exponentiell verteilt. Diese Tatsache verwundert auch nicht, bedenkt man, dass die Exponen-
tialverteilung gedéchtnislos ist. Denn zu jedem Zeitpunkt der Irrfahrt kennt man zwar schon
das Minimum bis zu dem momentanen Zeitpunkt, besitzt aber keinerlei Information iiber
die Zukunft. Sobald man also ein neues Minimum Z, zum Zeitpunkt 7 erreicht hat, muss
man wieder eine neue unabhiingige Irrfahrt (7)) simulieren, die im Punkt Z, startet, und
findet unter Umsténden ein weiteres noch tiefer gelegenes Minimum Z/,, welches beziiglich
Z, die gleiche Verteilung besitzt, wie Z, beziiglich dem Startpunkt. Dies spiegelt gerade die
Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung wieder.

Bemerkung Falls es sich bei (Z,,) um eine Z-wertige Irrfahrt handelt, dann kann in Haupt-
satz 21 bzw. in der Folgerung die zum Parameter «y verteilte Zufallsvariable Y durch eine zum
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Parameter e~7 geometrisch verteilte Zufallsvariable Y’ ersetzt werden. Denn das Minimum
der Irrfahrt kann dann ja schliellich auch nur ganzzahlig sein, und damit ist fiir die Zufallsva-
riable Y, die in der Zerlegung ja eine Schranke darstellt, nur entscheidend, in welches Intervall
der Form [i,7+ 1) mit ¢ € Ny sie féllt. Und es gilt fiir die exponentiell verteilte Zufallsvariable
Y und die geometrisch verteilte Zufallsvariable Y’

P(Y €[i,i+1)) = / ve dr = e (1 —e ) = P(Y =)
[i,i+1)

Diese Tatsache ist auch nicht verwunderlich, denn die geometrische Verteilung ist ebenfalls

gedéchtnislos — also das diskrete Pendant zur Exponentialverteilung. g

2.4 Beispiel: Diskreter Poisson Prozess mit Drift

Wir mussten zwar schon feststellen, dass ein sinnvolles Tilten einer Poissonverteilung nicht
moglich ist, aber dennoch stellt ein diskreter Poisson Prozess, versehen mit einem zusétzlichen
linearen Drift, ein wichtiges Beispiel dar.

Definition 23 (Diskreter Poisson Prozess) Fine Irrfahrt (Z,) mit unabhingigen stati-
ondren Zuwdchsen heiffe DISKRETER POISSON PROZESS, falls die Zuwdchse poissonverteilt
zu einem Parameter o sind. Es gilt dann
a(zn-%lfzn)
P(Zpi1 = zny1|Zn = 2n) =€ 4 ————
(Zn41 — 2n)!

Der Parameter « eines diskreten Poisson Prozesses wird oft als RATE bezeichnet, da er
kontrolliert, wie héufig und stark die Irrfahrt springt. Sobald man den Poisson Prozess geeignet
auf eine kontinuierliche Zeitachse verallgemeinert, gibt dieser Parameter an, wie haufig der
Poisson Prozess springt.

Der diskrete Poisson Prozess zeichnet sich durch eine sehr schone Eigenschaft aus, denn
die Verteilungen v,, der Zuwéchse Z,,, — Z, ist wieder poissonverteilt zum Parameter ma,
wie das nichste Lemma zeigt.

Lemma 24 Seien X und Y zwei unabhdngige zu den Parametern o bzw. 3 poissonverteilte
Zufallsvariablen. Dann ist die Summe X +Y wieder poissonverteilt zum Parameter o + (3.

Beweis Die Laplace Transformierte von X und Y sind gegeben durch

ox() = expla(e™ = 1)) baw. y()) = exp(Ble™ - 1)).

Fiir die Summe X + Y erhalten wir (da X und Y unabhéingig sind) mit Satz 4

ex+v (A) = ox(Ney (V)
= exp(a(e™ = 1)) exp(B(e™ — 1))
= exp((a+ B)(e* = 1))
Also hat die Laplace Transformierte der Summe wieder die Form einer poissonverteilten Zu-

fallsvariable. Mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes 6 konnen wir nun in der Tat darauf schlieflen,
dass die Summe poissonverteilt zum Parameter o + 3 ist. |
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Der diskrete Poisson Prozess an sich ist eine monoton wachsende Irrfahrt, also macht
es zunéchst keinen Sinn, diese Irrfahrt am Minimum zu zerlegen, da das Minimum mit dem
Startpunkt identisch ist. Was aber passiert, wenn der Poisson Prozess einen leichten negativen
Drift erhilt, indem wir die Verteilung der Zuwichse verschieben? Dieser Frage wollen wir nun
nachgehen. Hierfiir miissen wir zunéchst eine neue Irrfahrt konstruieren.

Definition 25 (Diskreter Poisson Prozess mit Drift) Sei(Z,) ein diskreter Poisson Pro-
zess gemdfl Definition 23 und b € Z. Dann ist durch Z| = Z,, +n - b eine neue Irrfahrt (Z])
definiert, die DISKRETER POISSON PROZESS MIT LINEAREM DRIFT heifst.

Dass es sich bei dem neu konstruierten Gebilde tatséchlich um eine Irrfahrt mit unabhéngi-
gen und stationdren Zuwéchsen handelt, siecht man leicht: Betrachtet man die Differenzen
Z) o1 — Z)y = Zpt1 — Zp + b, so sind diese wieder unabhéngig und stationér, da die Zuwéchse
Zny1 — Zy der urspriinglichen Irrfahrt als unabhéngig und stationdr vorausgesetzt wurden.
Die Verteilung p/ der Zuwichse ergibt sich aus p einfach durch p/(z) = p(x — b), da fiir eine

gemiB i verteilte Zufallsvariable X’ dann X — b geméf u verteilt ist. Es gilt also

a:vfb

//(95) =e m

Wir betrachten nun einen solchen diskreten Poisson Prozess (Z,,) zum Parameter a > 0
mit einem negativen linearen Drift b mit 0 > b > —a«. Dann gilt fiir den gesamten Drift
EoZ1 = b+ a > 0. Fiir die Laplace Transformierte gilt dann

wz(A) = exp (—)\b +a(e™ — 1))

Fiir diese Irrfahrt existiert dann gem#f Lemma 8 ein y > 0 mit ¢z () = 1. Dies ist dquivalent
zu

—vb+ale™"=1)=0
Die Laplace Transformierte der getiltete Irrfahrt (Zn) ist gegeben durch

vz(A) =wz(A+7)
= Z e~ A2 4(2)

2EL
z—b

— —(A )z ,—« o
Ze e D)

z>b

(ae—()\-l-’y) )z

_ efb()\Jr'y)fa Z '
z.

2>0
_ e—b()\—i—'y)—aeoze*()”ﬂ)
=exp(—yb+a(e™? —1) =Ab+ae V(e — 1))
~- 2
= exp(—Ab+ ae V(e = 1))

Die Laplace Transformierte ¢; hat wieder die Form einer Poissonverteilung mit Parameter
ae” und Drift b. Dies bedeutet fiir die Zerlegung gem#fl Hauptsatz 21, dass das erste Stiick



2.5. BEISPIEL: PRE-BROWNSCHE BEWEGUNG MIT DRIFT 25

des diskreten Poisson Prozesses mit negativem Drift wieder ein diskreter Poisson Prozess ist,
der den gleichen Drift (im Sinne von b - nicht im Sinne des Erwartungswertes!) hat, allerdings
hat sich die Sprungrate verkleinert, denn da v > 0 ist, wird die Rate des getilteten Prozesses
ae T’ < a.

2.5 Beispiel: Pre-Brownsche Bewegung mit Drift

Wir haben uns schon fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert b > 0
und Varianz o2 die getiltete Verteilung /i betrachtet, die durch

1 _ey?
a(x) = e 202 dx

V2ro?

gegeben ist.

Die Normalverteilung besitzt analog zur Poissonverteilung die FEigenschaft, dass die Sum-
me zweier normalverteilter unabhéngiger Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 26 Seien X und Y zwei normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswerten bx
bzw. by und mit Varianz agf bzw. 012/. Dann ist die Summe X +Y wieder normalverteilt und
hat Erwartungswert bx + by und Varianz O'g( + O’%.

Beweis Die Laplace Transformationen von X und Y sind gegeben durch

2 )\2 2 )\2
SOX()\) = exp <_)\bX + U); ) bzw. pr()\) = exp <—)\by + O-Yé )

Dann hat die Laplace Transformation der Summe X + Y geméfl Lemma 4 die Gestalt

ox+y(A) = oy (Npy (N)
2 )\2 2 )\2
= exp (—)\bx L IX by + JYQ )

2
(0% + 0%))\2>
2

= exp (—)\(bx +by) +

Dies ist gerade die Laplace Transformierte einer Zufallsvariable, die die behauptete Verteilung
besitzt. |

Betrachten wir nun eine Irrfahrt (Z,,), deren Zuwéchse normalverteilt mit Erwartungswert
b < 0 und Varianz o2 Verteilt sind. Dann sind laut Lemma 26 die Zuwiichse Z,, ., — Z, iiber
m Schritte hinweg ebenfalls wieder normalverteilt mit Erwartungswert mb und Varianz mo?.
Dies entspricht einer diskretisierter Brownschen Bewegung mit Drift b und Varianz ¢? und

rechtfertigt somit folgende Definition:

Definition 27 (Pre-Brownsche Bewegung) Fine Irrfahrt (Z,) mit unabhingigen stati-
ondren Zuwdchsen heiffe PRE-BROWNSCHE BEWEGUNG, falls die Zuwdchse Zy 11 — Z, nor-
malverteilt sind. Falls der Erwartungswert der Zuwdchse b := E(Zy41 — Z,,) ungleich 0 ist, so
heiffe b DRIFT. Fulls der Drift gleich 0 und die Varianz der Zuwdchse gleich 1 ist, so heiffe
die Irrfahrt STANDARD PRE-BROWNSCHE BEWEGUNG.
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Die Verteilung der Zuwéchse Z,+1 — Z, der Pre-Brownschen Bewegung bezeichnen wir
mit u; es gilt demnach
1 _(z=b)?

dr) = ——e 22 dzx.
p(dx) s

Die getiltete Irrfahrt (Z,) besitzt dann Zuwéchse, die geméf i verteilt sind, wobei fi durch

1 _ (a+b)?
e 202 dx
V2mo?

gegeben ist. Eine Zerlegung der Pre-Brownschen Bewegung (Z,,) mit Drift b > 0 und Varianz
0?2 gem#B dem Hauptsatz 21 zeigt nun, dass das Anfangsstiick von (Z,) bis zum globalen
Minimum wiederum normalverteilte Zuwéchse mit der gleichen Varianz o2 jedoch negativen
Drift —b besitzt. Dies lésst sich einfach von der Verteilung i der Zuwéchse Zn+1 — Zn ablesen.

Insgesamt sehen wir einen grundsétzlichen Unterschied zwischen dem Verhalten der Pre-
Brownschen Bewegung und dem Verhalten des diskreten Poisson Prozesses aus Abschnitt 2.4:
Wiéhrend das Anfangsstiick des diskreten Poisson Prozesses bis zum Minimum den Drift des
gesamten Prozesses jedoch eine kleinere Rate besitzt, verhiélt es sich mit der Pre-Brownschen
Bewegung gerade umgekehrt: Die Varianz (also der Verteilungsparameter) bleibt im An-
fangsstiick erhalten, jedoch wechselt der Drift sein Vorzeichen.

fi(dx) =



Kapitel 3

Zerlegung eines Lévy Prozesses

In diesem Kapitel wird das Konzept der zeitdiskreten Irrfahrt auf einen zeitkontinuierlichen
Prozess ausgeweitet. Es bildet sozusagen mit dem Hauptsatz 58 in Abschnitt 3.7 den zentralen
Kern dieser Arbeit. Bis dahin wird dieses Kapitel alle fiir den Beweis benottigten Hilfsmittel
zur Verfligung stellen.

3.1 Stochastische Prozesse

Definition 28 (Stochastischer Prozess) Eine Familie (Z;)icr, von Zufallsvariablen mit
Werten in R® heifst STOCHASTISCHER PROZESS. Die Verteilung von Zy wird als STARTVER-
TEILUNG bezeichnet.

Fulls fiir je endlich viele tg,t1,... ,t, € Ry mit 0 =19 <t < ... < t, die Zufallsvariablen

Ligy Lty — Lty -+ 5 L1, — L4,y

unabhdngig sind, so heif§t (Z;) ein PROZESS MIT UNABHANGIGEN ZUWACHSEN. Falls die Ver-
teilung von Zyyp — Zy nur von h, nicht aber von t abhdngt, heifft der Prozess ZEITHOMOGEN.

Falls dariber hinaus eine Familie (ji)ier, von Wahrscheinlichkeitsmaflen existiert, so
dass fiir beliebige s,t € Ry mit t > s gilt

Lt — Zg ~ [ht—s,

dann heifit (Z;) ein PROZESS MIT STATIONAREN ZUWACHSEN.

Notation Wir bezeichnen die Verteilung eines Prozesses (Z;) auf dem Raum der Pfade naiv
mit P — fest daran glaubend, dass eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung existiert. Im
Abschnitt 3.4 werden wir dieser Schreibweise eine tiefsinnigere Bedeutung beimessen. Bis
dahin treffen wir folgende Vereinbarung: P, bezeichnet die Verteilung eines Prozesses, der in
x startet, wohingegen P die Verteilung eines Prozesses mit nicht ndher festgelegtem Startpunkt
bezeichnet.

Eine weitere wichtige Notation betrifft linksseitige und rechtsseitige Limiten eines Prozes-
ses. Da ein Prozess im allgemeinen nicht stetig ist, vereinbaren wir fiir ¢ folgende Notation:

T = 131}1}5 Zg und Ly 1= E{?t g

27
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0

In der Definition 28 implizieren stationéire Zuwéchse Zeithomogenitit, d.h. die Verteilung
der Zuwéichse ist nicht vom Zeitpunkt abhéngig. In der gesamten Arbeit werden ausschlief3lich
zeithomogene Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen untersucht. Die Verteilung der Zuwéchse
eines solchen Prozesses lisst sich, analog zur Irrfahrt, mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
(Py(x,dy))er, beschreiben, so dass dann fiir beliebige s,t € Ry mit ¢ > s und A € Z(R?)
gilt

P(Z € AlZs =2) = P_s(x,A)

Definition 29 (Halbgruppe von Kernen) Es sei (P;(z,dy))icr, eine Familie von Ker-
nen auf dem Raum (R?, B(R)). Gilt dann

Ps+t:Ps*Pt

wobei die Verkniipfung x definiert ist durch
(P P)(@.B) = | Py BIP(o.dy),
R

so heifst die Familie (P;)icr, eine HALBGRUPPE VON KERNEN.

Falls der betrachtete stochastische Prozess (Z;) mit Wertebereich R? unabhiingige stati-
ondre Zuwéchse besitzt, dann existiert eine Familie (u;) von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
R?, so dass

Zy — Zs ~ Pi—s

gilt. Die Kerne P;(z,dy) sind dann aufgrund der Stationaritét translationsinvariant, d.h. es
gilt fiir B ¢ R? und = € R?

Pt(O’B) :Pt(ow_i'x)

Offenbar gelten dann folgende Beziehungen zwischen den Ubergangskernen (P;) und der Fa-
milie (uq):

u(B) = P(0,B) und Pi(z,B)= (B —x)

Da die Zuwéchse zusétzlich als unabhéngig angenommen wurden, gilt dariiber hinaus fiir
s,t >0

ps+t(B) = Ps44(0, B)
= (Psx P)(0,B)

_ /R Py, B)P,(0,dy)

= /Rd (B — y)ps(dy)
= ps * pe(B).

Setzen wir po(A) := I(0 € A), so ist die Familie der Mafle (11;) zusammen mit der Faltung eine
Halbgruppe mit pg als neutrales Element. Diese Tatsache motiviert die folgende Definition:
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Definition 30 (Faltungshalbgruppe) Sei (uit)icr, eine Familie von Mafen auf (R, (R%)).
Gilt dann fiir s,t > 0

Mt * s = Hs+t

50 heif$t (j1¢)icr, eine FALTUNGSHALBGRUPPE auf R%. Die Faltungshalbgruppe heifit STETIG,
falls die Abbildung t — u; stetig ist.

Die Stetigkeit einer Faltungshalbgruppe ist eine fiir uns wichtige Forderung — der folgende
Satz sichert einerseits die Existenz einer stetigen Faltungshalbgruppe, und andererseits deren
Eindeutigkeit. Insbesondere die Eindeutigkeit werden wir sehr oft direkt oder indirekt benoti-
gen, um die Verteilung eines Prozesses nur mit der Verteilung an einem festen Zeitpunkt zu
identifizieren.

Satz 31 Zu jeder Faltungshalbgruppe (pit)icr, und to > 0 existiert genau eine stetige Fal-
tungshalbgruppe (vy)icr, mit vyy = fig, -
Beweis Siehe Satz 29.6 in [Bau91]. [

Falls die Faltungshalbgruppe (¢)¢cr, selbst schon stetig ist, folgt aus dem Satz insbeson-
dere deren Eindeutigkeit, falls nur fiir ein ¢y > 0 das Maf} us, bekannt ist:

Folgerung 32 Seien (uu)icr, und (v;)ier, 2wei stetige Faltungshalbgruppen und to > 0 mit
Mty = V. Dann sind beide Faltungshalbgruppen identisch.

Definition 33 (Drift) Sei (Z;)icr, eine R-wertiger stochastischer Prozess. Der Prozess be-
sitzt dann einen POSITIVEN DRIFT, falls

lim Z; = +o00  fast sicher
t—o0

und einen NEGATIVEN DRIFT, falls
lim Z; = —oo  fast sicher
t—o0

Und schliefSlich OSZILLIERT der Prozess, falls gilt

liminf 7, = —o0  und limsup Z; = +oo  fast sicher
t—00 t—o0
Falls der Prozess (Z;)icr, unabhingige stationdre Zuwéchse besitzt und auferdem der
Erwartungswert E(Z1 — Zj) existiert, dann kénnen wir den Drift eines Prozesses auch wie
folgt charakterisieren. Allerdings ist diese Charakterisierung nicht mehr ganz so allgemein, da
die Existenz des Erwartungswertes vorausgesetzt wird.

Lemma 34 Sei (Z;)icr, Prozess mit unabhdngigen stationdren Zuwdchse, und es existiere
der Erwartungswert b := E(Zy — Zy). Der Prozess besitzt genau dann einen positiven Drift,
falls b > 0 bzw. einen negativen Drift, falls b < 0 ist.

Beweis Fiir o > 0 sei die Folge (,)ien definiert durch t& := na, also gilt limt® = oo.
Zusétzlich seien die Zufallsvariablen (X<)nen definiert durch

Xf; = Zna — Z(n—l)a = Ztg - Zt%7

1°
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Da der Prozess (Z;) unabhéngige stationire Zuwéchse besitzt, sind fiir festes o die Zufallsva-
riablen (X9),en unabhéngig und identisch verteilt. Damit folgt aus dem starken Gesetz der
groflen Zahlen

Zon — 2, I

lim =2 =0 = lim =Y X2 =EX{ =EZq =E(Z, — Z) =ba fast sicher
n— o0 n n—oo n —

Daraus folgt durch Division durch «

1; Zcm - ZO
im ——

n—oo an

=b fast sicher

Da dies unabhéngig von « gilt, folgt somit insgesamt

Zy — Z,
lim 2 0 —p fast sicher
t—o00
Aus b > 0 folgt dann
lim Z; — Zy = > fast sicher,
t—o00

also besitzt der Prozess (Z;) einen positiven Drift.
Falls umgekehrt der Prozess (Z;) einen positiven Drift besitzt, gilt auch fiir den Erwar-
tungswert

lim EZ; = 4o0.
t—o00
Da Zy < oo fast sicher gilt, gibt es somit ein ¢ > 0 mit E(Z; — Zy) > 0. Da der Prozess

unabhéngige stationdre Zuwéchse besitzt, gilt b := E(Z; — Zy) = tE(Z; — Zy) > 0. [

3.2 Laplace Transformation

Definition 35 (Laplace Transformation) Sei (1)icr, eine stetigen Faltunghalbgruppe auf
(R, Z(R)). Dann ist die LAPLACE TRANSFORMIERTE von (p;) definiert durch

ou(N) = o (V) = / e 1 (d)

Bei dieser Definition der Laplace Transformierten von (p;) wird nur das Mafl p; in der
Definition verwendet. Da jedoch Stetigkeit der Faltungshalbgruppe gefordert ist, ist nach
Folgerung 32 die gesamte Familie (1) schon eindeutig bestimmt.

Die Laplace Transformierte eines stochastischen Prozesses (Z;) mit stetiger Faltungshalb-
gruppe (u¢)ier, ist definiert als

0z(A) == pu(A) = pu, (A)

Mit dieser Definition erhalten wir auch sofort den folgenden Satz:
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Satz 36 (Eindeutigkeitssatz) Seien (Z;) und (Z]) zwei in 0 startende reelle Prozesse mit
unabhdngigen und stationdren Zuwdchsen mit stetiger Faltungshalbgruppe. Falls oz = @z gilt,
dann besitzen beide Prozesse die gleiche Faltungshalbgruppe und damit die gleiche Verteilung.

Beweis Nach Satz 6 ist die Laplace Transformation eindeutig, d.h. die Verteilungen von Z;
und Z/ sind identisch. Da die Faltungshalbgruppen als stetig vorausgesetzt sind, sind diese
nach Folgerung 32 ebenfalls identisch. Damit besitzen die Prozesse schliellich die gleichen
Verteilungen. |

Analog Satz 4 gelten wieder die gleichen Regeln fiir das Rechnen mit Laplace Transformier-
ten stochastischer Prozesse mit stetigen Faltungshalbgruppen: Seien (X;);er, und (Y;)er,
zwel unabhéngige stochastische Prozesse mit Startpunkt 0 dann gilt

1. ox()\) = Ee %1

2. Ist E|X1|" < o0, so gilt ¢ (0) = (—1)"EXT
3. x4y (A) = ex(N)ey (A)

4. pax+p(A) = e Mpx(ad)

wobei x4y die Laplace Transformierte der Summe (X, + Y3)¢>0 der Prozesse und ¢, x5 die
Laplace Transformierte des Prozesses (a.X; + b)ier, ist.

3.3 Tilten
Lemma 37 Sei (j1)ier, eine stetige Faltungshalbgruppe auf (R, ZB(R)) mit
Es existiert ein v > 0 mit @, (y) =1 (App)

Dann ist @, (v) = @u(v) =1 fir alle t > 0 ist.

Beweis Da jedes Mafl u; die Bedingungen von Satz 10 geniigt, folgt aus eben diesem Satz
fiir jedes t > 0 die Existenz genau eines v; > 0, mit dem die Verteilung pu; getiltet zu py wird.

Zusétzlich gilt es nun zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 die Mafle p; mit dem gleichen Parameter
v getiltet werden. Es gilt

Cpsre (V) = / e " psie(dz)
= [ [ -y + dopuslan)
://e_yt(x_y)ﬂt(—y+dfﬂ)6_”yus(dy)

Aus der Definition von v; folgt nun [ ™"y, (dz) = 1, und wir erhalten:

= / e " ps(dy)

= Pus ('Yt)
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Insbesondere folgt daraus

Opsys(Vs) = u (V) =1 = Yoys =1

Induktiv folgt nun, dass fiir festes s > 0 fiir alle n € N gilt 4,5 = 5. Und daraus folgt fiir alle
m € N weiter ¥s = Yy /m.s = V1/m.s- Induktiv erhalten wir dann fiir alle rationalen Zahlen p/q
die Gleichheit vs = 7, /4.s- Als gilt zunéchst fiir alle rationalen Zahlen p/q: v,/, = 71 =: 7.

Betrachten wir uns nun ein allgemeines ¢ > 0. Zunéchst fiir alle m € N die Funktion
e~ 7" auf [—m, m] positiv, stetig und beschrinkt, daher folgt aus der schwachen Stetigkeit der
Faltungshalbgruppe

/ e "y (dx) = lim e " (de) <1
(_mvm)

£2(5 (_mvm)

Im Grenziibergang m — oo erhalten wir dann

ou(7) = /]R e T u(dr) <1

Um nun fiir ein irrationales ¢ > 0 Gleichheit zu erhalten sei n € N derart gewihlt, dass n >t
ist. Dann gilt nach den Rechenregeln fiir die Laplace Transformation

e (V) * Prn—e (V) = Cuerpin— (V) = € (7) = 1.

Da beide Faktoren auf der linken Seite kleiner oder gleich Eins sind, fiir das Produkt allerdings
0 (V) - un_, (v) = 1 gilt, miissen auch beide Faktoren schon Eins sein. Also gilt ¢, () =1
fiir alle ¢ > 0. . |

Bemerkung Analog zu den Bedingungen (G) und (Gpp) kénnen wir auch fiir einen allge-
meinen stochastischen Prozess eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines v angeben.
Fiir einen Prozess (Z;);cr, mit stetiger Faltungshalbgruppe (1):cr, sind namlich die Bedin-
gungen

1. @u(A) <oo VA€ [0,00)
und 2. 0< /x,ut(dm) <oo Vt>0 (Grn)
und 3. p((—00,0)) >0 Vi>0.
hinreichend fiir die Annahmae (Apg) aus dem vorigen Lemma. Dies liefert gerade Lemma 8.
In Bezug auf einen Prozess (Z;) mit unabhéngigen stationdren Zuwéchsen sind diese Bedin-
gungen offenbar wiederum &quivalent zu

QDZ()\) < oo VAe [0, OO) und 0 < E(Zl — Z()) < oo und P(Zl < Z()) >0 (GFH’)

0
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Satz und Definition 38 (Tilten) Sei (Z;);cr, ein R-wertiger stochastischer Prozess mit
unabhdngigen stationdren Zuwdchsen mit stetiger Faltungshalbgruppe (pu)icr, , die die Bedin-

gung (Arg) erfiillt.

Dann existiert ein v > 0, so dass die MafSfamilie (fi;)icr, definiert durch [i;(dx) :=
e " uy(dx) eine stetige Faltungshalbgruppe von Wahrscheinlichkeitsmafen auf R ist. Ein sto-
chastischer Prozess (Zi)ier, , dessen Zuwichse gemdfy (fir) verteilt sind, heift der zu (Zy)
GETILTETE PROZESS.

Beweis Da die gegebenen Voraussetzungen Lemma 37 geniigen, existiert ein v > 0, so dass
@u(y) = 1ist. In Satz 10 wurde gezeigt, dass die oben definierten Mafle (fi;) wieder Wahr-
scheinlichkeitsmafle sind, d.h. dass i(R) = 1 ist. Es bleibt zu zeigen, dass (ji;) wieder eine
stetige Faltungshalbgruppe ist.

HALBGRUPPENEIGENSCHAFT: Fiir s,t € Ry und B C R gilt

fis+(B) :/ e " psti(dz)

/ / (—y + d) s (dy)
-/ /B ) ()
-1/ _yﬂt(dfﬂ)ﬂs(dy)

= / fie(B — y)jis(dy)
R

= (ﬂs * ﬂt)(B)

Somit ist die Halbgruppeneigenschaft erhalten.
STETIGKEIT: Aufgrund der Stetigkeit der Faltungshalbgruppe (j)ier, gilt fiir alle steti-
gen Funktionen mit Kompakten Tréager f: R — R und s > 0

tin [ f)ulde) = [ flaputds)

Da mit f auch die Funktion g : R — R definiert durch g(x) := e 7% f(x) als Produkt zweier
stetiger Funktionen stetig ist, und auflerdem den kompakten Tréger von f erbt, folgt

%im/f x)fis(dx) —hm e 1 f(x)ps(dx)

= [ f(@)f(dz)

R

Also konvergiert fis fiir s — t schwach gegen fi; — das heifit nichts anderes, als dass die
Abbildung ¢ — fi; stetig ist, und somit die Faltungshalbgruppe (fi;);cr, stetig ist. |

Bemerkung 1. Die Laplace Transformierte ¢ 5 von (Zn) ergibt sich aus ¢z sehr einfach durch

070 = [ i) = [ e (da) = 920+ ) (3.1
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2. Fiir die Ubergangskerne P;(z,dy) bedeutet das Tilten

Pi(z,dy) = fi(—z + dy) = e V) py(—x + dy) = e "V Py(x, dy) (3.2)

3. Betrachten wir uns fiir ¢ > 0 den Erwartungswert [ zu;(dz), so gilt nach Satz 11

E(Zt — Zo) = /x,ut(dx) < 0,

also besitzt der getiltete Prozess einen negativen Drift. O

3.4 Satz von Daniell-Kolmogoroff

Wie schon in der Einleitung dieses Kapitels angekiindigt, wird in diesem Abschnitt eine Ver-
teilung auf dem Raum der reellwertigen Funktionen entwickelt. Ausgehend von gegebenen
Marginalverteilungen oder insbesondere von gegebenen Ubergangskernen wird sichergestellt,
dass tatsdchlich eine Verteilung auf dem Raum der Pfade existiert. Denn erst dann kénnen
wir ruhigen Gewissens den Bezeichner P fiir eben ein solches Mafl verwenden.

Aber als erstes gehen wir den (einfacheren) Weg anders herum: Wir betrachten und
zunichst zu einer existierenden Verteilung eines Prozesses (Z;);cr, die Marginalverteilungen,
d.h. die Verteilung von (Z,,...,Z;,) an festen Zeitpunkten t1,... ,t, zu betrachten. Der
Weg dahin fithrt iiber die Interpretation von (Z;) als eine Abbildung, die nur an diskreten
Zeitpunkten ausgewertet wird.

Definition 39 (Marginalverteilung) Sei T := {(t1,... ,t,) : t; e Ry t; #t; Vi < j <
n und n € N} die Menge aller endlichen Folgen t = (t1,... ,t,) von unterschiedlichen positi-
ven Zahlen. Falls zu jedem t € T ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q; auf (R™, B(R™)) zugeordnet
ist, so heifit die Menge (Qf)icr eine FAMILIE VON MARGINALVERTEILUNGEN.

Aus einer Wahrscheinlichkeitsverteilung g auf dem Raum der reellwertigen Funktionen
(RI0:20) 2 (R[%>))) kénnen wir sofort eine Familie von Marginalverteilungen gewinnen. Denn
setzen wir fiir A € Z(R") und t = (t1,... ,t,) €T

Qi(A) == p({f e RO = (f(t),..., f(ta)) € A}),

so ist (Qf)jer offenbar eine Familie von Marginalverteilungen. Allerdings handelt es sich
hierbei um eine besondere Familie, denn sie entstammt aus einer Verteilung, und besitzt
somit die Eigenschaften der folgenden Definition:

Definition 40 (Konsistente Marginalverteilung) FEine Familie (Q;)icr von Marginal-
verteilungen heifft KONSISTENT,falls folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

1. Falls 5 = (tiy,... ,t;,) eine Permutation von t = (t1,... ,t,), dann gilt fir alle A; €
BR),i=1,...,n

QE(AI XA2 Xoeee XAn) :Qg(A“ XAZ'Q Xoeee XAZn)
2. Fallst= (ty,... ,tp) und 5 = (t1,... ,ty_1) und A € B(R" ') ist, dann gilt

Qi(A x R) = Qs(A)
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Bemerkung Falls v die Startverteilung und (P;(x, dy)):cr, die Halbgruppe von Kernen eines
reellen stochastischen Prozesses mit unabhéngigen Zuwéchsen ist, dann kann wie folgt eine
Familie von konsistenten Marginalverteilungen gewonnen werden. Seien hierzu A € A(R")
und £ = (t1,... ,t,) mit 0 <ty <ty < ... < t,. Setze

Qi(A4) = / / la(z,. .. yxn) Po—t, (Tn—1,dxy) - ... Py (x0, dz1)v(dzg)
R R
Fiir allgemeines § = (s1,... ,8p) sei 7 € Sy, mit 0 < s7(1) < Sr(2) < ... < Sp(p) und setze

Qg(A) = Q(Sﬂ.(l),sﬂ-(g),--- ,Sﬂ(n))(A)

Die so definierte Marginalverteilungen sind dann offenbar konsistent im Sinne der Definiti-
on 40. U

Oben haben wir aus einer gegebenen Verteilung eine Familie von konsistenten Marginalver-
teilungen gewonnen. Die spannende Frage ist nun natiirlich ob und unter welchen Bedingungen
man aus einer Familie von Marginalverteilungen wieder eine Verteilung auf (R[%>°), 2(R[0:>)))
konstruieren kann. Die Antwort auf diese Frage gibt der néchste Satz:

Satz 41 (Daniell-Kolmogoroff) Sei (Q;);cr eine Familie konsistenter Marginalverteilun-
gen Dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung pg auf (RIO2) B (RI>))), so
dass fiir alle T €T gilt

Qi(A) = pg({f R (f(tr),..., f(tn) € A}).

Beweis Siehe Abschnitt 2.2 in [KS91] oder Paragraph 35 in [Bau91]. [

Da eine Verteilung eines reellen Stochastischen Prozesses automatisch eindeutig eine Fa-
milie konsistenter Marginalverteilungen induziert, und diese wiederum laut obigem Satz in
eindeutiger Weise eine Verteilung auf (RI0>), 2(R[%:°))) induziert, erhalten wir aus dem Satz
von Daniell-Kolmogoroff sofort diese wichtige Folgerung;:

Folgerung 42 Sind p und v zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R[O"X’), %(R[O’w))), S0
ist p = v genau dann, wenn die endlichen Marginalverteilungen von p und v ibereinstimmen.

Bemerkung Im Beweis des Satzes 41 wird zunéchst ein Mafl pg auf den Zylindermengen
von (RI%), Z(RI0>))) definiert. Eine Zylindermenge C' € 2B(R[%>)) ist gegeben durch

C={f RO (f(t1),..., f(tn) € A}

mit ¢; € [0,00), i =1,... ,nund A € Z(R"™). Die Menge aller Borelschen Zylinder bezeichnen
wir mit 2. Fiir einen solchen Zylinder C ist dann das Maf} pg definiert als

1Q(C) = Qi(A)

mit £ = (t1,... ,t,). Dieses MafB liisst sich dann eindeutig auf o(Z’) fortsetzen, und da o (2) =
BRI ist, ist dieses dann gerade die gesuchte Fortsetzung.
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Damit wird nun auch klar, wie das mit der Familie (Q;);cp assoziierte Mafl ;g aussieht.
Fiir A € Z(RI>)) ist das MaB ug(A) gegeben durch

po(A) =inf{ug(C) : AcCC, Ce Z}
=inf {Qj(A) : t=(t1,... ,tn) €T, n € N}

wobei Q;(A) definiert ist durch

Qi(A) = Qi({(f(tr), ..., f(tn)) : [ € A}).

Bemerkung Betrachten wir insbesondere die Marginalverteilung eines reellen stochastischen
Prozesses mit unabhéingigen geméf der Halbgruppe (P;(z, dy)):er, verteilten Zuwichsen und
Startverteilung v, dann gilt fiir die Verteilung der Pfade des Prozesses fiir A € %(R[O"X’)):

ppu(A 1nf{/ / i(zo, 21, .. ) Py —t,_y (Xp—1,dxy) - ...+ Py (zo,dzy)v(dzg) :
={(f0), f(t1),... , f(tn)) : fEA} O<t1 <...<tp, n€E N}. (3.3)

Das so definierte Maf8 1p, nennen wir die durch (P(z,dy))ier, und v INDUZIERTE VERTEI-
LUNG auf dem Raum der Pfade.

Falls die Startverteilung v ihr gesamtes Gewicht auf einen einzelnen Punkt xg legt, dann
setzen wir fipg, := ppi,,-Aus einer gegebenen Halbgruppe (Py(z,dy)) erhalten wir so eine

ganze Familie (14p sy )zoer von Verteilungen auf Z(RI%%)) indem wir setzen

1P, (A 1nf{/ / i@, xn) Pt (Xp—1,day) .. Py (20, dy)
={(f(t1),... ., f(tn)) : fEA} O0<t1 <...<tp, neN}. (3.4)

Dabei ist dann fiir jedes o € R die Verteilung pp,, entweder ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
oder das Nullmafl. Die Familie (1tp)z,er nennen wir die durch (P (x,dy))icr, INDUZIERTE
FAMILIE VON VERTEILUNGEN.

Falls umgekehrt ein Maf g auf (RI%%) Z(RI[0:>°))) einen R-wertigen stochastischen Pro-
zess mit unabhéngigen Zuwéichsen beschreibt, dann kénnen wir mit dieser Betrachtung die
Ubergangskerne (P;(z, dy))ier . und die Startverteilung v bestimmen. Sei hierfiir fiir z € R
die Menge 7, definiert durch

T, = {seR+ Lo ({feR[O’OO) : f(s)edm}) >O}

Mit dieser Definition enthélt die Menge 7, alle Zeitpunkte ¢, zu denen es mogliche Pfade f
gibt mit f(¢) = x. Falls 7, # 0, dann gilt fiir ¢, € 7, und A € Z(R):

[ Pt aptds) = g ({f RO+ fit,) € 4})
R
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Damit ist pg, (A) := [ Py, (z, A)v(dz) wieder ein MaB, das die Verteilung des Prozesses zum
Zeitpunkt ¢, angibt. Damit folgt fiir B € Z(R):

/B Py, A)pr, (do) = g ({F € RO+ f(t,) € B, f(t, +t) € A})

Durch MaS-Differentiation nach x erhalten wir

po ({f € RO o f(t,) € da, f(t, +1) € A})
ho (F RO - 1(t,) € o)

Falls T, = () ist, dann existiert kein Pfad, der in endlicher Zeit x trifft — somit enthélt pg
auch keine Information iiber die Verteilung der Zuwéchse von = aus. Und die Startverteilung
v erhalten wir offenbar einfach durch

v(dz) == pg <{f e RO . £(0) ¢ dm})

Pt(x, A) =

0

Bemerkung Ist (P;(z,dy))icr, eine Halbgruppe von Kernen auf (R, Z(R)) und ist (ups)zer
die durch (P(z,dy)) induzierte Familie von Verteilungen, so kénnen aus dieser Familie die
Kerne sofort wieder zuriickgewonnen werden durch

Pi(w, A) = e ({f € RO+ f(t) € 4}).
Da die Kerne (P;(z,dy)) eine Halbgruppe bilden, folgt mit dieser Notation sofort
e ({F €RO) 2 f(s+1) € 4})
= / MP,w(s) <{f € R[O’Oo) : f(t) € A}) HPax (dw)
RI[0,00)
= /R upy ({F € RO 2 f(1) € A}) ppa ({£ € RO ¢ f(s) € ay} )

3.5 Lévy Prozesse — Definition und Eigenschaften

Definition 43 (Lévy Prozess) FEin zeithomogener Prozess (Z;)i>o mit Werten in RY mit
unabhdngigen stationdren Zuwdchsen und Pfaden, die fast sicher rechtsseitig stetig sind und
linksseitige Limiten besitzen heifle LEVY PROZESS.

Diese Definition umfasst offenbar genau die Prozesse, fiir die wir uns besonders interes-
sieren. An dieser Stelle gehen wir noch nicht weiter auf die Theorie der Lévy Prozesse ein,
die genau klart, wie denn Lévy Prozesse aufgebaut sind. Das zentrale Ergebnis kénnen wir
vielmehr mit dieser allgemeinen Definition darstellen. In den nachfolgenden Kapiteln wird
dann die Theorie der Lévy Prozesse entwickelt, um die Eigenschaften des zerlegten Prozesses
herauszuarbeiten.
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Da ein Lévy Prozess nach Definition rechtsseitig stetig ist, und die linksseitigen Limiten
existieren, besitzt er hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, wie das folgende Lemma
zeigt. Diese Tatsache impliziert insbesondere, dass das Ereignis, dass ein Lévy Prozess zu
einem festen Zeitpunkt springt, ein Nullereignis ist.

Lemma 44 Sei f : Ry — R eine rechtsseitig stetige Funktion mit linken Limiten. Dann
besitzt f hdchstens abzdihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis Sei f: Ry — R rechtsseitig stetig mit linken Limiten. Betrachten wir uns fiir n € N

die Menge
1 }
2 —
n

der Stellen von f, an denen f einen Sprung der Gréfle mindestens 1/n macht. Da f rechtsseitig
stetig ist, existiert zu v € U, ein > 0 mit

Un::{ﬂ:ER+ :

;i}r;f(y) — f(=)

|f(u) = fz)] < % fiir alle z € (u,u + 0)

Dieses Intervall bezeichnen wir mit Iy, ,, := (u,u + 9). Dann gilt fiir z,y € I,

7@~ 7)) < 1) — Fl)l + 17(w) — F)] < -

Das heifit, in dem Intervall I,,, besitzt f hochstens Spriinge kleiner als 1/n. Da hingegen
in der Menge U,, nur Spriinge enthélt, die grofler oder gleich 1/n sind, bedeutet das nichts
anderes, als dass

Up NIy, =10 fiir alle v € U,

AuBlerdem sind fiir festes n die Intervalle I,, ,, paarweise disjunkt; es existiert somit eine eins-
zu-eins Beziehung zwischen den Intervallen I, , und den Sprungstellen u. Da fiir festes n die
Intervalle abzéhlbar sind, enthélt U,, somit auch nur abzédhlbar viele Punkte. Und

U::UUn

neN

ist dann als abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen wiederum abzéhlbar, und enthé&lt
alle Unstetigkeitsstellen. Also besitzt f hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen. |

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Zerlegung eines Lévy Prozesses ist die Stetigkeit der
Faltungshalbgruppe (u¢)¢cr, des Prozesses; denn sonst kénnen wir keine sinnvolle Laplace
Transformation durchfithren und damit existiert dann auch kein getilteter Prozess. Dieser ist
jedoch ein zentraler Baustein der Zerlegung. Also:

Satz 45 Sei (jt)icr, die Faltungshalbgruppe eines Lévy Prozesses. Dann ist diese stetig.

Beweis Sei (Z;)er ein in 0 startender gemé&f (u;) verteilter Lévy Prozess. Dann ist dieser
fast sicher rechtsseitig stetig mit linksseitigen Limiten und besitzt laute Lemma 44 fast sicher
hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen. Also ist (Z;) in einem beliebigen Punkt ¢ fast
sicher stetig. Es gilt also

tlir? Zy = Ly, fast sicher
—10
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Da der Prozess in 0 startet, ist fiir alle ¢ > 0 die Verteilung von Z; gerade u;. Und da aus fast
sicherer Konvergenz die Verteilungskonvergenz folgt, erhalten wir somit

Hm pu = pig

3.6 Lévy Prozesse bedingt darauf, positiv zu bleiben

In diesem Abschnitt werden wir aus gegebenen Ubergangskernen (Pi(z,dy)) neue Kerne kon-
struieren, mit denen sich die Verteilung eines Prozesses auf dem Teilraum K beschrinken
lésst. Insbesondere lésst sich damit die Verteilung eines Prozesses bestimmen, der darauf be-
dingt ist, dass sein Pfad nur positive Werte annimmt. Der erste Schritt hierzu wird im der
folgenden Satz beschrieben:

Satz und Definition 46 Sei (P;(z,dy))icr, eine Halbgruppe von Kernen auf (R, Z(R))
und (P,)qcr die induzierte Familie von Verteilung auf RI%*). Dann ist fir K € %(R) durch
die Festsetzung

PE(z, A) =P, <{f e K0 x RO . r(1) e A})
_P, <{f e RO . fu) e KYuelo,1), f(t) e A})

-/ La(w(t) P ()
K[O,t)XR[O,oo)

eine Halbgruppe von sub-markoffschen Kernen (PK (z, dy))icr, definiert.

Beweis Die Gleichheit der drei Zeilen ist offensichtlich. Als einziges ist die Halbgruppenei-
genschaft der so definierten Kerne zu beweisen.

Hierfiir approximieren wir die Kerne (P (z,dy)) mit Hilfe von Zylindermengen. Es sei
Ty := {(t1,... ,ty) : 0 <ty < ... <, <t, n € N} die Menge aller endlichen Zerlegungen des
Intervalls [0,¢]. Fiir £ = (t1,... ,t,) € Ty, A € Z(R) und x € R sei Pf(x, A) definiert durch

Ptg(:v,A) =P, <{f eRO®) . ft)e K, 1<i<n,f(t)e A})

Da dies gerade das Maf} einer Zylindermenge ist, konnen wir dieses auch exakt bestimmen:

:/ / / L (@) Piet,, (T, dy) Py, —t,, - (Tn—1, dn) - ... - Py (@, dxy)
K KJA
Fiir £ = (t1,... ,t,) € Ty und 3 = (s1,... ,8m) € Ty erhalten wir somit fiir die Faltung
(P}« P A) = [ Piy APl (o)
R
= [ AR G P e ) - Pyl )
/ / /1K VPt (Xn, dy) Py, —t,  (Tp—1,dzy) - ... Py (z,dxy)

(t1een stnty 81+t SmAL)
=P, s+t (z,A)
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Wenn die Zerlegungen 5 und ¢ immer feiner werden, konvergieren
§ K t K
Ps - Ps Pt - Pt

und natiirlich konvergiert auch das Faltungsprodukt

t (AR 7tn7t7 +t7"'7 m+t K
Ps(+1t o ° ) - Ps+t'
Insgesamt erhalten wir also
(P * P)(x, A) = Py (x, A)

Bemerkung Diese Definition der Kerne (PX (z,dy)):er, stellt eine Alternative zu der sonst
iiblichen Konstruktion eines MaBes PX dar, bei der ein Prozess (Zt)ter bei seinem ersten
Austritt aus der Menge K ausgeloscht wird, und danach in einem zusétzlichen Punkt 0 € R
(,,Cemetery Point*“) verbleibt. Siehe zum Beispiel [Ber96].

Es ist allerdings ein Leichtes, die Kernhalbgruppe (P (z,dy))ier, auf R° := R U {9}
derart zu erweitern, so dass die Halbgruppe wieder markoffsch auf R° ist, indem wir fiir alle
reRundt e Ry

PE(2,0):=1—-PF(z,R) und PF(9,0):=1
setzen. Damit gilt dann wieder

PE(z,R°) = 1.

Satz 47 Sei (P;(z,dy))icr, eine Kernhalbgruppe eines stochastischen Prozesses mit unabhdngi-
gen stationdren Zuwdchsen, deren Faltungshalbgruppe die Bedingung (Apg) erfillt. Dann gilt
fiir die mit ~y getiltete Halbgruppe (P(x,dy)) und firt >0 und K € B(R):

ptK(:n, dy) = e_V(y_”C)PtK(a:, dy) Vr,y € R

Beweis Der Beweis erfolgt wieder mittels Zylindermengen; wir iibernehmen deshalb auch die
Notation aus dem Beweis von Satz 46. Damit haben wir zunéchst fiir £ = (t1,... ,ty) € Ty
und z,y € R:

Pz, dy) = /K . /K i (2)Pr_y, (ny dy) Py, o (X1, dn) - ... Py (2, dy)
:/ / 1g(2)e V=) Py (2, dy) - ... e "B (2, dy)
K K

:e—v(y—w)/ / 1 ()Pt (xn,dy) - ... - Py (z,dxy)
K K

AR
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Daraus folgt
PE(z,dy) = inf {]Sti(x,dy) i te Tt}
= inf {0~ Pl(z,dy) : Te T}
= ¢ jnf {Pf(a:, dy) : t¢€ Tt}
= ¢ =) pE (2. dy)

Bevor nun die Kerne (Q:(x,dy)) eines Prozesses angegeben werden, der darauf bedingt
ist, die negative Halbebene nicht zu treffen, benttigen wir eine Hilfsfunktion ¢, mit denen wir
die Kerne (Pi(z,dy)) des unbedingten Prozesses transformieren kénnen. Das nachfolgende
Lemma definiert diese Funktion ¢, und gibt uns zusétzlich noch zwei niitzliche Eigenschaften
dieser Funktion an die Hand.

Lemma 48 FEs sei (Z;) ein Lévy Prozess mit positivem Drift, und es sei die Funktion q :
[0,00) — [0, 1] definiert durch

q(z) =Py (Z; > 0Vt >0)

Dann ist q rechtsseitig stetig auf (0,00) und es gilt q(x) > 0 fir alle z > 0.

Beweis 1. ¢ IST RECHTSSEITIG STETIG: Es sei im folgenden (Z;) ein in 0 startender Lévy
Prozess und sei (x;);cy eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen mit lim z; =: .
Zu jedem i sei die Stoppzeit T; := inf{t > 0: Z; < —x;} definiert, und fiir x sei T := inf{t >
0:Z; < —zx}. Dann ist die Folge (7;) der Stoppzeiten monoton fallend und nach unten durch
T beschrankt. Also existiert der Grenzwert T, := lim T}, und es gilt T, > T'. Da der Prozess
rechtsseitig stetig ist, folgt Too = inf{t > 0 : Z; < —x}, also ist T > T, und insgesamt
besteht fast sichere Gleichheit.

Nun gilt fiir alle ¢ offenbar

q(x,) = ]P’o(Zt > —x; Vit > O) = ]P’()(Ti = OO) =1- ]P’Q(TZ’ < OO)7

und analog gilt ¢(x) = 1 — Po(T" < 00) AuBlerdem ist Po(T < 00) = Pp(T < 00). Also gilt
fiir die Funktion ¢:

lim g(z;) =1— lim Py(T; < 00) =1 —Py(T < 0) = ¢(x)

1— 00 1—00

2. ¢ IST STRIKT POSITIV: Aus der Definition von ¢(+) folgt sofort g(z) > q(y) fiir alle x > y > 0;
die Funktion ¢ ist also isoton. Angenommen, es gébe ein z > 0, so dass ¢(z) = 0 ist, dann ist
auch ¢(z) = 0 fiir alle z < z.

Betrachten wir einen in 0 startenden Prozess (Z;). Dieser wird aufgrund der Annahme
q(z) = 0 fast sicher die Schranke —z unterschreiten. Dieser Zeitpunkt sei mit 77 bezeichnet:

T :=inf{t >0 : Z; < —z}
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Damit ist T eine Stoppzeit, und es ist Po(77 < oo) = 1. Da der Prozess allerdings unabhéngige
Zuwéchse besitzt, gilt fiir ¢ > 1 und die Stoppzeit

T = inf{t >Ti 1 Zy < ZTZ._1 — Z}

wiederum P(7; < oo) = 1. Und durch die Konstruktion gilt Z7, < —iz fiir alle 4, also wird
der Prozess (Z;) jede untere Schranke fast sicher unterschreiten. Dies widerspricht aber dem
positiven Drift von (Z;). [

Bemerkung Betrachten wir die Kerne Ptzo(:n,dy) = Pt[o’oo)(x,dy), so gilt fiir ¢ > 0 und
x > 0 aufgrund der Definition von ¢ offenbar

o(z) = /[Om) a(y) P2 (z, dy)

Eine Funktion, die eine solche Gleichung erfiillt, wird HARMONISCH genannt. Eine harmonische
Funktion einer Kernhalbgruppe ist nicht eindeutig bestimmt; man sieht sofort, dass man aus
q durch simple Skalierung mit einem Faktor ¢ beliebige weitere harmonische Funktionen ¢ - ¢
gewinnen kann. O

Fiir einen reellen Lévy Prozess (Z;);cr, bezeichne (Zt)teR . einen identisch verteilten
Prozess, der darauf bedingt ist, nicht negativ zu werden. Mit Hilfe der harmonischen Funktion
q aus Lemma 48 lisst sich nun die Kernhalbgruppe von (Z;) bestimmen:

Satz 49 (Nichtnegativer Prozess) Sei (Z;)icr, ein reeller Lévy Prozess mit Kernhalb-
gruppe (Py(z,dy))icr, . Dann ist die Kernhalbgruppe (Qi(z, dy))icr, von (Z;) gegeben durch:

Q(x,dy) == %Ptzo(x,dy) z,y >0

Beweis Da fiir z > 0 nach Lemma 48 die Funktion ¢(z) > 0 ist, sind die Kerne (Q(z,v))
auch wohldefiniert. Und fiir die endliche Marginalverteilung zu den Zeiten t1 < t5 < ... < t,
des Prozesses gilt fiir A C Z(R%):

P ((Ztys-- s Z4,) €A Z >0Vt >0)
Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit fiithrt sofort zu

P ((Z1y,... , Zs,) € A, Z, > 0V > 0)
P.,(Z; > 0Vt >0)

Es ist P,,(Z; > 0Vt > 0) = ¢(20), also folgt:

20 >0
= q(ZO) / Pg (Zo, dzl) cee Pt;*tn—l (anl, dzn) : Q(Zn)
(217... 7Zn)€A
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Aus der Definition der Kerne Q(x,dy) erhalten wir

= ! —q(Z()) Q(anl)
= q(ZO)( / ) Aq(Zl)Qtl (ZOadZI) q(zn) Qtnftn_l(znfl,dzn) q(zn)
Z1,-..,2n)€

Und Kiirzen fithrt schlieSlich zu

= / Qtl('andzl) T Qtn—tn,l(zn—hdzn)

(214000 ,2n)EA

Also besitzen die endlich-dimensionalen Zylindermengen des bedingten Prozesses die gewiinsch-
te Verteilung. Da die endlichen Verteilungen durch die Konstruktion konsistent sind, hat nach
dem Satz 41 von Daniell-Kolmogoroff der gesamte Prozess ebenfalls die behauptete Vertei-
lung. |

Bemerkung Um die Verteilung des bedingten Prozesses (Zt) wie im Satz 49 oben zu be-
stimmen, gibt es in vielen Féllen wesentlich gehaltvollere Methoden, mit denen sich die Kerne
(Q¢(x, dy)) exakt bestimmen lassen; wie schon angedeutet ist die von uns gewihlte Funktion
g nicht die einzige harmonische Funktion der Kernhalbgruppe (Ptzo(x, dy)).

Insbesondere fiir die Brownsche Bewegung haben zuerst Williams in [Wil74] und kurz
darauf Pitman in [Pit75] die Verteilung einer bedingten Brownschen Bewegung bestimmt; es
handelt sich dabei um einen Bessel Prozess.

Fiir Lévy Prozesse ohne positive Spriinge (also auch fiir die Brownsche Bewegung) wird
hiufig eine SKALIERUNGSFUNKTION W anstelle von ¢ verwendet (Siehe Bertoin in [Ber92]
oder in Kapitel VII Abschnitt 2 in [Ber96]). Die Skalierungsfunktion W : [0,00) — [0, 00)
ist definiert als die eindeutige stetige wachsende Funktion, deren Laplace Transformation die
folgende Gestalt besitzt:

/OO e MW (z)dz = 1/T(\)
0

wobei ¥(A) := log@z(\) der charakteristische Laplace Exponent von (Z;) ist. Mit dieser
Funktion W gilt dann

W(y) >0
dy) = P= d
Qt(xa y) W(.%') (CE, y)
Einen dhnlichen Weg gehen Bertoin in [Ber93] und Chaumont in [Cha96] mit der harmo-
nischen Funktion h, definiert durch

)= ([ 12> ~ajaL )

wobei Z, := inf{Z; : 0 < s <t} ist und (L,) die Lokalzeit in 0 von (Z,) ist. Die Funktion h
erfiillt dann ebenfalls die Gleichung

Qule,dy) = ) p20(y_ay)

h(z)
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3.7 Hauptsatz: Zerlegung eines Lévy Prozesses

In diesem ganzen Abschnitt wollen wir endlich einen Lévy Prozess zerlegen. Im zeitkontinu-
ierlichen gestaltet sich dieses Vorhaben als ein ganzes Stiick schwieriger als der Beweis des
zeitdiskreten Satzes 21. Das Hauptproblem liegt darin, dass bei Lévy Prozessen in vielen
Fillen fir die Zerlegung relevante Ereignisse Nullereignisse sind. Man denke einfach allein
schon an die Wahrscheinlichkeit, dass ein in 0 startender Lévy Prozess nicht negativ wird —
dieses wichtige Ereignis kann schon ein Nullereignis sein. Um diese Probleme zu umgehen,
werden wir die gew{inschte Zerlegung approximieren, und der Hauptsatz 58 stellt dann den
Grenziibergang dar.

Definition 50 (Leiterprozess) Fir einen Lévy Prozess (Z;)ier, unde > 0 seien die beiden
folgende Prozesse definiert:

L =inf{s>t:Z; < Zy — ¢}
Z; =1inf{Zs;: 0 < s < L}}

mit der Konvention, dass L; = oo und Z; = oo ist, falls Zg > Zy — € fir alle s > t. Der
Prozess (Z5) heiffit (ABSTEIGENDER) e-LEITERPROZESS.

Diese Definition eines Leiterprozesses entspricht nicht der iiblichen Definition, vergleiche
zum Beispiel [Ber96]. AuBerdem besitzt der so definierte Prozess (Z7) eine unangenehme
Eigenschaft: Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ ist Z7 mit den Ereignissen der ¢-Vergangenheit von
(Zs) nicht messbar, da der e-Leiterprozess Informationen iiber die Zukunft enthélt.

Bemerkung In dieser Definition stellt der Prozess (L§) nur ein Hilfsmittel fiir die Konstruk-
tion dar — wir werden ihn weiter nicht benétigen. Falls € = 0 ist, dann schreiben wir fiir den
Prozess (Z5) einfach nur (Z,) , und dieser Prozess heifit dann auch einfach nur (ABSTEIGEN-
DER) LEITERPROZESS. 0

Satz 51 Fir alle ¢ > 0 ist der Prozess (Z7) monoton fallend und rechtsseitig stetig. Es gilt
auferdem fir allet >0

Z; < Zy — ¢ fast sicher, falls Z7 < 0o (3.5)
Beweis Ein Blick auf die Definition des e-Leiterprozesses klirt sofort die Monotonie des
Prozesses. Da der Lévy Prozess (Z;) rechtsseitig stetig ist, folgt

(%i{‘I(l]L‘;L(g :(%1{1(1]1nf{s >t+5 : ZS < Zt+5—€} :L‘tg

Und wieder folgt aus der rechtsseitigen Stetigkeit von (Z;) und von (L§)

§%2§+é = gi\r%inf{Zs :0<s<Li s} =25
Also ist der Prozess (Z;) ebenfalls rechtsseitig stetig. Schlielich folgt aus der rechtsseitigen

Stetigkeit von (Z;) fast sicher Zr: < Z;—¢, und daraus folgt per Definition des Leiterprozesses
Z; < Zr: < Zy — ¢ fast sicher. [ |
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Fiir eine Kernhalbgruppe (P;(z,dy)), die die Annahme (Apg) erfiillt, seien fiir ¢ > 0 mit
der Notation aus Definition 46 die folgenden Kerne definiert:

PP (, dy) := PP (@, dy) = Pu(Z, € dy, Zo > 2 Vs € [0,1))

(3.6)
PP (z,dy) = P\*°)(x,dy) = Pu(Z; € dy, Zs > z Vs € [0,1))

Die Kernhalbgruppen (]5> (x,dy))ter, bzw (P7*(x,dy))er . seien die gem&B Satz 47 getil-
teten Kerne. Da die Zuwichse stationér sind, erhalten wir auflerdem die Gleichung

P (z,dy) = P70z — z,dy — 2) (3.7)

Das nun folgende Lemma dient in erster Linie als eine Hilfsrechnung in den nachfolgenden
Uberlegungen. An mehreren Stellen werden wir auf die Gleichung 3.8 zuriick greifen. Eine
tiefere und erleuchtendere stochastische Interpretation wird diese Gleichung in dieser Arbeit
zumindest nicht erfahren.

Allerdings wird im Beweis des Lemmas deutlich, dass die im e-Leiterprozess enthaltene
Information iiber die Zukunft des Prozesses (Z;) fiir die Gleichung 3.8 durchaus relevant ist —
immerhin beinhaltet die rechte Seite der Gleichung mit der Funktion ¢ ebenfalls Informationen
iiber die Zukunft. Damit stellt diese Gleichung in gewisser Weise die zentrale Verbindung
zwischen Leiterprozessen und bedingtem Prozess her.

Lemma 52 FEs sei (Z;)icr, ein Lévy Prozess und (Zt)t€R+ ein mit dem Parameter v getil-
teter Prozess. Dann gilt fiir alle e > 0,2 <0 undt > 0:

[e.e]
/ ve WP(Z; < —y | Zy = 2)dy = €q(e) (3.8)
-z
wobei q(x) wie in Lemma 48 die Wahrscheinlichkeit sei, dass der Prozess (Zy) bei Start in x
auf [0, 00) nichtnegativ bleibt.

Beweis Es sei (P(z,dy)) die Kernhalbgruppe von (Z;) mit denen wir die Bezeichnungen aus
Gleichung 3.6 iibernehmen. Da der Prozess (Z;)icr einen negativen Drift besitzt, folgt fiir alle

reR, t>0und e >0
P.(Z5 <) =Py(Zs < x — ¢ fiir ein s > t) = 1. (3.9)

Betrachten wir uns den Prozess (Z;)icr, , so gilt fiir alle ¢ > 0 und = € R:

P,(Z5 <z)=Py(Zy <x—cfireint e Ry)
=1-P,(Zs >z — e fiir allet € Ry) (3.10)
=1-P.(Z; >0fiir allet € Ry)
=1-—gq(e).
Und fir z € R, e > 0 und z < x — ¢ gilt:
Po(Z5 € dz) =P,(3t >0: Z, >z —eV¥s < tund Z; € dz)
/ P (x, dz)dt
(3.11)

—/ e VET) PRI (g dz)dt
0

= e VP (Z5 € dz)
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Mit diesen drei Vorbemerkungen kénnen wir uns nun der eigentlichen Behauptung dieses
Lemmas widmen:

IS o0
/ e W P(Z5 < —y |Zy = 2)dy = / ve W BL(Z5 < —y)dy

—Zz

o -y .
= / / ve W P,(Z5 € dh)dy

Fubini erlaubt es, die Integrale geschickt zu vertauschen:
z —h B
= / / ve  Wdy P,(Z5 € dh)
—00 —Z
Das innere Integral kénnen wir nun ausrechnen; mit Hilfe von f:zh ye Wdy = e7* — e folgt

=¢? / (1—e""=2)P,(Z5 € dh)

—00

Aus Gleichung 3.11 folgt dann

—or ([ rdsean- [ rizeam)

— o7 (P.(Z5 < 2) ~ P.(Z; < 2))
Und die Gleichungen 3.9 und 3.10 fiithren schliefSlich zu

=e"q(e)
]

Fiir den Weitergang der Zerlegung seien in den folgenden Lemmata (Z;)icr, ein Lévy
Prozess, der die Annahme (Apy) erfiillt, und es sei (Zt)te]R . ein mit dem Parameter +y getilteter
Prozess. Die Zufallsvariable M := infs>0Zs sei das globale Infimum von (Z;). Mit dieser
Notation sei fiir ¢ > 0 und ¢ > 0 die folgende zufillige Menge definiert:

H ={t>0:Z;>Zy—eVs<tund Z; > M und Z; < M + ¢}

Und fiir den getilteten Prozess (Z;), seinen e-Leiterprozess (Z5)icr . und eine exponentiell
zum Parameter v verteilte Zufallsvariable Y sei fiir € > 0 und ¢ > 0 folgende zufiillige Menge
definiert:

7%5::{t>0:Zs2Zt—6V5<tundZt2—YundZ§§—Y}

Wie der Buchstabe ¢ schon suggeriert, handelt es sich bei diesen Mengen um Approximatio-
nen. Da beide Mengensysteme fiir ¢ — 0 eine beziiglich Inklusion absteigende Folge bilden,
lésst sich der Grenzwert der Mengen intuitiv erraten:

Hi=\H ={t>0:Z, > Z Vs <tund min(Z,Z_) = M}
e\0

ﬂ::ﬂ?jlez{t>0:2322tVs<tundZt2—Yundztg—Y}
e\0
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Dabei handelt es sich bei der ersten Menge um die Zeitpunkte, zu denen der Prozess (Z;)
sein Infimum annimmt, und die zweite Menge beinhaltet alle Zeitpunkte, in denen gerade ein
Sprung iiber die Schranke —Y stattfindet. Allerdings sind Ereignisse der Art {t € H} oder
{t € H} im Allgemeinen Nullereignisse.

Der Weg zu der Zerlegung fiihrt deshalb iiber derartige approximative Mengen, um in
den Rechnungen mit Verteilungen Nullereignisse sicher zu umschiffen, wie das Lemma 54
zeigen wird. Mit diesem Trick konnen wir sorglos auf elementare Art und Weise bedingte
Verteilungen berechnen, ohne auf das Problem zu stoflen, dass die Bedingung ein Nullereignis
ist. Erst im Hauptsatz selber wird ein Grenziibergang hin zu der gewiinschten Zerlegung
stattfinden.

Lemma 53 Fiir alle ¢ > 0 wird fast sicher das Infimum von HE bzw. von HE in der jeweiligen
Menge selbst angenommen.

Beweis Sei tj := inf H®. Dann existiert eine monoton fallende Folge (t;)ien in H®, die gegen
to konvergiert. Da der Prozess (Z;) rechtsseitig stetig ist, folgt

hm Zti = Zt.
71— 00
Auflerdem ist per Definition M < Z;, < M + ¢ fiir alle i € N. Da die Menge [M, M + ¢] in

R kompakt ist, konvergiert die Folge (Z;,) in diesem Intervall; es gilt also M < Z; < M +«.
AuBerdem ist Z;, < Zg + ¢ fiir alle s < t;. Da t <t; fiir alle ¢ ist, gilt deshalb insbesondere

Zy, €K :=(\[M,Z,+¢ VieN

s<t

Damit ist K nicht leer, und zusétzlich kompakt. Also konvergiert die Folge (Z;,) in K, d.h.
Z; € K. Damit haben wir nun alles zusammen: Es ist M < Z; < M + ¢ und Z; < Z; + ¢ fiir
alle s < t. Also ist t € HE. |

Lemma 54 Fir alle ¢ > 0 und t > 0 besitzen die Ereignisse {t € H} und {t € H®} eine
positive Wahrscheinlichkeit.

Beweis
Po(t e H?) =Po(Zs > Zy —eVs<tund Z; > M > Z; —¢)

€
_ / 22720, d2)B, (2 > M > 2 — ¢)

g
) [ P
— 0o
Beachten wir, dass das Ereignis {Z; € dz und Z; > Z; — ¢ Vs < t} die Wahrscheinlichkeit
PtZZ_E(O, dz) besitzt, dann beschreibt mit dieser Interpretation das Integral in obiger Glei-
chungskette gerade das Ereignis {Z; > Z; — ¢ Vs < t}. Da der Prozess einen positiven Drift
besitzt, hat dieses Ereignis auch eine strikt positive Wahrscheinlichkeit. Und nach Lemma 48
ist g(g) > 0. Also besitzt das Produkt insgesamt ebenfalls eine positive Wahrscheinlichkeit,

was zu zeigen war. Mit Hilfe des kommenden Lemmas 55 folgt auch die Aussage fiir das
Ereignis {t € H®}. [ |
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Lemma 55 Fiir alle ¢ > 0 besitzen die Mengen H® und HE jeweils die gleiche Verteilung auf
PBR).

Beweis Den Mengen H® und HE kann durch die Festsetzung
Hf:=IteH) und  H::=I(teH)

jeweils ein 0, 1-wertiger stochastischer Prozess zugeordnet werden. Da diese Zuordnung bijek-
tiv ist, gentigt es zu zeigen, dass fiir alle € > 0 jeweils die Verteilungen der Prozesse (Hf ):cr,
und (H§)ier . iibereinstimmen. Und hierfiir geniigt laut Folgerung 42 wiederum nur die end-
lichdimensionalen Marginalverteilungen der Prozesse zu betrachten.

Sei also 0 =tg <t; <...<tpund a=(ay,...,a,) €{0,1}". Da die Prozesse 0, 1-wertig
sind, konnen wir ohne Einschrinkung a; = 1 fiir alle ¢ fordern. Denn ist a; = 0 fiir ein k, so
gilt

PO(H;; =Aal,y... ’ka—l = ak_l,ka = 0’H§k+1 = Qk41y--- Hf = an)

= ]P’()(Htel = al,... 7Ht6k_1 = ak,l,kaH = Qk41y--- an = an)
— PO(Htel =dat,... ’Htek_l = Qk—-1, Htek = 1, Htek_H = Qf41y--- an == an)
Rekursiv kénnen somit alle Stellen k mit aj = 0 eliminiert werden. Der gleiche Trick funktio-
niert natiirlich auch bei (H5). Betrachten wir uns nun die Marginalverteilung von (Hj):
Po(H; =1,... ,Hi =1)
= IP)O(ZSZ. > Zti —eVs; € [ti—1,t)Vi=1,... ,n und Ztn > —Y und Z%n <-Y)
& ~ Zn—1 _ oo - ~
— [ By [ R o) [ e R, < <y 2y = 20y

—00 —00 —Zn

Mit Hilfe der Gleichung 3.8 aus Lemma 52 folgt

g ~ Zn—1 _
- / P o0, dzy) - / P (on1,den) €77 g(e)

—00 —00

Und da nacht Satz 47 die Kerne (P=Y(z,dy)) zu den Kernen (P2Y(x, dy)) getiltet sind, folgt
schlieflich

2 Zn—1
= / PE?A—&(O, le) o / Pii@;ﬁl (anl, dzn)q(e)

—0o0 —0o0
=Po(Zs, > Zy, —e ¥s; € [ti—1,t)Vi=1,... . nund M < Z; und Z;, < M +¢)
—Po(HE =1,... Hf =1)

Damit stimmen die Verteilungen der Prozesse auf den Zylindermengen iiberein; aus der Fol-
gerung 42 folgt damit, dass beide Verteilungen identisch sind. |

Lemma 56 Fiir alle e > 0 und ¢t > 0 besitzen die bedingten Prozesse ((Zs)o<s<t|t € H) und
((Zs)0§s§t|t € 7%5) jeweils die gleiche Verteilung.

Beweis Es sei ¢(z) wie in Lemma 48 die Wahrscheinlichkeit, dass (Z;) bei Start in = auf
[0,00) nichtnegativ bleibt. Betrachten wir uns nun fiir € > 0 und festes ¢t > 0 die bedingte
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Verteilung von ((ZS)OSSSt’t € HE) an den Stellen 0 < ¢1 <,...,< t, < t. Da nach Lemma 54
die Bedingung {t € H¢} eine positive Wahrscheinlichkeit besitzt, kann die bedingte Verteilung
ganz einfach elementar berechnet werden. Wir erhalten so fiir A € Z(R"!)

Po((Ztys--  Zen Z2) € At €TE)
_Po((Zs-- s 2y %) € At € HF)
Po(tEHE)

/A Loy (2)a(e) PE5 (2, d2) P73 (Tn-1,dy) ... P775(0,dxy)

/ " (o) PE(0.d2)

— 00

Kiirzen von ¢(¢) fithrt dann zu

/ L ooy (2) P25 % (w0, d2) P25 (Tt day) ... PE75(0, day )
= =4 - (3.12)

| prwa

—00

Betrachten wir uns nun die Verteilung des getilteten Prozesses. Fiir die Marginalverteilung
von ((Z)o<i<re|t € H®) gilt analog
Po(Ziys- - s 21y Zt) € A| t € HE)
_ Po((Ztl, ce ,Ztn, Zt) €A te 7:(8)
]P’Q(t S 7:(8)

/Al(_oo,a)(z) P2 (1, d2) . . ~§Z€(0,d$1)/ e WP(Z5 < —y| Zy = 2)dy

—Z

€ ~ o0 ~ ~
| B0 [ e RZ <~y 2= 2y

—00 —Zz

Mit Hilfe der Gleichung 3.8 aus Lemma 52 folgt

/A L ooy (2)€7%q(e) P % (2, dz2) ... PL775(0,day)

_ 5 :
/ () P40, dz)

—00

Durch Kiirzen von ¢(¢) und mit Satz 47 folgt schliefllich

/A Loy (2) P " (20,d2) P75 (wne1,dan) ... P 75(0, day ) dt

- £
| riwa

Und dies ist gerade die rechte Seite von Gleichung 3.12. Damit stimmen die Verteilungen der
bedingten Prozesse auf den Zylindermengen iiberein; aus dem Satz 41 folgt damit, dass beide
Verteilungen identisch sind. |
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Lemma 57 Fire > 0 ses (Zf)teR+ ein in € startender Prozess, dessen Zuwdchse gemdf
der Halbgruppe (Q¢(z,dy)) verteilt sind. Dann besitzen fiir alle t > 0 jeweils die Prozesse
((Zsgt — Zt)ser, |t € HT) und (Z5 — €)ser,. die gleiche Verteilung.

Beweis Betrachten wir zu den Zeitpunkte 0 <t <t+1t; < ... <t+t, und A € Z(R") die
Marginalverteilung von ((Zs+t — Zt)ser, |t € HE). Wir erhalten:
Po((Zty4t — Zty - s Zpyit — Zy) € Alt € HY)
CPo((Zoit— Zhy . Ty — Zy) € At €H)
Po(t S He)

15
/ PF774(0, dx) / q(zn —x + 8)3?:5_1 (zn—1,dzn) . .. Pt?x_e(x’ dz1)
e A(x,... ;)

| a@rro.a

—00

Da die Zuwichse eines Lévy Prozesses stationdr sind, kénnen wir mit Hilfe der Gleichung 3.7
den Prozess nach dem Infimum vom Startpunkt x in den Startpunkt € verschieben. So erhalten
wi

r
3
/ Ptzx_g(oadx)/ a(z) P2y, (n1,dza) . PO d1)
_ e At(e,...8)

/ © (&) PP (0, de)

—00

Da das zweite Integral im Zihler unabhéngig von den Parametern des ersten ist, kann bis auf
q(g) der gesamte Nenner gekiirzt werden.

q(2n) >0 >0
= P=", (zn-1,dzn)... P (g,dz1)
/1;+(€,.“7€) q(e) tn—tn—1 t1

Und die Definition der Kerne in Satz 49 liefert:

= / Qtnftn_l (anly dzn) cee Qtl (6) le)
A+(g,...,€)

=P((Zf,..., Z;) €A+ (5,... ,0))
=P.((Z{ —¢,...,Z; —¢) € A)

Damit stimmen die Verteilungen der Prozesse auf den Zylindermengen iiberein; aus der Fol-
gerung 42 folgt damit, dass beide Verteilungen identisch sind. |

An dieser Stelle miissen wir die einzelnen Bausteine nur noch zusammen zu setzen, um die
Zerlegung eines Lévy Prozesses zu erhalten. Der grofite Teil der Arbeit wurde schon in den
vorangegangenen Lemmata erbracht. Der Vollstédndigkeit halber sind in der Formulierung des
Hauptsatzes noch einmal alle Bedingungen und Hilfsprozesse aufgefiihrt:

Hauptsatz 58 (Zerlegung eines Lévy Prozesses) Sei (Z;)icr, ein in 0 startender Lévy
Prozess, der die Bedingung (Apg) erfillt, und es seien die Zufallsvariablen definiert:

M = mf{Zt 1 te R+}
T:=inf{t e Ry : Z; <M oder Z;_ < M}
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Fir einen zu (Z;) mit dem Parameter v getilteten Prozess (Z;)ier, mit dem absteigenden

Leiterprozess (Zt) und eine unabhdngige zum Parameter v exponentiell verteilte Zufallsvaria-
ble Y sei folgende Zufallsvariablen definiert:

T:=inf{t>0:2Z, <-Y}.

Sei (Zt)ier, ein unabhingiger, gemdfs (Qi(x,dy))icr, verteilter in 0 startender Prozess, und
sei (Z})ier, definiert durch

7] = ?t ~ fﬁrt<7f.
YU\ Z, p+Zp fart>T

Dann besitzen ((Zi)ier, ,7) und ((Z))ier,,T) die gleiche Verteilung.

Beweis Nach Lemma 56 sind fiir alle ¢ > 0 und ¢ > 0 die bedingten Prozesse ((ZS)OSSSt‘t S
Hs) und ((Zs)og s<t|t € 7—15) jeweils identisch verteilt, und nach Lemma 55 sind die Mengen
HE und HE selbst ebenfalls identisch verteilt. Damit gilt auch fiir alle ¢ > 0

((Zs)ozs<it € HY)  ~  ((Zs)ozs<tst € HY)
Insbesondere gilt dann auch
((Zs)o<s<intms, M)~ ((Zs)ozs<int 1=, HF) (3.13)

Es seien zusitzlich die Zufallsvariablen T¢ := inf H® und 7° := inf H¢ definiert. Diese sind
wegen Lemma 55 ebenfalls identisch verteilt. Zusammen mit der Gleichung 3.13 folgt

((Zs)o<s<r=, TF)  ~ ((Zs)ogsgffje)

Da nach Lemma 53 fast sicher 7¢ € HE und T° € H¢ sind, erweitert Lemma 57 die obige
Gleichung um den Prozess (Z§ —¢)>0, der gleichverteilt ist mit dem Prozess (Z;y 7 — Zre )>0,
so dass wir insgesamt erhalten

~ A

((Zt)o<t<re, (Ziyre — Z1e )10, T%) ~ ((Zt)ogtgfsa (Z; — 5)t20,T8)
Damit ldsst sich nun fiir € > 0 ein Prozess (Z,°)iecr wie folgt konstruieren:

78 - 4+ —c firt>T¢'

2 {Zt fiir ¢ < T°¢
t—Te

Und es gilt dann offenbar fiir alle € > 0

((ZF)ter, T%) ~ ((Z)ser, , T°) (3.14)

Es geniigt nun die drei folgenden Konvergenzaussagen zu beweisen.

(ZF —¢) 9, (Z;) in Verteilung

T* =0, ¢ in Verteilung
7e  ==% T in Verteilung
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Denn diese implizieren in dem folgenden Diagramm die beiden Konvergenzpfeile, und es folgt
schliellich die Verteilungsgleichheit *, die die Aussage des Satzes darstellt.

(2w T%) sy (Ziiew.. . T)
!

e
; 5*

((Zi)ter,., T7) — = ((Zt)ter,.,T)

in Verteilung

1. KONVERGENZ VON (Zf —e): Es geniigt hier die Konvergenz der Kernhalbgruppen zu zeigen.
Die Kernhalbgruppe des Prozesses (Zt) ist gegeben durch (Q(z, dy)), und die Kernhalbgruppe
des Prozesses (Z — ¢) ist durch die Konstruktion gegeben durch (Q;(x + ¢, dy + ¢)). Damit
folgt dann fiir alle stetigen beschrinkten Funktionen f

. . q(y)
tim [ 1= Qe +.dy) = Tim [ 1= )W Pa+e.)

e—0

Da die Kerne (P;(z,dy)) stationér sind, gilt P;(z + ,dy) = P;(z,dy — €), und es folgt

e—0

— lim @) 5.
=ty [ )2 Ra.dy

Da die Funktion ¢(-) rechtsseitig stetig ist, folgt

= / f(y)Qi(z,dy).
R

2. KONVERGENZ VON T¢: Fiir ¢ — 0 bilden die Mengen H*® eine beziiglich Inklusion abstei-
gende Folge. Dann ist der Grenzwert der Mengen fast sicher gegeben durch

H::ﬂHE

e>0

=({t>0:Z,> 2 —eVs<tund Z, > M und Z; < M + ¢}
e>0

Da die Pfade von (Z;) fast sicher nur rechtsseitig stetig sind, die linken Limiten jedoch exi-
stieren, folgt weiter

={t>0:Z;>MVs <tund min(Z;, Z;_) = M}

Fiir die zufilligen Zeiten T bedeutet dies
lim 7T° = lim inf H*®
e—0 e—0
Da die Mengen H¢ beziiglich Inklusion absteigend sind, diirfen lim und inf vertauscht werden.

=inf{t >0:Z; > M Vs < tund min(Z;, Z,—) = M}
= inf{t > 0:min(Z;, Z;_) = M}
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Mit der Konvention inf ) = co erhalten wir schlieBlich

=T fast sicher

3. KONVERGENZ VON T*: Die Konvergenz von T¢ ist vollkommen analog zu beweisen wie die
von T°¢. Denn fiir ¢ — 0 bilden die Mengen H*® ebenfalls eine beziiglich Inklusion absteigende
Folge. Dann ist der Grenzwert der Mengen fast sicher gegeben durch

ﬁ::ﬂﬂe

e>0

=({t>0:Z,>Z —eV¥s<tund Z > -Y und Z§ < -V}
e>0

Aus der Definition des absteigenden e-Leiterprozesses folgt
:{t>0:ZsZZtV5<tundZt2—YundZt§—Y}
Fiir die zufilligen Zeiten T¢ bedeutet dies
lim 7° = lim inf H*
e— e—
Da die Mengen H¢ beziiglich Inklusion absteigend sind, diirfen lim und inf vertauscht werden.
:inf{t>0:ZsZZtV5<tundZt2—YundZt§—Y}
Aus der Ungleichung Z; > Zt und der Monotonie des Leiterprozesses folgt
= inf{Zt < -Y}
Mit der Konvention inf ) = oo erhalten wir schlielich

=T fast sicher

Folgerung 59 (Konstruktion bis zum Minimum) Sei (Z;)icr, ein in 0 startender R-
wertiger Lévy Prozess mit positivem Drift. Dann kann das Kopfstiick von (Z;) bis zum globalen
Minimum wie folgt konstruiert werden:

1. Bestimme den Wert einer unabhdngigen exponentiell zum Parameter v verteilten Zu-
fallsvariable Y .

2. Simuliere den getilteten Prozess (Zt) solange, bis dieser die Schranke =Y trifft oder
nach unten unterschreitet. Dies passiere zum Zeitpunkt 7.

3. Bestimme den Zeitpunkt T < 7 zu dem der Prozess (Zt) das erste mal sein Infimum auf
dem Intervall [0, 7] angenommen hat.
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Dann besitzen ((Zt)0§t§%77~') und ((Zt)OStST,T) eine identische Verteilung, wobei T das erste
globale Infimum von (Zy) ist.

Nachdem wir nun eine Zerlegung eines stochastischen Prozesses gefunden haben, folgen in
den néchsten Kapiteln genauere Beschreibungen des getilteten Prozesses in Spezialfillen, bis
schliellich in Kapitel 6 alle Ergebnisse zusammengetragen werden, um eine moglichst exakte
Beschreibung des getilteten Prozesses eines Lévy Prozesses zu erhalten.

An der Form des Hauptsatzes 58 dndert sich dabei in den meisten Fillen nichts mehr; nur
die Brownsche Bewegung mit Drift als die einzige stetige Klasse innerhalb der Lévy Prozesse
erlaubt es noch einmal, die Formulierung des Satzes zu vereinfachen. Damit wird auch die
Konstruktion 59 ein Stiick weit vereinfacht.

3.8 Offene Fragen und Probleme

Zwar 16st der Hauptsatz 58 das Problem der Zerlegung fiir eine grofle Klasse an Lévy Pro-
zessen, aber eine zentrale Voraussetzung des Satzes war die Existenz des getilteten Prozesses.
Es wurde im Lemma 37 die hinreichende und notwendige Bedingung (Apy) angegeben. Doch
eine Uberpriifung dieser Annahme durch Losen der Gleichung ¢u(v) = 1 kann sich als sehr
schwierig erweisen. Deshalb wurden in einer Bemerkung die hinreichende Bedingung (Gpy)
bzw. die dazu dquivalente Bedingung (Gpy) angegeben:

1. @u(A) <oo VA€ [0,00)
und 2. 0< /x,ut(dx) <o Vt>0 (Grn)
und 3. p((—00,0)) >0 Vt>0.

Ein Teil dieser Bedingung ist offenbar, dass der Erwartungswert von p; existiert und endlich
ist. Diese Bedingung wird allerdings im Allgemeinen von einem Lévy Prozess nicht erfiillt.
Noch stérker ist natiirlich die Forderung nach der Endlichkeit der Laplace Transformation
auf der positiven Halbachse. Es stellt sich also die Frage, ob die drei Bedingungen in (Ggyy)
abgeschwécht werden kénnen durch

tlim Z; = oo fast sicher und P(Zy < Zy) >0
—00

Auf den zweiten Teil dieser Bedingung wird man nicht verzichten kénnen, da diese Unglei-
chung gerade sicherstellt, dass der Prozess mit positiver Wahrscheinlichkeit sich auch nach
unten bewegen kann. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ist das Infimum des Prozesses fast
sicher der Startpunkt.

Ein weiteres in der Literatur nur teilweise gelstes Problem (siehe zum Beispiel [Ber96])
ist die Frage nach der Verteilung des Prozesses (Zt) Fiir groBe Klassen innerhalb der Lévy
Prozesse konnte die Frage beantwortet werden, insbesondere fiir die Brownsche Bewegung
und fiir spektral positive Prozesse.

In dieser Arbeit wird auf diese Frage nicht weiter eingegangen; wir konzentrieren uns auf
die Verteilung des getilteten Prozesses. Wie schon weiter oben angekiindigt, wird im Kapitel 6
eine Darstellung mit Hilfe der Laplace Transformation des getilteten Prozesses erarbeitet.
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3.9 Literatur

Die ersten Arbeiten, die sich mit einer Pfadzerlegung am Minimum stochastischer Prozesse
beschéftigten, waren die von Williams ([Wil74]) und von Pitman ([Pit75]). Beide Arbeiten
beschrénkten sich jedoch auf die Zerlegung einer Brownschen Bewegung mit Drift. Die dabei
verwendeten Techniken sind vollkommen andere, als die dieser Arbeit. Wihrend der Haupt-
satz 58 sehr viel mit den Maflen und Kernen des zu zerlegenden Prozesses arbeitet, werden in
den oben genannten Arbeiten Transformationen wie Spiegelungen verwendet. Dafiir konnte
Williams den Prozess nach dem Infimum exakt untersuchen, und hat gezeigt, dass es sich bei
der Brownschen Bewegung um einen Bessel Prozess handelt, der nach dem Infimum angesetzt
wird.

Spétere Arbeiten von Bertoin ([Ber92], [Ber93] oder [Ber91]) und Chaumont ([Cha96]) ha-
ben die Ergebnisse von Williams und Pitman auf Klassen von Lévy Prozessen verallgemeinert
— allerdings ebenfalls mittels vollkommen anderer Ideen und Techniken als die, die in dieser
Arbeit verwendet wurden. Auch wurden in den genannten Arbeiten immer nur Unterklassen
der Lévy Prozesse behandelt, insbesondere die Spektral Positiven Prozesse wurden eingehend
untersucht. Dabei handelt es sich um Lévy Prozesse, die keine negativen Spriinge besitzen.
Dieser Einschrankung unterliegt die hier entwickelte Zerlegung nicht.
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Kapitel 4

Compound Poisson Prozesse

Nachdem im letzten Kapitel Lévy Prozesse abstrakt zerlegt wurden, wird in diesem Kapitel
die wohl einfachste Klasse der Lévy Prozesse beschrieben und untersucht. Als erstes wer-
den die Poisson Prozesse eingefiihrt, und diese dann zu den Compound Poisson Prozessen
verallgemeinert. Unser Interesse ist dabei nicht nur die Darstellung eines Compound Poisson
Prozesses, sondern vor allem die Frage, wie der getiltete Prozess aus einem Compound Prozess
hervorgeht.

4.1 Poisson Prozesse

Im Abschnitt 2.4 wurde schon der diskrete Poisson Prozess eingehend untersucht. Diese dis-
krete Irrfahrt kann sehr leicht zu einem echten zeitkontinuierlichen Prozess erweitert werden.

Definition 60 (Poisson Prozess) FEin Z-wertiger stochastischer Prozess (Z;)icr, mit un-
abhdngigen stationdren Zuwdchsen heif$t POISSONSCHER PROZESS ZUM PARAMETER « > 0,
falls er rechisseitig stetige, isotone Pfade mit Springen der Griffe 1 besitzt und fir alle
0 < s <t die Zuwdichse Zy — Zs poissonverteilt zum Parameter a(t — s) sind.

Mit dieser Definition ist ein Poisson Prozess natiirlich insbesondere auch ein Lévy Pro-
zess. Und die dem Poisson Prozess zugrundeliegende Faltungshalbgruppe (14 ):er., ist gegeben
durch

(@) —at

e firz € N
pe(d) = {Ox’ ’

sonst
Die Existenz eines Poisson Prozesses sichert der folgende Satz:

Satz 61 Es existieren Poissonsche Prozesse zum Parameter o > 0.

Beweis Siche Paragraph 41 in [Bau91]. |

Da ein Poisson Prozess (Z;) nur Spriinge der Grofie 1 besitzen darf und fiir den Erwar-
tungswert EgZ7 = « gilt, legt der Parameter o gerade fest, wie oft der Prozess im Intervall
[0, 1] springt. Aus diesem Grund wird « auch als (SPRUNG-)RATE bezeichnet.

Die folgende alternative Konstruktion eines Poisson Prozesses liefert eine wichtige Eigen-
schaft des Poisson Prozesses: Die Abstdnde zwischen den Spriingen sind exponentiell zum
Parameter a verteilt. Diese Tatsache zusammen mit der dazugehtrenden Konstruktion wird
im folgenden Satz festgehalten.

o7
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Satz 62 Sei (T;);en eine Familie unabhdingiger, exponentiell zum Parameter « verteilter R-
wertige Zufallsvariablen. Dann ist der Prozess (Zi)icr, definiert durch

n+1
Zyp = min{n : ZTZ > t}

i=1
ein Poisson Prozess.

Beweis Die Verteilung von Z; ist gegeben durch

n n+1
P(Zy=n)=P <ZT <t T, >t>
i=1 =1

= / ae” M aemtdty L dty g
t1+---+tn§t

i+ Ftn+tni1>t
t; >0

= / a"tleott | emotnrigr o dt,

tit .t <t
t1+.. Ftnttnp1>t
t; >0

Die Substitution z; := ¢1 + ... + ¢; fithrt zu

= / Q" tle=nt1dy dzp+1 (4.1)
zn <t

Zn+1>t
Zp41>2n2>...22120

Wenn wir nun das Integral dz,; ausrechnen, erhalten wir

=qa"e / dzy...dz, (4.2)

t>zp>...22120

Falls in der Menge, iiber die integriert wird, die z; permutiert werden, d&ndert dies in diesem
Fall natiirlich nichts an dem Wert des Integrals. Diese Beobachtung wollen wir nun ausnut-
zen. Bezeichne hierfiir .S,, die Permutationsgruppe der Ordnung n. S, besitzt bekanntlich n!
Elemente, und es folgt

1
_ n_—aot
=a"e ] g / dz1 ...dzy,

TES 1 2y D 22m(1) 20
denn alle Integrale haben den gleichen Wert. Die n! verschiedenen Integartionsbereiche sind

bis auf jeweils die Lebesgue-Nullmenge {(z,...,x) : z € [0,t]} disjunkt, und ergeben
vereinigt [0, ¢]". Also folgt

= & et / dzy ...dz, (4.3)
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Da das letzte Integral den Wert ¢ hat, folgt schliellich

_(at)"
nl ¢

—at

Also ist Z; Poisson verteilt zum Parameter at. Offenbar sind die Zuwi#chse von (Z;) stationér,
da sie zu keinem Zeitpunkt ¢ von Z; selber abhéngen. Da die T; dariiber hinaus unabhéngig
und gedéchtnislos sind, besitzt damit durch die Konstruktion auch der Prozess (Z;)icr, un-
abhéngige Zuwichse. Zusétzlich sichert die Konstruktion auch die rechtsseitige Stetigkeit der
Pfade. |

Bemerkung Die Zeiten zwischen zwei Spriingen eines Poisson Prozesses (Z;):er, sind — wie
oben bemerkt — exponentiell verteilt. Betrachten wir jedoch die Verteilung der Sprungzeiten
7;, die induktiv definiert sind durch

m=inf{t >0 : Z, — Z,_ # 0}
Tii=inf{t > 71 : Zy — Z;— # 0} fiir ¢ > 1.

Mit der Notation aus Satz 62 gilt offenbar der Zusammenhang

n
Tn = § T;
i=1

Damit entsprechen die Zufallsvariablen 7; gerade den z; in der Substitution, die zu dem
Ausdruck 4.1 fiihrte. Nehmen wir nun die Gleichung 4.2 als Ausgangspunkt, dann erhalten
wir sofort

P(Z; =n)=a"e ™ / dzy ...dz,
t>zn>...22120
= (at)"e / — . — (4.27)
t2zn2...22120

und mit Gleichung 4.3 folgt weiter

_ (01 [ 2. (4.3)

n! t t
0<z;<t

In der Gleichung 4.2’ kénnen wir somit auf die Verteilung der nach Grofle aufsteigend sortier-
ten Sprungzeiten 7; Bezug nehmen.

Und in Gleichung 4.3’ kénnen wir nun sehen, dass die unsortierten Sprungzeiten gleichméfig
im Intervall [0, ¢] verteilt sind. Damit kann ein Poisson Prozess bis zum Zeitpunkt ¢ auch wie
folgt konstruiert werden:

1. Bestimme den Wert einer zum Parameter ot poissonverteilten Zufallsvariable V.

2. Bestimme N-mal den Wert unabhéngiger auf dem Intervall [0, t] gleichverteilter Zufalls-
variablen 7; mit ¢ =1,... , N.
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3. Setze Z! :=max{i : 7, <s} fiir0<s<t

Dann ist der Prozess (Zj);cr, ein Poisson Prozess. Denn er ist durch die Konstruktion
zunichst einmal rechtsseitig stetig, und es gilt fiir s < ¢:

> n dz dz dz dz
P(Z! = ), / da  dam / mi1 o
m) Z nl <m> t / / t

n=m 0<z;<s s<z;<t

=sm —(t—s)(n—m)

Auflésen des Binomialkoeffizienten und Kiirzen durch n! und t" bringt

_ (as)m s i (Oé(t — S))n—m efa(tfs)

= (n—m)

— (as)m s a(t—s) Z t_ 8

a(t—s)

Die Summe ergibt gerade e , und wir erhalten

4.2 Compound Poisson Prozesse

Aus dem Poisson Prozess ldsst sich sehr einfach ein weiterer Prozess entwickeln, ndmlich der
CoMPOUND PoIssON PROZESS. Wihrend die Spriinge eines Poisson Prozesses alle die Grofie
1 besitzen miissen, werden bei einem Compound Poisson Prozess die Groflen der Spriinge
geméfl einer Verteilung bestimmt. Die folgende Definition liefert die Konstruktion:

Definition 63 (Compound Poisson Prozess) Sei p ein Maf$ auf R mit 0 < pu(R) < oo,
und seien (X;)ien, unabhdingige gemdfs p/pu(R) verteilte Zufallsvariablen. Desweiteren sei
(Nt)ier, ein Poisson Prozess zum Parameter p(R). Dann heifit der Prozess

Nt
7y = Z X;
i=1

COMPOUND POISSON PROZESS MIT INTENSITATSMASS p. Ein Prozess (Z{)i>o der Form
Z] .= Zy+te heift ebenfalls Compound Poisson Prozess mit Intensititsmaf p und LINEAREN
DRIFT c.

Bemerkung Nach dieser Definition soll noch einmal nachdriicklich auf die beiden verschie-
denen Drift-Begriffe hingewiesen werden: Der DRIFT eines stochastischen Prozesses mit un-
abhéngigen stationédren Zuwéchsen beschreibt das Verhalten des Prozesses im Unendlichen,
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wohingegen der LINEARE DRIFT eines Compound Poisson Prozesses definiert ist als der Pa-
rameter ¢, der eine lineare und stetige Bewegung ausmacht. Diese beiden Begriffe sind voll-
kommen unabhéngig, und haben bis auf die sprachliche Verwandtschaft nichts gemein! O

Der Compound Poisson Prozess ist also eine zufillige Summe, wobei die Anzahl der Sum-
manden selbst ein Poisson Prozess ist und somit an einem festen Zeitpunkt ¢ Poissonsch
Verteilt zum Parameter ¢u(R) ist.

Wie schon eingangs erwihnt, stellt der Compound Poisson Prozess eine Verallgemeinerung
des Poisson Prozesses dar, bei dem nicht mehr nur Spriinge der Gréfle 1 zugelassen sind,
sondern die Spriinge selber unabhéingige gleichverteilte Zufallsvariablen sind. Da die Anzahl
der Summanden, und damit die Anzahl der Spriinge, zu jedem Zeitpunkt Poisson verteilt ist,
bestimmt das Gewicht p(R) die Sprungrate. Je grofler das Gewicht, desto mehr Spriinge sind
zu erwarten.

Demnach kann ein Compound Poisson Prozess analog zum Poisson Prozess wie folgt
konstruiert werden: (7;);en seien unabhingige zum Parameter p(R) exponentiell verteilte
Zufallsvariablen, (X;);en seien unabhéingige gemafl p/u(R) verteilte Zufallsvariablen. Setze
7;:=T1 + ...+ T;. Dann ist der Prozess

o0
Zy=> X (4.4)
rlfglt

wieder ein Compound Poisson Prozess, und die Zufallsvariablen 7; sind offenbar gerade die
Sprungzeiten.

Mit der Summendarstellung 4.4 kann ein Compound Poisson Prozess (Z;);cr, auch als
Integrator in stochastischen Integralen verwendet werden; er stellt also ein zufélliges Maf3 dar.
Fiir eine messbare R-wertige Funktion f setzen wir

n )
| saz:= 3 rex)
i=1
T <t

Wie mit diesem Integral gerechnet wird, zeigt beispielhaft das néichste Lemma:

Lemma 64 Sei (Z;) ein Compound Poisson Prozess mit Intensititsmafl p. Dann gilt fir
eine p-integrierbare Funktion f : R — R

E /O iz =1 /R f(2)u(dz)
Var /O t faz =t /R f2(z)pu(dx)

Insbesondere gilt fiir einen Compound Poisson Prozess ohne Drift
1 1
EZ; :E/ de:/mu(dx) und  VarZ :Var/ xdZ = / z?p(de). (4.5)
0 R 0 R

Beweis 1. Fiir den Erwartungswert gilt:

P P N GI(3) L Y A _\ildzy)  pldea)
E/ofdz_nzl ST </R JREEER M(R)>

:]P’(Nt:n)
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Das n-fache Integral ist einfach die Summe von n Integralen; in diesem Fall sogar einfach nur
das n-fache eines Integrals, da alle identisch sind.

_thu /f

ot tu(R)™ n
/f M(R)Z(ﬂgﬂ)) T

n=1

7;

Durch Kiirzen kénnen wir einfach die Summationsgrenze um Eins nach unten verschieben,
und einmal den Faktor ¢ aus der Summe ziehen

:/Rf(x)ﬂ(dx).tetu(ﬂ%)zw

n=0

Die Summe ergibt gerade e*®) und es folgt die Behauptung:

- / F(@)ulds

2. Um die Varianz zu berechnen, versuchen wir zunéchst, E( fot fdz )2 zu bestimmen:

([ ) B ([ [ 45

n=1

In der ausmultiplizierten Form der quadrierten Summe kommen insgesamt n? Summanden
vor; n von ihnen sind der Form f?(z;), die iibrigen n(n — 1) Summanden haben die Gestalt
f(x;) f(x;) mit i # j. Also kann der Ausdruck wie folgt zerlegt werden:

B ot |

Wenn wir beide Integrale getrennt summieren, erhalten wir
_ Z —tu(R) w / ()
+Zefm(R (tﬂ //f

Die Integrale kénnen wieder vor die Summen geschrieben werden

/f2 o~ th(R) (tp®)"™ n
n! u(R)

( / f@ ) Z ~tu(R) (wﬁ))n n;(ZR_);)

=1

( y)

R)

( y)

R)

5)
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Kiirzen hilft erneut weiter:

/f u(de) te—tu(]R)Z (tu R))

n=0

+ ([ sentan ) 2o n®) ff tu®)"

Die Summen ergeben gerade et*®) und es folgt:

oo f (| oman)

Fiir die Varianz gilt nun

/de IE(/ de) —<E/Otde>2:t/Rf2(x)M(dx

4.3 Laplace Transformation

63

Da ein Compound Poisson Prozess ein Spezialfall eines Lévy Prozesses ist, ist dessen zu-
grundeliegende Faltungshalbgruppe nach Satz 45 stetig. Also kénnen wir auch die Laplace

Transformation der Verteilung bestimmen.

Satz 65 (Laplace Transformation eines Compound Poisson Prozesses) Sei(Z;)icr,
ein Compound Poisson Prozess mit Intensititsmaf8 p und linearen Drift ¢ mit p(R) < oo.

Dann ist die Laplace Transformierte ¢z gegeben durch

0z(\) = exp (_)\C +/R (6—,\1« 1

Beweis Nachrechnen liefert die Behauptung:

goz()\) =Ee M
= Ee_)‘(zﬁ\gl Xite)

N
i=1

N @ AR ([ s plde) !
2" n! (/]R p(R)

n=1 ————r

=P(N1=n) B X,

— e HR)=Ae i (J e M u(dz))"

n!
n=1

_ e H®)=he o ( / ewdx))
= exp <—>\c+ /R (e —1) u(m«))
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In der Laplace Transformierte eines Compound Poisson Prozesses erkennt man sofort die
Lévy-Khinchin Darstellung wieder, mit dem einzigen Unterschied, dass die Laplace Transfor-
mation reell ist, wohingegen die klassische Darstellung die komplex-wertige charakteristische
Funktion verwendet. Die charakteristische Funktion 7 eines Compound Poisson Prozesses
(Z;) mit Intensitédtsmafl g und linearem Drift ¢ ist ndmlich gegeben durch

02 = [ M)
= exp (z’c- A+ /R (e —1) u(d@)

4.4 Tilten

Da wir nun eine Darstellung der Compound Poisson Prozesse mittels der Laplace Transfor-
mierten gefunden haben, liegt es nahe, auch die Laplace Transformierte der getilteten Prozesse
niher zu untersuchen, um die Verwandschaft des Ursprungsprozesses zum getilteten klar dar-
zustellen. Dies wird in Satz 67 geleistet.

Zuvor geben wir im folgenden Lemma eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz ei-
nes zu einem Compound Poisson Prozess getiltet Prozesses an, um der notwendigen Annah-
me (App) einen praktischen Inhalt im Falle der Compound Poisson Prozesse zu geben. Dabei
stiitzen wir uns auf die Bedingung (Ggg).

Lemma 66 Zu einem Compound Poisson Prozess (Z)ier, mit linearem Drift ¢ und Inten-
sitdtsmaf @ mit endlicher Erwartung existiert genau dann ein getilteter Prozess, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. /R(e_m —Du(dx) < oo VA€ 0,00)

und 2. c—i—/x,u(dm) >0 (Gepp)
R

und 3. ¢<0 oder ¢>0 und u((—o00,0)) >0

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass die Voraussetzungen (Gpy) aus Satz 37 erfiillt sind. Wir
beweisen die Behauptung nur fiir den Fall ¢ > 0 und p((—00,0)) > 0; der zweite in der dritten
Bedingung folgt vollkommen analog.

TEIL 1: Aus der ersten Bedingung in (Gcpp) folgt sofort fiir die Laplace Transformierte
fiir A € [0, 00)

o - (e |

A <ef)“'” - 1) ,u(dx)) < 0. (4.6)

Also ist damit die erste Bedingung in (Gpy) erfiillt.

TEIL 2: Im folgenden bezeichne (14)¢cr die dem Compound Poisson Prozess zugrunde lie-
gende Faltungshalbgruppe. Mit Hilfe der Gleichung 4.5 aus Satz 64 und mit der Voraussetzung
folgt fiir t > 0

/Rxl/t(dx) =EoZ; =t (/R zp(dr) + c> >0
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Dies ist gerade die zweite Bedingung in (Ggpy).
TEIL 3: Schlielich gilt laut Voraussetzung [, xv4(dz) < co. Betrachten wir uns nun fiir
festes t > 0

Nt
v ((—00,0)) = Po(Z; < 0) = Py (Z X +te< 0) >0,
=1

wobei die Zufallsvariablen X; unabhéngig und identisch gemafl p verteilt sind. Die Unglei-
chung folgt dann aus der Tatsache, dass p((—o00,0)) > 0 vorausgesetzt wurde, was nicht
anderes bedeutet, als dass auch negative Spriinge mit einer positiven Wahrscheinlichkeit auf-
treten. Also ist auch die dritte und letzte Bedingung in aus (Gpp) aus Satz 37 erfiillt, und
demnach existiert ein zu (Z;) getiltete Prozess. [ |

Satz 67 (Tilten eines Compound Poisson Prozesses) Sei(Z;)cr, ein Compound Pois-
son Prozess mit Intensititsmafl p und linearen Drift ¢, so dass die Annahme (Apg) erfillt
ist. Dann existiert ein mit dem Parameter v > 0 getilteter Prozess (Zt) Dieser ist wieder ein
Compound Poisson Prozess mit Intensititsmaf$ i und Drift c. Dabei ist fi(dx) := e " u(dx).

Beweis Durch die Erfiillung der Annahme (Apy) ist sichergestellt, dass ein zu (Z;) getilteter
Prozess existiert. Demnach existiert auch ein v > 0 geméfl Lemma 37. Es gilt dann

pz(7)=1 <= exp <—vc+ / (e77® — 1),u(dx)> =1
R
= —yc+ / (e7* =) u(de) =0 (4.7)
R
Fiir die Laplace Transformation des getilteten Prozesses (Zt) folgt aus Gleichung 3.1

©z(A) =pz(A+7)
= exp <—()\ +v)e+ /R(G(AJ“’):” - 1),u(dx)>

und Gleichung 4.7 fiihrt zu
= exp <—>\c+ /R (=M 1) u(dx) — /R (e77® —1) M(d@)
= exp <—)\c + /R(G(AJW):B —e ") pu(dx)
= exp <—)\c + /R(e_)‘x - 1)e_wu(dx)>
= exp <—)\c + /R(e—m — 1)ﬂ(dm)>

wobei fi(dx) definiert ist durch
fid) = e™ " p(dw)

Aus der Laplace Transformierten ¢ sind die behaupteten Eigenschaften von (Zt) nun einfach
abzulesen. ]
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Da der lineare Drift des getilteten Prozesses gegeniiber dem urspriinglichen Prozess un-
verdndert geblieben ist, wird man erwarten, dass sich auch wieder die Sprungrate verédndert
hat. In der Tat: Aus Gleichung 4.7 folgt

—yc+ /R(e_w —1)p(dz) =0
= —vc+ /Re“’m,u(dx) —u(R)=0

= —’yc—i—/Rﬁ(dac) —u(R)=0
= AR) = u(R) + e

Da ~ positiv ist, nimmt die Sprungrate im Falle eines positiven linearen Drifts ¢ zu, und
im Falle eines negativen linearen Drifts ¢ ab. Die Spriinge miissen also dem linearen Drift
entgegenwirken. Falls der Prozess keinen linearen Drift besitzt, werden die Spriinge lediglich
umgewichtet, und die Sprungrate bleibt unveréndert.

Der getiltete Prozess (Z;) besitzt also wiederum eine Darstellung der Form

7 = Z X; + tc
=1

wobei (N})ier . ein Poisson Prozess zum Parameter fi(R) ist, und die X; unabhingige geméf
i/ i(R) verteilte reelle Zufallsvariablen sind.

4.5 Beispiel: Poisson Prozess mit linearem Drift

Natiirlich ist jeder Poisson Prozess auch ein Compound Poisson Prozess. In diesem Abschnitt
wollen wir uns deshalb den Poisson Prozesses als Sonderfall nédher betrachten.

Zunichst stellt sich die Frage, wie der Poisson Prozess als Sonderfall interpretiert werden
muss. Da der Poisson Prozess nur Spriinge der Grofle 1 besitzt, liegt es nahe, als Intensitétsmafl
fiir den entsprechenden Compound Poisson Prozess einfach das Punktmafl zu verwenden,
welches sein gesamtes Gewicht auf der 1 besitzt. Das Gewicht selber gibt dann die Sprungrate
des Poisson Prozesses an. Aus einem Poisson Prozess mit Rate a wird so ein Compound
Poisson Prozess mit dem Intensitdtsmafl p definiert durch

u(z) = {a firz=1 (4.8)
0 sonst
Als néchstes wollen wir natiirlich Poisson Prozesse betrachten, die zwar einen positiven
Drift besitzen, sich aber auch abwirts bewegen konnen; sonst wird das globale Minimum
ja sofort beim Startpunkt angenommen, und eine weitere Betrachtung wére langweilig. Das
gewiinschte Verhalten erreichen wir durch einen linearen Drift ¢ < 0. Da der gesamte Drift
EZ; eines Poisson Prozesses (Z;) dann gegeben ist durch

EZi=a+c¢

bekommen wir so auch sofort eine Bedingung fiir die Wahl der Rate o und des linearen Driftes
¢, wenn EZ; > 0 und Py(Z; < 0) > 0 sein soll:

—a<c<0 und a>0
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Satz 68 Die Laplace Transformierte eines Poisson Prozesses (Zy)ier, mit Rate o > 0 und
linearem Drift c ist gegeben durch

vz (A) =exp (—)\c +afe ™ — 1))

Beweis Der Poisson Prozess besitzt in der Darstellung als Compound Poisson Prozess das
in Gleichung 4.8 angegebene Intensitdtsmafl p, bei der das gesamte Gewicht auf dem Punkt
1 liegt. Also erhalten wir die Laplace Transformierte durch

o) o3 [

A (e_)‘x - 1) ,u(dx))
= exp (—)\c +a(e™ — 1))

Mit dem Satz 67 erhalten wir nun auch sofort den getilteten Prozess. Dieser ist natiirlich
wieder ein Poissonscher Prozess mit linearem Drift ¢ und Sprungrate e 7«, wobei v > 0
gemifl Lemma 37 die Nullstelle des Exponenten der Laplace Transformierten ist, also

—vc+ale " =1)=0
Diese Feststellung halten wir im folgenden Satz fest:

Satz 69 Sei (Z;)icr, ein Poisson Prozess mit Sprungrate o > 0 und linearem Drift ¢ mit
—a < ¢ < 0. Dann ezistiert ein v > 0 gemdff Lemma 37, und der getiltete Prozess (Zy)icr.,
ist wieder ein Poisson Prozess mit Sprungrate e Yo und linearem Drift c.

Da v > 0 ist, ist die Sprungrate des getilteten Prozesses erwartungsgeméfl kleiner als die
des urspriinglichen Prozesses. Diese Resultate decken sich auch mit denen aus Abschnitt 2.4,
in dem der diskrete Poissonsche Prozess behandelt wurde.
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Kapitel 5

Brownsche Bewegung

Historisch war die Brownsche Bewegung wohl einer der ersten Prozesse, die am Minimum
zerlegt wurden. Durch diese Tatsache bedingt ist deren Zerlegung wohl auch am besten un-
tersucht. Dennoch wird dieses Kapitel ziemlich kurz gehalten, da die Zerlegung in dieser
Arbeit von den Methoden stark von den klassischen Arbeiten abweicht, und andererseits fiir
eine genauere Untersuchung (speziell des Prozesses nach dem Minimum) noch viel mehr Hilfs-
mittel dargestellt werden miissen. Wir wollen uns deshalb in dieser Arbeit mit einer leicht
abgewandelten Version des Hauptsatzes 58 aus Abschnitt 3.7 und der genauen Beschreibung
des getilteten Prozesses vor dem Minimum zufrieden geben.

5.1 Brownschen Bewegung

Definition 70 (Brownsche Bewegung) Ein Prozess (Bi)i>0 heift BROWNSCHE BEWE-
GUNG, falls er unabhingige stationdre Zuwdchse besitzt, und fiir alle 0 < s <t der Zuwachs
By, — Bs normalverteilt zum Parameter t — s ist, und falls fast alle Pfade von (By) stetig sind.
Falls By = 0 fast sicher ist, dann heifit der Prozess NORMALE BROWNSCHE BEWECUNG

Die so definierte Brownsche Bewegung besitzt zunéichst keinen Drift; es gilt fiir alle ¢ > 0
und alle Startpunkte x € R: E, By = x. Aber der obige Prozess ldsst sich noch parametrisieren;
setzen wir ndmlich

B, := 0By + tb,

dann besitzt (B}) den Drift b und die Varianz von B] betrigt gerade o2. Dieser Prozess
(B})i>0 heiBt BROWNSCHE BEWEGUNG MIT VARIANZ 02 UND DRIFT b. Die zugrunde liegende
Faltungshalbgruppe (u) ist dann gegeben durch

1 _@=p?

ue(dzx) == We 202 dx

Bemerkung Die Brownsche Bewegung mit Drift als Spezialfall eines Lévy Prozesses nimmt
eine Sonderstellung innerhalb der Lévy Prozesse ein. Denn alle fast sicher stetigen Lévy Pro-
zesse (Zt)icr, haben die Form

Zt:UBt+bt
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wobei (B;)ier, eine standard Brownsche Bewegung und b € R ist. Einen Beweis findet man
in Abschnitt 28 in Kapitel I in [RW94]. O

5.2 Laplace Transformierte und Tilten

Um die Laplace Transformierte ¢p einer Brownschen Bewegung (B;);>¢ mit Varianz o2 und
linearem Drift b zu bestimmen, erinnere man sich einfach daran, dass By eine normalverteilte
Zufallsvariable mit Varianz o2 und Erwartungswert b ist. Und die Laplace Transformierte ¢p
wurde gerade als ¢p, definiert, so dass wir einfach auf alte Ergebnisse der Normalverteilung
zuriickgreifen konnen. Wir erhalten somit sofort folgenden Satz:

Satz 71 Sei (Bi)i>0 eine Brownsche Bewegung mit Varianz 0% und Drift b. Dann ist die
Laplace Transformierte pp gegeben durch

2)\2
vB(\) = exp <—)\b+ 02 >

Genauso wurde in Abschnitt 2.2 die getiltete Verteilung einer normalverteilten Zufalls-
variablen mit Varianz ¢? und Erwartungswert b berechnet. Es stellte sich heraus, dass die
Varianz unverdndert blieb, jedoch der Erwartungswert das Vorzeichen wechselte. Zusammen-
fassend fiihrt dies zu folgendem Satz:

Satz 72 Sei (Bi)i>0 eine Brownsche Bewegung mit Varianz o2 und Drift b > 0. Dann ist
der getiltete Prozess (By)i>o wieder eine Brownsche Bewegung mit Varianz o® und Drift —b.
Der Parameter ~, mit dem die Verteilung von (By) getiltet wird, ist gegeben durch v = 26

02"

5.3 Zerlegung

Die Zerlegung einer Brownschen Bewegung mit Drift wird hier zwar mit den selben Techniken
durchgefiihrt, doch ist die Zerlegung ein Stiick einfacher, da die Brownsche Bewegung stetig
ist. Aus diesem Grund fillt die umstédndliche Konstruktion, bei der die exponentiell verteilte
Grenze zunéchst unterschritten wird, und erst dann das Minimum bestimmt wird, weg. Denn
die Stetigkeit garantiert, dass die Grenze selbst von der Brownschen Bewegung beriihrt wird.

Hauptsatz 73 (Zerlegung einer Brownschen Bewegung) Sei (B;);>0 eine Brownsche
Bewegung mit Varianz o® und Drift b > 0.
Fiir eine unabhdngige zum Parameter i—g exponentiell Verteilte Zufallsvariable Y und eine

weitere Brownsche Bewegung (Bt)tzo mit Varianz o und Drift —b sei folgende Zufallsvariable
definiert:

T:=inf{t>0:B;=-Y}

Sei (Bt)te]R+ ein gemdf$ den in Satz 49 definierten Kernen (Qi(x,dy))icr, verteilter in 0
startender Prozess, und sei (B})icr, definiert durch

Bl L:?t ) fﬁrth.
t Bi_r+Br firt>T
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T sei der Zeitpunkt des ersten globalen Minimums von (By). Dann besitzen ((By)ier, ,T) und
((Bf)ter,,T) die gleiche Verteilung.

Beweis Nach Satz 72 existiert zu der Brownschen Bewegung (B;) mit Drift b6 > 0 ein mit dem
Parameter v = 3—2 getilteter Prozess (By)icr, . Dieser ist wieder eine Brownsche Bewegung
mit Varianz o2 und Drift —b.

_ Betrachten wir die folgenden analog dem Hauptsatz 58 definierten Zufallsvariablen fiir
(By):

Et = inf{s >t BS < Bt}
}Nlt = Bit
T:=inf{t>0:H <-Y}

Da (B;) einen negativen Drift besitzt und deshalb fast sicher jede untere Schranke unter-
schreitet, folgt fiir t € R, mit By = —Y auch sofort L; < oo fast sicher und somit H; < —Y
fast sicher. Daraus folgt schliellich

T <inf{t >0: B; = —Y} fast sicher
Umgekehrt folgt aus der Stetigkeit sofort BT = -Y, also

T >inf{t >0: B; = =Y} fast sicher
Und insgesamt erhalten wir

T = T fast sicher

Damit entspricht die Zerlegung genau der aus dem Hauptsatz 58, und der Satz ist bewiesen.

Durch die Stetigkeit der Brownschen Bewegung vereinfacht sich auch die Konstruktion
einer am Minimum zerlegten Brownschen Bewegung:

Folgerung 74 (Konstruktion bis zum Minimum) Sei (B;)i>o eine in 0 startende R-
wertige Brownsche Bewegung mit Drift b > 0. Dann kann das Kopfstiick von (By) bis zum
globalen Minimum wie folgt konstruiert werden:

1. Bestimme den Wert einer unabhdngigen exponentiell zum Parameter 3—2 verteilten Zu-
fallsvariable Y .

2. Simuliere eine Brownsche Bewegung (Bt)mz't Drift —b solange, bis sie nach unten die
Grenze =Y trifft. Dies passiere zum Zeitpunkt T.

Dann ist ((Bt)0§t§%7 7~') 2U ((Bt)OStSTa 7') identisch verteilt, wobei T das erste globale Minimum
von (By) ist.
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5.4 Literatur

Die Brownsche Bewegung war wohl der erste zeitkontinuierliche Prozess mit unabhingigen
stationdren Zuwéchsen, der am Infimum zerlegt worden ist. Die klassischen Beweise von Wil-
liams aus dem Jahr 1974 (siche [Wil74]) oder kurz spéter in allgemeinerer und einfacherer
Form von Pitman aus dem Jahr 1975 (siehe [Pit75]) verwenden jedoch andere Methoden und
Konstruktionen, um diesen Satz zu beweisen.

Dafiir konnten beide zusétzlich zeigen, dass der Prozess (B; — B;)¢>, nach dem ersten
Infimum der Brownschen Bewegung ein Bessel-Prozess ist. Wir begniigen uns hier mit dem
abstrakten Ergebnis, dass es sich hierbei um eine Brownsche Bewegung handelt, die darauf
bedingt ist, nicht negativ zu werden.



Kapitel 6

Lévy Prozesse

In Kapitel 4 und Kapitel 5 wurden Spezialfille von Lévy Prozessen néaher untersucht; der
Zerlegungssatz 58 liefert aber die Moglichkeit zur Zerlegung einer wesentlich grofleren Klasse
an Lévy Prozessen. Dieses Kapitel wird nun ein wenig in der umfangreichen Theorie der Lévy
Prozesse stochern, um schliefflich eine Darstellung der Lévy Prozesse mit Hilfe der Laplace
Transformation zu erlangen. Wir werden sehen, dass die Lévy-Prozesse im Grunde eine ver-
allgemeinerte Kombination aus Compound Poisson Prozess und Brownscher Bewegung sind;
die Zutaten sind uns also schon wohlbekannt.

6.1 Lévy Prozesse

Dieser Abschnitt stellt eine knappe Einfiihrung in die Theorie der Lévy Prozesse dar. Zunéchst
wird die Definition 43 der Lévy Prozesse zuriick in das Gedéchtnis gerufen:

Definition 75 (Lévy Prozess) Ein zeithomogener Prozess (Zy);>o mit Werten in RY mit
unabhdingigen stationdren Zuwdchsen und Pfaden, die fast sicher rechisseitig stetig sind und
linksseitige Limiten besitzen heiffe LEVY PROZESS.

Diese Definition erfasst eigentlich so ziemlich alle fiir uns interessanten Prozesse. Der zen-
trale Satz der Theorie der Lévy-Prozesse gibt Aufschluss dariiber, aus welchen Bestandteilen
denn so ein allgemeiner Lévy Prozess iiberhaupt aufgebaut ist:

Hauptsatz 76 (Lévy-Khinchin) Sei (Z;);>0 ein Lévy Prozess in R. Dann besitzt die cha-
rakteristische Funktion ¢z die Gestalt

Pz(X) = exp <ib)\ - %02)\2 + /R <ei>‘x —1—izl(|z| < 1) ,u(dx))

wobei das Mafl p und die Faktoren b,o € R eindeutig bestimmt sind, und p folgender Bedin-
gung geniigt:

/min(\x!z,l),u(dm) < 00 (6.1)
R

Umgekehrt existiert zu jedem solchen Tripel (b,o, p) ein Lévy Prozess mit obiger charakteri-
stischen Funktion ¢z.

Beweis Siehe Kapitel I in [Ber96]. [
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Der Kernpunkt dieser Darstellung ist die Bedeutung der drei Parameter u,b und o: Der
Parameter b gibt den linearen Drift des Prozesses an, der Parameter o entspricht einer Brown-
schen Bewegung mit Varianz o2 und das Ma8 p (welches als LEVY-MASS bezeichnet wird)
beschreibt den enthaltenen Sprungprozess.

Diese Sichtweise fiihrt zu einer wichtigen Beobachtung: Jeder Lévy Prozess setzt sich
aus einem linearen Drift, einer Brownschen Bewegung und einem Sprungprozess zusammen.
Allerdings ist noch nicht klar, wie letzterer aussieht, bzw. wie der Sprungprozess konstruiert
werden kann. Dies klédrt der néchste Satz:

Satz 77 Sei (Z;)i>0 ein Lévy Prozess mit Lévy-Maf . Die Menge N der Springe von (Z)
und die Menge N¢ der Spriinge grifier als € seien gegeben durch

N :={(t,AZ;) : AZ; #0,t > 0}
Ne:={(t,AZ;) : |AZ] > e,t > 0}
mit AZy == Zy — Zy—. Zu e > 0 sei der Sprungprozess (X7 )i>0 definiert durch
X5 = Z AZ, — cot
(s,AZt)EN®
s<t
mit der Kompensation c. definiert durch
Ce i= / xp(dr).
[_17_5)U(671]

Dann ist (X7) ein Compound Poisson Prozess mit linearem Drift c. und Intensititsmafl p®,
definiert durch

p(da) i= py(—c,ge(da)
Auflerdem konvergieren die Prozesse (Xf) gleichmdfig gegen den Sprungprozess (X;) von (Zy)

X; = lim X}
e—0
Beweis Siehe Kapitel I in [Ber96]. [

Dieser Satz liiftet also das Geheimnis des Sprungprozesses: Der Sprungprozess (X;) eines
Lévy-Prozesses ist der Grenzwert herkémmlicher Compound Poisson Prozesse mit endlichen
Intensitdtsmaflen. Denn obwohl das Lévy-Maf3 u selbst nicht endlich sein muss, sondern nur
der Bedingung 6.1 geniigt, sind die Mafie u° fiir € > 0 alle endlich. Denn gébe es ein € > 0
mit pf(R) = oo, dann folgte

. 2 : 2 e(dx
[ min(lal, Do) > [ minlof?, ()

> /]R min(e?, 1)pf (dz)

= min(e?, 1)u° (R)

:OO’

was ein klarer Widerspruch zur Bedingung 6.1 darstellt. Diese Eigenschaft wollen wir fiir
spéater festhalten:
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Lemma 78 Sei p ein Lévy-Maf aufR, das die Ungleichung 6.1 erfillt, d.h. [ min(|z|?,1)p(dz) <
o0o. Dann gilt fir alle e > 0

pw = | ldz) < oo
(—00,—&)U(g,00)

Eine besondere Bedeutung in der Konstruktion des Sprungprozesses kommt den linearen
Driftparametern c. zu. Diese Faktoren kompensieren die kleinen Spriinge des Prozesses, deren
Betrag kleiner oder gleich eins sind. Denn Betrachten wir zu € > 0 den Prozess

YyP = Z AZ; — c.t,
(s,AZ;)EN®
AZi]<1
s<t

der nur die kompensierten Spriinge der Gréfle mindestens € und hochstens 1 besitzt, dann
gilt fiir den Erwartungswert
t
EYf = / xl(e < |z| < 1)dZ — ¢t
0

Mit Hilfe von Lemma 64 erhalten wir

= t/ xl(e < |z| < N)p(dr) — et
R

=t / xu(dr) — ct
[—1,—e)U(e,1]
=0

Also ist Y} ein Martingal, und alle kleinen Spriinge werden zu Null kompensiert. Diese Kom-
pensation ist notig, um die gleichméflige Konvergenz zu erhalten. Eine wichtige Tatsache ist
hierbei, dass die Grenze, die zwischen ,groflen* und ,kleinen“ Spriingen scheidet, mit dem
Wert 1 willkiirlich gew&hlt ist.

Jetzt sind uns alle Bausteine bekannt, und wir kénnen einen Lévy Prozess nun vollsténdig
beschreiben:

Folgerung 79 Sei (Z;)i>0 ein Lévy Prozess. Dann existieren eindeutig ein Maf o und Zahlen
o,c, so dass (Z) folgende Darstellung besitzt:

Zt :UBt+Xt+Ct,

wobei By eine unabhdngige standard Brownsche Bewegung ist und Xy := lim X7 der Grenzwert
der Compound Poisson Prozesse mit den Intensititsmafien p® = pj_. ¢)c aus der Konstruktion
aus Satz 77 ist, und das Maf p die Bedingung 6.1 erfillt:

/min(\xP,l)u(dw) < 00
R

Beweis Siehe Kapitel I in [Ber96]. [
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Bei dieser Zerlegung sollte man sich eine Tatsache stets vor Augen halten: In der Konstruk-
tion werden die Spriinge des Prozesses (X;) durch einen linearen Drift kompensiert - dieser
verfilscht natiirlich in der Zerlegung in Folgerung 79 den Driftparamater ¢ - aus diesem Grund
miissen Aussagen iiber ¢ mit grofler Vorsicht interpretiert werden.

Bemerkung In [Ber96] wird eine unwesentlich andere Zerlegung gewihlt; ein Lévy Prozess
(Z;) wird in die drei Prozesse (Xt(l)), (Xt(Q)) und (Xt(g)) zerlegt, derart dass gilt:

2)

Z = x4+ x4 x¥

Dabei ist der Prozess (Xt(l)) eine linear transformierte Brownsche Bewegung, der Prozess
(Xt(Q)) ist ein Compound Poisson Prozess, der nur Spriinge der Grofle mindestens 1 besitzt

und (Xt(?’)) ist schliefflich ein Martingal, das aus Spriingen kleiner als 1 besteht.
Diese Zerlegung ist natiirlich zu der hier gewéhlten Zerlegung dquivalent und fiihrt zu
genau den gleichen Ergebnissen; es handelt sich tatsichlich nur um eine andere Sichtweise. [

6.2 Laplace Transformation

Die Zerlegung eines Lévy Prozesses ermoglicht uns nun auch sehr einfach, die Laplace Trans-
formierte eines Lévy Prozesses zu bestimmen, denn die drei Komponenten sind ziemlich ver-
traut.

Satz 80 (Laplace Transformierte eines Lévy Prozesses) Sei(Z;) ein Lévy Prozess mit
Lévy Maf$ i, linearem Drift ¢ und einer Brownschen Bewegung mit Varianz o®. Dann ist die
Laplace Transformierte oz gegeben durch

vz(N\) = exp (—c)\ + %UQAQ —l—/R (e_’\x -1+ Xzl(|z] < 1)) u(dx)) (6.2)

Beweis Nach Folgerung 79 existiert zu (Z;) eine eindeutige Zerlegung der Form Z; = 0By +
X¢ + ct. Fiir die Laplace Transformierte ¢z gilt dann

©z(A) = poB, (A) - x(A) - pe(N)

Die Laplace Transformierte der Brownschen Bewegung (o B;) und des linearen Driftes ct sind
uns schon bekannt; es fehlt also nur noch die Laplace Transformierte ¢x.
Der Sprungprozess (X;) ist definiert durch den Grenzwert

X; = lim X}
e—0
Also konvergieren auch die Faltungshalbgruppen der Prozesse (Xf) schwach gegen die Fal-

tungshalbgruppe von (X;). Damit konvergiert auch die Laplace Transformierten ¢x- punkt-
weise gegen ¢x.! Die Prozesse (X{) sind nun allesamt Compound Poisson Prozesse jeweils

'Diese Schlussfolgerung ist nicht trivial, und im Allgemeinen (d.h. wenn kein Lévy Prozess betrachtet wird)
falsch. Der Beweis dieser Behauptung nutzt allerdings die Existenz der charakteristischen Funktion aus und
verwendet Argumente der Funktionentheorie. Wir nehmen desshalb diese Aussage einfach als gegeben.
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mit Intensitdtsmafl p° und linearem Drift —c.; die Laplace Transformierte ¢ xe sind demnach
gegeben durch

oxe(A\) = exp <c€)\ + /R <e*’\x - 1) ,ue(dx)>

Dac. = fjll xuf(dr) ist, folgt

— exp </R (7 — 1+ X (] < 1) ;f(dx))
~ exp ( /( s (7 — 14 A (] < 1) M(d@)

Offenbar konvergieren px- fiir ¢ — 0 gegen

ox(\) = exp </ (e_’\x — 14+ Xel(jz| < 1)) ,u(dw))
R
Die Laplace Transformierte des gesamten Prozesses (Z;) ergibt sich nun aus

©z(A) = poB; () - ox (A) - pe(N)

- exp(%UQ)\2> exp (/R (e*M‘ 1 aal(|z] < 1)) M(d@) exp (—d)
— exp <—c)\ + %JQ)\Q + /R (¢ — 14+ xaI(la] < 1)) u(m«))

Bemerkung Mit Hilfe der Laplace Transformierten kénnen wir auch sehr einfach den Erwar-
tungswert (falls er denn existiert) der Zuwéchse eines Lévy Prozesses (Z;)ier, mit Lévy Mafl
i, linearem Drift ¢ und Brownscher Bewegung mit Varianz o2 berechnen. Denn nach Satz 4
gilt E(Z, — Zy) = —¢',(0). Die Ableitung der Laplace Transformierten ist gegeben durch

d 1
/ _ o =242
wz(A)—d)\eXp< A+ 507 +/

. (e*’\x — 14+ Xel(jz| < 1)) u(dx))

Y (—c ot [ (mae 4 at(el < 1) u(dw)>
Damit folgt, da ¢z(0) =1 ist,
E(Z1 - Zo) = —5(0)
—c— [ (ca+al(la] < 1) uds)
R
= / zp(dr) —c (6.3)
[-1,+1]C

Dieses Ergebnis ist auch nicht {iberraschend, wenn man sich die Konstruktion eines Lévy
Prozesses in das Gedéchtnis ruft. Denn ein Lévy Prozess kann in drei unabhéngige Prozesse
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zerlegt werden: Einen linearen Drift (eben ct), eine Brownsche Bewegung (mit Varianz o?)
und einen Sprungprozess. Da die Brownsche Bewegung zentriert ist, trégt diese nichts zum
Erwartungswert der Zuwichse bei. Und im Sprungprozess werden alle Spriinge, die kleiner
oder gleich 1 sind, kompensiert. Insgesamt tragen zum Erwartungswert der Zuwéchse nur der
Drift und die Spriinge grofler als 1 bei. 0

6.3 Tilten

Lemma 81 Sei (Z;) ein Lévy Prozess mit Lévy Mafs u, linearem Drift ¢ € R, und Brownscher
Bewegung mit Varianz o € Ry und u, so dass die drei Bedingungen

1. /]R (e*M‘ 1+ Mal(jz] < 1)) u(dz) < oo VA€ [0,00)

und 2. 0< / zp(dr) + ¢ < 00 (Grp)
[_17+1]C
1
und 3. lim —ch + —o°\? —|—/ <ef)“'” — 1+ Azl(|z| < 1)) p(dzr) = oo
A—00 2 R

erfillt sind. Dann existiert genau einy > 0, so dass fiir die Laplace Transformierte pz(y) = 1
gilt.

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass die Voraussetzungen von Lemma 37 erfiillt sind, d.h. der
Lévy Prozess muss der Bedingung (Ggpr) oder der gleichwertigen Bedingung (Ggyr) geniigen.
TEIL 1: Aus der ersten Bedingung in (Gpp) folgt zunéchst fiir alle X € [0, 00)

exp </R (e*’\x — 14+ Xel(jz| < 1)) ,u(dw)) < 00

Damit folgt natiirlich auch sofort fiir die Laplace Transformierte fiir alle A € [0, 00)

1
0z(\) = exp <—c)\ + 502)\2 —|—/ <e_)‘$ — 1+ Azl(|z| < 1)) ,u(dac)) < 0.
R

Also ist die Laplace Transformierte ¢z auf [0,00) endlich, und damit ist der erste Teil der
Bedingung (Gpyr) erfiillt.

TEIL 2: Betrachten wir fiir den Lévy Prozess (Z;) den Erwartungswert, so erhalten wir
mit Hilfe der Gleichung 6.3

E(Z: - Zy) = —¢y(0) = / ulde) +c
[_17+1}C

Daraus folgt sofort mit dem ersten Teil der Voraussetzung (Gprp) der zweite Teil der Bedin-

gung (GFH’)
TEeIL 3: Falls P(Z; < Zp) = 0 ist, dann folgt daraus fiir A > 0

©0z(\) = Ege 1 = / e MPy(Zy € dz) < 1.
0
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Ist andererseits P(Z; < Zy) > 0, dann existiert ein Intervall [a,b] C R mit a < b < 0, so dass
P(Z, — Zy € |a,b]) =: p > 0 ist. Damit folgt fiir A >0

0z(\) = Ege 1 = / e MPy(Z, € dz) > pe™ P Az
R

Es ist also limy_,o ¢z(A) = oo genau dann, wenn P(Z; < Zy) > 0 ist. Dies ist dquivalent

dazu, dass limy_,o logpz(A) = oo ist; dies entspricht in der Darstellung 6.2 der Laplace

Transformierten des Prozesses (Z;) jedoch gerade der zweiten Bedingung in (Grp). Also ist

P(Z, < Zy) > 0 und damit auch der dritte Teil der Bedingung (Gpyy) erfiillt. |

Satz 82 (Tilten eines Lévy Prozesses) Sei (Z;)icr, ein Lévy Prozess mit Lévy Mafs i,
linearem Drift ¢ und Brownscher Bewegung mit Varianz o2, so dass die Bedingungen (Grp)
erfillt sind. Dann existiert ein mit dem Parameter v > 0 getilteter Prozess (Zt). Dieser ist
wieder ein Lévy Prozess mit Lévy Maf [, linearem Drift ¢ und Brownscher Bewegung mit
Varianz o%. Dabei sind

Gi=c—oiy+ / z (e = 1) p(dz).
Beweis Der Prozess (Z;) besitzt nach Satz 80 die Laplace Transformierte

1
0z(\) = exp <—c)\ + 502)\2 +/ (e_’\x — 1+ Xxl(|z| < 1)) u(dx))
R
Da der Prozess (Z;) die Bedingungen (Gip) erfiillt, existiert ein v > 0 mit

pz(v) =1

Dies ist offenbar dazu dquivalent, dass der Exponent der Laplace Transformierten gleich Null
ist, also

1
—cy + 50272 + /]R (e =14 yal(|z| < 1)) p(dx) =0 (6.4)

TEIL 1: Als ersten Schritt konstruieren wir aus p ein neues Lévy MaB i, das dann das Lévy
Maf des getilteten Prozesses sein wird. Als erstes benétigen wir noch eine Ungleichung, die
sich aus der Gleichung 6.4 ergibt:

/]R (e — 14 yxl(|z] < 1)) p(dz) < oo

= e 7 —1) p(dz) < oo

(
(—00,—1)U(1,00)

Da |,

(—o0,—1

JU(1,00) p(dz) < [pmin(|z?],1)pu(dz) < oo ist, folgt daraus

:>/ e u(dr) < oo (6.5)
(—o00,—1)U(1,00)



80 KAPITEL 6. LEVY PROZESSE

Damit kénnen wir nun ein neues Maf} einfiihren; setzen wir nédmlich
() = " pu(da),

dann ist i wieder ein Lévy Maf}, welches die Ungleichung 6.1 erfiillt, denn es gilt
[ mins?, V(o) = [ mina®|, e (o)
R R

:/ xQe'yxu(dx)—i—/ e " p(dr)
[—1,+1] (—00,—1)U(1,00)

< e“’/ 22 p(dr) +/ e " p(de)
[—1,+1] (—00,—1)U(1,00)

< 00

Der erste Summand ist dann durch die Bedingung 6.1 kleiner als Unendlich, und den zweiten
Summanden haben wir ebenfalls in der Ungleichung 6.5 abgeschétzt, somit ist der gesamte
Ausdruck endlich, und wir erhalten auch fiir das Maf ji die gewiinschte Bedingung 6.1.

TEIL 2: Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass der lineare Drift ¢ iiberhaupt konvergiert, dass
also gilt

‘/:1 z (e —1) p(dz)| < oo. (6.6)

Denn fj_ll xu(dz) oder fj_ll xe” 7 p(dx) miissen nicht notwendigerweise konvergieren. Die ein-
zige Voraussetzung, die das Mafl u erfiillen muss, ist die Gleichung 6.1:

/min(|x|2,1),u(dx) < oo
R

Zunichst ergibt sich fiir die Exponentialfunktion exp(z) mit —1 < z < 1 folgende Abschétzung:

X n
xr
€=
n:
n=0
S n—2
X
=1+z+2° E
n!
n=2

Fir —1 < z <1 erhalten wir weiterhin

=1
22:
n—

=14+z+2%(e—2)
<1+ x4+ 2>
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Damit kann das Integral in Ungleichung 6.6 abgeschiitzt werden. Falls |y| < 1 ist, erhalten
wir:

[ - pman| < [ ey laian

+1
< /_1 |z(v*a* — y)| p(da)
+1
:/1 1v?2® — ya?| p(de)

2 o
< |y —7\/1 x”p(da)
< 0o nach Voraussetzung 6.1.
Falls |y| > 1 ist, muss das Integral aufgeteilt werden, da die Abschétzung der Exponential-

funktion ja nur fiir z mit |z| < 1 gilt. Sei § := |1/y] < 1. Dann gilt |yz| < 1 genau dann,
wenn |x| < 4 ist. Damit erhalten wir:

[} et mtan] < [ Vet =l

= [ e =Dl ¢ [ e )

|z|<d

< a/ p(dz) +/ v*a? — ya?| p(da)
s<le|<1 2] <6

mit a := sup{|z(e " —1)| : 0 < |z] < 1} < 00. Da |z| < § < 1 ist, folgt weiter

<a / wde)+ 12— [ 2Pulde)
d<|z|<1 |z|<d

Der erste Summand ist nach Lemma 78 endlich, und der zweite nach Voraussetzung 6.1
ebenso, also folgt die Behauptung.

TEIL 3: Betrachten wir uns nun die Laplace Transformierte des mit v getilteten Prozesses
(Z), dann gilt mit der Bemerkung zur Definition 38

07(A) =ez(A+7),

und wir erhalten somit fiir den Exponenten der Laplace Transformierten

log (¢7(\))

=—c(A+7)+ %02()\ +7)? —i—/R (ef()”L'Y)m -1+ AN+vy)zl(|z| < 1)) w(dx)

1
= —(c—a* YA+ 502)\2 + / (e_(AJ”/)x -1+ A +vy)zl(|z| < 1)) p(dx)

R

1
v+ 50272
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Gleichung 6.4 fithrt nun zu

1
= —(c— YA+ 502)\2 + /

(7 — 14 A+ 9)el(lal <1)) plde)
R

— [ = 1+ qat(e] < 1) )

1
= —(c—?P)\+ 502)\2

+/ (e_()"W)x —e 4 Xxl(fx]| < 1)) w(dx)
R
= —(c— YA+ %JQ)\Q

+ / (67()\+7)m —e P+ Nx —ze 7 +xe ") (|z] < 1)) wu(dz)
R

Da [p Mx —ze” ") I(|z| < 1)u(dr) = )\fjll(ac —xe ") u(dz) ist, und da im Schritt 2 gezeigt

wurde, dass fjll x(e™7 — 1)u(dzr) konvergiert, kann das Integral wie folgt zerteilt werden:

+1 1
- — <c — oy +/ (ze™ 7" — 1) u(dx)) A+ 502)\2
-1
+/ (ef()““”m —e 4 e I (|x] < 1)) w(dx)
R
+1 1
- — <c — oy +/ (ze™ 7" — ) u(dx)) A+ 502)\2

-1

+/R (B*M — 14 Xzl(|z] < 1)) e " p(dz)

Setzen wir nun das in Teil 1 konstruierte Lévy MaB fi(dx) ein, so erhalten wir
+1 1
=— <c — o2y +/ z (e —1) u(dx)) A+ 502)\2
~1
+/ (e*’\x — 14+ Xel(jz| < 1)) a(dx)
R

Damit besitzt die Laplace Transformierte des getilteten Prozesses wieder die Form eines Lévy
Prozesses mit der Lévy Dichte fi, Brownscher Bewegung mit Varianz ¢ und linearem Drift

+1
E=c—o’y+ / z (e — 1) p(dz).
-1

Bemerkung Falls das Lévy Ma p eines Lévy Prozesses (Z;)icr, endlich ist, dann gilt
offenbar

/le zp(dr) < .

-1
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Damit vereinfacht sich die Laplace Transformierte des Prozesses zu
1
¢z(A) = exp <—C)\ + 502)\2 +/ (67’\”‘4 — 14+ Xxl(]z| < 1)) N(d$)>
R

1
= exp (—c’)\ + —o?\? +/ <e*’\x - 1) ,u(dw))
2 R

wobei ¢ 1= ¢ — jll zp(dx) ist. Somit wurde die Kompensation der kleinen Spriinge aus dem
Prozess wieder mit in den linearen Drift eingerechnet. Damit stellt ¢ nunmehr auch den
unverfilschten linearen Drift des Compound Poisson Prozesses dar.

Der getiltete Prozess (Zt)te]R . besitzt nach Satz 82 als Laplace Transformierte die Dar-
stellung

+1 1
0z (A) =— <c — oy + / z (e —1) ,u(dac)) A+ 502)\2
~1

+ /]R <e_)"3 -1+ Xxl(|z] < 1)) fi(dz)

Setzen wir nun ¢ ein, und ziehen die (endliche) Kompensation aus dem zweiten Integral
heraus, dann erhalten wir

+1 1
=— <c/ — o2y +/ xe”ﬂu(dx)) A+ 502)\2
-1

+1

+/R<6—M— 1) fi(dx) +/1 Azfi(dz)

=—(d—a*y) A+ %(72)\2 +/ (e*’\x — 1) a(dx)

R
+1 +1
—)\/ xe u(dr) —i—)\/ z(dz)
= R

Die beiden letzten Summanden addieren sich gerade zu Null auf, und so folgt

=—(d—a*y) A+ %O‘Q)\Z +/ (e_)‘x - 1) a(dx)

R
In dieser einfacheren Darstellung fiir den Fall eines endlichen Lévy-Mafles erkennen wir auch
sofort die schon behandelten Fille eines Compound Poisson Prozess und einer Brownschen
Bewegung wieder; es wird also wieder das IntensitéitsmaBl getiltet, und der Lineare Drift ¢/
wird durch ¢ — o2 ersetzt. O

6.4 Beispiele

Es dréngt sich jetzt natiirlich auch die Frage nach einem nicht-trivialen Beispiel fiir die Zer-
legung eines Lévy Prozesses auf — insbesondere fiir die Beschreibung des getilteten Prozesses,
der das Anfangsstiick der Zerlegung darstellt. Die Theorie wurde in Satz 82 schon vorbereitet;
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in der Praxis stehen wir jedoch vor dem Problem, ein v zu finden, das Gleichung 6.4 erfiillt.
Wir wollen uns deshalb auf den Fall einer endlichen Lévy Dichte, sprich eines Compound
Poisson Prozesses mit Brownscher Bewegung, beschrianken.

Sei also (Z;) ein Lévy Prozess mit endlicher Lévy Dichte p. Wie wir in der vorigen Be-
merkung gesehen haben, besitzt der Prozess dann eine Laplace Transformation

vz(A\) = exp (—c)\ + %0'2)\2 + /]R <e_)‘”” — 1) u(dm))
Und die Laplace Transformierte des getilteten Prozesses (Zt) ist gegeben durch
©5(A) = exp <—6)\ + %02)\2 + /R <e*)‘m - 1) ﬂ(dx))
wobei der Drift ¢ = ¢ — 0?7 ist, und i das mit dem Parameter v getiltete Intensititsmaf ist.

Beispiel: Poisson Prozess mit Brownscher Bewegung

In dem ersten Beispiel betrachten wir den Fall eines Lévy Prozesses (Z;), der aus einem
Poisson Prozesses mit Sprungrate o = 2(6:71371) ~ 2.373 und linearem Drift ¢ = —1 besteht,
und von einer standard Brownschen Bewegung (also mit Varianz o = 1) iiberlagert wird.

Die Laplace Transformierte ist dann gegeben durch

oz = exp (A 27+ oS - )

Offenbar ist mit v = 1 eine Losung der Gleichung ¢z (v) = 1 gegeben. Wie wir in Abschnitt 1.3
gesehen haben, ist dieses v bis auf die trivialen Lésung 0 eindeutig.

Damit kénnen wir nun die Verteilung des getilteten Prozesses bestimmen. Der Drift ¢ ist
gegeben durch

c=c—7vy=-—2

Da das Intensitdtsmafl des Compound Poisson Prozesses nur eine einpunktige Masse in 1
besitzt, ldsst sich auch sofort die Sprungrate des getilteten Prozesses angeben:
-3

~: - = — = .
a—=¢c¢ Ta 20— e) 0.873

In diesem Beispiel konnen wir zwei interessante Phinome beobachten: Einerseits wird der
lineare Drift kleiner, und andererseits nimmt auch die Sprungrate ab. Beide Beobachtungen
decken sich allerdings mit der Intuition: Der getiltete Prozess besitzt einen negativen Drift
im Gegensatz zum Ausgangsprozess. Da eine Brownsche Bewegung ein Bestandteil des Pro-
zesses ist, verindert sich der lineare Drift (Vergleiche hierzu das Kapitel iiber die Brownsche
Bewegung.). Und da der Poisson Prozess ausschliefflich positive Spriinge der Grofie 1 besitzt,
nimmt auch hier die Sprungrate ab, so dass auch der Sprungprozess zu dem negativen Drift
von (Z;) beitrigt.
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Beispiel: Negativer Poisson Prozess mit Brownscher Bewegung

Um das vorige Beispiel noch etwas zu erleuchten, untersuchen wir nun eine dhnliche Konfigu-
ration. Allerdings soll der Sprungprozess diesmal nur negative Spriinge der Grofie 1 besitzen;
es handelt sich also um einen negativen Poisson Prozess.

Sei also (Z;) ein Lévy Prozess bestehend aus einem negativen Poisson Prozesses mit Sprun-
grate a = ﬁ ~ 0.291 und linearem Drift ¢ = 1, der von einer standard Brownschen Bewe-
gung (also mit Varianz o = 1) iiberlagert wird. Die Laplace Transformierte ist dann gegeben

durch

pz(A) = exp (—A + %AQ + ﬁ(& - 1)>

Wieder 16st v = 1 die GLeichung ¢z(v) = 1, und wir erhalten diesmal fiir den linearen Drift
¢ des getilteten Prozesses

c=c—v=0.

Da das Intensitdtsmafl des Compound Poisson Prozesses seine gesamte Masse auf dem Punkt
—1 legt, konnen wir die Sprungrate des getilteten Prozesses ermitteln durch

e
a=¢ea=———~0.791
2(1—e)

Auch in diesem Beispiel ist der lineare Drift kleiner geworden, aber diesmal hat die Sprun-
grate zugenommen; dies erkldrt sich dadurch, dass der Sprungprozess nur negative Spriinge
besitzt, und somit eine Vergtferung der Sprungrate den gesamten getilteten Prozess den
negativen Drift verstikrt.

Beispiel: Brownscher Bewegung mit normalverteilten Spriingen

Als letztes Beispiel wollen wir uns einen Compound Poisson Prozess betrachten, dessen In-
tensitéitsmafl gerade die Normalverteilung ist. Dieser wird dann wieder von einer Brownschen
Bewegung mit Drift {iberlagert. Damit erhalten wir fiir den Prozess (Z;) folgende Laplace
Transformation:

1 1 z?
A) =exp [ —cA + =\2 +/ e ™M 1 e_Tdac>
¢z(A) = exp < 5 A ( ) o

Das Integral ergibt gerade exp(A;) — 1, also erhalten wir
1., 22
= exp —c)\+§)\ +ez —1

Setzen wir fiir den linearen Drift nun ¢ := /e — % ~ 1.148 an, dann ist gerade v = 1 die
positive Nullstelle des Exponenten der Laplace Transformierten. Dann besitzt der gesamte
Prozess natiirlich einen positiven Drift der gegeben ist durch

1
EoZ1 = c+ /:U,u(dx) = e — 7~ 1.148
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Aber sowohl die Brownsche Bewegung als auch der Sprungprozess mit Spriingen normal-
verteilter Grofie ermoglichen auch Abwértsbewegungen des Prozesses, so dass das globale
Infimum nicht fast sicher trivial im Startpunkt liegt.

Fiir den getilteten Prozess (Z;) erhalten wir dann den linearen Drift

3
520—7:\/5—5%0.148

und das Intensitatsmaf}

_ . 2 Ve @e?

a(dr) =e ,u(dac)—\/%e e 2—\/%6 2
Damit hat sich die Sprungrate (die sich aus [ ji(dz) ergibt, sieche Abschnitt 4.2) von 1 auf /e
erhoht, und zuséatzlich hat sich das Zentrum der Normalverteilung aus Null heraus nach —1
hin verschoben. Der Sprungprozess von (Zt) besitzt also einerseits eine groflere Sprungrate
und zusétzlich werden negative Spriinge verstirkt begiinstigt. Damit besitzt der Prozess (Zt)
den Gesamtdrift

E021:E+/xﬁ(dx):\/é_g_\/g:_;

6.5 Offene Fragen und Probleme

Es stellt sich natiirlich wieder die Frage, ob die Bedingung (Grp) notwendig ist fiir die Existenz
eines getilteten Prozesses, oder ob sie nicht abgeschwécht werden kann durch

1. lim Z; = co fast sicher
t—o0

1
und 2. )\lim —cA + 502)\2 +/ <e*)‘m — 1+ Azl(|z| < 1)) p(dx) = oo

R
Eine solche Vermutung ist plausibel: Die erste Bedingung fordert einen positiven Drift des
Prozesses, und die zweite Bedingung stellt sich, dass der Prozess sich auch mit positiver Wahr-
scheinlichkeit nach unten bewegt (vergleiche den Beweis der Bedingung (Grp) in Lemma 81).

Fin weiteres Problem ist die Tatsache, dass Satz 82 zwar eine Darstellung des getilteten
Prozesses angibt — einen nicht trivialen Lévy Prozess zu tilten stellt allerdings kein einfaches
Unterfangen dar. Denn allein eine geschlossene oder numerische Losung der Gleichung 6.4 zu
bekommen, kann beliebig schwierig werden.

Rufen wir uns eine getiltete Brownsche Bewegung mit Drift und einen getilteten Com-
pound Poisson Prozess in das Gedéchtnis. Wir wissen, dass der erste Prozess wieder eine
Brownsche Bewegung ist, deren Drift allerdings das Vorzeichen gewechselt hat. Im zweiten
Fall blieb der lineare Drift erhalten, es wurden nur die Spriinge umgewichtet, und die Sprun-
grate verdndert. Nun stellt sich natiirlich die interessant Frage, wie das Tilten auf die Pfade
eines Lévy Prozesses wirkt, der sehr viele kleine Spriinge besitzt.

Ein moglicher Ansatz, um den linearen Drift eines Lévy Prozesses (Z;) zu bestimmen, ist
die Konvergenz von

lim1/tZ
lim 1/t2,;
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zu untersuchen, da der Grenzwert die Steigung im Punkt 0 angibt. Falls (Z;) eine Brownsche
Bewegung ist, dann fiihrt dieser Ansatz jedoch nicht weit, da mit (Z;)ier, auch (tZ;)ier,
eine Brownsche Bewegung ist, und somit der Ausdruck nicht konvergiert. Falls es sich jedoch
um einen Compound Poisson Prozess handelt, dann ist dieser Ansatz erfolgreich, und man
erhalt

lim1/tZ;, =
lim1/t2;, = c

wobei ¢ der lineare Drift in der Darstellung 65 ist (Siehe Proposition 1.2 in [Ber96]). Allerdings
haben wir hier das Verhalten des Drifts schon gekléart.

Eine Aussage dieser Art iiber einen allgemeinen Lévy Prozess steht noch aus und scheint
sehr schwierig zu sein. Es ist auch fraglich, ob iiberhaupt eine derartiger Satz fiir einen Lévy
Prozess existiert, denn wie oben bemerkt wurde, verhélt sich alleine schon der lineare Drift
sehr unterschiedlich, je nachdem ob eine einfache Brownsche Bewegung oder ein Compound
Poisson Prozess vorliegt.
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