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1 Konstruktion der BP-Modulspektren P(n)

1.1 Bordismentheorie mit Singularititen - Uberblick

Bordismentheorien sind geometrisch definierte verallgemeinerte Homologie- und Cohomologietheo-
rien, die in Analogie zur klassischen singuldren Homologie- bzw. Cohomologie definiert werden
konnen. In der klassischen Homologie betrachtet man stetige Abbildungen f : A — X  kompakter,
randloser simplizialer Komplexe“ A in den zu untersuchenden Raum X, Zykel genannt, unter Iden-
tifikation solcher Zykel f1 : A1 — X, fo : Ay — X, die sich stetig auf einen kompakten simplizialen
Komplex A mit ,0A = A; II —Ay* fortsetzen lassen. Bordismentheorien erhilt man, indem man
iiberall simpliziale Komplexe durch differenzierbare Mannigfaltigkeiten (evtl. mit einer zusitzlichen
Struktur, z.B. einer Orientierung 0.A.) ersetzt. Erstaunlicherweise sind die Koeffizientengruppen und
Operationenalgebren dieser Theorien in vielen Fillen berechenbar (vgl. [St]). Die klassische Kon-
struktion der Fundamentalklasse einer (im geeigneten Sinne orientierten) Mannigfaltigkeit definiert
iiberdies eine natiirliche Transformation in die gew6hnliche Homologie mit geeigneten Koeffizienten-
gruppen, die sogenannte Thom-Reduktion.

Wir werden uns im folgenden mit der Bordismentheorie MU, (—) , komplex-orientierter* Mannigfal-
tigkeiten, bzw. deren p-lokaler Form BP.(—) fiir eine fest gewihlte Primzahl p, beschiftigen. Die
genaue Definition dieser , komplexen Orientierungen® findet man z.B. in dem Buch von Stong. Dort
(oder — etwas moderner — in [R]) wird auch gezeigt, da MU, ein Polynomring Z[z1,x2,...] mit
x; € mo;(MU) ist. Das kartesische Produkt von Mannigfaltigkeiten definiert eine Ringspektrenstruk-
tur auf MU. Die Thom-Reduktion T': MU — H fiihrt in diesem Fall in die gewthnliche Homologie
mit Koeffizienten in Z.

Bordismentheorien von ,,Mannigfaltigkeiten mit Singularititen* wurden erfunden um diesen Mor-
phismus 7' : MU — H zu faktorisieren. Ist I = (Py, Py, ..., P,) C MU, ein reguléres Ideal, so liefert
eine Konstruktion, die der Idee nach auf Sullivan zuriickgeht, deren Ausarbeitung aber auf Baas
(vgl. [Ba]) warten mufte, intermediére Theorien MU(Py), MU(Py, Py), ..., MU(Fy, Py, ..., P,) mit
m(MU(Py, ..., P,)) =MU,/(Po,...,P,) und eine Faktorisierung von T : MU — H in der Form

m MNn

MU —2 MU(Py) MU(Py, ..., P,) H.

Diese Theorien sind MU-Modultheorien und (zumindest wenn MU, /(Pp) in jeder Dimension endlich
ist, vgl. [W76], 3.18) durch Cofaserfolgen (die Baas-Sullivan-Folgen)

Py

MU(P, ..., P;) MU(P, ..., P;)

Oit1 Ni+1

MU(F, ..., Piy1)

verbunden.

Die genaue Definition einer Mannigfaltigkeit mit Singularititen — im folgenden als MmS ab-
gekiirzt — vom Typ (P,...,P,) ist ziemlich technisch und wird hier nicht gebraucht. Die oben
erwithnte MU-Modulspektrenstruktur auf den MU(P, ..., P,) folgt sehr leicht aus der geometrisch-
kombinatorischen Definition der MmS. Schwierig ist es dagegen, je zwei MmS M; und M; eine
ebensolche MmS M; x M als Produkt zuzuordnen (vgl. dazu [Mi], [Mo]). Eleganter funktioniert die
Konstruktion einer Ringspektrenstruktur auf diesen verallgemeinerten Bordismenspektren — zumin-
dest in interessanten Fillen — mit den Methoden von Wiirgler ([W77], wenngleich der dort gegebene
Beweis der Assoziativitiit trugschliissig ist). Seine Methode hat den Vorteil, keinen direkten Bezug



auf die geometrische Definition zu nehmen. Er benétigt allerdings das Lemma von Johnson-Wilson-
Morava ([J-W], Appendix), das die MU-Modulspektrenstruktur der MU(F,, ..., P;) betrifft.

Tatséchlich legen die Baas-Sullivan-Folgen eine rein homotopietheoretische Konstruktion der Spek-
tren MU(P,...,P;) nahe: Man definiere einfach MU(Py, ..., P;) rekursiv als Cofaser der P;-
Multiplikationsabbildung MU(Py, ..., P;i—1) — MU(Fy, ..., P;—1). Damit das méglich ist, zeige man
(aus dieser Definition und ebenfalls rekursiv), dafl das so definierte Spektrum MU (P, ..., P;) wieder
ein MU-Modulspektrum ist und dafl das Johnson-Wilson-Morava Lemma fiir diese Modulspektren-
struktur gilt. Man benutze schliellich die Methoden Wiirgler’s dazu, vertrigliche Ringspektrenstruk-
turen auf den MU(F, ..., P;) anzugeben.

Dieses Programm werden wir — fiir schone Singularitdtenfolgen — im folgenden ausfithren. Wir neh-
men dazu an, daf§ auf R := MU(P,,...,P;) eine Ringspektrenstruktur bereits konstruiert sei und
definieren M = MU(Py, ..., P;y1) als Cofaser der P;11-Multiplikationsabbildung YIPi+1lR — R Wir
setzen voraus, dal P;;1 in R, nicht nur kein Nullteiler, sondern auch invariant sei. Wir konstruieren in
Abschnitt 1.3 eine R-vertriagliche R-Modulspektrenstruktur auf M und zeigen das Johnson-Wilson-
Morava-Lemma. In Abschnitt 1.4 adaptieren wir die Methoden Wiirglers und konstruieren dann in
Abschnitt 1.5 eine vertrigliche Ringspektrenstruktur auf M.

Unsere Voraussetzungen an R sind dabei zwar ziemlich stark, aber immerhin von den Spektren BP
und P(n), n > 1, erfiillt. BP, das sogenannte Brown-Peterson-Spektrum, ist ein direkter Summand
der p-lokalisierten komplexen Bordismentheorie MU ;). Am elegantesten definiert man BP als Bild
des Quillen-Idempotents MU,y — MU, (d.h. als darstellendes Spektrum der Bildtheorie), BP kann
aber auch als p-lokalisierte Form einer Bordismentheorie mit Singularitdten konstruiert werden. Dies
ist sogar die Definition, die man normalerweise wihlen muf, wenn man ,, BP-Theorie mit Singula-
ritdten” definieren will. BP, enthélt invariante reguldre Ideale I,, = (vg,...,v,—1) und man setzt
P(n) = BP(vo,...,vp—1). Um eine von der Geometrie unabhéngige Konstruktion der Ringspektren
P(n) (fiir alle Primzahlen p) wird es im folgenden gehen.

Wir fassen die Eigenschaften von BP, die wir zur Konstruktion der BP-Algebrenspektren P(n) brau-
chen werden in folgendem Satz zusammen. Die verwendeten Begriffe werden danach kurz erldutert.

(1.1.1) Satz. (vgl. hierzu z.B. [R], 4.1-4.3) Zu jeder Primzahl p existiert das Brown-Peterson-
Spektrum BP.

(a) BP ist ein kommutatives Ringspektrum mit dem Koeffizientenring BP, = Z,)[v1, vz, .. .] mit
‘Ui| = 2(171 - 1) Wir setzen Vg = P.

(b) BP,.(BP) ist eine Polynomalgebra BP[t1,ta,...] mit [t;| = 2(p* — 1).
(¢) Der Kroneckerhomomorphismus
BP*(BP) — Homgp, (BP, (BP), BP")

ist ein Isomorphismus.

(BP,,BP.(BP)) ist auf kanonische Weise ein Hopf-Algebroid (da BP.(BP) BP,-frei ist) und mit
I, = (vo,v1,...,0n—1) C BP, gilt:

(d) I, ist invariant, d.h. es ist nr(I,) C I, - BP(BP).

Ein paar Erlduterungen und Erinnerungen sind hier am Platz. Ausfiihrlicher ist dies alles in [A],
Ch. 9, [Sw], Ch. 13, und/oder [R], Ch. 2.2, dargestellt.

Zunéchst verstehen wir unter einem Ringspektrum ein Spektrum R mit einem Produkt m : RAR —
R und einer Einheit i : S — R, sodal m(m Aid) = m(id A m) und id = m(i A id) = m(id A7) ist.
Kommutativitat der Multiplikation wird nicht vorausgesetzt.



Ist R ein Ringspektrum, so ist R, = R~ * ein Ring und R.(—) = m«(R A —) und R*(—) = [—, R]..
nehmen ihre Werte in der Kategorie der zweiseitigen R.-Moduln an. Ist M mit der Operation
v:RAM — M ein linksseitiges R-Modulspektrum, so sind M, (—) und M*(—) auf natiirliche Weise
R.-Linksmoduln. Genauso bei Operation von rechts.

Auf R, (R) ist durch die Zusammensetzung

R.(R)® Ru(R) —— R.(RAR) —— R.(R)

eine Multiplikation definiert (das Pontrjagin-Produkt). A ist dabei das duflere Homologieprodukt.

R.(R) wird damit zu einer zweiseitigen R.-Algebra, mit der Linkseinheit
nr = m(id Ad) : Ry — Ry(R),

der Rechtseinheit
Nr :=m(i Aid) : Re — R.(R),

einer Augmentationsabbildung
€:=m(m) : Ri(R) — R,

und einem kanonischen Antiautomorphismus

¢: R.(R) — R.(R),
der von der Vertauschungsabbildung T7': RA R — R A R induziert wird.
Ist R.(R) ein flacher R.-Modul, so ist die natiirliche Transformation

7, (IdAmAid)

R.(R)®p. Ri(X) ——— R.(RAX)
ein Isomorphismus. (R, operiert hier auf R.(R) iiber die Rechtseinheit ng). Der Morphismus

idAiAid

RANR=ZRASAR RARAR

induziert damit in der Homotopie ein Coprodukt A : R, (R) — R.(R) ®r, R.(R).

Falls die Multiplikation auf R kommutativ ist, sind diese Abbildungen multiplikativ und definieren
auf dem Paar (R, R.(R)) die Struktur eines Hopf-Algebroids, d.i. ein Cogruppoid-Objekt in der
Kategorie der R,-Algebren (vgl. [R], Appendix I).

Ein Ideal I C R, heifit nun invariant, falls nr(I) C I- R, (R) ist. Ein Element v € R, heifit invariant,
falls das von v erzeugte Ideal invariant ist.

Bleibt noch zu erkliaren, wie der Kroneckerhomomorphismus zustande kommt. Dieser ist ein Spezi-
alfall des Slant-Produkts, das im folgenden ebenfalls gebraucht werden wird.

Fiir beliebige Spektren E, F'; X und Y ist

EX(XAY)® F(Y) —— (EAF)*(X)

folgendermafien definiert. Sei a« € E*(X AY), § € Fi(Y). Dann ist a/F € (E A F)*(X) die Zusam-
mensetzung

idAB AT anid
X2XANS —— XAFAY —— XAYANF —— EAF.
Wir benétigen einige Eigenschaften dieses Produkts:

Sind f: X' — X und g: Y — Y’ gegeben und «, 3 wie oben, so ist (f Aid)*(«)/8 = f*(a/B) und
a/(g«(B)) = (id A g)*(a)/B.
Sind 0: E — E' und 7: F — F’ gegeben, so ist (o A T)(a/B) = (o) /(T5).



Ist eine Paarung v : E A F — E gegeben, so schreiben wir o/f fiir v(a/f3).

Wir interessieren uns im folgenden nur fiir den Fall, daf3 F' ein Ringspektrum und E ein F-Rechts-
Modulspektrum ist. Fiir z € F, und «, § wie oben gelten dann die Rechenregeln

(az)/B =af(zB), (za)/Bf=z(a/B) und (a/B)z=a/(Bz).
Wir erhalten damit eine natiirliche Transformation
EX(X AY) —— Homp, (F.(Y), E*(X))
via AM(a)(8) = a/p.

Der Kroneckerhomomorphismus

E*(Y) —— Homp, (F.(Y), E*)

ergibt sich hieraus nach Definition fiir X = S.



1.2 Voraussetzungen und erste Folgerungen

(1.2.1) Voraussetzung. R sei ein Ringspektrum, v € R,. Die folgenden Bedingungen seien
erfiillt.

(I) R.(R) sei mit dem Pontrjagin-Produkt eine freie, kommutative R.-Algebra.

(IT) Der Kroneckerhomomorphismus
R*(R) —— Homp, (R.(R), R*)
sei ein Isomorphismus.

Sei n = |v| der Grad von v (als Element von R.). Wir setzen ¢ = m(v Aid) : ¥*"R — R und
definieren M, n und 9 durch die Cofaserfolge

(1.2.A) ceh —— YR ¢ R i M o 2n+1R - ...

Dann gelte weiter:

(III) v sei kein Nullteiler von R..
(IV) v sei invariant.

(V) Es gelte m(v Aid) = m(id Av). nm : RA R — M sei kommutativ.
Wir kommen zu den ersten Folgerungen.
(1.2.2) Lemma. Gelten (I) und (II), so ist

R*(X A R) —— Homp, (R.(R), R*(X))

ein nattrlicher Isomorphismus.

Beweis: (I) impliziert, da8 die rechte Seite eine Cohomologietheorie ist. Die Natiirlichkeit von A
ergibt sich aus der Natiirlichkeit des Slant-Produkts. Bleibt also nur noch zu zeigen, dafl A fiir X = S
ein Isomorphismus ist und dies ist gerade die Aussage von (II). O

(1.2.3) Lemma. ¢, : R.(R) — R.(R) ist durch Multiplikation mit ng(v) gegeben.

Beweis: ¢, ist mit der Konjugation ¢ : R.(R) — R.(R) und der Homologieoperation ¢ : R.(R) —
R.(R) durch ¢, = cpc verbunden. Deswegen ist ¢, () = c(p(c(x))) = e(ve(z)) = c¢(v)x = nr(v)z. O

(1.2.4) Satz. Seien R und v wie in 1.2.1. Dann gilt:

(a) Die Sequenz

ist exakt.

(b) Fiir jedes X besteht das Bild von
(id A ¢)* : R"(X AR) — R*(X AR)

nur aus durch v teilbaren Elementen.



(¢) Die Sequenz

[
0— R (RA...AR) —— R*(RA...AR) —— M*(RA...AR)—0

ist exakt.
(d) Die Sequenz

(idA...AidAD)* (idA...AidAR)*
M*(RA...ANM)

0— M*(RA...AR) M*(RA...AR)—0

ist exakt.

Beweis: a) folgt unmittelbar aus (III), da ¢ Multiplikation mit v induziert.

1.2.2 reduziert b) auf die Behauptung, dafi jedes Element aus im [¢, : R.(R) — R.(R)] durch v
teilbar ist. Dies folgt aus der Invarianz von v mit 1.2.3.

¢) folgt daraus, dafi Multiplikation mit v auf R*(R A ... A R) injektiv operiert. Dies zeigt man
durch Induktion nach der Anzahl der Smash-Produkt-Faktoren mit 1.2.2 und (I). Demnach ist
nidmlich R*(R A X) isomorph zu einem Produkt dimensionsverschobener Kopien von R*(X). Der
Induktionsanfang ergibt sich aus a).

Aus b) folgt, dafl

im[(idA...AidA@)*: R"(RA...AR) — R*(RA...AR)]
C im[¢:R*(RA...AR) — R*(RA...AR)]

ist. In dem kommutativen Diagramm

¢
0— R*RA...AR) —— R*(RA...AR) —— M*(RA...AR)—0

(id/\”./\id/\¢)*l (id/\.../\idmﬁ)*l (id/\.../\id/\¢)*l
¢
0— R*(RA...AR) —— R*(RA...AR) —— M*(RA...AR)—0

sind auerdem nach c¢) die Zeilen exakt. Man sieht damit, dafi (idA ... AidA¢)* : M*(RA...AR) —
M*(RA...AR) null ist und dies impliziert d). O

1.3 Konstruktion der Modulspektrenstruktur

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dafy auf M eine vertriagliche R-Modulspektrenstruktur v : RAM —
M definiert werden kann und daf fiir diese das verallgemeinerte Johnson-Wilson-Morava-Lemma
gilt, falls R, in geraden Dimensionen konzentriert ist.

Dabei nennen wir eine R-Modulspektrenstruktur v : RAM — M vertréglich, falls sie das Diagramm
idAg idAn idAd
Y"RAR —— RAR —— RAM —— S"MRAR

(1.3.A) = gl |

@ n 2]
>R ———» R — M —— YntlR

kommutativ erginzt. Der Beweis des folgenden zentralen Lemmas wird eigentlich erst nach der
Lektiire von Abschnitt 1.4 verstédndlich.

(1.3.1) Lemma. FEs existiert eine assoziative Fillung von 1.5.A.



Beweis: Wihle ein v : RAM — M das 1.3.A kommutativ ergénzt. Ein solches v existiert, da nach
(V) das bereits existierende Quadrat kommutiert und beide Zeilen des Diagramms Cofaserfolgen
sind. Wir zeigen daf ein v € M*(R A M) existiert, fiir das ¥ = v — « assoziativ ist. Aus der
Konstruktion von v wird auch ersichtlich sein, dal 7 ebenfalls eine Fiillung von 1.3.A ist.

Sei A=v(idAv)—v(mAid) € M*(RA R A M) der Assoziativitidtsdefekt von v. Da m assoziativ
ist und v(id A n) = nm gilt, ist

(idAidAn)*(A) = 0.
Also existiert ein B € M*(RA R A R) mit
(idAidA9)*(B) = A
Dabei ist 0B =0, da 0 : M*(RA RA R) — R*(RA R A R) nach 1.2.4c) null ist.
Nun ist
v(idAB) — B(mAidAid) + B(id Am Aid) — BidAidAm) = 0,
denn

(idAid Aid A 9)* (v(id A B) — B(m Aid Aid) + B(id Am Aid) — B(id A id A'm))
v(idANA) — A(m AidAid) + AIld Am Aid) — AGId Aid A v)
= v(idAv(idAv)) —v(idAv)(mAidAid) +v(id Av)(id Am Aid) — v(id Av)(id Aid A v)
— v(idAv(mAid)) +v(mAid)(m Aid Aid) —v(m Aid)(id Am Aid) + v(m Aid)(id Aid A v)
= v(idAv(idAv)) —v(imAv)+v(id Av(m Aid)) —v(id Av(id Av))
— v(AdAv(mAid)) +v(m(m Aid) Aid) — v(m(id Am) Aid) + v(m A v)

I
=

und (id AidAIdAG)* : M*(RARARAR)— M*(RARARA M) ist nach 1.2.4d) injektiv.
Setze C' = B(id ANid Ai) € M*(R A R). Dann ist

B = B(@dAidAm)(id Aid Aid A4)
= v(idAB(idAid A1) — B(id Aid Ad)(m Aid) + B(id Aid A 4)(id A m)
= v(idAC)—-C(mAid) 4+ C(id A m).

Sei v = (id A 9)*(C) € M*(R A M). Da 9C wegen 1.2.4¢) null ist, ist auch 9y = 9(id A 9)*(C) =
(id A 9)*(0C) null. Deswegen ist auch

~(idAy) = C@id A 9v) = 0.

Wir zeigen nun, dal ¥ = v — v assoziativ ist:

v(idAv)—po(mAid) = vidAv)—~@idAv) —v(idA~y) +v(1Ed A7)

— v(imAid)+v(mAid)

= v(idAv)—v(mAid)

— C@dAOv) —v(idAC)id Aid A D) 4+ C(m A D)
A—(idANid A D))" (Cid Am) +v(id A C) — C(m Aid))
A—(idAid A 0)*(B)
0.

AuBerdem ist 7 wegen (id A n)*(v) = 0 und 9 = 0 ebenfalls eine Fiillung von 1.3.A O



Der eben gegebene Beweis scheint auf den ersten Blick nur aus ad-hoc-Konstruktionen und Rechnun-
gen zu bestehen. Die Argumentation wird aber nach Einfithrung der Kokettenkomplexe C5(F, G) in
1.4.4 etwas transparenter. (vgl. Anmerkung 1.4.6. Dort wird auch gezeigt, daf die eben konstruierte
Modulspektrenstruktur im wesentlichen, d.h. bis auf Automorphismen von M, eindeutig bestimmt
ist.)

(1.3.2) Lemma. Jede assoziative Fillung v von 1.3.A ist eine R-Modulspektrenstruktur, d.h. es ist
v(i Aid) = id.

Beweis: Setze § = v(i Aid). Da n : . (R) — 7.(M) surjektiv ist und 6n = v(i A n) = nm(i A
id) = n ist, ist m.(0) : (M) — m (M) die Identitét, 6 nach dem Whitehead-Theorem also eine
Homotopiedquivalenz.

Da aulerdem 0 = v(i Aid) = v(m(i Ai) Aid) = v(i Av(i Add)) = 60 ist, ist 0 = id. O

(1.3.3) Lemma. (Johnson-Wilson-Morava, vgl. [J-W], Appendiz) Ist v eine assoziative Fiillung
von 1.3.A und ist M~' = My null, so ist v(v Aid) = 0.

Beweis: Setze ¢ = v(v Aid). Da n*(¢) = v(v An) = nm(v Aid) = n¢ = 0 ist, ist ) = 0*(¢) mit
1 € M*(R). Dabei ist

(d A ) (v(id AY) —ym) = v(id Ay) —
= v(idAv(vA 1d)) —v(vAv)
v(m(id Av) Aid) —v(v Av)
(
(

v(m(v Aid) Aid) — v(v A v)

= v(wAv)—vwAv) =0,

sodal v(id A ¢)) — pm = 0 ist. Sei § = Yi € M*. Dann ist ¢ = m(id A4) = v(id A ¥i) = v(id A €).
Dabei ist [£] = |[v(id A )| = || = || — 10| = |v]| = (Jv| +1) = —1. Nach Voraussetzung ist also £ = 0,
sodaf auch ¢ = 9*(v(id A §)) = 0 wie behauptet. O

Wir fassen zusammen:

(1.3.4) Satz. Unter den Voraussetzungen von 1.2.1 existiert auf M eine R-Modulspektrenstruktur
v:RAM — M, die 1.3.A kommutativ erginzt. Ist My = M~ null, so operiert v auf M*(—) und
M, (=) trivial.

1.2.2 148t sich nun noch ergénzen:
(1.3.5) Lemma. Das Slant-Produkt induziert einen natirlichen Isomorphismus
A
M*(X NR) —— Hompg, (R.(R), M*(X)).

Beweis: Dies folgt wie in 1.2.2 aus der Isomorphie im Spezialfall X = S. Um diese einzusehen



betrachtet man das kommutative Diagramm

Hier sind die Spalten wegen (I), 1.2.4c) und 1.2.4a) exakt und die ersten beiden horizontalen Mor-
phismen sind nach (IT) Isomorphismen. Die Behauptung folgt mit dem Fiinferlemma. O

Damit kénnen wir 1.2.4 um eine weitere exakte Sequenz ergénzen:
(1.3.6) Lemma. M; = M~ sei null. Dann gilt:

(a) Fiir jedes Spektrum X ist (id A ¢)* : M*(X AN R) — M*(X A R) null.
(b) Fiir jedes X ist die Sequenz

(idno)* (idAn)™

0 —— M*(X AR) M*(X AM) ——— M*(XAR) —— 0

exakt.

Beweis: In 1.3.5 ist (id A ¢)* zu ¢, : R.(R) — R.(R) adjungiert, und im ¢, besteht nur aus durch
v teilbaren Elementen. a) folgt, da vM*(X) fiir jedes X null ist.

b) ist eine unmittelbare Folgerung aus a). O

1.4 Primitive Elemente

Wir kommen nun zur Konstruktion einer Ringspektrenstruktur p : M A M — M auf M, die mit der
R-Modulspektrenstruktur im folgenden Sinne vertréglich ist.

(1.4.1) Definition. Eine Ringspektrenstruktur p: M A M — M heifit zuléssig, falls

idAT Aid VAV
RARANMAM RAMANRANM —— MAM
(14A) id/\id/\;,el Ml
mAid v
RARANM R RAM — M

kommutiert und v = p(n Aid), p(id An) = vT ist. (vgl. dazu [W86], 2.3)

10



Wir kénnen diese Forderung etwas umformulieren. Ry := R A R wird mit der Zusammensetzung

idAT Aid mAm
RANARANRANR —— RARARANR —— RAR
als Multiplikation msy : Ro A R — Ro zu einem Ringspektrum und M A M durch die obere Zeile
von 1.4.A zu einem Ry-Modulspektrum. Die untere Zeile definiert eine Operation Ro A M — M und
unter Ausnutzung von (V) kann man nachrechnen, da§ M damit zu einem Rp-Modulspektrum wird
(vgl. 1.5.1).

Setzen wir £ = Ry, F'= M A M und G = M, so sagt die Kommutativitidt von 1.4.A gerade, daf§ u
im Sinne der folgenden Definition (E, F, G)-primitiv sein soll.

(1.4.2) Definition. Ist E ein Ringspektrum mit der Multiplikation mg : EA E — FE und sind F
und G mit den Operationen vg und vg E-Modulspektren, so heifit ein « € G*(F) (E, F, G)-primitiv,
falls

EAF 2 F

id/\(xl Otl
ENG —— @
kommutiert. Die Menge der (E, F, G)-primitiven Elemente aus G*(F') bezeichnen wir mit Pg(F, G).

Falls G aus dem Zusammenhang klar ist, werden wir es aus der Notation weglassen.

(1.4.3) Anmerkung. Nach dieser Definition ist ein v : F' — G also genau dann (E, F, G)-primitiv,
wenn es E-linear ist. Wir haben trotzdem die etwas umstédndlichere Bezeichnung (E, F, G)-primitiv
gewihlt um mit den Begriffshildungen von [W77] kompatibel zu bleiben.

In den Bezeichnungen dieses Artikels ist nédmlich ein « € h*(BP A P(n)) genau dann ein primitives
Element des (profiniten) A*(BP A BP)-Comoduls h*(BP A P(n)), wenn es in Pgpapp(BP AP(n), h)
liegt (vgl. [W77], 4.7, 4.10).

Ist G wie in [W77] eine BP-Modultheorie mit lokal endlichen Koeffizientengruppen und E = BP, F’
ein BP-Modulspektrum, so hat man nach [W77], Lemma 3.3, einen stetigen natiirlichen Isomorphis-
mus

G*(E)&G*(X) —— G*(EAX)

der auf Elementartensoren durch na® 8 — vg(aAB) gegeben ist. (n: BP — G wird in [W77] mit up
bezeichnet. Man beachte, dai n : E*(F) — G*(F) surjektiv ist.) Die Multiplikation mg : EAE — E
induziert mittels dieser Identifikation auf G*(E) ein Coprodukt A : G*(E) — G*(E) ® G*(E) und
vr: EAF — F eine Cooperation A : G*(F) — G*(E) ® G*(F).

G*(FE) wird dadurch zu einer profiniten Coalgebra und G*(F') zu einem profiniten G*(E)-Comodul.

Wie man problemlos nachrechnet ist G* mit der Cooperation A(a) = 1 ® a ebenfalls ein G*(E)-
Comodul.
In diesem Setting ist dann Pg(F,G) = G* G D(E) G*(F). Dieses Cotensorprodukt ist ja nach Definition
der Kern von
R A®id—id® A .

G*®eG*(F) — G*(E)® g-G*(F).
Benutzt man die Identifikation G* ® ¢~ G*(F) = G*(F), 7i ® a +— a, so liegt ein a € G*(F) genau
dann in G* G D(E) G*(F), wenn vg(id A @) = avp ist, d.h. wenn es primitiv ist.
Dieses Cotensorprodukt (und seine derivierten Funktoren) kann man bekanntlich mit dem Cobar-
Komplex C%,. ) (G*, G*(F)) berechnen (vgl. [R], A1.2.11, A1.2.12). Wir schreiben der Kiirze halber

fiir diesen Komplex C%(F, G).
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Es ist

Cr(F,G) = G*(E)® - &G*(E)&G*(F)
und 6 : C%(F,G) — C5™H(F,G) ist durch
Sl ® - Qap®0B) = MR- a3
+ Ek:(—l)im@---@am®A(ai)®ai+1®---®ak®ﬂ
=1
+ (D)o@ @ ar @ A)

gegeben.

Die profinite Version von [R], A1.2.12, liefert H'(C3(F,G)) = CotoriG*(E)(G*, G*(F)). Insbesondere
ist Pp(F,G) = HO(C4L(F,G)).

Im nun folgenden geben wir eine direktere Konstruktion dieses Komplexes an, die ohne die Voraus-
setzungen Wiirgler’s auskommt.

Seien E, F und G wie in 1.4.2 vorausgesetzt. Wir schreiben E; fiir das i-fache Smash-Produkt
ENn...NE.

Definiere dp : E; N F — E;_1 A F durch

dp = (mpAidA...Aid) = (idAmg AildA ... ALd)+---+
+(=D"Gd A AMd Amp Add) + (=) Gd A ... ATd A vp).

Wie man unter Zuhilfenahme der Assoziativitdt von mg und vg sofort nachrechnet ist

dr dr dr dr
Fe—— EANF «——— ENENF «——— ENENEANF —rn --.

)

dann ein Kettenkomplex, d.h. es ist dpdp = 0. Wenden wir G*(—) auf diesen Kettenkomplex an, so
erhalten wir einen Kokettenkomplex

or o oF or
G*(F) —— G*(ENF) —— G*(ENEANF) —— G*(EANEANEANF) —— .-

mit o = (dF)*
Die Moduloperation E A G — G definiert aulerdem eine natiirliche Transformation

e’

G*(X) —2 G*(EAX)

durch 0g(a) = vg(idAa). Falls E auf G kommutativ operiert, d.h. falls vg(mgAid) = va(meT Aid)
ist, ist g E,-linear. (Dies zeigt eine einfache Rechnung. Diese Bedingung wird in unseren Anwen-
dungen erfiillt sein. dg : G* — G*(E) induziert im profiniten Kontext die G*(E)-Comodulstruktur
A auf G*, vgl. 1.4.3.)

Setze § = 5@ — 5F : G*(Ez A\ F) — G*(EH_l N F) und C}E(F,G) = G*(EZ N F) Fiir ¢ < 0 sei
CL(F,G) = 0.

(1.4.4) Satz. C%(F,G) wird mit dem Differential § : C(F,G) — Cpt (F,G) zu einem Koketten-
komplex.
Dabei ist Pp(F,G) =ker [0 : C}(F,G) — CL(F,G)| = HY(C},(F,G)).

Ist F' ein weiteres E-Modulspektrum und ¢ : F' — F E-linear, so ist die von (id A ... Aid A 9)*
induzierte Abbildung ¥* : C5(F',G) — C3(F,G) eine Kokettenabbildung.
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Beweis: Wie man leicht nachrechnet ist dpdg = dgdg — dgdr. Deswegen ist 06 = dgdg — dgdr —
0pdg + 0pdp = 0.

Die zweite Behauptung folgt, da d(«a) fiir « € G*(F) durch vg(id A o) — avp gegeben ist.

Dafl ¢°® mit § kommutiert, rechnet man ebenfalls einfach nach. O

In allen von uns im folgenden betrachteten Fillen wird Pg(F, G) = H°(C%(F,G)) die einzige nicht-
verschwindende Homologiegruppe von C},(F, G) sein. Grundlage dazu ist der folgende Satz.

(1.4.5) Satz. Fiir jedes Ringspektrum E und jedes E-Modulspektrum G ist H(C%(E, G)) firi >0
null.

Auferdem ist Pr(F,G) =im[ig : G* — G*(E)] = G*.

Beweis: Wir zeigen, dafl der Kokettenkomplex

s s s s
G — G"(E) —— G*(EAE) —— G*(EAEANE) —— -
exakt ist. Tatséchlich kénnen wir eine Nullhomotopie direkt angeben. Definiere dazu H : G*(E;) —
G*(E;_1) durch H(a) = a(id A ... Aid A i) mit der Einheit ¢ : S — E von E. Kurzes Nachdenken
ergibt, dal Hig(a) = 0gH (o) und dpH(a) = +a + Hig(a) ist. Damit ist H6 — 0H = +id. ]

(Mit 1.4.3 erklidrt sich dieser Satz daraus, dal H'(CL(F,G)) = CotoriG*(E)(G*,G*(F)) ist. Fiir
F = E verschwinden die hoheren derivierten Funktoren, da G*(E) (trivialerweise) ein erweiterter
G*(E)-Comodul ist.)

Zum Schlufl dieses Abschnitts noch ein paar Anmerkungen zum Beweis der Existenz einer R-
Modulspektrenstruktur auf M in 1.3.1. Ein hiibsches Nebenergebnis ist der Beweis der wesentlichen
Eindeutigkeit der Modulspektrenstruktur v. Diese Anmerkungen sind aber fiir die weitere Argumen-
tation nicht von Belang und koénnen iiberlesen werden.

(1.4.6) Anmerkung. Wir konnen die Komplexe C5(F,G) dazu benutzen, die Eindeutigkeit der
in Abschnitt 1.3 konstruierten Modulspektrenstruktur v : RA M — M zu beweisen. Dazu nehmen
wir an, da3 v und 7 Modulspektrenstrukturen seien, die 1.3.A kommutativ ergénzen. Insbesondere
ist v = 0v und v(id An) = p(id An). 7 — v ist damit von der Form ¥ = (id A 9)*(y) mit
y€M*(RAR)=CK(R,M),7€ M*(RAM) =Ckx(M,M).

Wir bilden C} (R, M) und C}, (M, M) mit Bezug auf v. Damit ist

o(v) = idAv) —v(mAid) +v(id Av)
= v(idAv),
0(w) = v(@idAv)—p(mAid) + p(id Av)

ES 14

v( )
( )
( ) —
= v(idAD)—F(id A D) —v(mAid) + v(id Av) +F(id Av)
(idAv) —~@{d A OD) + y(id A Ov)

= v(idAv).

Also ist 0 = (%) = §0°(y) = 9°(6()), sodal auch §(y) = 0 ist, da 9° injektiv ist. v ist damit nach
1.4.5 ein Rand: v = §(¢p) mit ¢ € M*(R). Da d : M*(R) — R*(R) nach 1.2.4¢) null ist, ist hierbei
O =0. Sei £ = 9% € C{(M, M) = M*(M). Damit ist §(¢) =7 und 9¢ = 99°(¢) = 9°(9y) = 0.

Sei = id — £ € M*(M). Beachte, daf §(0) = —6(&§) = —7 ist. Dann ist
v(idng) = v(idA0)+75(dA0)
= vAdA0) +5—7(dAE)
= v({AdA0) +75 —~(id A 0E)
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= v({idAO)—0v+0v+7
= d0)+0v+7

= —F+0v+%

= 0Ov.

Bleibt nur noch zu zeigen, daf 6 : M — M eine Homotopiedquivalenz ist. Dies folgt mit dem Satz
von Whitehead, da &n = £0n = 0 ist, sodaBl 7.(0) : M, — M, die Identitét ist. Damit ist gezeigt:

(1.4.7) Satz. Je zwei Modulspektrenstrukturen v, v, die 1.8.A kommutativ erginzen, sind durch
einen Automorphismus 6 : M — M miteinander verbunden. Dabei ist 0, : M, — M, die Identitdt.
O

Nun zu den versprochenen Erlduterungen zum Beweis von 1.3.1.

Ist ein v : RAM — M gewahlt, das 1.3.A kommutativ ergénzt, so konnen wir C%(R, M) und
CH(M, M) formal genau wie eben beschrieben bilden. Diese sind jetzt allerdings keine Koketten-
komplexe, da zum Beweis, da8 62 = 0 ist, die Assoziativitdt von v schon benutzt wurde. Dieselbe
Nullhomotopie wie in 1.4.5 zeigt aber, daf in der Folge

L 3Y;

s s s
M* —— M*(R) —— M*(RAR) —— M*(RARAR) —— ---
kerd C im 9§ gilt. AuBlerdem ist

o* )
(1.4.B) 0 —— CL(RM) —— CH(M,M) —— CH(R,M) —— 0

nach 1.2.4d) exakt. 9° und n* kommutieren mit den Pseudodifferentialen, da aufgrund der Kommu-
tativitdt von 1.3.A v(id A n) = nm und v = m(id A 9) gilt.

Der Beweis von 1.3.1 besteht nun in einer Diagrammjagd in der kurzen exakten Sequenz von Pseu-
dokokettenkomplexen 1.4.B: Der Assoziativititsdefekt A € C%(M,M) geht unter n* auf Null,
da m assoziativ ist. Das eindeutig bestimmte B € C%(R, M) mit 9°(B) = A ist ein Zykel, da
0*(6(B)) = d0°(B) = §(A) ist und sich nachrechnen ldst, dal §(A) null ist. Setze C' := H(B).
C erfiillt §(C) = B, da wie bereits angemerkt ker § C im ¢ ist. Fiir v = 9°(C) gilt schliefllich
6(v) = 0(0°(C)) = 9°(6(C)) = 9*(B) = A.

Die letzte Rechnung im Beweis von 1.3.1 zeigt, da8 #(id A o) — (m A id) — bis auf den Stoérterm
~v(id A ) — durch A — () gegeben ist. Es bleibt also nur zu zeigen, daf v(id A v) verschwindet und

dies folgt leicht aus 1.2.4¢). Dabei ergibt sich dy = 0, was iiberdies nétig ist, wenn 07 = m(id A 9)
weiterhin gelten soll.

Schliellich sei bemerkt, dafl der Beweis von 1.3.3 ebenfalls als Diagrammjagd verstanden werden
kann.

1.5 Konstruktion der Multiplikation auf M

Wir bleiben bei den Bezeichnungen von 1.2.1. v sei eine vertréigliche R-Modulspektrenstruktur auf
M. Auflerdem sei R, in geraden Dimensionen konzentriert, sodaf also auch n = |v| gerade ist.
Insbesondere ist M; = 0, sodafl nach 1.3.3 v(¢ A id) null ist. M*(—) und M, (—) sind damit auf
natiirliche Weise R./(v) = M.-Moduln.

Wir betrachten Ry = R A R als Ringspektrum mit der Multiplikation

idAT Aid mAm
me: RARNRAR —— RARANRAR —— RAR

und R3 = RA RA R als Ringspektrum mit der analog definierten Multiplikation m3 : R3 A R3 — R3.
RAM, MAM und M A R sind Ry-Modulspektren und RARA M, RANM A M, usw. sind R3-
Modulspektren.
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Wie bereits im letzten Abschnitt skizziert fassen wir auch M selbst als Ro- und R3-Modulspektrum
auf. Die Operation RARAM — M ist durch v(m Aid) gegeben, die Operation RARARAM — M
durch v(m(m Aid) Aid).

(1.5.1) Lemma. Diese Operationen definieren Ra- bzw. Rz-Modulspektrenstrukturen auf M.
Opr - M*(X) — M*(R A X) ist M-linear. Insbesondere ist P(_y(—, M) immer ein M,-Modul.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir die Re-Operation. Die Schwierigkeit dabei liegt in der
Vertauschung id A T' A id, die in der Definition der Multiplikation ms (und analog in mg) enthalten
ist.

Wir miissen zeigen, dafl v(mmag Aid) = v(m Av(m Aid)) ist. Die rechte Seite dieser Gleichung lautet
nach Anwendnung der Assoziativitit v(id A v) = v(m Aid)
v(m Aid)(m Am Aid),
die linke
vimAid)(m Am Aid)(id AT Aid Aid).
Aufgrund der Assoziativitidt von m ist (m Aid)(m AmAid) = (mAid)(m Aid Aid)(id Am Aid Aid).
Damit schreibt sich die Differenz der beiden Seiten als

vim Aid)(m Aid Aid)(id A (m — mT) Aid Aid).

Nach (V) ist n(m —mT) = 0, sodaf} ein A: R A R — R existiert mit m — mT = ¢A. Benutzt man
nun, dafl m(v Aid) = m(id Av) ist (vgl. (V)), so ergibt sich m(¢ Aid) = m(id A ¢) = ¢m. Fiir obige
Differenz ergibt sich

vim Aid)(m Aid Aid)(id A (m — mT) Aid Aid)

= v(mAid)(m Aid Aid)(id A ¢ Aid)(id A A Aid Aid)
= v(pAid)(mAid)(m Aid Aid)(id A A Aid Aid).

Dies ist aber Null, da nach 1.3.3 v(¢ Aid) = v(m(v Aid) Aid) = v(v Av) = 0 ist.

Die Linearitét von dys zeigt man dhnlich. a

Wir kommen nun zu den ersten Ergebnissen. Dabei steht durchgéngig P(_y(—) fiir P(_)(—, M) und
C(i)(—) fiir C’(*f)(—,M).

(1.5.2) Lemma. C{(M), Cx,(RAM) und Cy, (M A M) sind in positiven Dimensionen azyklisch
und die folgenden Sequenzen sind exakt:

(a)

0 —— Pr(R) —— Pr(M) —— Pr(R) — 0

(b)
(idno)*® (idAn)*®
0 —— Pr,(RAR) —— Pr,(RAM) —— Pr,(RAR) —— 0

(c)
(onid)® (nAid)®
0 —— Pp,(RAM) —— Pr,(MAM) —— Pr,(RAM) —— 0

Genauso sind auch die entsprechend gebildeten Sequenzen fiir die Rz-Modulspektren R N R A\ R,
RARAM, etc. exakt.
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Beweis: Aus 1.2.4c) und 1.3.6b) ergibt sich unmittelbar die Exaktheit der folgenden Sequenzen von
Kokettenkomplexen:

a. (]
0 —— Ci(R) —— Cp(M) —— Ch(R) —— 0,

(idno)*® (idAn)®
0 —— C5,(RAR) —— Cp (RAM) —— Cp (RAR) —— 0

und
(OAid)*® (nnid)*®

0 —— Ch,(RAM) Cp, (M AM) —— Ch (RAM) — 0.

Nach 1.4.5 sind Cj(R) und C%, (R A R) in positiven Dimensionen azyklisch. Betrachtet man die
zugehorigen langen exakten Homologiesequenzen, so sieht man, dafl dasselbe auch fiir die anderen
beteiligten Kokettenkomplexe gilt.

Die langen exakten Homologiesequenzen reduzieren sich also auf kurze exakte Sequenzen der nullten
Homologiegruppen und dies sind gerade a), b) und c).

Fiir R3-Modulspektren argumentiert man genauso. O

Sei Q :=n0 € M*(M). Da Qv = ndv = nm(id A 0) = v(id And) = v(id A Q) ist, ist Q € Pr(M).
Mit (a1, as,...,a;) bezeichnen wir einen freien M,-Modul mit Basis a1, as, ..., ax.

Es folgt aus 1.4.5, daf§
Pr(R) = (1), Pr,(RAR) = (gm) und Pr,(RARAR) = (mm(m Aid))

ist.

Da in 1.5.2a) beide Randterme frei sind, spaltet diese Sequenz auf und Pr(M) ist ebenfalls frei. Da
9*(n) = Q und n*(id) = n ist, bilden id und @ eine Basis von Pr(M). Es ist also

Pr(M) = (id, Q).

Wie in 1.5.1 iiberlegt man sich, dal v € M*(R A M) und vT € M*(M A R) primitiv sind. Aus
(id A 0)*(nm) = v(id A Q) und (id A n)*(v) = nm folgt also

Pr,(RAM) = (v,v(id A Q)).

Genauso zeigt man

Pr,(M A R) = (WT,vT(Q Aid)).

Wir betrachten schliellich das folgende Diagramm:

(idro)* (idAm)*

Pr,(RAR) Pr,(RAM) Pr,(RAR)
((’)Aid)’l (E)Aid)'l (aAid)'l
(idAD)*® (idAn)*®
(1.5.A) Pry(MAR) —— s Pr.(MAM) —— P, (M AR)
(nAi(l)'l (nAid)'J{ (nAid)'Jr
(idno)*® (idAn)®
Pr,(RAR) Pr,(RA M) Pr,(RAR)

Hier sind alle Zeilen und Spalten nach 1.5.2 kurze exakte Sequenzen. Eine einfache Diagrammjagd
ergibt deswegen den
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(1.5.3) Satz. Sei M = coker [(OAD)*: Pry,(RAR) — Pr,(M AM)]. Dann ist das von 1.5.A
induzierte Diagramm

M —— Pr,(M AR)
l (nAid)'l
(idAn)*®
Pr,(RA M) Pr,(RAR)
ein Pullback-Diagramm. O

(1.5.4) Corollar. Es existiert ein p € Pr,(M A M) mit u(n Aid) = v und p(id An) = vT.

Bs ist Pry(M A M) = (, p(Q A i), u(id A Q). p(Q A Q)).

Die Menge aller ji € Pr,(M A M) mit p(n Aid) = v und p(id An) = vT ist {p+ (@ AQ) |\ €
M=2=2} wobei n = |v|.

Auferdem ist T ebenfalls primitiv.

Beweis: Die Existenz eines solchen p folgt aus 1.5.3, da v(id An) = nm = nmT = vT(n Aid) ist.

Aus 1.5.2¢) zeigt man wie oben, dafl u, u(id A Q), (9 Aid)*(v) = v(OAid) und (9 A id)* (v(iIdAQ)) =
v(0 A Q) eine Basis von Pgr,(M A M) bilden. Wir zeigen, dafl v(0 Aid) = u(Q Aid) ist. Daraus folgt
unmittelbar, dafl auch v(0 A Q) = p(Q A Q) ist.

Es existiert eine Darstellung
w@Aid) = dop+ Mp(AdA Q) + Aav(dAid) + Asv(0 A Q).

Hier ist |A\g| = |A\3| = —n — 1 ungerade, also \g = A3 = 0.

Wir wenden darauf (7 Aid)® an und erhalten 0 = A\v(id A Q), also A\; = 0. Anwendung von
(id An)°*(u(Q Aid)) ergibt vT(Q Aid) = A (0 An). Da v(d An) = gm(d Aid) = nmT(id A 9) =
nm(id AT = v(idAQ)T = vT(Q Aid) ist, ist Ay = 1. (Hierbei wurde von (V) gebraucht gemacht.)

Die Unbestimmtheit von u ergibt sich nun aus (9 A 9)°*(nm) = v(0 A Q) = u(Q A Q) mit 1.5.3. Der
Grad von A ergibt sich schlielich aus |Q| = n + 1.

Daf pT' primitiv ist, ergibt sich aus (V) mit dhnlichen Argumenten wie in 1.5.1. a
(1.5.5) Lemma. Fsist Qu = pu(Q Aid) + p(id A Q).

Beweis: Qu ist wie man sich leicht tiberlegt primitiv. Qu last sich also durch die eben gefundene
Basis ausdriicken. Dabei sind die Koeffizienten von p und pu(Q A @) null, da sie den Grad —n — 1
haben und M~""1 = 0 ist. Die Koeffizienten von u(Q A id) und p(id A Q) bestimmt man durch
Anwenden von (n Aid)® und (id A n)°. O

Wir zeigen als néchstes:

(1.5.6) Lemma. Sei p wie in 1.5.4. Dann sind p(p Aid), u(id A p) € M*(M A M A M) primitiv.
(Genauer: (Rs, M N M N M, M)-primitiv.)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir p(id A ), der andere Fall geht genauso.

Da p primitiv ist, kommutiert das Diagramm

idAT Aid VAV

RANARNMANM —— RAMANRAM —— MAM

id/\id/\pl #l

mAid v

RANRANM _ RAM — M.
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Gefordert ist die Kommutativitéit von

vertauschen VAVAVY

RARNRANMANMANM — RAMARANMANRANM —— MAMAM

id/\id/\id/\#(id/\y)l ;L(id/\,u,)l

m(idAm)Aid v

RANRNRANM —_ RAM —_ M.

Dazu betrachtet man das Diagramm

p(vAid) idAidAp
M — RAMAM RAMANMAM
u(mAp‘)T id/\id/\uT id/\id/\u/\uT
idAT Aid
RARANMANM _— RAMANRANM RAMANRANMANRAM
id/\m/\id/\uT idAid/\m/\uT id/\id/\id/\T/\idT

vertauschen

RANRANRANMAMNMAM RAMANRANRNMMAM —— RAMANRANRANMAM

Das obere linke und das rechte Rechteck kommutieren dabei aufgrund der Primitivitit von u, das
linke untere bei geeigneter Wahl der Vertauschungsabbildung. Die Primitivitit von u(id A ) ergibt
sich wenn man noch beachtet, dafl die obere Kante dieses Diagramms gerade p(id A p)(v Aid A id)
ist. O

Benutzt man nun die exakten Sequenzen

(1dAIdAD)® (idAidAn)®
Prs(RARAM) —— Pr,(RARAR)— 0,

0— Pr,(RARAR)

(idAOAid)® (idAnAid)®
PR;; (R ANM A M)

0 — Pr,(RARADM) Pry(RARAM) =0

und

(OAidAId)® (nAidAid)®
0— Pro(RAMAM) ——— Pr,(MAMAM) ———— P, (RAMAM) —0

so ergibt sich wie oben

(1.5.7) Lemma. Es ist Pry(M AM AM) = (u(id A p), p(Q A p), p(id A p(Q A id)), p(id A p(id A
Q) (@ A (@ N id)), w(@ A p(id A Q)), p(id A p(Q A Q)), Q@ A QA Q)))- g

Wir betrachten den Assoziativitidtsdefekt A = p(id A p) — p(p A id).
(1.5.8) Lemma. A geht bei folgenden Abbildungen auf Null:

(a) MAIdAI)* : M*(MAMAM) — M*(RAMAM).

(b) GdAnpAid)* : M*(MANMANM) — M*(MANRANM).

(¢) GdANidAn)* : M*(M ANMANM) — M*(MANMAR).
Beweis: Benutzt man p(n Aid) = v und p(id A ) = T, so rechnet man nach, dafl A bei diesen
Abbildungen auf v(id A p) — pu(v Aid), p(id Av) — p(vT Aid) bzw. p(id AvT) —vT (A id) abgebildet
wird. Bleibt also zu zeigen, daf§ diese Terme verschwinden. Dazu benutzt man die Primitivitét von

w. Diese besagt
pv Av)Ad AT Aid) = v(m A p).

Schaltet man hier id A 7 A id A id davor, so ergibt die linke Seite (v A id) und die rechte v(id A ),
woraus das Verschwinden des ersten Terms folgt.
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Das Verschwinden des dritten Terms ergibt sich analog bei Davorschalten von ¢ Aid Aid Aid und der
Vertauschungsabbildung (T' Aid)(id A T'). Dal auch der zweite Term null ist, ergibt sich dann durch
Kombination: p(idAv) = p(idAvT)(dAT) = vT (pAid)(idAT) = v(id A p) (T AId)(dAT)(IAAT) =
v(id A p)(T A id) = p(v A1d)(T A id) = p(vT Aid). O

Damit gilt:
(1.5.9) Corollar. Jedes zuldssige Produkt p: M N M — M ist assoziativ.

Beweis: Wir kénnen A als M*-Linearkombination der in 1.5.7 angegebenen Basiselemente von
Pry(M A M A M) schreiben. Wendet man die drei Abbildungen aus 1.5.8 auf diese Darstellung an,
so sieht man, daf alle Koeffizienten bis evtl. auf den von u(QAp(QAQ)) Null sind. Dieser Koeffizient
ist aus M 3773 da |Q| = n + 1 ist. Nach Voraussetzung ist aber M ~3"~3 = (. O

Wir halten die Ergebnisse dieses Abschnitts in folgendem Satz fest:
(1.5.10) Satz. Seien R und v wie in 1.2.1 undv : RAM — M eine vertrigliche R-Modulspektren-

struktur auf M. Fir ungerade k sei R* = 0. Dann gilt:
Es existiert ein zuldssiges Produkt p: M AN M — M. Die Menge aller zuldssigen Produkte ist

{n+2(@QAQ)[Xe M2},
Jedes solche Produkt ist assoziativ. Mit p ist auch uT zuldssig. O

1.6 Die Algebrenstruktur von M, (M)

Wir bestimmen in diesem Abschnitt — so weit das allgemein moglich ist — die Algebrenstruktur
von M, (M). Die Beweise aus [K-W] iibertragen sich unmittelbar.

(1.6.1) Lemma. p: M AM — M sei ein zulissiges Produkt. Dann gilt:

(a) Es existiert ein A € M* sodaff pT = p+AMu(QAQ) ist. Dieses X ist von der Wahl des Produkts
1 unabhdngig.

(b) Fiir alle x € M* ist p(z Aid) = p(id A x).

Beweis: Daf} sich uT in der Form p + Au(@Q A Q) schreiben it ist schon in 1.5.10 festgestellt
worden. Ist [ ein zweites zuliissiges Produkt, so ist — wiederum nach 1.5.10 — i = pu + pu(Q A Q)
mit p € M*. Dann ist
pT = pT+pu(Q@AQ)T
= p+M(QAQ)+puT(QANQ)
= p+pu(@Q@AQ)+p(QAQ)QANQ)+Mu(QANQ)
= p+pu(Q@AQ)+Au(QAQ)
= p+Aa@QAQ)
— i+ MQAQ),
woraus die Eindeutigkeit X’s folgt. (Au(Q A Q) = AG(Q A Q) gilt wegen QQ = 0.)
b) ergibt sich aufgrund der Surjektivitéit von n : R, — M,. x ist deswegen néimlich von der Form
nT, T € R, und wegen Qn = 0 ist
wlaenid) = pT(AdAx)
= pldAz) + Au(Q N Qni)
= p(idAx)
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Wir betrachten nun die beiden kurzen exakten Sequenzen

dp=-v
0 —— R.(R) —" R.(R) —— M.R) —— 0

und

*

* o
0 —— M.(R) —2— M.(M) ——— M,(R) — 0.

Dabei ist die erste Sequenz exakt weil ¢ Multiplikation mit dem Nichtnullteiler v induziert und
R.(R) nach (I) frei ist. Die Exaktheit der zweiten Sequenz ergibt sich aus der Surjektivitét von
7N : Ry(R) — M,(R) mit 1.2.3 und der Invarianz von v: demnach ist ndmlich im ¢, : R.(R) —
R.(R) Cim¢ : R.(R) — R.(R), sodaB ¢, : M.(R) — M, (R) wegen im ¢.n = imne¢, C imne = {0}
null ist.

Aus der ersten Sequenz folgt sofort, dafl M, (R) = R.(R)/(v) ist. Aus der zweiten erhalten wir die
Existenz eines ov € M, (M) mit 0,(a) = 1. Wir nehmen an, dafl eine Multiplikation p: M AM — M
fest gewéhlt sei. Wie in [K-W], Lemma 2.3, erhilt man fiir 2,y € M, (M)

y-r—z-y=MQ)Qy) — Qu(x)Qx(y))-

Daraus folgt zunéchst, dal o mit allen Elementen des Bildes 7, : M.(R) — M, (M) kommutiert. Da
7 : R«(R) — M,(R) surjektiv ist, lafit sich ndmlich jedes Element y dieses Bildes als y = n(n.(7)) =

17(n(y)) mit § € R.(R) schreiben. Damit sind Q(y) = n9n(n.(y)) und Q«(y) = n.0:n.(n(y)) beide
null und der Kommutator ay — ya verschwindet.

Als néchstes zeigen wir, dafl M, (M) = n.(M.(R)) ® a - n.(M.(R)) ist. Dazu reicht es zu zeigen dafl
MJ(R)>z— a-n.(x) e M.(M)
ein Schnitt von 0, : M. (M) — M,(R) ist, d.h. daB 0,(« - n.(z)) = z ist. Aufgrund der Injektivitét

von 7, reicht es zu zeigen, dafl 7. (0s(a - N (7)) = Qx(a - ni(x)) = n(z) ist. Dies gilt, da Q. eine
Derivation ist, die auf im 7, verschwindet, wenn man beachtet, dafl Q. (a) = 1 ist. Damit ist gezeigt:

(1.6.2) Satz. Die durch das Pontrjagin-Produkt definierte Algebrenstruktur auf M,(M) ist kom-
mutativ.

FEs existiert ein o € M. (M) mit Q.(a) = 1. Nach Wahl eines solchen a’s ist
M.(M) = M.(R) ® aM,(R),
wobei M (R) fir das Bild von n, : M. (R) — M, (M) steht. O
Schliefllich gilt noch:
(1.6.3) Lemma. Ist p ein zulissiges Produkt auf M, so ist der Kroneckerhomomorphismus

M*(M) —— Homny, (M, (M), M*)

ein Isomorphismus.

Beweis: Da die Sequenz

* [o
0 —— M.(R) —— M.(M) —— M.(R) —— 0

aufspaltet, ist die Sequenz

0 — Homjy, (M. (R), M*) «——— Homys, (M.(M), M*) «——— Homys, (M.(R), M*) — 0



exakt. Da wegen M, (R) = R.(R)/(v) und M, = R, /(v)
Hompg, (R.«(R), M*) = Homy,;, (M.(R), M™)
ist, ist der Kroneckerhomomorphismus

M*(R) —— Homyy, (M.(R), M)
nach 1.3.5 ein Isomorphismus. Die Natiirlichkeit des Kroneckerhomomorphismus liefert dann zusam-

men mit dem Fiinferlemma die Behauptung. O

Da M,(M) frei ist, sind die iiblichen Strukturabbildungen 7y, ng, €, ¢ und A definiert. Fiir diese
gilt:

(1.6.4) Satz. Sei uT = p+ Iu(Q A Q), A € M*. Dann gilt:

(a) nr, nr, und ¢ sind multiplikativ.
(b) Fiir alle x,y € M.(M) ist

e(zy) = e(x)e(y) + Ae(Qu(2))e(Qy).-
(c) Fir alle z,y € M,(M) ist
Azy) = Ax)Ay) — Tal(d @ Q)A(@)][(Q« @ id)A(y)].

Hierbei ist Tax(z ®@y) = 2nr(A) @ y = 2 @ np(N)y.

Beweis: a) ist unproblematisch und bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Fiir b) erinnert man sich, daf§ das Pontrjagin-Produkt xy nach Definition von der Zusammensetzung

idATAid

SESAS — s MAMAMAM — "5 MAMAMAM — MAM
repriasentiert wird. Damit ist
e(@y) = plpAp)dAT Aid)(z Ay)

= ppAid)id A pAid)Gd AT Aid)(z Ay)

= pulpANid)Gd A pT Aid)(z Ay)

= plpAid)(id A pAd)(z Ay) + p(p Aid)EdA Ap(Q A Q) Aid)(z Ay)

= plpAid)(IdApAid) (@ Ay) + Ap(p Aid)(IdA (@ A Q) Aid)(z A y)

= pupAp)(@Ay)+ (e A p)((dAQ)z A(Q Aid)y)

= e(2)e(y) + Ae(Q(2))e(Q(Yy))-
Hierbei wurde in der 5.ten Zeile 1.6.1b) dazu benutzt, A nach vorne zu zichen.

Um c) zu zeigen, erinnern wir daran, dafi das Coprodukt A : M,(M) — M.(M) &, M.(M) als
Zusammensetzung von

7. (IdAiALd)

A:MM)=m.(MAM) =27, (MASAM) ————— m(MAMAM)=M,MANM)
mit dem Inversen des Isomorphismus
X: M(M)@y, Mi(M)>z®@y+— (idApAid)(zAy) € M (M A M)

definiert ist.
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Ist O) : MM AMAM) - (M AMA M) von der Multiplikation mit A auf dem mittleren
Smash-Produkt-Faktor induziert, so ist x(Txz) = Oxx(z). Fiir z = 2 ®vy, x,y € M,.(M), ist ndmlich

X(Taz) = x(anr(A) @ y) = (id A pAid)(id A gx Ald Add) (2 Ay)

mit der Multiplikationsabbildung ¢y = p(id AX) = p(AAid) : M — M. Wegen p(éd Aid) = dxp ist
dies gerade (id A ¢ Aid)x(z ® y).

Zuniichst ist A multiplikativ, wenn man auf m.(M A M A M) = 7,(M3) die in Abschnitt 1.4 betrach-
tete Multiplikation M3 A M3 — M3 zugrundelegt. Dies folgt aus der Kommutativitéit des folgenden
Diagramms, in dem die mit ,,vertauschen®“ bezeichneten Abbildungen die in der Definition der Mul-
tiplikationen M3 A M3 — M3 bzw. Mo A My — Mo auftretenden sind:

vertauschen HAPA L
MAMMANMNMNMANM —— MAMAMANMANMAM —— MAMAM
id/\iAidAid/\i/\idT id/\id/\iAi/\id/\idT idAi/\idT

vertauschen UAps A

MANSANMAMANSAM —— MAMASASAMAM ——— MASAM

| | g

vertauschen WA

MANMANMANM _ MANMANMANM E— MAM

Wir werden zeigen, daB fir a,b € M. (M) ®pr, M. (M)

(1.6.A) x(ab) = x(a)x(b) + ©xx [(id ® Q)a] x [(Q ® id)b]

gilt. Damit kénnen wir die behauptete Formel fiir das Coprodukt nachrechen. Zu zeigen ist, dafl
X (A(a)A(b) — Ta(id ® Q)A(a)(Q« ®id)A(b)) = A(ab)

ist. Mit 1.6.A und der Multiplikativitit von A erhilt man dies wie folgt:

X (A(a)A(b) = Ta(id ® Q)A(a)(Qx ®id)A(D))
= x(A(a)A(b))
-0, x ((d ® Q)A(a)(Qx ®id)A(b))
= x(A(a))x(A(b))
+Ox((id ® Q)A(a))x((Q« ® id)A(b))
=0 x((id ® Q)A(a))x((Qx ®id)A(b))
—03x((id ® Q)(id ® Q)A(a))x((Q« ®id)(Qx ® id)A(b))
X(A(a))x(A(D)) (da (id ® Q)* = (Q« ®id)* = 0)
= A(a)A(b)
Al(abd).

Wir miissen also nur noch 1.6.A herleiten. Dazu diirfen wir annehmen, dafl ¢ und b Elementartensoren
sind: a =2 Qy, b=2' @y mit z,2’,y,y € M.(M).
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Nach Definition der Multiplikation auf M, (M) @z, M. (M) ist ab = (=1)1*"¥lz2’ @ yy'. x(ab) wird
dann von der Zusammensetzung

S
x/\y/\x'/\y/l
Mo NMy NMoANMgNMe NMe ANMg A My,
Mo NMe NMy NMgNMeNMg N Mg A My,
uA#/\W\ul
Meae N Myy N Mg N Mgy,
id/\u/\idl

Mae A becg A Mdh

représentiert. (Hier sind die Stellen mit lateinischen Indizes versehen um die involvierten Permuta-
tionen und Multiplikationen kenntlich zu machen.) Wir vergleichen dies mit x(a)x(b), d.h. mit der
Zusammensetzung

S
x/\y/\w//\y/l
Mo NMy NMcANMg N Mo ANMg AN Mg A My,
id/\u/\idAid/\u/\idl
My N Mye N Mg N Mg N Mpg AN My,
Mult. auf M3l

Mae A Mbcfg A Mdh

Man sieht, dafl beide Zusammensetzungen auf den mit ,,a“, .e“, ,,d“ und ,,h“ bezeichneten Stellen
identisch sind und dafl diese Stellen unabhingig von ,,b%, ,c“, , f” und ,,g“ abgebildet werden. Wir
konzentrieren uns daher auf letztere und betrachten das folgende kommutative Diagramm, in dem
die linke Spalte der Definition von x(ab) entnommen ist:

My A Mo A My A My ———= My AM.AM;AMy ——— My A M. AM; A M,
id/\T/\idl id/\T/\idJ/ idl
My A Mg A M, A My ——— My A My A M, A M, My A M. A My A M,
M”J idAuAidl lidA[u+¢w(Q/\Q)]/\id
My N Meg My ANMpe NMg === My A Mcsirqee) N Mg
Hl u(;mid)l M(M/\id)l
Mpjeg — Mpjeq —— MicsgrQ(e)Q()9
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Rechts schliefit man die Summe der beiden folgenden kommutativen Diagramme an:

My A My A My A M, =——— My A M. A M; A M,
idl idl
My A My A Mg A M, =——— My A M, A M; A M,
idAM/\idl ;mul
My, A Mgy A M, My A My,
M(;Mid)l l‘l
Mpcyg = Mpcyg
und My AM,AMfAM, ——— My A M. AM; A DM,
idl idAQ/\Q/\idl
My A Mo A My A M, My, A Moy A Mgy A M
id/\mu(QAQ)/\idl u/\#l
My A Mg N Mg Myge) N Mo(p)g
;L(,L/\id)l mul
Myxo@auns — —— Mysqeraing
Die rechten Spalten ergeben gerade (die betrachteten Ausschnitte) von x(a)x(b) bzw. © x[(id ®
Q)a)x[(Q« ® id)b], sodaf 1.6.A folgt. O

1.6.4b) zeigt, dal das Kroneckerdual e des multiplikativen Morphismus id : M — M nicht selber
multiplikativ ist. Die aus dem kommutativen Fall vertraute Korrespondenz (vgl. z.B. [W86], Lemma

(2.7)).
multiplikative Morphismen X — E <  E,.-Algebrenhomomorphismen E,(X) — FE,

fiir Ringspektren E, X mit Kroneckerdualitit E*(X A X) = Hompg, (F.(X A X), E*) stimmt also
flir ein nichtkommutatives Ringspektrum E evtl. nicht. Zur Kldrung und zum spéteren Gebrauch
zeigen wir deswegen noch den

(1.6.5) Satz. Seien E und X Ringspektren und der Kroneckerhomomorphismus
E*(X ANX)— Hompg, (E.(X ANX), E¥)

ein Isomorphismus. Weiter sei F.(X) als E.-Modul flach. Dann ist ein 0 : X — E genau dann
multiplikativ, wenn fir alle z,y € E,(X)

€(0.+(2)0.(y)) = (0. (2y))
ist. (e: E.(E) — E ist dabei die Augmentation).

Beweis: up bzw. ux seien die Multiplikationen auf E bzw. X. 6§ : X — FE heif3t multiplikativ, falls
Oux = pp(@AN0): X N X — E ist. Aufgrund der vorausgesetzten Dualitit

E*(X ANX)2Homg, (E.(X ANX),E")
ist dies zu

e((Opx)«(2)) = e((pe(@ A 0))i(2)) firalle z € E. (X AX)
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dquivalent. Wir benutzen, dafl das duflere Homologieprodukt

Eu(X) ®p. B.(Y) —— B.(XAY)

fiir jedes Y ein Isomorphismus ist, da E,(X) E.-flach ist. Damit ist also E.(X A X) 2 E.(X) ®g
E.(X). 0 ist also genau dann multiplikativ, wenn fiir alle z, y aus E.(X)

*

(1.6.B) e((Opx)«(wAy)) = e((ne(@ N 0))w(zAy))
ist.

Nach Definition des Pontrjagin-Produkts in E,(X) ist zy = (ux)«(z Ay). Die linke Seite von 1.6.B
ist also gerade €(6.(zy)).

Wir benutzen weiter, dal (6 A 0).(xAy) = 0.(x) Ab.(y) ist. Dies folgt aus dem kommutativen
Diagramm

Ay idAT Aid pneAidAid
S2SAS — FEANXANEANX — EANAEANXANX ——— EANXAX
‘ ‘ idAO/\id/\Ql id/\idA@/\Ol id/\@/\@Jr
0. ()0 (y) idAT Aid pneAidAid

S2SANS —— EANENENE — EANENEANE — ENEAE

Damit ist die rechte Seite von 1.6.B gerade e((pg)«(0.(x) A0.(y))) = €(0.(x)8.(y)). Die Behauptung
folgt. O

1.7 Anwendung auf BP und P(n)

Wir kénnen nun die Ergebnisse der Abschnitte 1.3 - 1.5 dazu benutzen, die Existenz der Spektren
P(n) = BP/(vo, . .., Un—1) zu zeigen. Wir nehmen dazu induktiv an, daf das Ringspektrum P(n — 1)
bereits konstruiert sei und folgende Bedingungen erfiillt:

(a) Gegeben sei eine multiplikative Transformation p,—; : BP — P(n — 1), die in der Homotopie
einen Ringisomorphimus BP,/(vg,...,vn—2) =2 P(n — 1), induziert.

(b) P(n—1),(P(n — 1)) sei eine freie und kommutative P(n — 1) -Algebra.
(¢) Der Kroneckerhomomorphismus
P(n—1)*(P(n—1)) — Homp(,_1y (P(n—1),(P(n—1)),P(n — 1)%)

sei ein Isomorphismus.

(d) Esseim,_1T = my,_1 modv,_1, wobei m,_; die Multiplikation auf P(n — 1) bezeichnet. Fiir
jedes x € P(n — 1), sei my_1(x Aid) = my_1(id A ).

*

Hierbei sei P(0) = BP, pp = id.
Wir definieren nun P(n) als Cofaser der v,,_;-Multiplikationsabblidung %!*»~1/P(n — 1) — P(n — 1).

W%ﬂwm—lyﬂihPM—U

an\ /77”—1

P(n)
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sei das Cofaserdreieck. In den fritheren Bezeichnungen ist also R = P(n — 1) und M = P(n).

Die angegebenen Voraussetzungen an P(n — 1) implizieren, daf§ (I)-(V) erfiillt sind. Die Implikatio-
nen b) = (I), ¢) = (II), d) = (V) und a) = (III) sind offensichtlich. (IV) folgt ebenfalls aus a), da
wegen 7. (pn—1)(1) = 1 das Diagramm

R

Pn—-1), —— P(n—1) (P(n—1))

meo) | R
BP, BP, (BP)
kommutiert und (vo, ..., v,—1) C BP, bekanntlich invariant ist.

Da P(n — 1), auflerdem wegen a) in geraden Dimensionen konzentriert ist kénnen wir uns auf die
Ergebnisse aus den Abschnitten 1.5 und 1.6 beziehen: 1.5.10 zufolge existiert auf P(n) eine Ring-
spektrenstruktur m,, : P(n) A P(n) — P(n) beziiglich der 7,—1 : P(n — 1) — P(n) multiplikativ ist.
Mit py, := Nn—1pn—1 erfiillt P(n) also a). Aus m,T = m,, + A (Qn_1 A Qn-1), Qn-1:= Nn—-10n_1,
folgt auBerdem die erste Aussage von d), da man sich leicht iiberlegt, da§ A fiir p > 2 aus Dimensi-
onsgriinden null ist, bzw. fiir p = 2 in {0, v, } liegt. Die zweite folgt aus 1.6.1b). b) folgt schliefilich
aus 1.6.2, ¢) aus 1.6.3.

Der Induktionsschritt ist damit vollendet und die Existenz der P(n) fiir alle n > 0 bewiesen.

Wir zitieren aus [W86] den

(1.7.1) Satz. ([W86], [Mi]) Fiir p = 2 sind die zulissigen Produkte auf P(n) nicht kommutativ.
Es ist m,T = my + vpmp (Qpno1 A Qn_1).

Wir bestimmen nun die Algebrenstruktur von P(n), (P(n)) genauer. H bezeichne das Eilenberg-
MacLane Spektrum HZ,. Die Struktur von A := H,(H) ist seit langem bekannt. Wir betrachten
im folgenden nur den Fall p = 2. Dann ist A = Zs[&1,&o,...] mit || = 2° — 1. HZy ist gerade das
Teleskop der Folge

no m 72 ns3

BP P(1) P(2) P(3)

(Dies folgt sofort aus limP(n), = Zy.) Wir erhalten daraus Thom-Reduktionen 7, : P(n) — HZs,

die mit den 7,’s kompatibel sind. Wir bezeichnen das Bild von t; € BP,(BP) unter m.(p, A pp) :
BP.(BP) — P(n), (P(n)) wieder mit ;.

(1.7.2) Lemma. 7.(1, A 7,) : P(n),(P(n)) — A ist in den Dimensionen < 2" —2 ein Isomor-
phismus.

Beweis: Wir zeigen dazu, daf§ m.(n, Any,) : P(n),(P(n)) — P(n+1),(P(n+ 1)) in den Dimensionen
< 27+l _ 2 ein Isomorphismus ist. Dies folgt aus der Faktorisierung

P(n). (P(n)) —"— P(n+1),(P(n)) — P(n+1),(P(n+1)).

Da 7, die Inklusion eines direkten Summanden ist (vgl. 1.6.2), ist es injektiv. Die Behauptung folgt,
da n,, durch Reduktion modulo v, gegeben ist und deshalb in den Dimensionen < |v,| = ntl 9
injektiv ist. (Dabei benutzt man, da§ P(n), (P(n)) keine Erzeugenden in negativen Dimensionen
hat.)

1.7.2 folgt nun daraus, da§ A = limP(n), (P(n)) ist und alle Abbildungen in diesem gerichteten

System ab dem Index n in den Dimensionen < 2"*! — 2 Isomorphismen sind. O
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Da [e(&)] < -+ < |e(&n)] = 2™ — 1 < 27! — 2 ist, existieren also in P(n),(P(n)) eindeutig be-
stimmte Elemente «p,...,q@,—1 mit 7. (7, A 7,)(;) = ¢(&+1). (Dies wird im allgemeinen mit ei-
nem Verweis auf [B-M] begriindet. Die eben gegebene Argumentation ist aber einfacher.) Aufgrund
der Eindeutigkeit geht dabei o; € P(n),(P(n)) unter m.(n, A n,) in das gleichnamige Element
a; € P(n+1),(P(n+1)) iiber. Mit diesen a’s 148t sich nun die Struktur von P(n),(P(n)) beschrei-
ben:

(1.7.3) Satz. ([K-W])
(a) Als P(n), -Algebra ist
P(n),(P(n)) =P(n),[ao, s 0n_1,tn,tnt1,- -]

mat af =ty fir0<i<n—1 und afl_l =ty + Up.

(b) Das Coprodukt A ist auf den Erzeugenden oy, durch
k %
Alay) = Zai Qth_,+1®
i=0

gegeben.

(c) Fiir die Konjugation gilt

E
—

clag) = — c(ai)tf_i — oy

%

I
=)

Beweis: a) beweist man wie Theorem 1.4 in [K-W]. (Teile dieses Beweises sind auch schon in 1.6.2
wiedergegeben worden.) Dal a2 | = t,, + v, ist, ergibt sich aus der Alternative ([K-W], Seite 199
Mitte)

e )=0sa? [ =t, oder e(a? |)=v,ea’ | =t,+ v,
Nach 1.6.4b) ist e(a2_;) = €(an—1)?+vne(Qn_100m-1)e(Qn_1,0n-1)-DaQpn_105-1 = Qn_1,0n_1 =
1 ist und aus Dimensionsgriinden e(ca,,_1) = 0 gilt, ist e(a?_;) = v, und damit a2 _; = t,, + v,,.

n—1

b) und ¢) ergeben sich aus 1.7.2 durch Ubertragung der bekannten Formeln fiir das Coprodukt
bzw. die Konjugation fiir A. O
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2 Uber P(n) und K(n) fiir p = 2

2.1 Vorbereitungen

In 1.7.3a) wurde gezeigt, daf
P(n)*(P(n)) = P(n)*[a07 N o T Y 7R R P 2 P ]

mit a? =t;41 (0<i<n—1)und a2_; = t, + v, ist. Wir setzen zur Abkiirzung o := a,,_; und
Q := Q,_1. Das folgende Lemma versammelt einige einfache Tatsachen:

(2.1.12 Lemzna. (a) Q:P(n),(P(n)) — P(n),(P(n)) und Q. : P(n), (P(n)) — P(n),(P(n)) sind
1dentisch.

(b) P(n), (P(n—1)) =ker@ =im Q. (Wobei mit Q wie in a) die Operation von Q auf P(n) (P(n))
gemeint ist.)

(c) Q kommutiert mit allen Operationen aus P(n)"(P(n)).
(d) Jedes 6 € P(n)*(P(n)) erfillt

0. (P(n),(P(n—1))) C P(n),(P(n - 1)).

(e) Die Augmentation ¢ : P(n), (P(n)) — P(n) erfillt e(zy) = e(x)e(y) falls x oder y aus
P(n),(P(n—1)) ist.

Beweis: Wie schon im Beweis von 1.7.3 verwendet ist Q.(o) = Q(a) = 1. Wir benutzen weiter,
daf @ und Q. Derivationen sind. Da sich jedes z € P(n), (P(n)) als z = 21 + aze mit 21,20 €
P(n),(P(n — 1)) schreibt ist

Q(z) = Q(z1+az)
= Qa)z

= Z2.

Da Q. () = Q(«) ist, ergibt sich genauso Q. (z) = z2. Hieraus ergeben sich unmittelbar a) und b).

Zum Beweis von ¢) sei § € P(n)*(P(n)). Mit Kroneckerdualitét reicht es zu zeigen, daf 6.Q. = Q.0.
ist. Dies gilt, da Q@ = Q. ist und die Homologieoperation @ mit der induzierten Abbildung 6,
kommutiert.

d) folgt aus b), da

S Q(z)=0
= 0.(Q(2)) =0
& Q0.(2) =0
< 0.(2) eP(n), (P(n—1))
e) folgt aus 1.6.4b) mit b). O

Wir schreiben P(n
)

(n) fir das Spektrum P(n) mit der Multiplikation puT = p + v,u(Q A Q). Fiir
z,y € P(n),(P(n)

)
bezeichne x x y das Pontrjagin-Produkt in P(n),(P(n)). Damit gilt:

(2.1.2) Lemma. Esist cxy = zy + v,Q+(2)Qx(y).
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Beweis: Dies ist eine einfache Rechnung:
xxy = (uApD)AdAT Aid)(z Ay)
= (uApEdATAId)(zAY) +va(pAp)(idAIdAQAQ)EdAT Aid)(z Ay)
2y + (A p)Ad AT AId)Id A Q AId A Q)(x Ay)
= 2y + v Qu(2)Qx(y)-

O

Damit konnen wir nun die multiplikativen und antimultiplikativen Morphismen 6 : P(n) — P(n)
néher bestimmen:

(2.1.3) Satz. Ein 6 € P(n)"(P(n)) ist genau dann multiplikativ, wenn sein Kroneckerdual 0 ein
Algebrenhomomorphismus
P(n),(P(n)) — P(n)"

ist. Es ist antimultiplikativ (d.h. es ist OuT = (6 A 0)) genau dann, wenn 0 ein Algebrenhomomor-
phismus

P(n),(P(n)) — P(n)*
15t.

Beweis: Satz 1.6.5 zufolge ist # genau dann multiplikativ, wenn

(2.1.A) €(0+(2)0.(y)) = €(0.(zy))
gilt. Wir miissen zeigen, daf} dies zu
(2.1.B) €(0x(2))e(0+(y)) = €(Ox(z *y))

dquivalent ist.

Aus beiden Bedingungen folgt jeweils, dafl

(2.1.C) O(zy) = 0(x)0(y) fiir = oder y aus P(n), (P(n — 1))
gilt.

Die Implikation 2.1.B = 2.1.C ergibt sich daraus, daf} fiir solche x und y nach Lemma 2.1.2 zxy = zy
ist.

2.1.A = 2.1.C folgt aus 2.1.1d) und 2.1.1e).
Zum Beweis der Aquivalenz 2.1.A < 2.1.B kénnen wir also 2.1.C annehmen. 1.6.4b) liefert

€(0x(2)0+(y)) = €(0.(2))€(0x(y)) + vne(04(Q))e(0(Qy))-
Damit wird 2.1.A zu
€(0:())e(0+(y)) + vne(0.(Q))e(0+(Qy)) = €(b:(zy)).
Benutzt man x xy = zy + v, (Qx)(Qy), so schreibt sich 2.1.B als
€(0x(2))e(0+(y)) = €(Ox(zy)) + vne(0-((Qr)(QY)))-
Die Differenz beider Gleichungen ist also
vnf(Qu)B(Qy) = vad((Q)(Qy)).
Dies ist aber eine Folgerung aus 2.1.C, da Qz und Qy nach 2.1.1b) aus P(n) (P(n — 1)) sind.

Die Charakterisierung antimultiplikativer Morphismen leitet man ganz analog her: Satz 1.6.5. liefert
die Bedingung €(0.(x)04(y)) = €(04(x * y)) und dies soll zu €(0.(z))e(0.(y)) = €(0.(zy)) dquivalent
sein. Dies zeigt man genauso wie im multiplikativen Fall. (vgl. den Beweis von 2.4.3). O
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(2.1.4) Lemma. Es ist P(n),(P(n)) = P(n),[ao,- .-, 0n—1,tn+1,tnt2,...] mit a; * a; = ti41 fir
0<i<n-—1. O.

Beweis: Aus 2.1.2 folgt, da§ xy = z x y fiir = oder y aus P(n) _(P(n — 1)) gilt. Die multiplikative

Struktur auf P(n)_[ao, ..., @n—2,tn, tnt1, - . .| ist also wie behauptet. Es bleibt nur noch, a1 *xay,—1
zu berechnen. Aus 2.1.2 folgt, dal a1 %1 = a2 _ | + 0, Qu(n_1)Qu(tn_1) =ty + v, +v, =1,
ist. O

2.2 Formale Gruppen

Wir erinnern zunéchst an die Beziehung zwischen dem Hopf-Algebroid (P(n),,P(n),(BP)) und for-

malen Gruppen. Die benotigten Begriffe findet man in [R], Appendix 2

%9

Fiir eine Z,-Algebra R sei F,(R) die Menge der p-typischen formalen Gruppen einer Hohe grofler
oder gleich n iiber R. ST ,,(R) sei die Menge der Tripel (F, f,G), mit F, G € F,(R) und einem strikten
Isomorphismus f : G — F. F,(—) und SZ,,(—) ergeben zusammen einen gruppoidwertigen Funktor
auf der Kategorie der kommutativen Z,-Algebren. Dieser Funktor wird durch das Hopf-Algebroid
(P(n),,P(n),(BP)) (co-)représentiert, d.h. man hat natiirliche Bijektionen

Fn(R) < Homgz_ _a1g(P(n),, R)

%9

und
ST,(R) < Homgz, _a15(P(n),(BP), R).

Die Strukturabbildungen €, 7y, g, ¢, A lassen sich nun als natiirliche Transformationen interpretie-
ren:

¢:P(n),(BP) - P(n), < Fr (FidF)
i P(0), < P, (BF) < (F1.C) F
P(n), — P(n),(BP) « (F.f,G)—G
c.P<>< P) - P(n),(BP)  (F,f,G)— (G,f ' F)

A entspricht der Zusammensetzung strikter Isomorphismen.

Zum spéteren Gebrauch halten wir noch fest wie die Bijektion
ST,(R) < Homgz, _a1(P(n),(BP), R)
zustandekommt. Ist ¢ : P(n), (BP) — R gegeben, so bestimmt man das Tripel (F, f,G) so
(a) F (bzw. G) ist die durch ¢ny, : P(n), — R (bzw. ¢ng) auf R induzierte formale Gruppe.

(b) f:G — Fist durch f~Y(z) =z +p Zgld)(ti)x”i bestimmt.

Fiir p = 2 besteht neben diesen Transformationen noch eine weitere: die Inversion [—1]g(x) ist in
diesem Fall niimlich ein strikter Isomorphismus F — F, da allgemein [~1]p(z) = —2mod z? ist.
Wir erhalten damit ein d,, : P(n),(BP) — P(n),, das die Zuordnung

F— (F[-1]p(x),F)

darstellt. Es ist klar, daB fiir jedes n > 1 das Diagramm
On
P(n),(BP) —— P(n)
7]nl Wnl

P(n+1).(BP) — P(n+1),

*
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kommutiert. Deswegen schreiben wir im folgenden einfach § statt J,. Aulerdem gilt offensichtlich
onr = dnr = id. Insbesondere ist 6(v;) = §(ng(v;)) = v; fiir jedes i.

(2.2.1) Lemma. Es ist §(t,) = v, mod I,,.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir den Induktionsschritt n —1=-n
betrachten wir die formale Gruppe F, iiber K(n), = v, 'P(n),/(vnt1,ns2,...), die durch die
kanonische Abbildung 7 : P(n), — K(n), induziert wird. Klassifiziert § : P(n),(BP) — K(n), die
Inversion [—1]g, (), so ist 6 = 76 und [—1] g, () ist durch

n

*

Fo -
)

[~1F, (z) = +p, (t:)a*

i>1

gegeben. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, daf 6(t1) = 6(t2) = --- = d(tp—1) = Omod I,, ist.
Damit ist d(t1) = -+ = J(tn—1) = 0 und es ergibt sich

[—1}Fn(1') = x+p, ZFnS(ti)in

i>n

= z+6(tn)z? mod (2" t1).

Wir benutzen den Ringhomomorphismus Z 3 m +— [m]g, (z) € End(F,). Da -1 =1+2+4-(-1)
ist, ist

[Ur.(x) = 2+r, 2k (@) +r, [4F, (-1F,(2)
= @+r, vat” +r, 4F, (F1F, @)
= z+ v,z mod (2.
Hierbei wurde benutzt, daB [4]r, (z) = [2]F, ([2]F, (2)) = vp(v,2?”")?" = 0mod (22" 1) ist.
Ein Vergleich der Koeffizienten von 22" ergibt (t,) = v,, d.h.
0(ty) = vymod (Vo ..o, Un1, Unt1, Ung2s - -)-
Da |6(tn)| = |vn| < |vn4j] fiir j > 1 ist, gilt diese Kongruenz auch modulo I,, und die Behauptung

folgt. O

Damit kénnen wir zeigen, dafl die beiden Multiplikationen auf P(n) durch einen kanonischen Anti-
automorphismus verbunden sind:

(2.2.2) Satz. Die Inversion der formalen Gruppe auf P(n)
lution @ : P(n) — P(n).

. induziert eine antimultiplikative Invo-

Beweis: 2.1.3 zufolge miissen wir zeigen, dafl sich ¢ : P(n), (BP) — P(n), zu einem Algebrenhomo-
morphismus § : P(n),(P(n)) — P(n), fortsetzen lit. Da P(n), in geraden Dimensionen konzentriert
ist und |o;| ungerade ist, miissen wir §(c;) = 0 setzen. Wir haben also zu zeigen, daf§ dies mit den
gegebenen Relationen o? = t;,1 (fiir 0 <i<n—1) und a?_; =t, + v, vertriglich ist.

Fiir 0 < i < n — 1 folgt dies, da §(a?) = 6(t;4+1) = 0mod I,, ist. Fiir i = n — 1 ergibt sich ebenfalls
§(a2_1) = 6(tn + vn) = vy + v, = 0mod I,, wie behauptet.

Damit erhalten wir also einen antimultiplikativen Morphismus ® : P(n) — P(n). Bleibt zu zeigen,
dafl &P = id ist:

Zunéchst ist ®® offensichtlich multiplikativ. Sein Kroneckerdual € verschwindet also auf dem
von ag,...,an—1 in P(n),(P(n)) erzeugten Ideal. Eingeschrénkt auf P(n),(BP) klassifiziert € :
P(n),(BP) — P(n), andererseits den strikten Isomorphismus [—1]z([—1]#(z)) = x. Daher ist € =,
also &P = id. O
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2.3 Zur Konstruktion von K(n)
Sei K(n), := v, 'P(n),/(vni1,Vnt2,...). Der Zweck dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, daf
K(n),(=) = K(n), @p@m), P(n).(-)

eine Homologietheorie ist.

Fiir p > 2 argumentiert man fiir gewohnlich so: Zunéchst ist P(n),(P(n)) in diesem Fall ein Hopf-
Algebroid und P(n)_(X) ist fiir jedes X auf natiirliche Weise ein P(n)_(P(n))-Comodul. AuBerdem
ist P(n),(X) fiir ein endliches Spektrum X ein endlich prisentierter P(n), -Modul. Man benutzt
sodann den

(2.8.1) Satz. Auf der Kategorie der P(n),(P(n))-Comoduln, die als P(n),-Moduln endlich prisen-
tiert sind, ist der Funktor G ®p(n)_ (=), G ein P(n), -Modul, genau dann exakt, wenn fir jedes i > n
Multiplikation mit v; auf G/(vn,...,v;—1) injektiv ist. O

Beweis: Den Beweis findet man in [Y76]. Vgl. auch [L] fiir die urspriingliche BP-Version dieses
Resultats. O

Da K(n), offensichtlich die geforderte Bedingung erfiillt, ergibt sich, dafl K(n),(—) zumindest eine
Homologietheorie auf der Kategorie endlicher Spektren ist. Die Ausdehnung auf beliebige Spektren
ist dann nicht schwer.

Auf den Fall p = 2 ist diese Argumentation nicht unmittelbar iibertragbar, da P(n),(P(n)) kein
Hopf-Algebroid ist. Wir geben deswegen einen Ad-hoc-Beweis, der sich an [J-W] anlehnt:

Man setze B(n), (X) = v, 'P(n),(X) und B(n,i),(X) = B1n),(X)/(vni1,---,Vnyi) fiir i > 0. Es ist
B(n),(—) = B(n,0),(—) und mit B(n,i), := B(n,i),(S) ist B(n,i),(—) = B(n,i), ®p(n) P(n),(—).

s

Die offensichtlichen Transformationen B(n,i),(—) — B(n,i+ 1),(—) definieren ein gerichtetes Sy-
stem

B(n)*(_) = B(n, 0)*(_) - B(n> 1)*(_) - B(IL 2)*(_) - B(IL 3)*(_> e

und es ist K(n), (—) = limB(n,i),(—). Deswegen reicht es zu zeigen, dafi jedes B(n,i), (—) eine

Homologietheorie ist.

Wir zeigen dies durch Induktion nach i. Der Induktionsanfang ergibt sich fiir ¢ = 0, da Lokalisierung
an v,, exakt ist.

Wir benutzen das folgende Lemma aus [J-W].

(2.3.2) Lemma. Fir jeden Morphismus f : S — X ist f, : B(n),(S) — B(n),(X) entweder null
oder injektiv.

Beweis: Dies ist Lemma (3.3) aus [J-W]. O
Der Induktionsschritt ist in dem folgendem Lemma enthalten:

(2.3.3) Lemma. Angenommen B(n,i),(—) sei eine Homologietheorie. Dann gilt:

a) Fir jedes X st Multiplikation mit vyy;41 ouf B(n,i), (X) injektiv.
J +i+ *

(b) B(n,i+1),(—) ist eine Homologietheorie.
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Beweis: Da B(n,1),(X) = limB(n,1),(X,) ist, wenn X, das System der endlichen Unterspektren
von X durchlduft, und der direkte Limes exakt ist, braucht man a) nur fiir endliche Spektren zu

beweisen.

Fiir die Sphére S ist die Behauptung offensichtlich. Wir nehmen nun an, daf§ a) fiir ein Spektrum
Y gilt und zeigen, daf§ auch jedes Spektrum X, das aus Y durch Anheften einer Zelle entsteht, a)
erfiillt. Dazu betrachten wir eine Cofaserfolge

7 h
s X 2,y %S

Aus 2.3.2 folgt, daB8 h, : B(n,1),(Y) — B(n,i),(XS) oder f. : B(n,1),(S) — B(n,i),(X) null ist. Im
ersten Fall betrachten wir das kommutative Diagramm

0 —— B(,i).() —— B(n,i),(X) —— B(n,i),(¥) —— 0

"Un-f—i+1J( 'Un+1+1J/ "U'n,+7',+1l

0 —— B(,i),(S) —— B(m,i).(X) —— B(n,i),(¥) —— 0

im zweiten

gx

0 —— B(n,i),(X) —2— B(u,i),(¥) —— B(n,i),(8) —— 0

'1)n+i+1J( 'Un+i+1l '71n+7‘,+1l

0 —— B i), (X) —— B(mi).(Y) —— B(n,i).(55) — 0

In beiden Féillen sind die Zeilen des jeweiligen Diagramms exakt. Die Injektivitdt von -v,4441 :
B(n,i),(X) — B(n,i),(X) folgt aus einer einfachen Diagrammjagd.

Fiir b) ist nur die Exaktheit von B(n,i+ 1), (—) nicht offensichtlich. Wir betrachten eine Cofaserfolge

f g h

Z X Y N7 — ..
und dazu das Diagramm
S BMm)L(Z) — Bmi)l(X) —S— Bmi)(Y) —— Bm,i).(22) — -
‘Un+1ﬂ+1l Untitl Upfitl ‘“n+i+1l
S BM)L(Z) —T s B (X) — s Bmi)L(Y) — B(ni).(2) — -

! ! L

-+ —B(n,i+1),(2) L B(n,i+1),(X) =, B(n,i+1),(Y) B(n,i+1),(32Z) — ---

In diesem Diagramm sind die Spalten nach a) kurze exakte Sequenzen. Die beiden oberen Zeilen
sind nach Voraussetzung exakt. Eine Diagrammjagd zeigt nun die Exaktheit der unteren Zeile. O

Damit ist also K(n),(—) eine Homologietheorie. Wir zeigen schliefilich noch, wie man auf K(n) eine
Ringspektrenstruktur definiert.

In K(n), ist jedes von Null verschiedene homogene Element invertierbar. Jeder graduierte K(n),-
Modul ist daher frei. (K(n), ist ein ,graduierter Korper“.) Folglich definiert

*

. LX), K(n)")

(2.3.A) K(n)"(X) := Homg ) (K(n),(X),K(n)") = Homp,_ (P(n)

eine verallgemeinerte Cohomologietheorie. Nach Konstruktion bestehen iiberdies natiirliche Trans-
formationen

N P(n), (=) = K(n),(-)
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und

A®:P(n) (=) = K(n) (),

wobei letztere vom Kroneckerhomomorphismus P(n)*(X) — Homp(,) (P(n),(X),P(n)") induziert
wird. Beide Transformationen sind offensichtlich P(n)_-linear und (bzgl 2.3.A) zueinander adjun-
giert.

Wir zeigen, da8 K(n),(—) und K(n)"(—) vom selben Spektrum reprisentiert werden.

(2.3.4) Lemma. Ist G das darstellende Spektrum der Cohomologietheorie K(n)"(—), so besteht
eine natirliche Isomorphie G.(—) 2 K(n), (—).

¢ und A" werden vom selben Morphismus \ : P(n) — G induziert.

Beweis: Da G*(—) mit einer natiirlichen K(n), -Modulstruktur versehen ist, gilt dasselbe fiir G.(—).
(Fiir jedes z € K(n), 148t sich ndmlich die Linksmultiplikation mit x

Ly:G"(=)— G"(—)
durch einen eindeutig bestimmten Morphismus Z(z) : G — G darstellen. Dadurch wird ein Ringho-
momorphismus = : K(n), — G*(G) definiert, durch den K(n), auf G.(—) operiert.)

* *

Die Transformation A\° wird durch einen (eindeutig bestimmten) Morphismus A : P(n) — G induziert.
Die zu A gehorende Homologieoperation

P(n), (=) = G.(-)

ist P(n),-linear. Aufgrund der Linearitdt faktorisiert diese Transformation iiber K(n), ®p(n).
P(n),(—) = K(n),(—) und wir erhalten eine Transformation K(n), (—) — G.(—). Es folgt leicht
aus der Konstruktion, dafl dies auf Sphéren ein Isomorphismus ist und damit folgt die Isomorphie
aus dem Vergleichssatz fiir Homologietheorien.

Dafl \* von X induziert wird folgt daraus, da \* und die zu A\ gehérende Homologieoperation beide
bzgl. 2.3.A zu A° adjungiert sind. O

Wir schreiben im folgenden K(n) fiir das darstellende Spektrum von K(n)*(—).
Die Multiplikation p : P(n) A P(n) — P(n) definiert ein P(n),-lineares dufleres Homologieprodukt

P(1),(X) @p(y. P(n),(Y) —— P(n) (X AY),

das ein dufleres Homologieprodukt

A

(2.3.B) K(n),(X) ®k(n), K(n),(Y) —— K(n), (X AY)

induziert. Da K(n) (X) fiir jedes X frei ist, ist 2.3.B sogar ein Isomorphismus. Aus der Definition
von K(n)"(—) erhalten wir damit einen Homomorphismus

(2.3.C) K(n)"(X) @k K(n)* () —— K(n)* (X AY)

mit
(e Ay, anB) = (z,a)(y,B)

fir x € K(n)*(X), y € K(n)"(Y), a € K(n),(X) und 8 € K(n),(Y). ((—, —) bezeichnet hier die zu
2.3.A gehérende Paarung K(n)*(X) @k (). K(n),(X) — K(n)".)

Man iiberlegt sich leicht, daf3

=idAid € K(n)*(K(n) A K(n))
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auf K(n) eine Ringspektrenstruktur definiert fiir die A : P(n) — K(n) multiplikativ ist.

Die Bocksteinoperation @,,—1 : P(n) — P(n — 1) ist P(n),-linear und induziert deshalb eine natiirli-
che Transformation Q,—1 : K(n),(—) — K(n),(—). Wir erhalten damit eine (wieder mit Q1
bzw. einfach @Q bezeichnete) Operation Q,—1 : K(n) — K(n). Fiir p = 2 leitet man dann leicht ab,
daf} fiir die Multiplikation m : K(n) A K(n) — K(n) die Beziechung mT = m + v,m(Qn-1 N Qn_1)
gilt.

2.4 Multiplikative und antimultiplikative Automorphismen von K(n)

Im folgenden sei p = 2. Wir schreiben K(n) fiir das Ringspektrum K(n) mit der Multiplikation mT.
Es gilt:

(2.4.1) Lemma.
T(AAX) 1 v, ' P(n), (P(n)) — K(n), (K(n))
und
T(AAX) 1 v, P(n), (P(n)) — K(n), (K(n))
sind surjektive Algebrenhomomorphismen. Der Kern ist (in beiden Fillen) das von ng,(v;) und ng(v;)
fir alle i > n erzeugte Ideal.

Beweis: Die Multiplikativitidt von 7.(A A A) ist in beiden Féllen offensichtlich. Aus
K(n),.(X) = K(n), @p(n), P(n),(X)
folgt durch Anwendung der Vertauschung K(n) A X =2 X A K(n)
Xi(K(n)) = Xi(P(n)) @p(n), K(n),,
wobei P(n), auf X,(P(n)) via ng operiert. Damit ist
K(n),(K(n)) = K(n), @p@m), P(n),(P(n)) @p@m), K(n),.

Hieraus ergibt sich die Surjektivitit und die Identifikation des Kerns von 7, (A A A). a

*

Fiir K(n) iibertragen sich einige Aussagen von 2.1.1:
(2.4.2) Lemma. (a) Q : K(n),(K(n)) — K(n), und Q, : K(n) (K(n)) — K(n), sind identisch.
(b) Q kommutiert mit allen Operationen aus K(n)"(K(n)).
(¢) Bezeichnet xxy das Pontrjagin-Produkt in K(n), (K(n)) so ist
Ty =2y + v, Qs (7)Qu(y).
(d) Fiir die Augmentation € = m,(m) : K(n), (K(n)) — K(n), gilt
e(zy) = e()e(y) + vne(Qu(2))e(Qx(y))-

Beweis: a) folgt aus den kommutativen Diagrammen

T (AAX) T (AAN)

P(n), (P(n)) —— K(n),(K(n)) P(n), (P(n)) —— K(n), (K(n))
Ql JQ und Q- l lQ*
T (AAX) T (AAX)
P(n),(P(n)) K(n), (K(n)) P(n),(P(n)) K(n), (K(n))

da die Aussage fir die P(n)-Operation bekannt ist und das Bild von w.(A A A) ein K(n),-
Erzeugendensystem fiir K(n), (K(n)) ist. Genauso folgen auch c) und d).

b) folgt wie in 2.1.1 aus der Kroneckerdualitéit K(n)"(K(n)) = Homg,,) (K(n),(K(n)),K(n)
a). O
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Satz 2.1.3 tibertrigt sich unmittelbar auf die K(n)’s:

(2.4.3) Satz. Ein Morphismus ¢ : K(n) — K(n) ist genau dann multiplikativ, falls sein Kronecker-
dual 0 ein Algebrenhomomorphismus

K(n),(K(n)) — K(n),
ist. Es ist genau dann antimultiplikativ, wenn 0 ein Algebrenhomomorphismus
K(n),(K(n)) — K(n),

1st.

Beweis: Dies beweist man im Grunde genau wie 2.1.3. Im Detail:

1.6.5 zufolge ist 6 : K(n) — K(n) genau dann antimultiplikativ, wenn fiir alle z,y € K(n), (K(n))

(2.4.A) €(0«(2)0:(y)) = (0 (x xy))

ist. Dies soll zu
(2.4.B) €(0.(2))e(0<(y)) = €(0+(zy))

dquivalent sein. Aus beiden Bedingungen folgt mit 2.4.2 jeweils, dafl

(2.4.C) €(0.(x))e(0.:(y)) = e(0<(zy)), falls Q.(x) oder Q.(y) null ist

gilt. Nehmen wir also 2.4.C an. Mit 2.4.2 schreibt sich 2.4.A als

0(2)0(y) + va0(Q+(2))0(Q+ (1)) = (zy + 12 Qs (2)Qu(y))-

Aus 2.4.C ergibt sich, daf3

0(vn Qs (2)Qx (1)) = vab(Q(x))0(Q(y))

ist. Zusammengenommen ergibt sich unmittelbar die Aquivalenz von 2.4.A und 2.4.B.

Im multiplikativen Fall argumentiert man genauso. O

%(n) C K(n), (K(n)) sei das Bild von v, 'P(n), (BP) C v,'P(n),(P(n)) unter m.(A A X). B(n) —
bekannt als nte-Morava’sche Stabilisatoralgebra, vgl. [R], Chapter 6 — ist eine Unteralgebra von
K(n), (K(n)).

(2.4.4) Lemma. Sei ¢ : X(n) — K(n)
Dann gilt:

ein K(n),-Algebrenhomomorphismus (vom Grad Null).

*

(a) Esist ¢(t1) = -+ = ¢p(tn—1) = 0 und ¢(t,) € {0, vy }.
(b) ¢ setat sich entweder zu einem Algebrenhomomorphismus
¢ : K(n),(K(n)) — K(n),
(im Fall 6(ty) = vn), oder zu einem Algebrenhomomorphismus
¢ : K(n),(K(n)) — K(n),

(falls ¢(t,,) = 0) fort. In beiden Fillen ist die Fortsetzung eindeutig.
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Beweis: a) folgt durch eine triviale Dimensionsbetrachtung.

Fiir b) tiberlegt man sich zunéchst, dafl

K(n),(K(n) = S(n)[ao, - .., an—1]/(af = tis1 —vis1)
und L
K(n),(K(n)) = Z(n)[ao, ..., an1]/(af — tis1)
ist. Dies folgt leicht aus der Struktur von P(n), (P(n)) bzaw. P(n) (P(n)) (vgl. 2.4.1).

Da Y(n)U{a;|0 < i< n} die Algebra K(n),(K(n)) erzeugt und ¢ wegen |a;| = 1 mod 2 auf den
a;’s verschwinden muf, ergibt sich die Eindeutigkeit einer Fortsetzung.

AuBlerdem ergibt sich, daf} eine Fortsetzung genau dann existiert, wenn ¢ auf der von den «; erzeugten
Unteralgebra verschwindet. Mit a) und den Relationen «? = ¢, ist dies fiir eine Fortsetzung auf
K(n),(K(n)) zu ¢(t,) = 0 dquivalent.

Im Fall ¢(t,,) = v, argumentiert man genauso. O

(2.4.5) Bemerkung. Das eben bewiesene Lemma markiert einen wichtigen Unterschied zwischen
den Fillen p = 2 und p > 2. Fir p > 2 ist K(n),(K(n)) = ¥(n) @xem). A(70,- -+, Tn—1). Damit
lipt sich wegen 72 = 0 jeder K(n),-Algebrenhomomorphismus ¢ : (n) — K(n), eindeutig zu einem
Algebrenhomomorphismus ¢ : K(n),(K(n)) — K(n), liften. (Dies ist Gleichung (3.16) aus [W84].)

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion von X(n).

(2.4.6) Lemma. Es gibt eine kanonische Bijektion
Homg () —a15(2(n),K(n),) < { strikte Automorphismen von F, } =: SAut(F,)

F,, ist dabei die im Beweis von 2.2.1 definierte formale Gruppe. Die Bijektion ist durch

o fl2) = atp, S lL)a?

i>1

gegeben.

Beweis: Jeder K(n), -Algebrenhomomorphismus
¢ : B(n) = K(n), ®pp, BP.(BP) ®pp, K(n), — K(n),
definiert durch Vorschalten von

k : BP.(BP) — K(n), ®pp, BP.(BP) ®ppn, K(n),
einen Ringhomomorphismus ¢ : BP,(BP) — K(n),, d.h. ein Tripel (F, f,G) € SZo(K(n),). Die
Zuordnung ¢ — (F, f,G) € SZy(K(n),) ist injektiv, denn im« ist ein K(n),-Erzeugendensystem
von X(n).

Andererseits faktorisiert ein solches ¢ genau dann iiber X(n), wenn oL = ¢mp ist, d.h. wenn
F = G ist. Der entstehende Ringmorphismus ¥(n) — K(n), ist genau dann K(n), -linear, wenn
¢nr : BP. — K(n), die kanonische Abbildung ist, die F, definiert, d.h. wenn F' = F, ist. Wir

erhalten damit genau die Tripel der Form (F,, f, F},), d.h. genau die strikten Automorphismen von
F,. i
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Es ist bekannt (vgl. Prop. 6.4 aus [Y80]), daB sich die Abbildung Z 3 m — [m|g, (z) € End(F},,) zu
einem stetigen Ringisomorphismus

Zy —— End(F,)
fortsetzt (22 sind die 2-adischen ganzen Zahlen). Wir erhalten also einen Isomorphismus
(24.D) 75— Aut(F,),

wobei Z; die Einheitengruppe von Zs bezeichnet. Zum AbschluB dieser Arbeit zeigen wir noch den
folgenden Satz, der Theorem 2.6 aus [W89] korrigiert.

(2.4.7) Satz. Sei Mult™ (bzw. Mult™ ) die Menge der multiplikativen (bzw. antimultiplikativen) Au-
tomorphismen K(n) — K(n), Mult® := Mult™ UMult™. Dann existiert ein Gruppenisomorphismus

Mult® = 73,

Ein Element aus Z; entspricht dabei genau dann einem multiplikativen (bzw. antimultiplikativen)
Automorphismus von K(n), wenn es kongruent 1 (bzw. 3) modulo 4 ist.

Beweis: Die Bijektion Mult™ « Z; ergibt sich unmittelbar aus 2.4.3, 2.4.4 und der Beziehung von
Y (n) zur formalen Gruppe F,, 2.4.6 mit 2.4.D.

Die Identifikation von Mult™ (bzw. Mult™) in Z§ rechnet man wie im Beweis von 2.2.1 nach: m € Z§
entspricht dem Algebrenhomomorphismus ¢,, : 3(n) — K(n), mit

[1/m]r, () =z +F, Zaném(ti)mT.

i>1
Wie in 2.2.1 sieht man, daf
[1/m]p, (2) = & + ¢m(ty)z? mod (22" 1)
ist. Ist 1/m =14 2a +4b mit a € {0,1}, b € Zy, so ist andererseits

[1/mle,(x) = x+p, 2lr,(dF,(2)) +r5, [4]F, (05, ()
= 4 av,z® mod (z2"H1),

sodaB ¢, (tn) = av, ist. Die Behauptung folgt nun aus 2.4.3 und 2.4.4, da 1/m = mmod4 ist. O
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A BP-zulissige Produkte P(n) A P(n) — P(n) fiir p =2

In [W77], Theorem 5.1 (4), wird behauptet, dafl jedes primitive Element m € Pgpapp(P(n) A
P(n),P(n)) vom Grad Null, das unter (p, Ap,)* : P(n)"(P(n) AP(n)) — P(n)*(BP ABP) auf p,mpp
abgebildet wird, assoziativ sei. Der dort gegebene Beweis beruht aber auf einem Trugschlufl. Wir
zeigen dies zunéichst am Beispiel des primitiven Elements pu+vs3u(Q2Q1AQ1Q0) € P(3)"(P(3)AP(3))
fiir p = 2, dessen Nichtassoziativitéit wir nachrechnen. (p sei eins der in Abschnitt 1.5 konstruierten
zuldssigen Produkte auf P(n), p = 2.) Danach beweisen wir einen Satz, der zeigt, dafi nur die
wenigsten primitiven Elemente vom Grad Null assoziativ sind.

Wir benutzen dabei einige Eigenschaften der Bocksteinoperatoren @; € P(n)*(P(n)),i =0,...,n—1.
Am einfachsten 148t sich die Existenz dieser Operatoren mit der Theorie der Mannigfaltigkeiten mit
Singularitéten begriinden (vgl. [Y77]). Die so konstruierten @;’s sind Derivationen und erzeugen eine
duBere Algebra A C P(n)"(P(n)).

(Ohne Bezug auf Mannigfaltigkeiten mit Singularititen — und daher eher im Sinne dieser Arbeit
— konnte man die @); durch ihr Kroneckerdual charakterisieren, aber ein solcher Zugang wéire sehr
rechnerisch.)

Wir zitieren aus [W77] die folgenden Tatsachen. (Es sei @ = ®z,.)
(A.1) Satz. Es ist Ppp(P(n),P(n)) = P(n)" ® A. Das duflere Cohomologieprodukt A induziert

Isomorphismen
Pepasp(P(n) AP(n),P(n)) =P(n)* @ AAA

und
Prpaspasp(P(n) AP(n),P(n)) =P(n)" @ AAAAA.

d

Damit kann man nun die Nichtassoziativitit von fi := p+ v3u(Q2Q1 A Q1Q0) : P(3) AP(3) — P(3)
fiir p = 2 nachrechnen: p und ji definieren &uflere Cohomologieprodukte

A:P)"(X)@Pn)"(Y) - Pn) (X AY) bzw. o :Pn)"(X)@Pn)"(Y)—Pn)" (X AY).
Da p assoziativ ist, ist auch A assoziativ. Auflerdem ist offensichtlich

z oy =zAy+v3(Q2017) N (Q1QoY)-
Da die Q; Derivationen sind, gilt weiter Q;(z Ay) = (Qiz) Ay + 2 A (Q;y). Mit diesen Rechenregeln
kénnen wir zeigen, dafl in P(n)*(P(n) A P(n) A P(n))
(Q2 ¢ id) ¢ id # Q2 ¢ (id ¢ id)

ist. Es ist
Q2 0 id = Q2 ANid 4+ v3(Q2Q1Q2) N (Q1Q0) = Q2 Aid,

(Q2 0id) o id = (Q2A1d)Ald 4 v3(Q20Q1(Q2Aid)) A (Q1Q0)

Q2 NidAid + v3 (Q2(Q2Q1 ANid + Q2 A Q1)) A (Q1Q0)

— QyAidAid

v3 ((Q2Q2Q1) Nid + (Q2Q1) AN Q2 + (Q2Q2) AQ1 + Q2 A (Q1Q2)) A (Q1Q0)
Q2 Nid Aid + v3 ((Q2Q1) N Q2 A (Q1Q0) + Q2 A (Q1Q2) A (Q1Q0))

_l_

und

idoid = id7id + v5(QsQ1) 7 (Q1Qo),
Qs 0 (idoid) = Qo7 (id o id)+vs((Q2Q1Q2) 7 (Q1Qo(id o id)))
— QoA (id o id)
= Q2N idAid +v3Q2 A (Q2Q1) AN (Q1Q0)-
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Da

Q2 Nid Aid + v3 ((Q2Q1) N Q2 A (Q1Q0) + Q2 A (Q1Q2) A (Q1Q0))
# Q2 ANidAid +v3Q2 A (Q2Q1) A (Q1Q0)

ist, ist ¢ und mithin auch f nicht assoziativ.

Mit den hier verwendeten Rechenregeln kann man ganz allgemein fiir jedes vorgelegte primitive
Element fi : P(n)AP(n) — P(n) die Assoziativitit bzw. Nichtassoziativitét durch stures Nachrechnen
entscheiden. Dazu reicht es ja, (i Aid) = (id ¢ id) ¢ id und f(id A &) = id ¢ (id ¢ id) durch die
Standardbasis von A A A'A A auszudriicken. Um zu einem allgemeinen Resultat zu kommen brauchen
wir allerdings noch etwas Theorie.

Zuniéchst 148t sich auf A bekanntlich ein Coprodukt A: A — A® A mit A(Q;) = Q; ®id+i1d ® Q;
definieren mit dem (A, A) zu einer Hopf-Algebra wird. Auf dem Zs-Dual A* wird durch A eine
Algebrenstruktur induziert. Ist QF € A* (bzgl. der Standardbasis von A) zu @Q; dual, so ist A*
gerade die duflere Algebra iiber den QF. Fiir x € A, y,z € A* ist (y ® z,A(z)) = (yz,x), wobei
(—,—): A* ® A — Zy die Dualitétsabbildung ist.

Wir benutzen, daf3 die Zuordnungen
X:A®A>z®y — zAyeAAA

und
X ARARADZzQy®Rz — xAyAze ANAAA

Isomorphismen sind. Fiir # € A ® A oder # € A ® A ® A schreiben wir im folgenden 6 statt x(6).
Damit gilt:

(1) O = A(6), fiir alle 6 € A.
Fiir 6 = id ist dies offensichtlich. Falls § = 6/Q; ist und (1) fiir 6’ gilt, so ist
Op = H’Qm

s Aid) 4+ 0" p(id A Q)

— )QZ/\ld)—I—A( N(id A Q)
= A)(Q; ®id) + A0)(id ® Q;)
= A(0)A(Q:)
= A(0'Q:)

A(6).

(1) ist damit gezeigt, denn die geforderte Beziehung ist in 6 additiv und A wird von den Q);’s erzeugt.

Genauso ergibt sich auch

(2) OGid A p) = (id®A)(H) und O(uAid) = (A ®id)(0) fiir alle # € A ® A.

Wir betrachten nun ein Produkt fi : P(n) A P(n) — P(n) der Form ji = p + v,,0 mit § € A® A. Es
ist

paAid) = p(pAid) +v,0(p Aid) + v, u(0 Add) +020(0 Add)
und

pGdAR) = pld A p) 4+ v,03d A p) 4+ vap(id A ) +020(id A 6).
Vergleichen wir die Koeffizienten von v,,, so ergibt sich, daf fiir ein assoziatives i

O Aid) + (@ Aid) = 0(id A p) + p(id A )
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Basis fiir P(3) (ohne 1):

Basis fiir P(4) (ohne 1):

Basis fiir P(5) (ohne 1):

v3Q00Q1Q2 ® Q1, v4Q0Q10Q2Q3 @ QuQ1, v5Q00Q20Q3Q4 ® QoQ2,
13Q1Q2 ® QoQ1, 14QoQ2Q3 ® Q2, 15Q0Q3Q4 ® Q3,
v3Q2 ® Q2, v4Q2Q3 @ QoQ2, v5Q3Q4 ® QoQs,
13Q0Q1 ® Q10Q2, 14Q0Q1Q3 ® QoQ10Q2, 15Q0Q2Q4 ® QoQ2Q3,
13Q1 @ QoQ1Qs. 11Q3 ® Q3, v5Q4 @ Qu,
v4Q0Q10Q2 ® QoQ1Q3, v5Q00Q2Q3 ® QuQ2Q4,
14QoQ2 ® Q2Q)3, v5Q0Q3 @ Q3Q4,
v4Q2 ® QoQ2Q)3, v5Q3 ® QoQ3Q4,
v4QoQ1 ® QoQ1Q2Q3. 15Q0Q2 ® QoQ2Q3Q4.

Tabelle 1: Basis der primitiven Elemente vom Grad null fiir P(n), n € {3,4,5}

ist. Mit (2) schreibt sich dies als

(A®id)f+0xid=>1d® A)I+id® 6,
da p(@ Aid) = A id = 0 @ id ist. 0 erfiillt also

(3) (A®id)l+0xid=(1d® A)§+id® 6.
Nun zu dem versprochenen Satz. Er korrigiert Theorem 2.4 aus [W86].

(A.2) Satz. pund g+ v,u(Qp—1 A Qn—1) sind die einzigen assoziativen primitiven Elemente vom
Grad Null in P(n)*(P(n) A P(n)), die unter (p, A pn)* auf p,mpp € P(n)*(BP A BP) gehen.

Beweis: Wir betrachten Elemente vom Grad Null in Pgpapp(P(n) A P(n)) = P(n)" @ AAA, die
von der Form , 1+ etwas zerlegbares® sind. Tabelle 1 zeigt die Basiselemente vom Grad Null fiir
n € {3,4,5}. In [W86] wurde filschlicherweise behauptet, dafl nur 1 und v,Q,—1 ® Q1 den Grad
Null hétten.

Wir untersuchen zunéchst die Basiselemente in P(n)” ® A ® A vom Grad Null. Sei dazu

d=2Qy - Qi @ ng . -~Qi":f =X ®@az, €,0 €{0,1},\€P(n)", ar,az €A
ein solches Basiselement. Wir nehmen A # 1 und A # 0 an. Da |Q;| = 2071 —1 und |v;| = —(2¢F1-2) =

—2|Q;—1] ist, ist

n—1 n—1
DRI =)@ -1 =2 —2-n <2 — 2= —fu,].
1=0 1=0

Aus dieser Abschétzung folgt zunichst, dal A = v, ist, denn |y ® aa| < —|vZ| und fiir i > 0 ist
|on1i| < |vZ]. AuBerdem gibt es ein i fiir das @Q; in ¢ doppelt auftritt, d.h. ein 4 fiir das ¢; = §; = 1
ist. Andernfalls wire nédmlich [og ® ag| < |Qo| + -+ + |Qn—1| < —|vs|. Damit ergibt sich:

Falls ¢ nicht 1 und nicht v,Q,_1 ® Qn_1 ist, ist es von der Form v,aQ); ® Q;0 mit
a, € A. o und S sind dabei (aus Dimensionsgriinden) nicht beide 1.

Wir erhalten damit:

Es reicht zu zeigen, da unter der Bedingung, daB fi := p + v,0 assoziativ ist, alle
Koeffizienten der Form (xQ} ® Q7y,0), x,y € A*, fiir x # 1 oder y # 1 verschwinden.
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€ : A* — 7y sei die Augmentation, d.h es sei e(z) = (z,id).

Wir wenden (z ® y ® z,—) auf (3) an und erhalten wegen (z ® y ® 2,0 ® 1) = (x ® y,0)e(z),
(zRy® 2z, (A®id)(0)) = (zy ® z,0), usw.

(xy ® 2,0) + (x @y, 0)e(2) = (xR y2,0) + (y ® 2,0)e(x).
Setzen wir y = QF, z = Q)7 Z so erhalten wir daraus
(2Q7 ® Qi %,0) + (2 ® Q7,0)e(Qi 2) = (x ® Q7 Q;%,0) + (@ ® @2, 0)e(x).
Da €(Q?Z) und QFQ; null sind, vereinfacht sich dies zu
(zQF ® Q72,0) = (Q ©® Q7 %,0)e(x).

Sind = und Z Basiselemente und ist « # 1, so ist €(x) = 0, der gesuchte Koeffizient (zQ} ® QIZ,0)
also wie behauptet Null. Fiir den Fall Z # 1 argumentiert man analog. O
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