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Aufgaben und Losungen

Psychetbg Statistik I, WS 06/07

1. Matrixalgebra
1.1 Aufgaben

Aufgabe I:Gegeben seien die folgenden Matrizen:

8 05 2 -35 6 2
5 2 9
A=|05 6 3| B= C=| 9 1 05
-1 7 -3
2 3 1 3 -5 4
19 500
E=|6 4/ F=0 5 0
2 5 0 0 5

1) Von welchem Typ sind die angegebenen Matrizen?
2) Beiwelchen der angegebenen Matrizen handslicesum
a) quadratische Matrizen?
b) symmetrische Matrizen?

¢) Skalarmatrizen?

D

g O N N

o
‘mw

H 0

3) Fur welche Paare aus den Matrizen ist die Sudefiaiert? Berechnen Sadle moglichen

Summen.
4) Welche der folgenden Differenzen sind definiert?
aF-C
b)B-F
c)C-A
dB-E

Berechnen Sie die definierten Differenzen.

5) D sei eine Datenmatrix ;

a) Welchen Wert hat Versuchsperson 4 in Variable 2?

b) Welchen Typ hat eine Datenmatrix von 62 Verspehsonen in 5 Variablen?
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Aufgabe 1l Gegeben seien die folgenden Matrizen:

0 6 1
5 1 05 2 3 5 10
3 5 2 03 6 8 1
A=|1 8 3| B= C= D'=|5 1 E=-3 1 5
-1 0 -5 0 2 8 4
05 3 0 6 2 409
1 3 6
-1 6
5 03
F=
7 4
9 7

1) Transponieren Sie die Matri

2) Warum ist das Produkt zweier Matrizen nicht kamtettiv? Warum ist das Produkt einer Matrix
mit ihrer Transponierten auf jeden Fall definiert?

3) Berechnen Sie die Produl@C, CB, C'D. Warum kann das ProduRtA gebildet werden, nicht
jedoch das Produl&D?

4) Was ist eine "Minormatrix"? Was bedeuten digZed i und j in der Bezeichnunij"?

5) Erlautern Sie die "Reihenentwicklung" fir dierehnung der Determinante einer Matrix:

Y]=Y (v, -2 |

6) Was bedeutet "lineare Abhangigkeit" und was init das Vorliegen linearer Abhangigkeiten
in einer Matrix fur ihre Determinante?
7) Berechnen Sie die Determinanten ¥\ und F'F).

8) Wie ist die Inverse einer Matrix definiert?

9) Was bedeuten die Ausdriicke in folgender "Reatiesobrift"? Y * =

M

10) Warum ist es von Vorteil, bei der Berechnungldeersen einer Matrix mit der Berechnung der
Determinante zu beginnen?

11) Berechnen Sie die Inverse&uF'F undD’D, soweit definiert. Wie lassen sich die Ergebnisse

Uberprufen?
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Aufgabe I
Gegeben seien vier Matrizéh X, Y undZ. U sei vom Typ (3 x 5)X vom Typ (3 x 2)Y vom Typ
(2 x 4) undZ vom Typ (5 x 3). Welche der folgenden Aussaged siahr?

a) UZX=XzU

b) (ZX)Y = Z(XY)

b) XZY = Z(XY)

d) (ZX)Y)' = Y'X'Z

e)(Z")' ist vom Typ (X5)

f) (U'+Z2)X)' = X'U + X'Z'
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1.2 Musterlésungen
Aufgabel:

1) Aist vom Typ (¥3), B vom Typ (23), C (3x3), D (4%2), E (3x2) undF (3x3).

2)a)A, C, F
b)A, F
Cc)F
45 6,5 4 13 05 2 15 6 2
3 A+C=|95 7 35| A+F=|0,5 11 3| C+F=| 9 6 0,5
5 -2 5 2 3 6 3 -5 9
95 6,5 4
A+C+F=|95 12 3,5
5 -2 10
85 -6 -2 -115 55 O
dHa)F-C=(-9 4 -05 b) B - F : nichtdefiniert c)C-A=| 85 -5 -25
-3 5 1 1 -8 3

d)B - E :nichtdefiniert

5) a) Versuchsperson 4 hat in Variable 2 den Wert

b) Eine Datenmatrix von 62 Vp in funf Variablenvsim Typ (62x 5).
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Aufgabe II:
1) Bei der Transposition einer Matrix wird die er&eile der Ausgangsmatrk zur ersten Spalte

der Transponierten MatriX’, die zweite Zeile zur zweiten Spalte usw.

2) Die Multiplikation zweier Matrizen ist nicht kamutativ, da ggf. die inneren Typangaben nach
einem Reihenfolgewechsel nicht mehr korrespondietem Beispiel ist fir zwei MatrizeA
(n x m) undB (m x k) das ProdukfB definiert, da ihre inneren Typangaben Ubereinsgémm
nicht jedoch das ProdukBA. Selbst bei Matrizen, deren Typen auch nach vsctaer
Reihenfolge noch korrespondieren, resultieren soteedliche Ergebnisse, was an den
verschiedenen Typen der Ergebnismatrizen sichtbat. 8o istAB vom Typ (n x k),BA
dagegen vom Typ (m X m).
Eine Ausnahme bildet die Multiplikation mit der Beitsmatrix, welchestets kommutativist.
Es gilt also:Xl = IX = X . Das Produkt einer Matrix mit ihrer Transponiarist in jedem Fall
definiert, da bei der Transposition die SpalterZeilen und umgekehrt werden und aus diesem
Grund die inneren Typangaben Ubereinstimmen.

Auch ist die Multiplikation einer Matrix mit eine@kalar stets kommutativ.

3)
0,09 18 24 0,3 06 15 O

1.8 40 64 14 11 34,8 -21,7 18 32 12
C'C= CB :{ } C'D

24 64 128 40 2 22 -12 40 48 48
03 14 40 17 14 9 24

Das Produkt zweier Matrizen kann nur dann gebildetden, wenn diégnneren Typangaben
Ubereinstimmen, d.h. wenn die erste Matrix so vi€lpalten hat, wie die damit zu
multiplizierende Matrix Zeilen. Die Matri® ist vom Typ (2 x 3), die MatriA vom Typ (3 x
3), also kann das ProduRA gebildet werden, nicht aber das Prodik, daA 3 Spalten haD)

aber nur 2 Zeilen.

4) Als Minormatrix bezeichnet man eine verkleindvtatrix, die aus der urspriinglichen Mathx

dadurch entsteht, daf? man die Ausgangsmdtrixm eine Zeile und eine Spalte verkleinert. Die
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5)

7

Indizes i und j in der Bezeichnuij; geben dabei an, welche Zeile (i) und welche Sygplder

AusgangsmatriyY beim Bilden der Minormatrix entfernt werden.

Bei der Entwicklung tber die erste Zeile steliéay; (j = 1,...,m) die Elemente der ersten Zeile
vonY dar; der Term (-1J' nimmt abwechselnd den Wert +1 (fir j = 1,3,5unyd —1 (fir j =
2,4,6,...) an, da (-}) genau dann +1 wird, wenn 1 + j geradzahlig ist,ungeraden 1 + j aber
gleich -1 bleibt. Fur die Berechnung der Determieaeiner MatrixY geht man bei der
Reihenentwicklung aus der ersten Reihe so vor,di@f®inzelnen Elemente der ersten Reihe
(yy) mit der Determinante der zugehdrigen Minormatrnd einem Vorzeichen (-1 oder +1)

multipliziert werden und diese Produkte dann aufsisrmt werden.

6) Eine Matrix enthalt lineare Abhangigkeiten gemtann, wenn sich mindestens einer ihrer
Zeilen- oder Spaltenvektoren durch eine Linearkomtidn (gewichtete Summe) der Ubrigen
Zeilen-/Spaltenvektoren darstellen 1a3t. Enthaiedilatrix lineare Abhangigkeiten, so ist ihre
Determinante gleich Null, d.h. die Matrix a3t sidicht invertieren, da die Elemente der
Kofaktorenmatrix nicht durch Null dividiert werdekénnen. Matrizen, deren Determinante
gleich Null ist, die also lineare Abhangigkeitentteiten, heilensingulare Matrizen

(Gegenteilfundamentale Matrizen).

R o i 273 a3 1
|E| =50-1) [‘]4 :‘u[q 1) [‘]2 Z‘+0Eﬂ 1) [‘]2 4‘

= 5[{109-4(5)+(-1)[{-39-2[5)+0
= 5[-11)-1{-37)+0
= (-55)+37

-18

- _\1#1 8 _a\1+2 1 _1\1+3 1
|A|=500-1) E‘]S j+1[q 1) E‘]O’S j+o,5m 1) E‘]O’S i

=580 - 3[3) + (-1) {1 - 0,5[3) + 0,513~ 0,5(8)
=50-9)+(-1)[(-1,5)+0,50(-1)

-45+1,5-0,5
-44
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156 86,5
FF=
{86,5 101,09}

|F'F| =156[(-1)"" (101,09+ 86,5((-1)""* (86,5
=1560101,09-86,586,5

=15770,04 7482,25

=8287,79

8) Existiert zu einer quadratischen Mat¥ixdie inverse Matrixy ™, so ist sie definiert als diejenige

Matrix, deren Produkt mit der Ausgangsmatrix diatitsmatrix ergibt: Y [Y =1 =YY

9) Y'ist die Inverse zur Matrix, K' die transponierte Kofaktorenmatrix 20 und |Y| ist die

Determinante vorY. FallsY symmetrisch ist, gilK' =K!

10) Da im Falle linearer Abhéngigkeiten in einertNMaihre Determinante Null ist, ist ihre Inverse
wegen der nicht erlaubten Division durch Null nictiefiniert und die Berechnung der

Kofaktorenmatrix nicht mehr notwendig.

11)
|A|:—44
8 1 0 |
-1
3 0,5 0,5
_11 0, 5 05 |5 9 15 -1
K= 13 0| |06 0 0,5 =|15 -0,25 -14,
-1 -145 39
1 0, _15 0, 5
8 3 1 3 1

0,205 -0,034 0,02
A*=-0,034 0,0057 0,33
0,023 0,33 -0,88
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F'F| =8287,79

_[10109 -865] _ _, _[0012 -0010
“|-865 156 " |-0010 0,019

13 13 18
D'D={13 26 6
18 6 36

26 6 13 13 2
ID'D|=13 -1 +1
6 3 18 3 18
= 131(26136 6 6) 13 (I3 36 [B6) I8 (13- 6 [16)
= 131906 181366 I18-( 396) O

Da die Determinante 0 ergibt, ist die Inverse datiM D'D nicht definiert, die Berechnung der

Kofaktorenmatrix ertibrigt sich also.

Die Ergebnisse lassen sich Uberpriifen, indem man Inlverse mit der Ausgangsmatrix

multipliziert, was die Einheitsmatrixergeben soliteY [Y ™ =1 =YY

Aufgabe I
a) Falsch, Matrixprodukte sind nicht kommutativ.
b) Wahr, fur die Multiplikation von Matrizen giltag Assoziativgesetz.
c) Falsch, siehe a).
d) Wahr, bei der Transposition eines Matrixprodakigrd die Reihenfolge der zu
multiplizierenden Matrizen vertauscht (siehe 2. tilisitivgesetz der Transpositian)
e) Falsch, die Transposition einer transponiekiafrix fuhrt zur Ausgangsmatrix (hierx3).
f) Wahr, siehe e) sowie das Distributivgesetz figrMultiplikation von Matrizensummen:
(U+2)X)'=X'(U'+Z)" =X'U"+X'Z'=X'U+X'Z’
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2. Allgemeines Lineares Modell (ALM)

2.1 Aufgaben
Aufgabe I:Kontrollfragen

1.) Was ist das Ziel beim Erstellen eines Regressimdells?

2.) Woflr stehen die in der Modellgleichung deslg§@meinen Linearen Modells" (ALM)
Y= BoXio + BiXit * ... +BmXim +€ vorkommenden Ausdrick®, Bj, X1, Vi, € ?

3.) Was am "Allgemeinen Linearen Modell" ist lin@ar

4.) Wie lassen sich die AusdrucRe B:...Bn im Variablenraum geometrisch interpretieren?

5.) Was fiir ein Vektor ist der Vektas?

6.) Was ist der Unterschied zwischen einem Weaurhg einem Werg; ?

7.) Wie kann man die EinfluRgewichte im ALM matheiseh schatzen?

8.) Was ist der Unterschied zwischen einem mitnol einem mif}; bezeichneten EinfluBgewicht?

Worin besteht der (analoge) Unterschied zwischem \dektore und dem Vektog?

Aufgabe II:

Ein Psychologe will die Kriteriumsvaliditéat einegtEaversionsfragebogens und eines Tapping-Tests

prifen; dazu erstellt er ein Regressionsmodelld@itZahl der Gesprachspartner auf einer Party als

abhangiger Variable. Die Werte fir 9 Probanden simdler folgenden Tabelle zusammengefal3t

(hohe Testwerte stehen dabei fur Extraversion):

Fragebogenscore 4{x Fehlerzahl beim Tapping4{x | Zahl der Gesprachspartner (
2 6 0
6 2 2
8 1 3
6 9 4
5 6 5
9 8 7
12 11 8
8 15 8
10 8 10

a) Schatzen Sie die EinfluRgewichte i, b,.

b) Erstellen Sie eine Modellgleichung fiir die Sehag der Wertey; .

c) Interpretieren Sie das Ergebnis inhaltlich.

~—

d) Machen Sie eine Vorhersage uber die Anzahl @sp@chspartner eines Probanden i auf einer

Party, der einen Extraversionscore var X erreicht und beim Tappingx5 Fehler macht.

Welches Problem ergibt sich bei der Interpretaties Ergebnisses?

Seite 12
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2.2 Musterlésungen

Aufgabe I:

1.)Das Ziel beim Erstellen eines Linearen Modellsstbht darin, die Ausprégungen in einer
Kriteriumsvariablen y eines Merkmalstrdger i ausn d@uspragungen der j = 1,...m
Pradiktorvariablenvariablen gesselben Merkmalstrager i vorherzusagen. Sinnvolleendung
findet ein solches Vorgehen sowohl in der Grundidgeschung als auch in der Anwendung in
den empirischen Sozialwissenschaften: Im erstehigtaés von Interesse, die Zusammenhange
verschiedener Ph&nomene herauszufinden, im zweitéall - etwa bei der
Berufseignungsdiagnostik - hat man die Moglichke#tufgrund geeigneter Préadiktoren
Aufschlusse Uber die Auspragung einer Variablenebien der Berufseignung zu gewinnen, deren
tatsachliche Auspragung man erst feststellen kdrvmeen der Bewerber einige Zeit tatsachlich

gearbeitet hat.

2.)Bei By handelt es sich um die "Regressionskonstante!,deém Wert, den;yannimmt, wenn alle
Pradiktoren den Wert Null haben (Beispiel FiebencA wenn Pradiktoren, wie z.B. Schwere der
Erkrankung, Null sind, hat ein Mensch eine gewiséepertemperatur). Geometrisch lafit sigh
als derjenige Wert interpretieren, bei dem die matisionale Regressionsgerade, -ebene oder
Hyperebene die y-Achse schneidgtbezeichnet die Gewichtung, mit der die Variahi@e der
Pradiktorvariablen) in die Vorhersage des Kriteswartes eingehk;; ist der Wert der Person i in
der Pradiktorvariablen;xy; ist der Wert einer Person i in der Kriteriumsvhlea y undg; ist
derjenige (Fehler-) Betrag, um den der Kriteriumgwg , den die Modellgleichung fur den
Merkmalstrager i vorhersagt, von der tatsachlich&aspragung der Variablen; ybeim

Merkmalstrager i abweicht.

3.) Das ALM ist deshalb eilineares Modell da sich der Vektor der Kriteriumswelgtals
Linearkombinatioraus den Vektoren der Pradiktorwexiebis x,, und dem Vektor der
Fehlerwertee darstellen laft, wobei die geschatzten Gewichtenaty bis b, in der ersten Potenz
stehen. Mit dem linearen Modell lassen sich nichtlmeare Zusammenhange sondern auch

nichtlineare Modelle (Moderatormodelle, quadratesZmusammenhange u.A.) beschreiben.

4.) Zuf, siehe 2.)B; bis B, lassen sich als Steigung der Regressionsgeréittem<£1) bzw. der

Regressionsebene (fiir m=2) bzw. der Hyperebener($@) in Richtung der Achsen kis x;,

interpretieren.
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5.) Beim Vektorx, handelt es sich um einen Einsen-Spalten-Vektordeit Elementex,,=1. Die
Einflhrung des Vektorspermoglicht es, diRkegressionskonstanfig gemeinsam mit den anderen
EinfluBgewichter;.,aus jeder Zeile des Gleichungssystems auszuklammern

Die i =1 bis i = n Gleichungen

Yi= BoXio + BXix + ... +BmXim +E;

kdnnen dann auch simultan als Matrizengleichgs§+e mit 3’ = [Bo, By,-..Pm] @Usgedrickt

werden.

6.) Bei einem Werthandelt es sich um den tatsachlichen, beobachiéeeheiner Person i in einer

Kriteriumsvariablen y, beim Wer§, um denjenigen Wert in der Variablen y, der fur Beson i
aufgrund der Modellgleichung vorhergesagt wirde. @irhergesagte. - Werte unterscheiden

sich von den beobachtetenyWerten um den Betrag des Fehlgrsy; = 9i + €.

7.) Die gebrauchlichste Mdglichkeit, die EinfluRgelte im ALM mathematisch zu schatzen, erfolgt
nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate. Beiatie¥orgehen werden jene Werte fir,
gesucht, fir welche die Summe der quadrierten Atdlwgigen der vorhergesagten

Kriteriumswerte von den tatsachlich gefundenenefiitmswerten minimiert wird.

8.) Bj bezeichnet das in der Regel unbekannte wahreuRigdwicht der Variablen kei der
Vorhersage eines Kriteriums y in der interessieeefbpulation by das EinfluBgewicht fiir die
Variable %, das aufgrund der Daten aus einer bestimmten@tbke furf3; geschatztvurde (z.B.
nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate). Anddegteht der Unterschied zwischen einem
Vektor € und einem Vektoe darin, dalg die wahren Abweichungen der durch das Modell mit d
B-Gewichten vorhergesagten Weffevon den tatsachlichen Werten in y auf Populatibase
enthalt, wahrene diejenigen Werte enthalt, die sich als Abweichumder vorhergesagten Werte
in y von den tatsachlichen Daten ergeben, wenn dideuBasis von Stichprobendaten

geschéatzteB-Gewichte verwendet wurden.

Aufgabe II:
a) Sollen die EinfluBgewichte nach dem Kriterium kleinsten Quadrate geschatzt werden, gilt:
b= (X'X)*X'y

Die Ausdriicke in dieser Formel werden im Folgenberechnet:
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9 66 66
X'X=|66 554 520 X' X|=81576
66 520 632

79728 —-7392 -2244
K'=|-7392 1332 -324
—2244 -324 630

47
X'y =| 408
417
79728 -7392 -2244] [ 47 -204468 [-2506
b=— 1 [1-7392 1332 324 |1408|=—~ [ 60924 |= 0,747
81576 81576

-2244 -324 630 417 25050 0,307

b) §, =-2,506+0,747x, +0,307x,

c) Der EinfluRgewichtevektdr beschreibt hier die Raumlage einer Regressiosise Die
Regressionsebene schneidet die y-Achsg in-8,506. Verandert man Xbzw. %) um eine
Einheit und halt die anderen Pradiktorvariablengkant, so verandert sich die vorhergesagte Zahl
der Gesprachspartngr, um b = 0,747 (bzw. p= 0,307) Einheiten.

Die Pradiktionskonstante mit dem Wert -2,506 bedeutet, dal fiir einen Prd&amit einem
Extraversionsscore von 0 und dem Fehlerwert O Beipping weniger als Null Gesprache auf
einer Party vorhergesagt werden, denn der vorhagtesVert lage fir diesen theoretischen Fall
mit -2,506 im negativen Bereich. Der Extraversiamecg wird mit 0,747 gewichtet, d.h. mit
Anstieg um eine Einheit im Extraversionsscore Kogistanter Fehlerzahl im Tapping) steigt die
Zahl der vorhergesagten Gesprache auf einer Party,247; der Pradiktor,xdie Fehlerzahl beim
Tapping, wird mit 0,307 gewichtet, d.h. mit jedensatzlichen Fehler (bei konstantem
Extraversionsscore) steigt die vorhergesagte AmtahGesprachspartner um 0,307.

Fur den Fall, daf? die Skalenwerte der beiden Pigrdik die gleiche Streuung hatten, fiele der
Pradiktor x (Extraversionscore im Fragebogen) starker ins Gawider Betrag des
EinfluBgewichtes von 40,747) ist gro3er ist als der Betrag ver{th307).

d) yi=-2,506+0,747(7+0,307(5= 4,258
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Einem Probanden i, der einen Extraversiongseon x = 7 aufweist und beim Tapping x 5

Fehler macht, wird durch die PradiktionsgleichuimgeeAnzahl vony; = 4,258 Gesprachspartnern

auf einer Party vorhergesagt; d.h. er wird wahrstich mindestens vier Gesprachspartner auf
einer Party haben. Das Problem bei der Interpoatasit, dal3 die Zahl der Gesprache eine diskrete
Variable ist, also nur ganzzahlige Werte annehnaemkfiir die Berechnung der Ergebnisse
gemal Pradiktionsgleichung wird allerdings angenemrdal sie eine kontinuierliche Variable

ist. Darliberhinaus ist anhand des Modells niemiaksiahaltliche Kausalitatsaussage mdglich.
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3. Multiple Regressionsanalyse

3.1. Aufgaben

In einer Studie zur Evaluation von Psychotheragi@hgeklart werden, ob der Therapieerfolg (y) aus

der Schwere des Symptoms des Patientgnufxd aus seiner Therapiemotivation)(xorhergesagt

werden kann. An einer Stichprobe von N=8 Patiested die folgenden Daten erhoben worden:

Patient Nr.

Therapieerfolg (y)

Symptomschwerg)(X

Therapiemotivation

(X2)

O~NO O WN PR

10
12
13
15
5
7
16
3

5
3
4
10
17
15
11
18

7
2
9

12
3
5
15
1

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Erstellen Sie ein Modell zur Vorhersage des @pieerfolges auf Basis der Kenntnis von
Symptomschwere und Therapiemotivation. Schatzen diée EinfluBgewichte dabei nach

Maf3gabe des Kriteriums der kleinsten Quadrate.

Berechnen Sie die totale Quadratsumme, die matmrte Quadratsumme und die Fehler-

guadratsumme. Wieviel Prozent der Kriteriumsvariameeden durch das Modell erklart?

Wieviel Prozent der Kriteriumsvarianz konnjeweils durch Therapiemotivation und Symptom-

schwereallein erklart werden?
Bestimmen Sigeweilsdas Inkrement der Symptomschwere und der Theraypiestion.

Welchen der beiden im uneingeschrankten Modghatenen Pradiktoren wirden Sie aufgrund

Ihrer Ergebnisse fur den "besseren” halten?

Welches Inkrement hétte der Pradiktor Symptomsch, wenn seine Korrelation mit der
Therapiemotivation r = 0 ware und seine Korrelatioit dem Kriterium r = 0.5549 betriige?

Welchen Wert wiirde in diesem Fall der Standardgéhidier annehmen?

Welches Inkrement héatte der Pradiktor Symptomsch, wenn seine Korrelation mit dem

Kriterium r = 0.8319 betriige und die Korrelatiort sem Pradiktor Therapiemotivation r = 1.0?

Nehmen Sie eine Schatzung des voraussichtlithenapieerfolges fir einen Patienten vor, der
einen Symptomschwere-Wert von 4 und einen Theragieations-Wert von 10 aufweist.
Bestimmen Sie das Intervall, in dem sich der Thieexfolg mit einer Wahrscheinlichkeit von
95% befinden wird.
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3.2 Musterldsungen

1) Da die Schatzung der EinfluRgewichte nach Ma@gkgs Kriteriums der kleinsten Quadrate als
b=(X'X) X'y
vorgenommen wird, sind zunachst die Matrixprodukbé *und X'y zu bestimmen, wobei fiir

1K' xx

XX =—"—= qilt.
X ®
1 5 7
1 3 2
1 4 9
8 83 54
] 1 10 12 .
Matrix X: X = 1 17 3 Matrix X'X: X' X =|83 1109 506
54 506 538
1 15 5
1 11 15
11 18 1]

Determinante voixX'X :

1109 50 83 50 83 110
X'X|=8 -83 +54
506 53 54 53 54 50
= 8[{1109538-506[506) — 83183538~ 54[506) + 5483506 -541109
=320506

340606 -17330 -17888

Inverse Matrix:|X'X| = Khex _ -17330 1388 434
X'X| 320506
-17888 434 1983
81
Weiterhin ist noch das MatrixproduXty zu bestimmen: X'y =|708
684

340606 —-17330 -17888| | 81 9,622
320506 -17330 1388 434 708|=|-0387
-17888 434 1983 | | 684 067

Derb-Vektor ergibt sich also alsb =

Die Modellgleichung lautet foIinch}“/i =9,622 — 0,387 x+ 0,67 %.
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2) Es gelten die folgenden Ausdriicke zur Bestimmumy determinierter, Fehler- und totaler

Quadratsumme:

Qg =b' X'y —ny?
Q. =Yyy-b' Xy
Q=Q+Q.=y'y-ny’

Die Ausdriickeo’X'y , y'y und ny? lauten wie folgt:

b'X'y = 963,666
y'y=977
ny” =820,125

Folglich sind:
Qu= 143,541
Q¢ 13,334
Q=156,875

Der multiple Determinationskoeffizient ist definieals der Quotient aus der determinierten und
der totalen Quadratsumme. Daraus laR3t sich danchdJultiplikation mit 100 der prozentuale

Anteil erklarter Varianz berechnen:

2 = Qs _ 143541 _

= = =0915
Q, 156875

Es werden also 91,5% der Kriteriumsvarianz durchMadell erklart.

3) Wenn bestimmt werden soll, wieviel Prozent déatdfimusvarianz durch die
Therapiemotivation bzw. Symptomschwaitkein erklart werden kdnnen, kann dies im Prinzip

auf zwei Arten geschehen:
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a) Durch Bestimmung des quadriert@modukt-Moment-Korrelationskoeffizienten fir die
Kriteriums- undeine Pradiktorvariable (zum genaueren Vorgehen sieheshimgger, Lineare

Modelle, S. 45ff.). Die Bestimmung ist auch perdrenrechner problemlos durchzufiihren:

b) Durch die Schatzung von b-Gewichten fir die sefpebenden eingeschrankten Modelle (in
diesem Fall mit je einer Pradiktorvariablen) undats folgend der Bestimmung vorf. Per
Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, da3asieh anwendbar ist, wenn nicht nur nach dem
Einflul3 eines einzelnen Pradiktors, sondern nach dimer Pradiktoruntermenge gefragt ist, so
daR im eingeschrankten Modell mehr als ein Pradikarbleibt. Aus diesem Grund soll hier

exemplarisch auch diese Vorgehensweise angewamdeme
Soll die Varianzerklarung, die durch dsgmptomschwere allegreleistet wird, bestimmt werden,

so reduziert sich die MatriX um den Vektox,, die X'X -Matrix reduziert sich auf

8 83
X'X=
83 1109

und die Determinante nimmt den Wert 1983 an. DiaKimrenmatrix und der Vektof'y werden

ZU:

- 1109  -83 b X'y = 81
XX7 83 8 Y708

Damit ergibt sich deb-Vektor als:
b= 1 ]1109 -83| | 81| |15666
©1983[-83 8 ||708| |-0534

Obwohl es sich beX’X , K’ xx, und X'y des eingschrankten Modells um numerisch identische
Teilmatrizen aus den entsprechenden Matrizen desgeschréankten Modells handelt, enthalt

der b-Vektor andere Werte!
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Der Ausdruckb'X'y reduziert sich auf 890,874. Die determinierte Qasmilimme @ betragt

70,749 ¢’y und ny®bleiben gleich). Die erklarte Varianz aR? DOO:%DOO reduziert sich

t

auf 45,1 % der Kriteriumsvarianz.

Soll die Varianzerklarung, die durch dieherapiemotivation alleingeleistet wird, berechnet

werden, so reduziert sich die MatX¥xum den Vektok;, alsX'X -Matrix verbleibt

ZU:

Damit ergibt sich debb-Vektor als:

b= 1 |538 -54|| 81| [4785

- 1388[-54 8 684| | 0,791
Der Ausdruckb'X'y reduziert sich auf 928,629, die determinierte Qatsdmme @ betragt
108,504 und die erklarte Varianz alR? moo=%moo reduziert sich auf 69,2 % der

t

Kriteriumsvarianz.

4) Sollen die Inkremente der Therapiemotivation dad Symptomschwere bestimmt werden, ist zu
Uberlegen, wie hoch der Anteil an erkarter Variebzder hinzukommt, wenn man den jeweiligen

Pradiktor in ein Modell, das den jeweils andereidiktor schon enthalgusatzlichaufnimmt.

Fir das Modell, das ausschlieRlich die Symptomsoénats Pradiktor enthélt, ergibt sich eif R
von rund 0,45. Flgt man nun den Pradiktor Therapi®ation dazu, erhat man ein Modell mit
einem R? von rund 0,915 (in unserem Fall das vollstandiged®l mit beiden Pradiktoren).

Folglich ist das Inkrement, das sich bei Hinzufligkys Pradiktors Therapiemotivation ergibt,
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gerade der Betrag, um den sich die Determinatiafékaenten des eingeschrankten Modells (mit
einem Pradiktor) und des uneingeschrankten Modgitit beiden Pradiktoren) voneinander
unterscheiden, namlich 0,465.
Formal ausgedruckt:

R’=RZ+R? => R*=R/-R¢’

Ruxe = 0,915
lay = 0,45
> RIXZZ = 0,465

Ruxz = 0,915
Ny = 0,692
> R|X12 = 0,223

DasInkrementeiner Variablen x das sich als Zugewinn an erklarter Varianz beiEteveiterung
eines eingeschrankten zu einem uneingeschranktetelMergibt, 1&Rt sich auch umgekehrt als
Dekrementinterpretieren, namlich als derjenige Anteil anl&ntier Varianz, der verloren geht,
wenn das uneingeschrankte Modell um den Pradiktaduziert wird. In unserem Fall heif3t das,
dall der Anteil der erklarten Varianz um 46,5 Prgzemkte sinkt, wenn man im
uneingeschrankten Modell mit Therapiemotivation @yinptomschwere als Pradiktoren auf den
Pradiktor Therapiemotivation verzichtet.
Formal ausgedruckt:
RZ=R2-Ry? => R2= R2-R&2
0,45 = 0,915 - 0,465 => 0,465 = 0,915 - 0,45

Entsprechend ergibt siatas Inkrement der Variablen SymptomschwadseDifferenz zwischen
dem Anteil an Kriteriumsvarianz, der sich mit Th@emotivationallein erklaren |43t und dem
Anteil an Kriteriumsvarianz, der sich erklaren la¢enn die Symptomschwerisatzlichals
Pradiktor ins Modell aufgenommen wird. In unsereati Betragt der durch Therapiemotivation
allein erklarte Anteil an Kriteriumsvarianz 0,69@duder durch beide Pradiktoren erklarte Anteil

0,915, d.h. fur die Symptomschwere ergibt sichliginement von 0,223.

5) Da der Zweck unseres Regressionsmodells dastele den Therapieerfolg vorherzusagen, ist

derjenige Pradiktor der "bessere", der mehr Infoionafiir eine genaue Vorhersage enthélt. Die
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Vorhersagen werden umso genauer, je mehr Kritetaranz durch den jeweiligen Pradiktor
aufgeklart wird. Da die Therapiemotivation alleif®,2% der Kriteriumsvarianz aufklart, die

Symptomschwere aber "nur" 45%, und dariber hinaos allem das Inkrement der
Therapiemotivation (0,465) groRer ist als das den@omschwere (0,223), handelt es sich bei

der Therapiemotivation um den Pradiktor, der eimeagiere Vorhersage erlaubt.

6) Kaorreliert ein Pradiktor zu Null mit allen anéer bereits im Modell vorhandenen Préadiktoren
(;orthogonaler Fall), ergibt sich sein Inkremeris aie Kriteriumsvarianz, die durch diesen
Pradiktor erklart wird, d.h. als die quadrierte Kdation zwischen Pradiktor und Kriterium. Bei
Null-Korrelation mit den anderen Pradiktoren entiraldie Auspragungen des Pradiktors in bezug
auf das Kriterium ausschlie3lich Informationen, @heden anderen Pradiktoren nicht enthalten
sind.

Es ergibt sich bei,, = 0,5549 ein,,,* von 0,3079 und damit einRron gleicher Hohe.
Gemeinsam mit,,” = 0,6921 ergibt sich einR= rq,” + Koy’ = 0,6921 + 0,3079 = 1,0, so daR
Qe=0.

Dagilt &, =

e

Q.
df

e

, istin diesem Fall&s, = 0.

7) Korreliert ein Pradiktor, dessen Inkrement mastt werden soll, mit einem weiteren, bereits im
Modell enthaltenen Préadiktor zu Eins (,kollineafell* in extremer Form), ist sein Inkrement
jedenfalls Null. Der Pradiktor enthélt in bezug alafs Kriterium ausschlieR3lich Information, die
bereits in dem anderen Pradiktor enthalten ist. IBlagment eines Pradiktors hangt also nicht nur
von seiner Korrelation mit dem Kriterium ab, somdauch von der Korrelation mit den anderen

Pradiktoren!

8) Das vollstandige Vorhersagemodell lautet:

¥, =9,622-0,387x, +0,67x,

Fir % = 4 und % = 10 ergibt sich durch Einsetzen in die Pradilggiaichung:

yi =14,774
Fir einen Patienten mit einem Symptomschwerevaerty = 4 und einem
Therapiemotivationswert vory x 10 wird durch die Modellgleichung ein Therapfely von V.

= 14,774 vorhergesagt.
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Da das Vorhersagemodell jedoch nicht in der Lagievidllig exakte Prognosen vorzunehmen,

sondern die Vorhersage mit einem bestimmten F¢Blandardschéatzfehler) behaftet ist, kann

man fur den wahren Kriteriumswert einer Person dah genannten Auspragungen nur ein
Intervall bestimmen, das den wahren Wert mit eigewissen Irrtumswahrscheinlichkeit
einschlief3t.

Dieses Konfidenzintervall berechnet sich nachdolier Formel:

Yi = Uy, die G.<y, <V + t2 dre (6,

Zur Berechnung des Intervalls bendtigt man also &enktschatzungy, sowie den

Standardschétzfehler,, der sich folgendermafen berechnet:
G, = Qe mit df = n - (Anzahl der Spalten vox)

In unserem Fall ist Q= 13,334 X hat 3 Spalten und die Anzahl der Probanden war n = 8. Daraus

resultieren df=5 Freiheitsgrade, so daf3

5. - /13,5334:1’633

Fir t, finden wir in unserem Fall in der Tabelle den Web72 @ = 0,05; df = 5). Das Intervall,

das den wahren Wert; yler Person i mit einer Wahrscheinlichkeit von 98#schliefdt, hat
folglich die Grenzen 10,576 und 18,972.

Der Therapieerfolgs-Wert einer Person mit einer rapemotivation von 10 und einer
Symptomschwere von 4 ist mit einer Wahrscheinlidhken 95% zwischen 10,576 und 18,972 zu

erwarten.
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4. Hypothesenprifung im ALM

4.1 Aufgaben
Aufgabe I:Kontrollfragen

1) Welchen Zweck verfolgt die inferenzstatistische Ulifimg von EinfluBparametern im
ALM?

2) Was ist unter einer Parameterrestriktion zu verstehen?

3) Warum erfolgt die inferenzstatistische Prufung vondilgesen im ALM typischerweise
unter Zuhilfenahme dé¥-Verteilung?

4) Was versteht man unter eiggobalen Nullhypothe&e

5) Geben Sie fur ein Modell mit zwei Pradiktoren die gloiuéhypothese an.

6) Erlautern Sie den folgenden F-Bruch: Was bedeuten diewmmnenden Ausdriicke?

__Rydf,
(1-R,%)/df,

7) Welchen Wert nimmt £ bei Uberpriifung der globalen Nullhypothese stets an?

8) Zeigen Sie, dall man den F-Bruch zur Prifung tyaten Nullhypothese sowohl unter
Verwendung der multiplen DeterminationskoeffizientdR,?, R:?) als auch durch
Verwendung von Quadratsummeny(Qe) formulieren kann.

9) Was versteht man unter denRisiko?

Aufgabe II:

Untersuchen Sie fiir die Daten von Kapitel 3 folgende Fragen:

1) Kann fir die Population ein Zusammenhang zwisaen Pradiktoren Symptomschwere und
Therapiemotivation als Pradiktoren und dem Kriteriulherapieerfolg als Kriterium
behauptet werdemi(= 0.01)?

2) Kann fir die Population behauptet werden, daft die VVorhersagegenauigkeit des Modells
verbessert, wenn zusatzlich zum Pradiktor Symptomsch der Pradiktor
Therapiemotivation in das Modell aufgenommen wixd=(0.01)?

3) Kann fir die Population behauptet werden, daft die Vorhersagegenauigkeit des Modells
verbessert, wenn zusatzlich zum Pradiktor Therapigaimon der Pradiktor
Symptomschwere in das Modell aufgenommen wirek 0.01)?

4) Kann fur die Population ein Zusammenhang zwisaler Symptomschweiadleine und dem

Therapieerfolg behauptet werden= 0.01) ?
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4.2 Musterldsungen

Aufgabe I:

1) Ziel der inferenzstatistischen Uberpriifung vonflERparametern im ALM ist, zu testen, ob der
gefundene Zusammenhang zwischen der Kriteriumdsana und einem bzw. mehrerer
Pradiktoren nur die Gegebenheiten in der Stichpraebéand derer das Modell erstellt wurde,
beschreibt, oder ob darliber hinaus mit einer hihezid geringen Irrtumswahrscheinlichkeit
behauptet werden kann, daR auch in der Populatios, deun die Stichprobe stammt, ein

Zusammenhang zwischen Pradiktoren und Kriterium extistier

2) Parameterrestriktion bedeutet, dal einem Parameter - im ALM typischessveeinem
EinfluBgewichtf; - hypothetisch ein bestimmter Wert zugewiesen wilet Parameter also auf
diesen Wertestringiertwird. Parameterrestriktionen werden im Rahmen dgrothesenprifung
benutzt: Um den Zusammenhang zwischen einem Poddidb alleine oder zusatzlich zu anderen
bereits im Modell enthaltenen) und dem Kriterium #msten, wird seinem zugehérigen
EinfluBparameter ein bestimmter Wert (z.B. Null) augsen. Anschliel3end wird gepriift, ob die
vorliegenden empirischen Daten auch mit einem Moptlel dem der betreffende Parameter nur
den ihm durch die Restriktion zugewiesenen Wereamen kann, kompatibel sind oder ob das
Varianzdekrement, welches mit der Parameterresirikginhergeht, so grof3 ist, dall es im
Vergleich zur Fehlervarianz als statistisch sidpaifit einzustufen ist. Im letzteren Fall entscheidet
man sich dafur, die Nullhypothese, die mit der Patamestriktion verbunden ist, zu verwerfen
und die Alternativhypothese anzunehmen, welche besatpld die vorgenommene

Parameterrestriktion fur die Population nicht zutrifft.

3) Bei der inferenzstatistischen Prifung von Hypstdn im ALM wird die Hypothese geprift, ob
eine Menge von m Pradiktoren die Varianz des Kriteriaoeh in der Population "erklaren” kann.
Dazu wird geprift, ob der Anteil erklarter Kriteriswmarianz, der durch die Parameterrestriktionen
der Nullhypothese verloren geht, deutlich groReanlistdie Fehlervarianz (das Varianzdekrement
entsteht durch jene Variablen, deren Parameterngsrt wurden). Ist die Wahrscheinlichkeit fur
das Auftreten der gegebenen empirischen Daten detemRestriktionen der Nullhypothese sehr
klein wird die Nullhypothese zugunsten der Alternativiiiese zuriickgewiesen.

Bei der inferenzstatistischen Prifung von Hypothdee ALM wird also ein Verhaltnis von zwei
Varianzen gebildet, ndmlich das Verhdltnis aus dezkr@ment an erklarter Varianz, das sich
durch die Parameterrestriktionen ergibt, und der |dfesirianz. Die Verteilung, die die

Wabhrscheinlichkeiten fir das Auftreten von Varianzvertiséen abbildet, ist die F-Verteilung.
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4) Eine globale Nullhypothese besagt, dal in der Populktioerlei Zusammenhang zwischen

samtlichen Pradiktoren und dem Kriterium besteht unditbigille ParameteB,,..., B;,..., Bm auf

Null restringiert werden kénnen.

5) Hy: Die Pradiktoren xund % weisen in der Population keinen Zusammenhang mit dem iiriier

auf. kt B1=0 undp,=0.

6) R’ ist das Dekrement an erklarter Varianz, das sigiiberwenn die in der Nullhypothese
formulierten Parameterrestriktionen in das Modelfiganommen und auf die Daten angewendet
werden. R? beriicksichtigt den Varianzanteil, der durch dasingeschrankte Modell erklart
wird, 1-R,> dementsprechend den unerklarbaren Varianzantehl¢Fvarianzanteil). Bei gf
handelt es sich um die bereits von der Schéatzung S®ndardschatzfehlers bekannten
Fehlerfreiheitsgrade (n — Anzahl der Spalten Yomm uneingeschrénkten Modell). Au3erdem
stehen im F-Bruch noch die Hypothesenfreiheitsgmfdeals Anzahl der in der Nullhypothese

formulierten Parameterrestriktionen bzw. Teilhypothesen

7) In der globalen Nullhypothese werdalfe Parametep,,..., 3j,..., Bm auf Null restringiert, woraus

folgt, daR das eingeschrankte Modell eiff ®on Null aufweist; da gilt B = R/?- R, ist Ry? =
Ru% Bei der Uberpriifung der globalen Nullhypothese ist alstsits so groR wie R

8)

Ry’ :&; a- Ruz):&
Q, Q
[de/dfh

R, /df,  _\Q _Q DQd [df, _ Q,/df,

(1—RU2)/dfe_[QeJ/df Q Q/df. Q/df

t

9) Dasa-Risiko ist die akzeptierbare Irrtumswahrscheirkigih Mit o wird der sogenannteehler
der 1. Art kontrolliert, d.h. die Wahrscheinlichkeit jenes Fetleden man begeht, wenn die
Nullhypothese irrtimlicherweise zugunsten der Alégivhypothese verworfen wird, obwohl die
Ho in Wahrheit zutreffen wirde. Da eirRisiko von 5% bzw. 1% als wissenschaftlich veliagt
gilt, wird das Signifikanzniveau im Signifikanztast der Regel auf 5% bzw. 1% festgesetzt. Ist
die Irrtumswahrscheinlichkeit nicht gréRer als dalliveau, wird H angenommen, anderenfalls

wird Hg beibehalten.
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Aufgabe II:

1)

2)

Im errechneten multiplen Determinationskoeffizen von R = 0,915 dokumentiert sich ein
Zusammenhang in der Stichprobe. Er alleine ist raieichend, um davon ausgehen zu kénnen,
daRR auch auf Populationsebene ein Zusammenhanghemislen Pradiktoren und dem Kriterium
angenommen werden kann. Vielmehr ist die Frage daciSignifikanz des Zusammenhangs zu
stellen: Ist die durch das Modell erklarte Variaoder Quadratsumme) im Vergleich zur
Fehlervarianz (oder -quadratsumme) so grof3, dal mén einer hinreichend geringen
Irrtumswahrscheinlichkeit davon ausgehen kann, daf3sieh nicht nur um zufallsbedingte
Stichprobeneffekte handelt? Diese Frage ist infesttistisch - es handelt sich um das Verhaltnis
zweier Varianzen - Uber die F-Verteilung zu beamtergy und zwar im Fall der globalen
Nullhypothesg3;= 0 undB,= 0 als:
_ R,*/df, _ R,*/df,
(1-R,2)/df,  (1- R )/df,

Bei dfi handelt es sich um die bereits bekannten Fehilegitegrade. Die
Hypothesenfreiheitsgrade dérgeben sich aus der Anzahl der Parameterrestrédti in der
Nullhypothese. Es werden zwei Parameter restringiedt somit gilt df = 2. Mit Ry’ wird das
Dekrement am erklarten Varianzanteil bezeichnes, sleh ergibt, wenn die in der Nullhypothese
formulierten Parameterrestriktionen auf die Sticbipendaten angewendet werdédimmt der
durch das Modell erklarte Varianzanteil nicht odetum ab, obwohl Parameter auf Null
restringiert werden (was gleichbedeutend mit eBatfernung der Pradiktoren aus dem Modell
ist), kann nicht (oder nur mit einer zu hohen Irrswahrscheinlichkeit) davon ausgegangen
werden, dalR die entsprechenden Pradiktoren in dauld@on tatsachlich einen Zusammenhang
mit dem Kriterium aufweisen. Ein solcher Zusammeighaiirde sich in einem Dekrement an
erklarter Varianz ausdriicken, wenn @&ewicht auf Null restringiert wird. Fir unser Béidp
ergibt sich der F-Bruch als:

Der kritische F-Wert bei einem Signifikanzniveaunwo= 0,01 ist 13,27; damit istf, > R und
die Nullhypothese kann mit einer IrrtumswahrschehMeit von <a = 0,01 verworfen, die
Alternativhypothese angenommen werden: Fir die Rtipn kann ein Zusammenhang zwischen

den beiden Pradiktoren und dem Kriterium mit weniger als i$fkdRangenommen werden.

Wir wissen, dal3 bei Entfernen des Pradiktors dpiemotivation aus dem Modell (Restriktifp
= 0) der Anteil an erklarter Varianz um 46,5% abnimBe R? = R?, ist dies auch der Anteil,

nach dem in der Aufgabe gefragt wird, namlich detefiran erklarter Varianz, der hinzukommt,
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3)

4)

wenn Therapiemotivation als Prédiktor in ein Modelitaufgenommen wird, das schon die
Symptomschwere enthalt. Es soll die Annahme geprierden, ob sich die
Vorhersagegenauigkeit signifikant verbessert, werer dweite Pradiktor in das Modell

aufgenommen wird. Die Parameterrestriktion, um dieagte Hypothese zu prifen, 141t sich als

Ho: B>= 0 undp; = beliebig formulieren. Als F-Bruch mit @l erhalten wir:

465/1
= (1—O+f/5)/5 =27,353
mit Rp?= 0,465 = der Anteil an erklarter Varianz, der vestageht, wenn die in derHormulierte
Parameterrestriktion in das Modell implementiert wird.
Der kritische F-Wert ist 16,26, womit ofy > Fq und die Nullhypothese mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit <« = 0,01 verworfen werden und die Alternativhypothakeeptiert

werden kann.

Da bei Entfernen des Pradiktors Symptomschwesedam Modell (Restriktiofi; = 0) der Anteil
an erklarter Varianz um 22,3 % abnimmt, gilt higf R 0,223. Die zu testende Nullhypothese

nimmt an, dal die Hinzunahme dieses Pradiktors in Blodell, das bereits die

Therapiemativation enthélt, die Gute des Modelldtnierbessert: §1 3, = 0 undf, = beliebig.

Auch diese Hypothese enthélt eine Restriktion, daher tifund als F-Bruch erhalten wir:

02231
(1-0915)/5

Der kritische F-Wert ist wieder 16,26, so dal,K R und die Nullhypothese nicht verworfen

=13118

werden kann. Die Hinzunahme des Pradiktors Symptowese verbessert die

Vorhersagegenauigkeit also nicht signifikant.

Da in dieser Aufgabe nach dem Zusammenhang kaisSymptomschwere allein und dem
Therapieerfolg gefragt wird, enthélt das uneingesutkbe Modell nureinen Pradiktor. Als R?
erhalten wir die quadrierte Korrelation zwischem®yomschwere und Therapieerfolg (0,45). Fur

die inferenzstatistische Uberprifung wird eine Nytiothese formuliert, die diesen

Zusammenhang fur die Population negiert, mit[6{ = 0 (Eine Parameterrestriktion, daherdt).

Das Dekrement £ betragt 0,45. Die Fehlerfreiheitsgrade sing=d8 und die Fehlervarianz ist 1-
Ry% also 1 - 0,45 =0,55.

_ 04511 _
(1- 045)/6

Bei einem [k von 13,75 kann die Nullhypothese nicht verworfen werden urdilveibehalten.
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5. Einfaktorielle Varianzanalyse

5.1 Aufgaben

Aufgabe I:

1) Varianzanalytische Fragestellungen werden haufauch als  "Uberprifung von
Unterschiedshypothesen” klassifiziert, regressicsgéinche Fragestellungen hingegen als
"Uberprifung von Zusammenhangsfragestellungen". dwsit halten Sie diese terminologische
Unterscheidung flr gerechtfertigt?

2) Worin unterscheiden sich bei Regressions- undiadaanalyse die in der MatrixX
zusammengefaliten Variablen?

3) Von welchem Typ ist die Matrix XX bei varianzanalytischen Designs mit
Zellenmittelwertekodierung?

4) Beantworten Sie folgende Fragen zur "Allgemeinen liere&lypothese™ (ALH):

* Was ist die Funktion der Matri@? Wie bestimmt sich ihre Zeilen- und Spaltenzahl?

* Was bedeutet die Notierung einer Null an einer bestimmedie SierC-Matrix?

e Inwiefern ist die ALH ein flexibleres Konzept zurb®rpriifung von Hypothesen als das
bisherige mit eingeschrankten und uneingeschrankten Iidoée

5) Was versteht man unter der Hypothesenquadratsumme?

Aufgabe II:
In einem Experiment zur Auswirkung von Kaffee auié donzentrationsleistung werden N = 9
Probanden zufallig auf drei Gruppen aufgeteilt, densterschiedliche Mengen Kaffee verabreicht

werden. Anschlieffend wird die Anzahl diezhlerin einem Konzentrationstest ermittelt.

Menge an Kaffee
Kein Kaffee 1 Tasse 5 Tassen
y1=13 Vi=5 V=20
yo=9 V=5 V=17
ya=11 V6=2 Yo=26

1) Bestimmen Sie die Schéatzwerte fir die EinfluBparantetierellenmittelwertkodierung.

2) Warum enthélt deb-Vektor im Rahmen der Zellenmittelwertkodierung rkdtlement b
mehr? Geben Sie einen mathematischen und einen inhaitlizhed an.

3) Berechnen Sie fir das vorliegende Beispiel den Vektor

4) Welcher Anteil der Varianz in den Konzentratieistungen wird durch die

unterschiedlichen Stufen des Faktors "Menge an Kaffe€'matiert?
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5)

6)

7

Kann die Annahme beibehalten werden, dal? die ArdethFehler von der Menge an Kaffee
unabhangig ist?0E0.01) Formulieren Sie hier wie im folgenden lhre Hypothesowohl
verbal als auch in Form der ALH!

Verandert sich die Konzentrationsleistung dukaffee, wenn von der Menge abgesehen
wird? (@=0.05)

Unterscheiden sich die Fehlerzahlen nach dens#onvon 1 Tasse Kaffee von denen nach

dem Konsum von funf Tassen®=0.01)
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5.2 Musterldsungen

Aufgabe I:

1

2)

3)

4)

Die Unterscheidung zwischen "Unterschieds-" undséfiumenhangsfragestellungen” 1afit sich nur
schwer rechtfertigen. Die varianzanalytischen ,Usthredsfragestellungen (z.B.: Bestehen
Unterschiede zwischen den verschiedenen Bedingungser denen die MefRwerte zustande
gekommen sind?) konnen namlich auch als "Zusamnmgsfragestellungen” formuliert werden:
Gibt es einen Zusammenhang zwischen den untersichiex Bedingungen der UV und den

Auspragungen der Kriteriumswerte? Analoges gilt umgekehr

Hinsichtlich der Menge der Abstufungen: Bei Regionsanalysen kdnnen die in der Ma¥ix
zusammengefaliten Variablen (abgesehen xgrtheoretisch beliebig viele Werte annehmen
(kontinuierliche Variablen), bei Varianzanalysen ddgen nur zwei (Kodiervariablen), da die
Pradiktoren hier die Zugehdrigkeit oder Nichtzugagieit eines Mel3wertes zu einer bestimmten
Bedingung kodieren. Die in der Matrix zusammengefal3ten Variablen weisen in beiden Fallen
das Skalenniveau der Intervallskala auf. Durch diertiihrung der m Bedingungen, unter denen
die Werte y zustande gekommen sind, in m Préadiktonénjeweils nur zwei numerischen
Abtufungen und damit nur noch einem definiertentabd, erfillen auch bei varianzanalytischen

Designs die irX zusammengefaliten Variablen die Voraussetzungen eirerdittkala.

Bei Zellenmittelwertekodierung handelt es sithissum eine Diagonalmatrix vom Typ m x m,
wenn m die Anzahl der "Zellen" des Designs ist. Bauptdiagonalelemente zeigen die Anzahl
der Merkmalstrager pro Zelle jnlist die Anzahl der Merkmalstrager in allen Zeltgaich, so ist

X’'X eine Skalarmatrix, die sich immer auch alsll schreiben laf3t.

Zur ALH-Formulierung von Nullhypothesen:

» Die Matrix C erméglicht die simultane Formulierung von mehrefeilhnypothesen, indem
zeilenweise - gemal der entsprechenden Teilhypotheengegeben wird, fiir welche(n)
EinfluBparametef; eine Restriktion gelten soll. Jede Zeile der Ma@ixgibt somit an, wie
die einzelnerf; entsprechend der jeweiligen Teilhypothese lineakambinieren sind. Die
Spalteranzahl m + 1 de€-Matrix ist durch die Anzahl der Parameter, dilenanzahl k
durch die Anzahl der Teilhypothesen bestimmt.

» Die Notierung einer Null an einer bestimmten Staller C-Matrix gibt an, dafl3 in der
entsprechenden Teilhypothese (Zeile) keine Remtnktflir den entsprechenden
EinfluBparameter 3; (Spalte) gelten soll, beziehungsweise dass in deneifigen

Teilhypothesen lUber den entsprechenden Einfluparakester Aussage gemacht wird.
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+ Die ALH ermoglicht die Formulierung und inferenzstische Uberprifung von
Hypothesen, die in der bisherigen Terminologie vamidhzdekrementen nicht formulierbar
waren: Mit demd-Vektor kann man auch von Null abweichende theschg® Werte fir
Parameterrestriktionen wahlen; d@&Matrix bietet die Mdglichkeit, Restriktionen Uber
Teilmengen von EinfluBparametenzu formulieren, sowie tber Linearkombinationen von

EinfluBparametern.

5) Die Hypothesenquadratsumme Rezeichnet jenes Dekrement, um das sich die detiemta
Quadratsumme Qverringert, wenn die in der ALH formulierten Pardemeestriktionen auf die

Stichprobendaten angewendet werden.

Aufgabe II:
1) Bei Zellenmittelwertekodierung erhalt man deivektor als Vektor der Mittelwerte der Zellen

des Designs, in unserem Fall:

21

2) Mathematischwiirde die Aufnahme des Termgpin das Gleichungssystem dazu fihren, Hal3
und mithinX'X nicht invertierbar ("singular") werden wirden: [Einsenvektox, ware stets als
Summe aus den Vektoren bis X, bildbar undX enthielte somit stets lineare Abhangigkeiten.
Inhaltlich lieRe sich argumentieren, dal3 in der Regressiolysgndie Regressionskonstanig b
jenen Sockelbetrag der Kriteriumsvariablen y angiet vorhergesagt wird, wenn ein Proband in
allen m Pradiktorvaiablen den Wert Null hatte. Im ¥arianzanalyse kann dieser Fall, dal3 alle
Pradiktoren den Wert 0 annehmen, ausgeschlossenemveklne Person mit Null in allen

Kodiervariablerx, bisx,, hatte am Experiment nicht teilgenommen!

3) Der Vektory enthalt als Vorhersage fiir jeden Probanden deteMitrt der Zelle, aus der der
Proband stammit:

1]

11

11

=Xb =

<>
N

21
21
21
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4)

5)

Es gilt - wie im Zusammenhang von Regressionsanalysdn a

RU2 :&

Q
Q =yy-ny’
Qq kann nach folgendem Ausdruck bestimmt werden:
Qu=n, b'b-ny*
Fur unseren Fall erhalt man:
Q =494, Q=438; R=0,887

Es koénnen also etwa 89% der Varianz der Fehleraadlé die Variation des Faktors "Menge an

Kaffee” zuriickgefuihrt werden.

Unter dieser Fragestellung soll geprift werddnsich mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
hochstens einem Prozent behaupten 1&3t, daf? diesdhiiede zwischen den Gruppen unter den
einzelnen Stufen des Faktors "Kaffee” nicht nurafig zustande gekommen sind. Die
entsprechende Nullhypothese behauptet folglich,ia@r Population kein Unterschied zwischen
den drei Stufen des Faktors ,Kaffee” hinsichtlich der Kenizagionsleistung besteht (globalg)H
Ho: 1= M2 = Ha
Im Falle von Varianzanalysen ist es nun aus urlédtichen Grunden sinnvoll, die
Nullhypothese nicht durch den Vergleich von Varimzsondern durch den Vergleich von
Quadratsummen zu testen. Ansonsten funktioniertHyjgothesenpriifung genauso wie bei der
Regressionsanalyse: Es wird die Frage gestddltlie determinierte Quadratsumme durch die in
der Nullhypothese formulierten Parameterrestrikdansoweit reduziert wird, da man mit
hinreichend geringer Irrtumswahrscheinlichkeit davcausgehen kann, dal3 der in der
Nullhypothese formulierte Sachverhalt in der Pogiola nicht gegeben ist.Trafe die
Nullhypothese zu, dirfte sich die determinierte Qasmiimme durch die Restriktionen nicht
erheblich verringern. Der Wert, um den die determiai€uadratsumme bei Anwendung der
Parameterrestriktionen auf die Stichprobendaterkt,siwird als Hypothesenquadratsumme
bezeichnet.
In dieser Fragestellung zur globalen Nullhypothesgspricht die Hypothesenquadratsumme
genau der determinierten Quadratsumme, und der zugehéBgek lautet:
F= 438/2 =23464
56/6
Die Hypothesenfreiheitsgrade ,dhehmen den Wert 2 an, da in der Nullhypothese zwei
Parameterrestriktionen formuliert werden (s. uniie: C-Matrix hat zwei ZeileR.
Die Fehlerfreiheitsgrade dhehmen den Wert 6 an, sie ergeben sich wiederfats d - Anzahl

der Spalten voX (In der VA: N - Anzahl der Zellen des Designs).
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Die Hypothesenquadratsumme, @ntspricht der determinierten Quadratsumme (s.od) die
Fehlerquadratsumme ergibt sich als Q4 = Q. = 494 - 438 = 56. Der kritische F-Wed € 0,01,
dfe = 6) ist 10,92, womit &, > Rt und die Nullhypothese mit einer Irrtumswahrschiehkieit

von <a = 0,01 verworfen werden kann.

Allgemein kann man die Hypothesenquadratsumme austh dem folgendem Ausdruck

bestimmen

Q, = (Cb-dy[ceex)ic ] (cb-4),
wenn man die Nullhypothese in Form der Allgemeinémearen Hypothese (ALH) formuliert
hatte. Zu einer ALH-Formulierung der Nullhypothegelangt man, indem man die in der

Nullhypothese formulierten Parameterrestriktionemithogonale Kontrastévgl. Moosbrugger,
Lineare Modelle, S. 122ff.) umformt:

1. Kontrast: w, =

2. Kontrast:
M2=Hz = M2~ H3=0
Die Linearkombinationen der Mittelwerte kbnnen awimultan als Matrixprodukt aus dem

Vektor der wahren Zellenmittelwerge (= demp-Vektor) und einer MatrixC formuliert werden:

n
2u; ~lp, g — 2 -1 -1 “l
0 1w, -Luy| |01 -1j1°°
M3

Die Nullhypothese als ganzes ist dann wie folgtfalierbar:

2 -1 -1 “1_8
01 -1|1"2|”
] 0

Und dies entspricht genau der Form der AIGH: = &.
Damit sind C und & bekannt und Qkann wie oben angegeben berechnet werden. Bei
Zellenmittelwertekodierung vereinfacht sich dermbegegebene Ausdruck zu
Q, =n; {Ch)CC') " [{Cb)
(vgl. Moosbrugger, Lineare Modelle, S. 124).

Anmerkung: Bei der globalen Nullhypothese kann man auf d@se=chnung verzichten, da die

Hypothesenquadratsumme genau der determiniertedr@samme entspricht!
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6) Hier ist als Nullhypothese zu formulieren, dafdem dem Genuf3 von Kaffee durchschnittlich
genauso viele Fehler gemacht werden, wie ohne Kafflall also der Durchschnitt der

Fehlerzahlen in den Bedingungen mit Kaffee genausB ist wie die Fehlerzahlen ohne Kaffee:

+
Hoiu1=“2—2”3 < 2 ~p, ~py =0
My
In ALH-Schreibweise: [2 -1 —1] u, =0
U3
Qh ergibt sich wie folgt:
11
Ccb=[2 -1 -1 O|4|=-3
21
2 1
cc=[2 -1 -10|-1|=6 (CC)‘lzg
-1

Q. =30-3) %EH) =45

o Qudf, _ 45/1_
Q./df, ~ 56/6

Womit

0,482

Der kritische F-Wert mita = 0,05 und df = 6 ist 5,99, so dale¢f < R, weswegen die
Nullhypothese vorlaufig beibehalten wird. Es lieénhsnicht zeigen, dalR sich die Fehlerzahlen in

Abhangigkeit von nicht naher differenziertem Kafiakum andern.

7) Wenn Uberprift werden soll, ob sich die Fehlelera nach dem Konsum von 5 Tassen Kaffee von
denen nach einer Tasse Kaffee unterscheiden, shalsiNullhypothese zu formulieren:
Ho: H2= M3 <=>H2— 3 =0
In ALH-Schreibweise:
My
[O 1 _1] Hp | =0
M3
Qn ergibt sich wie folgt:
11
Cb=[0 1 -1 O|4|=-17
21

Seite 36



Aufgaben und Losungen Psychetbg Statistik 11, WS 06/07

0
cc=[o 1 -] 0O|1]|=2 (CC')‘1=%
-1

Q, =30-17) %m—m = 4335

Womit

- _ Qu/df, _4335/1

= 46,446
Q./df, ~ 56/6

Dieses Ergebnis ist bei einem kritischen F-Wert ¥81¥5 ¢ = 0,01, df = 6) auf dem 1%-Niveau
signifikant; d.h. man kann mit einer Irrtumswahmsicfichkeit von weniger als 0,01 davon
ausgehen, daf sich die Fehlerzahlen nach 1 TaseeKan denen nach 5 Tassen unterscheiden.
Die Dateninspektion zeigt, dall wenig Kaffee zu eiK®nzentrationszunahme, viel Kaffee

hingegen zu einer betrachtlichen Konzentrationsatmesfiihrt.
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6. Zweifaktorielle Varianzanalyse

6.1 Aufgaben

Ein Forscher soll untersuchen, ob ein neues Betnigmittel die Fahrtlichtigkeit von Autofahrern

beeintrachtigt. Dazu verabreicht er das Medikamewlrei verschiedenen Dosierungen (Omg, 10mg,
25mg) und erhebt als abhéngige Variable die Zahl Fhrfehler in einem Fahrsimulator. Der

Forscher weil3 aber auch, dal3 nach der Personlistlieorie von Eysenck Extravertierte auf
Sedativa starker reagieren als Introvertierte; dédth er seine Probanden in Extravertierte und
Introvertierte, um diesen 2. Faktor zu kontrollirer®ie Ergebnisse des Experiments sind in der

folgenden Tabelle dargestellt:

Faktor 1: Dosierung des Medikaments

Faktor 2: Extraversion Omg 10mg 25mg
Introvertierte (Zelle 1) (Zelle 2) (Zelle 3)

6 5 8

1 4 7

2 6 9
Extravertierte (Zelle 4) (Zelle 5) (Zelle 6)

2 5 13

1 6 11

0 1 9

Formulieren Sie im folgenden die Hypothesen unavérien sowohl formal als auch inhaltlich.

1) Geben Sie Schatzungen fir die EinfluRparametiez élenmittelwertekodierung an.

2) Kann die Hypothese beibehalten werden, daR diehFahrfehler in der Population nicht
unterscheiden(= 0,01)

3) Kann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von hétens 1% davon ausgegangen werden, daf3
der Faktor Dosierung einen Einflu3 auf die Fahdehiat?

4) Unterscheiden sich die Fahrfehler von Extrageie¢in und Introvertierten® & 0,05)

5) Ist der Einflul der Dosierung bei Extravertiarteanders als bei Introvertierten
(Wechselwirkung)?d = 0,05)

6) Kann die Hypothese beibehalten werden, dalnbeiviertierten die Fahrfehler mit 10mg des
Medikaments gleich hoch sind wie mit 25mg?<0,01)
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6.2 Musterldsungen
1) Bei Zellenmittelwertekodierung ergeben sich 8ehatzwerte fur die EinfluBparameter als

Mittelwerte der Zellen des Designs.

A P 00 01 W

11

2) Hy: In der Population existieren keine Unterschienhsibhtlich der Anzahl der Fahrfehler in
Abhangigkeit von der Dosierung des Medikaments @darintroversion/Extraversion.
Ho: M1 = H2=Hs=Ha=Us= He
Fur die globale Nullhypothese gilt,@ Qq
Q, =n,b'b-ny® =3[236-18(53° =196
Q, =y'y-ny® =750-18[53 = 238
Q.=Q,-Q, =238-196=42
R

Feit, 0,010 =5;dfe=12 = 9,06
Femp >F = H,

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit vone= 0,01 kann man annehmen, daf3 sich die Anzahl der
Fahrfehler in Abhangigkeit von der Dosierung undrdwersion/Extraversion auch in der

Population unterscheiden.

3) Hoa: Die Dosierung des Medikaments hat keinen Einf@ die Unfallzahlen (kein
Haupteffekt A).

+u, st
Homat g+, =52 Hgg% Re und Hyot 1, +its =y e =

Hoat: 201y —=H, —Hg + 20, —pg —pe =0 und Hhaz: pt, =g +pg —pg =0
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2 -1 -1 2 -1 -1
ALH[ } Ha

01 -10 1 -1

2 -1 -12 -1 -1
Cbz[ }

3

5

8| [-20
01 -10 1 -1 |1 '{—10}
4

_11_
o
-1 1
2 -1 -1 2 -1 -1]|-1 -1| [12 0
cC'= =
01 -101 -1/|2 0| |0 4
-1 1
-1 -1

: = 0[1-20
Q, = nZ(Cb)'(CC')l(Cb):S[ﬁ— 20 —10][%102 J[E_lo} =175

175/2
=———=25 I:krit; 4=0,01,dfh=2;dfe=12 — 6,93 I:emp > I:krit = Hl

S 42/12

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von <1% kann nimdavon ausgehen, dal3 die Anzahl der

Fahrfehler in der Population in Abhangigkeit vom Besierung verschieden ist.

4) Hye: Die Anzahl der Fahrfehler von Introvertierten Ugxtravertierten unterscheiden sich

nicht (kein Haupteffekt B).

Hos: Wy + 1o+l =1, F s+l

Da die Stichprobendaten (die empirischen Mittele)enicht von dieser Nullhypothese abweichen
(3+5+8=1+4+11=16), enthalten sie keinerlei Hinwdmrauf, dal} sich die durchschnittlichen
Fahrfehler fur Extravertierte und Introvertierte tenscheiden. Da ein in den Daten nicht
vorhandener Unterschied keinesfalls ein signifigantUnterschied sein kann, ist die

Nullhypothese beizubehalten.
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5) Hyaxe): Die Unterschiede der Fahrfehleranzahl in Abhakejigvon der Dosierung sind bei

Introversion und Extraversion gleich (keine Wechaddung).

HO(Ale) By T i ;“3 = Uy _LZHG und HO(AZXB) ‘W, TUg =g T U
]
K
ALHZ{Z -1 -1 -2 1 1:| [T :[0}
01 -1 0 -11f|p, 0
Us
| e
"3
5
_{2 -1 -1 -2 1 1:| 8 _{6}
Cb= =
01 -1 0 -11 |1 4
4
_11_
2 0]
-1 1
,_{2 -1 -1 -2 1 1} -1 -1 _{12 o}
CC'= =
01 -1 0 -111|-2 O 0 4
1 -1
1 1

Q, =36 4][%1_3 ;Hﬂ=21

F= 2112 _ 3
42/12

l:krit; 0=0,05mfh=2:dfe=12 — 3,89
FEmp <K« = H,

Der empirische F-Wert ist kleiner als der kritischbso kann man nicht davon ausgehen, dal3 die
Unterschiede in der Fahrfehleranzahl, die in Abligiait von der Dosierung auftreten, in der

Population bei Introversion/Extraversion verschredimd.
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6) Ho: Bei Introvertierten unterscheiden sich die Urgalilen mit 20mg nicht von den

Unfallzahlen mit 25mg des Medikaments.

Hoin, =Hg
My
2P
ALH:[0 1 -1 0 0 d|"®|=0
My
Hs
| He
4] o
5 1
8 -1
Cb=[0 1 -1 0 0 0] L |73 cc=[0 1 -1 0 0 0 o |72
4 0
11 0
Q, =30-9E 0-3 =135
13,5/1
= oty = 3857 Fo =9,33 Fonp < Fr = Ho

Die Hypothese, dald die Fahrfehleranzahl von Intt@réen bei 10mg und die bei 25mg gleich ist,

wird beibehalten.
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Teil B: Priiffungsaufgaben
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7. Klausurbeispiele

Aufgabe I:

In einem grofRen Betrieb, dessen Name nicht genaentlen soll, erfolgt die Auswahl neuer
Mitarbeiter traditionell mit einem vom Vorgesetzturchgefuhrtem Interview, auf dessen Basis die
Kandidaten auf einer Skala von 1-10 (10 = sehr batyertet werden, sowie neuerdings mit Hilfe

eines psychologischen Eignungstests, bei dem hohleWerte hoher Eignung entsprechen.

Sie werden als externer Evaluator gebeten, digiEffz des Einstellungsverfahrens des Betriebes zu
prufen. Sie sollen herausfinden, ob einerseits \thewendeten Einstellungskriterien zu einer

optimalen Besetzung freier Stellen fuhren und oteagrseits eventuelle Einsparungsmaoglichkeiten
beim Einstellungsverfahren bestehen. Als Kriteriitnden Erfolg der Personalauswahl ziehen Sie
die betriebsinterne Leistungsbeurteilung am Aripéatz nach einem Jahr heran (Punktwerte von 1-

20) und erhalten fur die neun zuletzt eingesteMéarbeiter folgende Daten:

Testergebnis (X 5 8 7 3 7 10 3 7 13
Interview (%) 3 5 7 4 6 8 7 6 9
Leistungsbeurteilung (y) 7 9 15 5 11 19 6 12 20
Fragen:

a) Wieviel der Varianz der Leistung wird durch beiden Pradiktoren erklart?
b) Wie breit ist das 95%ige Konfidenzintervall ?

c) Prifen Sie, ob in der Population eine VorhersdgelLeistung aufgrund des Interviews und

des Tests mdglich isti(= 0.01).
d) Prifen Sie, wie gut die Vorhersage mit Hilfe gegchologischen Tests alleine mdglich ware
(a = 0.05).

e) Was wirden Sie sagen? Kann auf das Intervieve cignifikanten Informationsverlust
verzichtet werden? Betrachten Sie beide PradiktamerKontext des Gesamtmodells und

geben Sie eine inferenzstatistische Begrindang @.05).
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Wichtige Hinweise:

Formulieren Sie alle Nullhypothesen sowohl formalauch inhaltlich.
Benutzen Sie im folgenden die unten angegeben&tidamatrix und Determinante von
X'X.

Runden Sie lhre Ergebnisse (nicht zu frih) auf Nehkommastellen genau.

16171 -5 -2431
Kyx=| -5 260 -297 X' X|=11519
-2431 -297 738
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Aufgabe II:

Die Polizei hat ein neues Verhaltenstraining firliZedbeamte entwickelt. Die Inhalte des
einwtchigen Kurses richten sich auf folgende Béreic Kommunikation, Konfliktverhalten,
Stressbewaltigung, Taktik/Eigensicherung und Irgationstechnik. Ziel des Trainings ist es, dass
die Polizisten lernen, auch in bedrohlichen Sitwsin nicht unter Stress zu geraten, sondern

angemessen zu reagieren.

Zur Uberprifung der Wirksamkeit des Trainings wurdeolizisten herangezogen, die entweder
erstmalig oder bereits dreimal an dem Trainingyegibmmen haben, sowie zur Kontrolle Polizisten,
die noch kein Training besucht haben. Dabei wurae \derhalten der Polizisten in Rollenspielen
beobachtet und auf einer Skala von 0-10 dahingetmvdertet, ob die Inhalte des Trainings
erfolgreich in typischen Situationen angewendetderrkdnnen, in denen entweder das Leben der
Polizisten selbst, oder das Leben anderer Perdmednoht ist. Zum Vergleich dienen Situationen, in

denen keine Bedrohung enthalten ist.

Die Werte der n = 36 Polizisten sind in der Tabdbegestellt (hohe Werte stehen fiir angemessenes

Verhalten ohne Stress, niedrige Werte fur unangsemes Verhalten mit Stress).

Faktor A
(Training)
erstmalig dreimalig kein Training
des Polizisten 6,4,4,6 7,5,6,6 0,2,4,4
selbst Iz
Faktor B einer anderen 4,5,6,7 6,8,7,7 2,5,4,3
(Bedrohung) | Peérson
keine 7,5,9,7 9,8,6,@ 5,3,7@

» Formulieren Sie im folgenden alle Hypothesen sowolfibrmal als auch inhaltlich!

* Runden Sie nicht zu friih auf 3 Stellen hinter dem lKkmmal
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Fragen:

a. Gibt es einen Haupteffekt des Faktors A (Traj)#no = 0.05)

b. Gibt es einen Haupteffekt des Faktors B (Bednghi ¢ = 0.05)

c. Gibt es eine Wechselwirkung zwischen den bekéioren? d = 0.05)

d. Sind Polizeibeamte mit erstmaligem Training bess$s solche ohne Training?
(a =0.05)

e. In welchen Grenzen wirde mit einer WahrschdikBd von 95% der Wert fur einen
Polizisten ohne Training liegen, der sich in eifiér ihn selbst bedrohlichen Situation

befindet?

Aufgabe I

Ein Kommilitone braucht Ihre Hilfel Er muss dringerseine Untersuchungsergebnisse abgeben, hat
allerdings Kaffee tber die Arbeit gekippt, so ddas Blatt mit der Tafel der Varianzanalyse nicht
mehr lesbar ist. Inr Kommilitone hat keine Mdgliefitkmehr, nach Hause zu fahren, um die Daten
noch mal zu beschaffen, er kann sich aber zum Giiggdh an einige Details der Untersuchung

erinnern.

An der Untersuchung nahmen 140 Personen teil undwvesle eine vollstdndig gekreuzte

zweifaktorielle Varianzanalyse durchgefuhrt, wolpetler Faktorstufenkombination 7 Probanden
zugeteilt wurden. Ihr Kommilitone erinnert sich auffem, dass £= 50 war und die determinierte

Quadratsumme 305. Zur Uberpriifung des Hauptefkigirden 3 Kontraste formuliert, der F-Wert
fur Faktor A war 18,75 und betrug das 1,5 facheFd®gertes von Faktor B.

Helfen Sie Inrem Kommilitonen, die vollstandige &ladler Varianzanalyse wieder herzustellen.

Begriinden Sie bitte die einzelnen Schritte!
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7.1 Musterldsungen
Aufgabe I

a) R2=% Q =y'y-ny’ Q,=b'X'y-ny? Q. =Q, -Q,

b=(X'X)"IX'y

104 1 16171 -5 -2431 (104 -2734
X'y =| 856 b= T1519 -5 260 -—297 |[1856|=| 1150
703 —-2431 -297 738 703 1021

Qq= 216,049
Q= 240,222
Qe = 24,173

Der Zusammenhang zwischen Pradiktoren und derurejstrgibt sich also als:

n2 - 216049

=——=0,899, die Pradiktoren erklaren also ungefahr 9@¥&diteriumsvarianz.
240222

Qe

b) Zur Berechung des Konfidenzintervalls benétigt dan Standardmessfehlég = & ;

e

/2417
eingesetzt: = TS = 2,007, wobei df = n - Anzahl der Spalten vox, also 9 -3 = 6.

Die Breite des Konfidenzintervalls berechnet sitsh
2Eﬂal2,dfe [%e ; m|t t(0'025; 6)= 2,447

Also: 2[2,447(2,007 = 9,822.

¢) In der Nullhypothese geht man davon aus, dass tkeiruilsammenhang besteht zwischen den
Leistungen der Mitarbeiter und den Pradiktoren Testlegstind Interview (globale $l

Ho: B2 =0undB,=0

Damit verbunden ist der folgende F-Bruch{Rentspricht bei der globalen Nullhypothes¢)R

R2/df, _ 0,899/2

= = = 26,703
(1-R2)/df, ~ 0101/6
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Bei einem kritischen F-Wert von 10,92 kann also mit einaurtrstvahrscheinlichkelt = 0.01 davon
ausgegangen werden, dass auch in der Population ein Zushamgemwischen den

Einstellungskriterien und dem Kriterium der Leistung bt

d) R/*=1,4,7=0,832

Das Testergebnis alleine kann 83,2 % der Varianz des Kriteriuklaren.

Die Nullhypothese besagt nun, dass es in der Popul&einen Zusammenhang zwischen dem
Testergebnis und der spateren Leistung gibt.

Ho: B1=0.

Der F-Bruch fiir dieses uneingeschrankte Modellmiteiner Préadiktorvariable lautet wegen,R=
Ry%

R2/df, _ 0832/1

= = = 34,667> Fy = 5,59> H
(1-R%)/df,  0168/7 Pt '

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 0,05 kann man davon ausgehen, dass auch in der
Population ein Zusammenhang zwischen den Ergelmiss@sychologischen Test und der spateren

Arbeitsleistung besteht.

e)

Uberpriifung von xzusétzlich zu x

Die Nullhypothese besagt, dass der Verzicht adf (Mterview) zu keiner signifikanten

Verschlechterung der Vorhersage der Leistung fiihrt.

Ho: B> = 0 undB; = beliebig

Re” = y,” = 0,832
Ry’ = 0,899 — 0,832 = 0,067
df,=1;dt=9-3=6

_ 0,067/1 _

= 398
0101/6 ?

Bei einem kritischen F-Wert von 5,99 kann man nadton ausgehen, dass das Interview zusatzlich

zum Test eine genauere Beurteilung der spateren Leistonggtr
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Aufgabe II:

a)

In der Nullhypothese wird behauptet, dass sich digeMerte der Variablen ,Angemessenheit des
Verhaltens" in der Population auf den Stufen des Faktoiigifiganicht unterscheiden.

1. Kontrast:

My THs THe Ty T g+
2

HOAl: Ul"‘ u2+ M3 =

2. Kontrast:

Hoaz: Ha+ Hs+ He= H7 + Mg+ Mo

M1
Mo
M3
Ha
Hs |=0
He
Hz
Hs
[ Ho |

C B =5

—]
—

222 -1-1-1-1-1-1
ALH:

0001 1 1 -1 -1-1

Zur Bestimmung der Hypothesenquadratsumme:

Q, =n,(Ch)'(CC')™(Cb)

222 -1 -1-1 -1 -1 - 3
Cb= 7=

ooo01 1 1 -1 -1 - 10
25
35

Seite 50



Aufgaben und Losungen Psychetbg Statistik 11, WS 06/07

=
|
=

222 -1-1-1-1-1-1
cc:[ }

0001 1 1 -1 -1-1

X

1
Qu =403 1d018 | %10}:68,667
° %

Qeth'Qd

Q= y'y-ny? > 1238-36(55)°= 149
Qu = nb'’b - Ny?-> 4*296,75 — 1089 = 98
Q.=149-98 =51

- _ 68,667/2
51/27

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit & = 0.05 kann gesagt werden, dass die Stufen demrBak

=18177 > Ry = 3,35

Training auch in der Population zu unterschiedéiogemessenem Verhalten fihren.

b)
In der Nullhypothese wird behauptet, dass sich Migelwerte der Variablen ,Angemessenes

Verhalten” in der Population auf den Stufen destérakBedrohung nicht unterscheiden.

1. Kontrast:

T TR ST T
Hopy “1_'_“44_“7:“2 Hs “82“3 He ™ Uo

2. Kontrast:

Ho2! 1y + 15 +Hg =1g t g g
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My
M2
Hs
H4
g (=0
He
H7
Hs
Mo

2 -1 -12 -1-12 -1 -1
ALH:{ }

01 -101 -10 1 -1

Zur Bestimmung der Hypothesenquadratsumme:

Q, =n,(Ch)'(CC')™(Cb)

5
55
7
6
2 -1 -1 2 -1 -12 -1 -1 -9
Cb= M7 |=
001 -10 1 -10 1 -1 | [-4
25
35
_5_
o
-1 1
-1 -1
2 0
2 -1 -1 2 -1 -12 -1 -1 18 0
cC' = m-1 1 |=
{01—101—101—1} [06}
-1 -1
2
-1 1
1 g
Q= 40-9 -4|018 [E }:28\667
o L|l-4
6
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28667/2
F=2806712 S oge k. 335
51/ 27
Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit e = 0.05 kann gesagt werden, dass die Stufen de®rBak

Bedrohung auch in der Population zu unterschiediigemessenem Verhalten fuhren.

c)
In der Nullhypothese wird behauptet, dal3 in deruRmn kein Wechselwirkungseffekt vorliegt.
Das bedeutet, die Wirkung des Faktors A (“Train)ngst auf den drei Stufen des Faktors B

(“Bedrohung”) gleich grof3.

_Hs tHg + _Hg tHy
U2+U3_(u4 2 H 2 J
2 2

1. Kontrast: g, —

4u-24p -2U3- 2Pt Ps + e - 217 tHg tHo= 0

(us—u6)+(u8—ug)]

2. Kontrast:p, —Hg =[ >

2Hp -2H3-Hs+He -Hg tHo= O

(s +16) _ (g +s)
— = M

3. Kontrast:p, —
Hy > >

2H4-Hs-He-2H7 +Hg +He= O

4. Kontrasts - he = Mg - Ho
Ms-He-Hs +Ho= 0

Hq
Ho

4 -2 -2 -2 1 1 -2 1 11|"

0 2 -2 0 -1 1 0o -11//"

ALH: Mus [=0
0 0 0 2 -1-1-211 }

6

O 0o o 0o 1 -1 0 -11
M

Hg
Mo |
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Zur Bestimmung der Hypothesenquadratsumme:

Q, =n,(Cb)'(CC)™(Ch)

4 -2 -2 -2 1 1 -2 1 1
o 2 -2 0 -1 1 0 -11
Ch:
0 O 0 2 -1 -1 -2 1 1
0O 0 0 0 1 -1 0 -11
4 -2 -2 -2 1 1 -2 1 1
o 2 -2 0 -1 1 0 -11
CC:
0 O 0 2 -1 -1 -2 11
0O 0 0o 01 -1 0 -11
= 0
0 L
Quwe = 415 -05 05 o050 *
0 O
0 O
= 0667/4 =0,088 < Rt 2,73
51/ 27

—]
—

o O

o Rk

o O O

I

15
-05
05
05
0 0 0]
2 0 0
-2 0 0
3 0 0 0
0 2 0
0 12 0 0
-1 -1 1=
0 0 120
1 -1 -1
0 0 0 4
0 -2 0
-1 1 -1
1 1 1]
15
-05
=0,667
05
05

Aufgrund des kleinen empirschen F-Wertes wird didliiypothese beibehalten und es wird davon

ausgegangen, dalR in der Population kein Wechseingdeffekt zwischen den beiden Faktoren

vorliegt.

Seite 54



Aufgaben und Losungen Psychetbg Statistik 11, WS 06/07

d)
Die Polizisten ohne Training unterscheiden siclsiaintlich der Angemessenheit ihres Verhaltens

nicht von den Polizisten mit einmaligem Training.

Ho @ My tp, g =Ry gt > Myt t g Ty Tpg T He=0

M1
M2
M3
Hs
ALH: Hs
He
Hz
Hg

Ho
111000 -1-1-1|0

Cb: CC:

25 -1
35 -1
5 -1
111000 -1 -1 -1|65 111000 -1-1-1|6

_ 28167/1

= 465 [65= 28167 F
@ 6 . 51/27

=14912> Ryt 4,21 H;

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 0.05 kann behauptet werden, dass ein einmaliges
Training zu angemessenerem Verhalten fiihrt als Keaining (nterpretationsrichtung geman

Dateninspektion).

e)
Gefragt ist die Punktschatzung fiir Probanden auBeégingungskombination von Zelle 7.

In jeder Zelle fungiert der Zellenmittelwert alssber Schatzwert. Da fiur Zelle 7 der Mittelwert 2,5

betragt, lautet die gesuchte Punktschatzyung 2,5.

Fur die Intervallschatzung benétigt man den Stadwtdratzfehler:
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. _[Q, _ [51 .
= |=& = |== =1374 sowie {q= 2,052
Ge af 7 1, | P

2,5-2,0521,374< y <25+ 2,052,374
0,318 y <5,319

Aufgabe I

Gezeigt ist die vollstandige Tafel der VarianzasalfN = 140, n = 7):

Quelle der Varianz | Quadratsumme| df F R?
Faktor A 5

Qna =50 dfoa = 4 Fa=18,75 R4 =0,1299
Faktor B 5

Qns =25 dfig=3 Fg=12,5 Rg =0,0649

Wechselwirkung

AxB Qnae =230 dfae= 12 Fwe = 28,75 RixB =0,5974
Global ,
th QD =305 dfh global = 19 Fglobal = 24,079 Rglobal = 0,7922

Fehler

Qe =80 df;z 120 - -
Total

Q=385 df= 139 - -
LOsung:

1. Vollstéandig gekreuzt mit 7 Probanden pro Zede0 Zellen:

2. df.= N - Anzahl der Zellen des Designs: 140 -2Q26& 1
di=N-1=139

df, gobar= Anzahl der Parameterrestriktionen = 19 =ofif.= 19
dia=3+Xx+(3x)=19> x=4

dfae=3x4=12

SR LI L
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_ Qu/dfy, _ 5074

7. -
@ F/df, ~ 1875/120
8. Q=Q+Q=305+80=385
9. Qg F=m/dhe _j55 X3 X420 g
CE T, df, "7 80/120° 3 80
10. Que = Qu— Qu— Q= 305-25-50 = 230
11. F von Faktor B: 18,75/3*2 = 12,5
12, by = Qualdine _ 23012 0o
Q./df, 80/120
13 Foo = Qg /df ngovar _ 305/19 _ 24079
ST Qdf, T 80/1200 T
14. R? = Om _ 50 _ 01299
Q, 385
15. R2 = Qe _ 25 _ 0,0649
Q, 385
16. R2,, =Ome - 230_ 4547,
. 385
17. Rigpa = Qu 305, 0,7922
Q 38
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