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Summary: It is considered whether Fermat’s so called Last Theorem can be understood by
substituting variables by polynomials and discussing their properties. The same substitution

yields a survey of the Pythagorean Triples.

Schllisselworter: Fermats letzter Satz, Pythagoreische Tripel.

Einleitung
Pierre de Fermat (1601-1665) formulierte in seinem Exemplar einer lateinischen Ubersetzung
der ,Arithmetica’ des Diophantos (3. Jh. n.Chr.?), die 1621 im Druck erschienen war, als
Randnotizen achtundvierzig mathematische Theoreme ohne Beweis. Sein Sohn verdffentliche
diese Notizen 1670 in einer Ausgabe dieses Werkes, in das die Randbemerkungen eingetragen
waren. Spétere Mathematiker bewiesen die Richtigkeit dieser Theoreme'. Eins davon, dessen
Beweis Andrew Wiles erst 1994 fiihren konnte, wird deshalb als ,, Fermats letzter Satz”
bezeichnet. Tietze? behandelt es unter der Bezeichnung , Das groRe Fermatsche Problem”. Es
lautet in der Ubersetzung von Cantor™:
Esist ganz unmbglich, einen Kubus in zwei Kuben, ein Biquadrat in zwel Biquadrate
und allgemein irgend eine Potenz ausser dem Quadrate in zwei Potenzen von demselben
Exponenten zu zerféllen. Hierfur habe ich einen wahrhaft wunderbaren Beweis
entdeckt, aber der Rand ist zu schmal, ihn zu fassen”.
Lateinischer Text:
Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos &
generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas
est diuidere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas
non caperet®.
Der Bewels dieses Satzes durch Andrew Wiles (1994, veroffentlicht 1995) auf Grund neuerer

Erkenntnisse der Zahlentheorie® wirft ein wissenschaftshistorisches Problem auf. Wie
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gelangte Fermat angesichts des Entwicklungsstandes der Mathematik im 17. Jahrhundert zu
seinem Beweis? Die Frage l1&sst sich nicht durch Rekonstruktion von Fermats Bewelsfiihrung
beantworten, ,,da alle uns erhaltenen und in Frage kommenden Briefe und Schriften aus dem
Nachla [Fermats] langst auf das eingehendste durchforscht sind”’. Zudem haben sich alle
achtundvierzig Randbemerkungen Fermats spéter als richtig erwiesen. So muss auch
angenommen werden, dass ihm Beweise dieser Sétze bekannt waren. Cantor schrieb dazu:
... Sicher ist, dass Fermat sie besessen hat oder besessen zu haben glaubte” und sah sich an
einem anderen Beispiel in der Uberzeugung bestérkt, , dass Fermat, ... wo er von thatsachlich
gefuhrten Beweisen sprach, auch wirklich solche, die ihm tadellos erschienen, besessen haben
muss'®. Daher stellt sich, nachdem das mathematische Problem gelést ist, um so dringlicher
die Frage, wie es maglich war, mit den mathematischen Mitteln des 17. Jahrhunderts zu
einem Beweis des Satzes zu gelangen.

Uberlegungen zu einem einfachen Beweis fiir Fermats letzten Satz

Die Gleichung, deren L6sung die Zerlegung einer Potenz in zwei Potenzen mit gleichen
Exponenten darstellt, ist mit nattirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... fir X, y, zund n

1) Z"=x"+y"

Sie hat mit n =1 Ldsungen fur alle z, die grésser sind als 1. lhre Losungen mit n = 2, die
pythagoreischen Zahlentripel (x,y,z), sind die ganzzahligen Seitenlangen x, y und z
rechtwinkliger Dreiecke entsprechend dem Satz des Pythagoras.

Werden die Variablen x und y durchx =z—-uundy =z — v ersetzt, so ergibt sich als
Bedingungsgleichung fir die ganzzahlige Zerlegung

2 Z'"=(z-u"+(z-v)"

Die ganzen rationalen Funktionen f(z,u) = (z— u)" und f(z,v) = (z - v)" sind Polynome
n-ten Grades der Form

n
(3) f(z) = E?'Zi

Die Bedingungsgleichung erfordert

(4) z-u"=2"- (z-v)"=9(zV)

und wegen der Vertauschbarkeit von x und y in Gl. (1) zugleich

) z-v)'=2"-(z-u)"=9g(zu)

In der Polynomdarstellung der ganzen rationalen Funktionen g(z,u) und g(z,v) sind die
Koeffizienten a, gleich Null, und fir n > 2 ergeben sich Polynome vom Grad n— 1. Sofern die
Polynomdarstellung ganzer rationaler Funktionen eindeutig ist, also jede ganze rationale



Funktion nur durch genau ein Polynom dargestellt werden kann®*°, sind f(z,u) und f(z,v) als
Polynome n-ten Grades mit g(z,v) und g(z,u) als Polynomen des Grades n — 1 unvertraglich:
(6) f(zu)* o(zv)

(7) f(zv) * 9(zu)

Daz, uund v ganzzahlig definiert sind, kdnnen in Gl. (6) und (7) neben z nur u oder v, jedoch
nicht beide ganzzahlig sein. Entsprechendes gilt fur x und y in Gl. (1).

Anmerkungen zu den pythagoreischen Zahlentripeln

Im Falle n = 2 sind g(z,u) und g(z,v) keine Polynome, sondern lineare Funktionen von z.
Die Gleichung

2 2= (z—-u’ + (z-V)°

l&sst sich dann umformen in

(8) ZZ—2zfu+v) + (W +Vv¥) =0

Durch Addition von 2xux auf beiden Seiten ergibt sich die quadratische Gleichung

(9) (z—u—V)?=2ux

2 ig eine gerade Quadratzahl. Mit w = Q2xuw), X=v+w,y=u+wundz=u+Vv+Ww
fuhrt jede Zerlegung des Produkts ux in Faktoren (einschliesslich des Faktors 1) auf ein
pythagoreisches Tripel (X,y,2):

2u%  u¥ u> v w X y z

4 2 2 1 2 3 4 5
16 8 8 1 4 5 12 13
16 8 4 2 4 6 8 10
36 18 18 1 6 7 24 25
36 18 9 2 6 8 15 17
36 18 6 3 6 9 12 15
usw.

Ermoglicht die lineare Abhangigkeit der g(z,u) und g(z,v) von z die ganzzahlige Zerlegung,
so sollten Flachenzahlen allgemein zerlegbar sein, und die Quadratzahlen q(z) = z° wéren
lediglich ein Sonderfall. In der Tat sind Dreieckszahlen t(z) = (2 + z)/2 und Fiinfeckszahlen
p(2) = (32% — 2)/2 ganzzahlig zerlegbar. Die kleinsten quasi-pythagoreischen Tripel sind bei
den Dreieckszahlen (5,6,8), entsprechend 15 + 21 = 36, und bei den Flinfeckszahlen (4,7,8),
entsprechend 22 + 70 = 92.



Diskussion

Wesentliche Punkte der obigen Uberlegungen sind die Darstellung ganzer rationaler (auch
ganzrationale genannter'®) Funktionen durch Polynome sowie die Eindeutigkeit dieser
Darstellung. Sollte Fermats Beweis ahnlich geftihrt worden sein, so kénnte die Bezeichnung
»wahrhaft wunderbar” sich auf die Einfachheit und die eigenartige logische Struktur des
Schlusses auf die Nichtzerlegbarkeit dritter oder hdherer Potenzen beziehen, da die eine
Bedingungsgleichung auf zwei Gleichungen fuhrt, welche Ganzzahligkeit nur fur x oder y

zulassen.
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