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Sissejuhatus

Banachi ruumi £ kinnist alamruumi I # {0} nimetatakse ideaaliks (vt.
[GKS| vai nt. [03, 1k. 2814]) ruumis £, kui leidub projektor P (ideaaliprojektor)
kaasruumis £* nii, et |P| = 1 ja kerP = Kt (hulka Kt = {f € L£* :
f(k) =0Vk € K} C L* nimetatakse K annullaatoriks). Kui

LA =IPAI+IF =PfI VS e L,
siis alamruumi I nimetatakse M -ideaaliks (vt. nt. [HWW, lk. 1]). Vorratuse
A= rlPAI+ sllf = PfI VS el

kehtides etteantud r, s € (0, 1] korral, iitleme, et IC on M (r, s)-vdrratust rahuldav
ideaal ruumis £ (vt. [CNOJ voi nt. [O3, lk. 2814]).

Paneme téhele, et alamruum K on M (1, 1)-vorratust rahuldav ideaal Banachi
ruumis £ parajasti siis, kui ta on M-ideaal antud ruumis. M-ideaale on rohkem
kui kolmekiimne aasta jooksul uurinud paljud matemaatikud. M-ideaalide
teooriale on piihendatud monograafia [HWW], mis ilmus 1993. aastal, ning
mitmed hilisemad artiklid (nt. [KW], [LORW], [02]).

Edaspidises olgu X # {0} ja Y # {0} mittetriviaalsed Banachi ruumid iile
tihe ja sama korpuse K, kus K = R v6i K = C. Stimboliga L(X,Y) (kui X =Y,
siis lithemalt L(X)) on téhistatud koigi ruumist X ruumi Y tegutsevate pidevate
lineaarsete operaatorite Banachi ruum ning stimboliga K (X,Y) (kui X =Y, siis
lithemalt K(X)) koigi kompaktsete operaatorite alamruum ruumis L(X,Y).

M-ideaalide teoorias on iiheks huvipakkuvaks kiisimuseks, milliste ruumide
X ja Y korral K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y). Huvi selle probleemi
vastu tuntakse niiteks seetottu, et M-ideaalil madratud igal pideval lineaarsel
funktsionaalil leidub {ihene normi séilitav jatk kogu ruumile. Lisaks annab M-
ideaalide struktuuri olemasolu infot kaasruumi L(X,Y)* ehituse kohta. Sugugi
vahetéhtis pole ka M-ideaalide seos aproksimatsiooniomaduste teooriaga, kus veel
tdnapéaevalgi on aastakiimnetevanuseid kuulsaid lahendamist ootavaid probleeme.

Artikli [O1] tiks pohitulemusi, mis on publitseeritud ka monograafias [HWW,
k. 301], néitab, kuidas kompaktsete operaatorite M-ideaalid tekitavad uusi
kompaktsete operaatorite M-ideaale:

kui K(X) ja K(Y) on M-ideaalid vastavalt ruumides L(X) ja L(Y), siis
K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y).

Kéesoleva magistritoé pohieesmargiks on iildistada see tulemus M-ideaalidelt
(ehk M (1,1)-vorratust rahuldavatelt ideaalidelt) M (r, s)-vorratust rahuldavatele
ideaalidele. Magistrit6o pohitulemus, mis toestatakse t66 16pus, on jargmine:

kui K(X) ja K(Y) on vastavalt M(ry,s1)- ja M(ra, so)-vorratust rahuldavad
ideaalid ruumides L(X) ja L(Y'), kus ri +% > 1 jars +% > 1, siis K(X,Y) on
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M (ri7g, $189)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y).

Magistritoo koosneb viiest osast. Esimeses ja teises osas tuuakse é&ra
vajaminevad moisted ja iildised tulemused. Kuna pohitulemuseni viiv toestuskaik
on kiillaltki tehniline ning nouab uute moistete sissetoomist ja uurimist,
siis magistritoo kolmandas osas toestame alustuseks eespoolsonastatud M-
ideaalide tulemuse ldhtudes selle originaaltdestusest artiklis [O1]. Jérgides
kolmandas osas véljaarendatud metoodikat ning tuginedes pohiliselt artiklis [O3|
saadud tulemustele M (r, s)-vorratust rahuldavate ideaalide kohta, iildistame
kolmanda osa pohitulemuse M-ideaalidelt M/(r, s)-vorratust rahuldavatele
ideaalidele. Saadud neljanda osa pohitulemus véaidab, et iilaltoodud eeldustel on
K(X,Y) M(rir3, sys3)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y’). Magistritoo
viiendas viimases osas to0tame aga vélja uue toestusmetoodika, mis lisaks artiklile
[O3] tugineb ka artiklitele [HO|, [O2] ja [P]. See voimaldab tugevdada neljanda
osa pohitulemust asendades parameetrid 775 ja s;s3 vastavalt parameetritega
1T ja $189.

To66s laheb vaja veel jargmisi tahistusi. Ruumi all moistame Banachi ruumi
ning alamruumi all kinnist alamruumi. Stimbol By mérgib ruumi X kinnist
iihikkera ning Sx tema {ihiksfddri. Hulga A C X kumera katte tdhistame
siimboliga conv A, lineaarse katte span A. Olgu Iy ruumi X iihikoperaator.
Siimbol J(X) téhistab ruumi span(K(X) U {Ix}). Ruumi X kaasruum on
X* = L(X,K). Kui T" € L(X,Y), siis tema kaasoperaator 7% € L(Y™*, X*).
Operaatori T vaartustepiirkonda tédhistame

ranT ={Tz:z € X}

ja tema tuuma

kerT ={z € X : Tz = 0}.
Kui T, € L(X) mingi indeksi « korral, siis tdhisega 7% mérgime operaatorit
Ix —T,. Pere téahises jatame indeksite hulga markimata, kui indeksite hulk selgub
kontekstist voi ei ole seda parajasti oluline rohutada. Kui 2** € X** ja y* € Y™,

siis siimboliga ** ®@y* téhistame pidevat lineaarset funktsionaali ruumil L(X,Y),
mis on defineeritud jargmiselt:

(x* y*)(T) = (T*y*), T e L(X,Y).

Mérgime, et [l @ y*|| = [l2*|[ly"]-



1. Uldised tulemused

Kompaktsete operaatorite M-ideaalide kirjeldamisel on osutunud
votmetingimuseks ldhte- ja sihtruumi teatud struktuuriomadused (M) ja
(M*). Seejuures on oluline ka ldhte- voi sihtruumis tegutseva ning tugevas
operaatortopoloogias iihikoperaatoriks koonduva erilise kompaktsete operaatorite
pere olemasolu (vt. nt. teoreem 11). Jargnevates osades 1.1 ja 1.2 uurime neid
tingimusi lahemalt.

Alamruumi omadus olla M-ideaal, voi tildisemalt M (r, s)-vorratust rahuldav
ideaal, tdhendab erilise projektori, tédpsemalt, teatud ideaaliprojektori (vt.
Sissejuhatus) olemasolu. Osas 1.3 toestatakse ideaaliprojektori oluline omadus.

Magistritoé pohitulemuste toestusmetoodika toetub oluliselt ruumi K (X,Y)
kaasruumi kirjeldavale Feder-Saphari teoreemile, mis sonastatakse osas 1.4.
Margime, et monikord nimetatakse seda tulemust ka Grothendik-Feder-Saphari
teoreemiks.

1.1. Omadused (M) ja (M™*)

Pere (z,) C X koondub norgalt (vt. nt. [M, lk. 213| voi [DS, lk. 454])
elemendiks z € X, kui

r*(z,) — 2" (z) Va2 e X*.

Margime, et norgalt koonduv pere ei tarvitse olla tokestatud, kuigi norgalt
koonduv jada seda on.

Oeldakse, et ruumil X on omadus (M) (vt. [O1, 1k. 76]), kui mistahes u,v € X,
|lu|| < ||v]|, ja tokestatud norgalt nulliks koonduva pere (z,) C X korral

limsup ||u + 24| < limsup [[v 4 24|

Kuigi artiklis [O1] kasutatakse siinkohal stimbolit (sA/), on kaasaegsem téhistus
(M) (vt. nt. [HWW, lk. 296]) ning Kaltoni originaalvariandis (vt. [K]) on tegu
womaduse (M) jadalise versiooniga“. Analoogilist méarkust tuleks silmas pidada

omaduse (M*) (vt. alljirgnevat) tahistuse juures.
Pere (zF) C X* koondub x-norgalt (vt. nt. [M, lk. 224] voi |[DS, lk. 500])

(03
funktsionaaliks z* € X*, kui

i (r) — 2" (x) Vre X,

siinjuures kasutame ka tahist w*-lim, =}, = 2*. Analoogiliselt norgalt koonduva
perega, ei tarvitse ka - norgalt koonduv pere tokestatud olla.

Oeldakse, et ruumil X on omadus (M*) (vt. [O1, Ik. 76]), kui mistahes u*, v* €
X*, [|u*]| < [Jv*||, ja tokestatud - norgalt nulliks koonduva pere (z%) C X* korral

limsup ||u* + 2 || < limsup ||[v* + 27 ||.
[e% [e%
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On teada (vt. nt. [HWW, lk. 297]), et kui ruumil X on omadus (M*), siis on
tal ka omadus (M). Vastupidine iildiselt ei kehti (vt. nt. [HWW, lk. 297]). Kui
ruumil X on omadus (M*), siis X on M-ideaal oma teises kaasruumis (vt. nt.

[HWW, Ik. 297)).
Lemma 1 (vt. [HWW, lk. 296—297]).

1. Jargmised vaited on samavdadrsed.
(a) Ruumil X on omadus (M).

(b) Kui pered (uq), (va) C X on suhteliselt kompaktsed, kusjuures ||uq| < ||val|
iga « korral, ja (x4) on tokestatud norgalt nulliks koonduv pere ruumis X,
S1S

lim sup ||ug + 2o|| < limsup [|v, + 24 |-

2. Jdargmised vdited on samavddarsed.

(a*) Ruumil X on omadus (M™).

(b*) Kui pered (u), (vi) C X* on suhteliselt kompaktsed, kusjuures ||ul|| < ||vk||
iga o korral, ja (z7) on tokestatud * - norgalt nulliks koonduv pere ruumis
X*, sus

| < limsup [|v;, + 23 |-

ol
(63

lim sup |Ju, +
[e%

Toestus. Tlmselt kehtivad implikatsioonid (b) = (a) ja (b*) = (a*). PShjen-
dame veel vaid implikatsiooni (a) = (b). (Implikatsioon (a*) = (b*) toestatakse
analoogiliselt.)

Ulemise piirviirtuse mdiste kohaselt saame minna iile osaperele, mille korral

ln [ + )] = limsup i +
(0%

ning
lién |lvg + x| = limsup ||va + za]|.
«

Oletame vastuvéiteliselt, et

lim [[ug + zg]| > lim [|vs + 2]l

Sobivad osapered (u.,) C (ug) ja (v,) C (vg) koonduvad vastavalt piirelementideks
u,v € X. Siis ||u|| < ||v||, kuid

lim fJu + 2, | = lim [lug + 2| > lim fJvg + 24]| = lim [Jv + 2,
0l y

mis on vastuolus omadusega (M). O



Lemma 2 (vt. [O1, Ik. 78—=79]). Olgu T € By(x.y).

1. Kui ruumidel X ja Y on omadus (M), pered (v,) C X ja (us) C Y
on suhteliselt kompaktsed, kusjuures ||uq| < ||vall iga o korral, ning (r.) on
tokestatud norgalt nulliks koonduv pere ruumis X, siis

limsup ||uq + To|| < limsup [|vg + zal|-

2. Kui ruumidel X ja'Y on omadus (M*), pered (ul) C X* ja (vi) C Y*

«
on suhteliselt kompaktsed, kusjuures ||u’| < ||v%] iga a korral, ning (y) on

tokestatud - norgalt nulliks koonduv pere ruumais Y*, siis
limsup ||u), + T*y%|| < limsup ||v; + v
Toestus. Tugineme raamatus [HWW, 1lk. 297] toodud suhteliselt

skemaatilisele toestusele.
1. Vaatleme esmalt juhtu ||T|| = 1. Olgu € > 0. Leidub = € By nii, et

ITall = (1= )Tl = 1=
Iga indeksi a korral votame v, = ||v.|| . Seega
1l < llval
ja
10 = &) tall = (1 = &) fuall < IT2] vl =| T (all 2)]|= 1Tl

Paneme tahele, et pered (7,) C X, (T0,) C Y ja ((1 —€)u,) C Y on suhteliselt
kompaktsed ning (Tx,) on tokestatud norgalt nulliks koonduv pere ruumis Y.
(Pidev lineaarne operaator teisendab tokestatud hulga tokestatud hulgaks ja
norgalt nulliks koonduva pere norgalt nulliks koonduvaks pereks.) Lemma 1 véite

(b) pohjal
limsup ||(1 — &) uq + Tzo|| < lmsup ||T0, + Tz, <

IN

limsup || 7||||0a + 2ol =

lim sup [|U + Zal| <
«
< limsup ||vg + zal-
(03

Seega
limsup ||(1 =€) uq + T2, < limsup ||ve + 2o |-

Niitid
limsup ||ug + T2q|| < limsup ||(1 — €) ug + T + e uqa|| <
<limsup [[(1 — &) ug + Tzq|| + limsup |e uy|| <

< limsup [|vg + Za|| + € Hmsup ||uq |-
(03 (63

7



Minnes saadud vorratuses piirile protsessis € — 0, saamegi

limsup ||uq + To|| < limsup [|vg + zal|-

Juhul 0 < ||7]| < 1 vOtame T= ning 7' = 0 korral valime Te L(X,Y) nii,

||TH
et HTH = 1 (mérgime, et m1ttetr1v1aalsete ruumide X ja'Y korral on see voimalik).

Elemendi Tz, saame esitada elementide Txa ja Txa kumera kombinatsioonina,
tapsemalt

Tl‘a = )\%l’a + (1 - )\) (_%xo)?
kus A = % € (0,1). Funktsionaali ||u, + t%xaH, t € [—1,1] kumeruse tottu

[ta +Tzoll = [Jua + AT 20+ (1= A) (=T'20)| <
< max{||ua+%xa“,|| —ua—i-%xaﬂ}.

Kuna ||%H = 1, siis toestatu pohjal
limsup |[ug + Txs| < limsup max{Hua + %xa]|, | — ua + %xaH} =
« [0}
= max{limsupHua+%xa\\,limsup]] —ua+%xau} <
« (0%
< max{limsup |va + x|, limsup ||v, + xa||} =
« [0

= limsup ||va + Zal|-
«

2. Vaadeldava osa toestus on analoogiline osa 1 toestusega. Vaatleme esmalt
jubtu ||7']] = 1. Olgu € > 0. Leidub y* € By~ nii, et
1Ty = (L =e)|T7] =1 —e.

y*. Seega

Iga indeksi « korral votame o7 = ||v|

a1l < flvgl]

ja

10 =) uill = (1= &) sl < U7y | loall =| Tl )| |-

Vall-

Paneme téhele, et pered (v)) C Y*, (T"0%) € X* ja ((1 —e)ul) C X* on

suhteliselt kompaktsed ning (7*y%) on tokestatud *-norgalt nulliks koonduv
pere ruumis X*. (Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator teisendab *-norgalt



nulliks koonduva pere *-norgalt nulliks koonduvaks pereks.) Lemma 1 véite (b*)
pohjal

limsup |[(1 =€) uy, + Ty, || < limsup ||T70;, + Tyl <
a a
< limsup [T7[ff[og + yall =
= limsup ||7} + yi|| <
. a

limsup [|vg, + g

Seega
limsup [[(1 — &) ug, + Ty, || < limsup [|vy, + ya .-

Minnes piirile protsessis € — 0, saamegi

limsup [|u), + T*y | < limsup ||lv} + y2|-

Juhul 0 < ||7|| < 1 votame T+ = T*” ja T* = 0 korral valime T* ¢ L(Y*, X*)

T

nii, et | 7*|| = 1. Elemendi T*y* saame esitada elementide T*y* ja —T*y’ kumera
kombinatsioonina, tdpsemalt

Tryn = AT Yo+ (1= N) (=T"y3),

kus A = w € (0,1). Funktsionaali ||u}, + +T yr|l, t € [-1,1] kumeruse tottu

lu + T yall = llug + AT 55 + (1= A) (=T yo)ll <
< max{ llug, + Tyll, | = wy + Ty}
Kuna ||7f:*|| = 1, siis tOestuse esimesele poolele tuginedes
limsup [l + 75| < Timsup max{ s + Ty, | = s+ Tyal | =

= max{lim sup ||uy + T™y2 ||, limsup || — u), + T*yZH} <

< max{limsup lvs + v |, limsup ||v), + ?J;H} =

= limsup [jog + 5.



1.2. Operaatorite koondumine

Oeldakse, et pere (K,) C L(X,Y) koondub operaatoriks K € L(X,Y) tugevas
operaatortopoloogias (vt. nt. DS, lk. 513|), kui

K,x — Kx Ve X.

Pere (K,) C L(X,Y) koondub operaatoriks K € L(X,Y’) norgas operaator-
topoloogias (vt. nt. [DS, k. 513]), kui

Y (Kax) — y"(Kz) Vre X, Vy e Y™

Ruumis L(X,Y) on iga kumera hulga sulund tugevas operaatortopoloogias
vordne tema sulundiga norgas operaatortopoloogias (vt. [DS, lk. 514]). Monikord
raagitakse sellest tulemusest kui Mazuri teoreemi iildistusest (vrd. nt. [M, teoreem
2.5.16]). See asjaolu voimaldab norgas operaatortopoloogias koonduvalt perelt iile
minna punktiviisi koonduvale perele.

Lemma 3. Olgu pere (K,)aca C Br(x) selline, et
Kiz* — " V2" e X
Siis leidub pere (Kg), kus Ka € conv(Ky)asy, v € A, nii, et
Koz — x VYre X.
Toestus. Kuna
Kzt —a" Ve X¥ = (Kz")x — 2"(x) Vo' e X', Ve e X <
— " (K,r) — 2%(x) Va*e X" Ve X,

siis K, — Ix norgas operaatortopoloogias. Seega voib Gelda, et suvalise v € A
korral Ix € conv(K,)a. norgas operaatortopoloogias. Arvestades, et kumera
hulga sulundid ndrgas ja tugevas operaatortopoloogias iihtivad, saame et (suvalise
v € A korral) Ix € conv(K,)a.~ tugevas operaatortopoloogias.

Olgu B operaatori [y mingi iimbruste baas tugevas operaatortopoloogias. Iga
v € Aja U € B korral eksisteerib selline K(, ) € conv(Ky)asy, €t K ) € U.
Defineerime hulgal

A={(,U):v€ A, U e B}

osalise jirjestuse jirgmiselt: kui a; = (v1,U,), ag = (72, Us) € A, siis
Q) = Qg <= Y1 > Va2, U, C Us.

Niisiis on A suunatud hulk ning konstrueeritud pere (Kz)sei1 C Bx(x) koondub,
Kz — Ix, ruumi L(X) tugevas operaatortopoloogias. O
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Mirkus. Kuna Ks € conv(Ky)asy, 7 € A, ja Kiz* — z* iga z* € X*
korral, siis ka K*r* — z* iga #* € X* korral. Seega tiihistades A = A ja
K, = K voime iildisust kitsendamata ecldada, et K, — z iga x € X niipea,
kui Kjz* — x* iga 2* € X* korral.

Operaatorite pere punktiviisi koondumisest ei jareldu iildiselt selle pere normi
jargi koondumine. Lemma 4 néitab, kuidas me sel juhul saame siiski teatud
operaatorite pere koondumise normi jargi.

Lemma 4. 1. Olgu pere (K,) C Bg(x) selline, et
Kyz* — 2" Vo' e X™.
Stis
limSK,=S5 VSeK(X,Y).
2. Olgu pere (K,) C Bg(x) selline, et
K, — 2z VrelX.
Stis
limK,S=S5 VSeK(Y,X).
Toestus. 1. Fikseerime vabalt € > 0. Peame néitama, et
dag (IS = SK.|| <e Ya = ap).
Suvalise indeksi « korral
1S = SKal| = [|S" = K357 =
= [|(Ix- — K3)S"|| =
= sup |(Ix- — K3)S™y"| =

y*EBy*

= sup ||z* — K} z*||,

z*elU
kus U = S*(By+). Schauderi teoreemi (vt. nt. [OO, lk. 211|) pohjal on operaator
S* kompaktne. Jarelikult on hulk U suhteliselt kompaktne ning Hausdorfhi

teoreemi (vt. nt. [OO, lk. 41]) kohaselt leidub tal 16plik g—v6rk ehk leiduvad

n € Njaazi, ..,z € U nii, et

Vot €U Fi€ {1,..,n} |lz* — 27| < %

. . g ..
Kui 2* € U ning x} € U on vastav 3 -vorgu element, siis iga a korral

lo* — Kot = |l —af + o — K} + Koo — K| <
< la® = 27| + i — Kool + [[Koef — Koat|| <
€
< 3+ o7 — Koai || + (|G 2 — 2| <
2¢e
< 5+l - Kl
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Kuna KXz; — 27 iga ¢ =1,...,n korral, siis leidub selline ay, et o > g korral
(0%

| Koxr —zi|| < - Vi=1,...,n.

Wl M

Jarelikult
|S = SKal| = sup [[z* — K o™ <
z*elU

2
< T+ max |} — Ky <

1<i<n
<25+€ ¢ VYa =
— 4+ == a - Q.
S35 T3 0

Seega toepoolest lim SK, = S.
2. Analoogiliselt eelmise osaga fikseerime vabalt € > 0. Peame néditama, et
ElOéO (HS—KQS“ <e \V/OZFOJ()).

Suvalise indeksi o korral

||S - KaS|| - ||<]X - Ka)SH =
= sup [|(Ix — Kq)Sy| =

yEBy

= sup ||z — K,z
zeU

kus U = S(By). Kuna U on suhteliselt kompaktne, siis leidub tal 16plik %—vérk
ehk leiduvad n € N ja zq,...,x, € U nii, et

VeeU3Jie{l,. . n} Hx—xiH<§.

. . e ..
Kui z € U ning z; € U on vastav 3 -vorgu element, siis iga a korral

|t — Kpz|| = || — 2 + 2y — Kooy + Koz — Koz|| <
< ||z = x| + |7 — Kozi|| + [[Koawi — Koz <

9
< 3t llei = Kol + [ Kallllz: — 2]l <

2¢e
< 3 + || — Kozl
Kuna K, x; — x; iga v =1,...,n korral, siis leidub selline oy, et a > «a korral
(0%

HKa.fl—Q?z” S Wzl,,n

w| ™
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Jarelikult
IS~ K| = sup e — Kor] <
zelU

2e

< — + max ||z; — Koz <
3 1<i<n
<§+£:E Vo = «p.
-3 3
Seega toepoolest lim K,S = S. [

1.3. Ideaaliprojektor

Operaatorit P € L(X, X) nimetatakse projektoriks ruumis X, kui P? = P.
Paneme tédhele, et kui P # 0, siis projektori norm ||P| > 1, sest ||P| <
|P||*. Ideaaliprojektoril (vt. Sissejuhatust) on seega vihim voimalik positiivne
norm. Margime, et ideaaliprojektorit P ei pruugi leiduda isegi siis, kui tema
definitsioonis lubada || P|| > 1.

Jargmine tulemus annab ideaaliprojektori olulise omaduse.

Lemma 5. Olgu K(X,Y) ideaal ruumis L(X,Y) ja P : L(X,Y)" —
L(X,Y)* vastav ideaaliprojektor. Siis

ran P = K(X,Y)",

kusjuures funktsionaali f € L(X,Y)* kujutis Pf € ran P samastatakse tema
ahendiga f|r(xy) = Pflkxy) € K(X,Y)*". Tipsemalt, kujutus

¢: K(X,)Y)" — ran P, ¢(g) = Pf,

kus g € K(X,Y)* ja f € L(X,Y)* on tema mingi normi sdilitav jatk, on
isomeetriline isomorfism.

Toestus. Vaja on niitame, et ¢ on lineaarne siirjektsioon, mis sailitab normi.

Veendume esmalt definitsiooni korrektsuses. Olgu g € K(X,Y)* ning fi, fo €
L(X,Y)* tema suvalised jiatkud; siis Pf; = Pfs, sest fi—fo € K(X,Y)! = ker P.

Kujutus ¢ on lineaarne. TGepoolest, olgu a € K ja g1,92 € K(X,Y)*, mille
normi siilitavad jatkud on vastavalt fi, fo € L(X,Y)*. Kui f € L(X,Y)*" on
funktsionaali g + avgo normi séilitav jatk, siis f = (f; + af2) € ker P ja

ol +ag)=Pf=P(fitafy)=Phi+aPfa=p(g)+ap(g).

Olgu f € L(X,Y)* Siis ¢(flxkxy)) = Pf ja on selge, et tegu on
siirjektsiooniga.
Paneme veel tihele, et ¢ on isomeetria. Uhtpidi,

le(flecx)ll = IPFIF < NPT = 11/ el
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teistpidi,
IPFI = [kl

sest ka Pf on funktsionaali f|x(x,y) jétk.
Seega on ¢ toepoolest isomeetriline isomorfism. O

1.4. Feder-Saphari teoreem

Oeldakse, et kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus, kui sellest, et
alamruum Z C X on separaabel, jareldub, et Z* on separaabel.

On teada (vt. [FS, teoreem 1]), et Radon-Nikodymi omaduse eeldusel on
kompaktsete operaatorite kaasruum kirjeldatav teatavate lineaarsete operaatorite
abil. Tulenevalt funktsionaalide z** ® y* € L(X,Y)* definitsioonist (vt.
Sissejuhatus), on selge, et

span{z™ @ y*|k(xy) ¢ € X, y € Y} C K(X,Y)"
Osutub, et viimatidefineeritud hulk on ruumis K (X,Y')* koikjal tihe.

Teoreem 6 (vrd. [FS, teoreem 1]). Kui X** voi Y* on Radon-Nikodymi
omadusega, Siis

K(X,Y)" =span{z™ @ y*|kxy): ™ € X, y* € Y}
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2. Johnsoni projektor

2.1. Definitsioon

Kéesoleva t66 seisukohalt on otstarbekas sisse tuua artikli [P] eeskujul
Johnsoni projektori maiste, mis on motiveeritud alljargnevast J. Johnsoni poolt
1979. aastal toestatud tulemusest.

Lemma 7 (vt. [J, lemma 1]). 1. Olgu pere (K,) C Bg(x) selline, et
Klz* — 2" Vo™ e X™.

Kui pere (K,) koondub x-norgalt ruumis K(X)** siis P: L(X,Y)* — L(X,Y)*,
kus
(PAT) =lim f(TK,) ¥f € L(X,Y)", ¥T € L(X,Y),

on projektor, |P|| = 1 ning ker P = K(X,Y)*.
2. Olgu pere (K,) C Bg(x) selline, et
Koo — 1z VxelX.
Kui pere (K,) koondub x-norgalt ruumis K (X )™, siis P : L(Y, X)* — L(Y, X)*,
o (PI)(T) =1lim f(K.T) Vf € L(Y, X)", VT € L(Y, X),
on projektor, | P|| = 1 ning ker P = K (Y, X)*.

Markus. Alaoglu teoreemi (vt. nt. [M, lk. 245]) kohaselt saame igast perest
(Ka) C Bg(x) eraldada ruumis K (X)** *-norgalt koonduva osapere.

Toestus. 1. Fikseerime vabalt f € L(X,Y)* ja T € L(X,Y). Veendume
koigepealt, et P on korrektselt defineeritud kujutus. Selleks piisab naidata, et
eksisteerib lim,, f(TK,). Vaatleme operaatorit

Te L(K(X),L(X,Y)), Z(S)=TS VSeK(X).
Kuna T*f € K(X)* ja (K,) koondub #-norgalt, siis eksisteerib piirvaartus
lién(ii*f)(Ka) = lién f(EK,) = lién f(TK,).
Ilmselt P on lineaarne ning
(AT = [lim f(TKo)| = lim [ f(TKq)| < limsup [T Kol < AT
Jarelikult ||P|| < 1.
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Kui T € K(X,Y), siis lemma 4 pohjal lim, TK, =T ja seega
F(T) = F(imTK,) = lm f(TK,) = (P)(T).
Jérelikult f — Pf € K(X,Y)*, mille pohjal ker P C K(X,Y)* ning P on projek-
tor, kui K(X,Y)t C ker P. Viimane sisalduvus aga kehtib, sest f € K(X,Y)+
korral alati TK, € K(X,Y) ja seega

(P)(T) = li(gn f(TK,) = liénO = 0.

Kui P = 0, siis K(X,Y)+ = ker P = L(X,Y)*, mis on vastuolus asjaoluga,
et K(X,Y) # {0}. Seega P # 0.

2. Fikseerime vabalt f € L(Y,X)* ja T € L(Y,X). Veendume koigepealt,
et P on korrektselt defineeritud kujutus. Selleks piisab néidata, et eksisteerib
lim, f(K,T). Vaatleme operaatorit

Te L(K(X),L(Y,X)), %(5)=8T VSeK(K).
Kuna T*f € K(X)* ja (K,) koondub #-norgalt, siis eksisteerib piirvidrtus
1i£n(§*f)(Ka) = lién f(EK,) = li(gn F(K.T).
Ilmselt P on lineaarne ning

(PAD)] = [lim fKT)| = lim [ f(KaT)| < lmsup [ fI[| Ka[[|T] < 1AIIT

Jarelikult ||P|| < 1.
Kui T € K(Y, X), siis lemma 4 pohjal lim, K,T =T ja seega

F(T) = fllim K,T) = lim f(K.T) = (Pf)(T).
Jarelikult f—Pf € K(Y,X)*, mille pohjal ker P C K (Y, X)*. Ning P on projek-
tor, kui K (Y, X)% C ker P. Viimane sisalduvus aga kehtib, sest f € K(X,Y)*
korral alati TK, € K(Y,X) ja seega
(Pf)(T) =lim f(K,T) =1lim0 = 0.
Analoogiliselt esimese osaga voime veenduda, et P # 0. O
Operaatorit P, : L(X,Y)* — L(X,Y)*, mille korral

(Pf)(T) =lim f(TK,) Vf € L(X,Y)", ¥T € L(X,Y),
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kus pere (K,) C Bk(x) on selline, et
K.t — x Vxe X, Klx* — 2" Vo' e X7,

nimetame parempoolseks Johnsoni projektoriks.
Operaatorit P, : L(X,Y)* — L(X,Y)*, mille korral

(BfT)=lim f(K,T) VfeLX,Y), VI'eL(X,Y),
kus pere (K,) C Bk(y) on selline, et
Koy —vy VyeY, Ky —y Vyeyvys,

nimetame wvasakpoolseks Johnsoni projektoriks. Nende molema operaatori iihise
nimetusena radgime Johnsoni projektorist. Nagu ndhtub lemma 7 toestusest, on
Johnsoni projektor ideaaliprojektor.

2.2. Omadused

Johnsoni projektori iithe omadusena voib tédhele panna, et ta jatab teatavad
pidevad lineaarsed funktsionaalid paigale ehk kditub nendel iihikoperaatorina.

Lemma 8. Olgu P Johnsoni projektor. Siis

Toestus. Fikseerime suvaliselt funktsionaali z** ® y* € L(X,Y)*. Lemma
toestuseks on vaja néidata, et

(P @y )(T) = (=" y")(T) VI e L(X,Y).

Fikseerime vabalt 7' € L(X,Y). Kasutades lemmat 4, saame parempoolse
Johnsoni projektori korral

(P @y ))(T) = lim(z™ © y*)(T'Ka)

= (@ @y )(T)

ja vasakpoolse Johnsoni projektori korral
(P(z™ @ y"))(T) = lim(z™ @ y")(KT) =
= (=" @y )(T).

Sellega on viite kehtivus toestatud. [
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Radon-Nikodymi omaduse (vt. Feder-Saphari teoreem) maju Johnsoni projek-
torile néeb kahes jargmises tulemuses.

Lause 9. Kui X** wvoi Y* on Radon-Nikodymi omadusega, siis Johnsoni
projektor on tihene.

Toestus. Olgu @ ja P Johnsoni projektorid ja f € L(X,Y)*. Kasutades
lemmat 5 saame, et

Pf=o(flexy), QF=v(flrwxy))

kus ¢ ja 1 on projektoritele P ja () vastavad isomeetrilised isomorfismid. Seega
on lause toestuseks vaja naidata, et

pf=vf VfeKXY)".
Feder-Saphari teoreemi pohjal (vt. teoreem 6)
K(X,Y)" =span{z™ @ y"|gxy): o™ € X, y" € Y}

Kuna 2** ® y* on funktsionaali ™ ® y*|k(x,y) normi séilitav jatk, siis jadb vaid
kasutada lemmat 8, saamaks

(@™ @Y kxy)) = P@™ @y ) =2 @y =Q" ®y") =@ @y |kxy))
iga o™ ® y* € L(X,Y)* korral. O

Teoreem 10 (vt. [P, lemma 1.2]). Olgu X** voi Y* Radon-Nikodymi
omadusega ja olgu P Johnsoni projektor ruumil L(X,Y)*. Siis kehtivad jargmised
vdited.

1. Kui (K,) C Bg(x) on selline, et

Koo — 2 VerelX, Kla*—az" Va*elX",

8118

lim Pf(TK,) = Pf(T) Yfe L(X,Y)", VT € L(X,Y).
2. Kui (K,) C Bg(y) on selline, et
Ky —vy VyeyY, Ky —vy Yy ey

S11S

lim Pf(K,T) = Pf(T) YfeL(X,Y), VT € L(X,Y).
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Toestus. 1. Fikseerime suvaliselt f € L(X,Y)*, T € L(X,Y) jae > 0. Peame
niditama, et

Jayg |Pf<T) — Pf(TKa)l <e Var ap.

Kuna
K(X,Y)" =span{z™ @ y*|gxy) 1 ™ € X™, y" € Y}

(vt. teoreem 6), siis eksisteerib

n
gszf”‘@yf, e X yr e Y,
i=1

nii, et
i) = glicoen | < g
’ ’ 3|77
Seega lemma 5 kohaselt
€
IPf — Pyl = I fIxxy) — 9lxxnll < 577
AR T

Tulenevalt pere (K,) valikust, eksisteerib aq nii, et iga a > o korral

9
3nlla ||’

2

|77y — KTy < i=1,...n.

Niisiis, arvestades, et Pg = g (vt. lemma 8), saame suvalise o > «q korral

|PF(T) = PA(TK.)| = |P(T) = Pg(T) + Pg(T) — Pg(TKa)+
+ Pg(TKqs) = Pf(TKo)| <
<|[IPf = PylllIT]| + [Pg(T = TKa)|+
+[1Pg = PNTI Kol <

28 . kok k* ok
<g+ |;x (T = TK,) )| < e.
2. Teoreemi teine osa toestatakse analoogiliselt. Fikseerime suvaliselt f &
L(X,Y)*, T € L(X,Y) jae > 0. Peame niitama, et
dag |Pf(T)— Pf(K.,T)| <e Va> a.

Kuna
K(X,Y) =span{s™ @ y"|gxy): ™ € X™, y* € Y™}

(vt. teoreem 6), siis eksisteerib
g= Zx:* ®y;, xe€X™ y evYr
i=1
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nii, et

i) = glicoen | < g
’ ’ 3|77
Seega lemma 5 kohaselt

IPf = Pyl = Iflxcxy) — kool < ==
< R 3HTH

Tulenevalt pere (K, ) valikust, eksisteerib aq nii, et iga o = aq korral
5

nlla ||’

2

1Ty = T Koy; |l < i=1...,n

Niisiis arvestades, et Pg = g (vt. lemma 8), saame suvalise a > ag korral

[PA(T) = PF(KT)| = |Pf(T) = Pg(T) + Py(T) — Pg(TKa)+
+ Pg(K,T) — Pf(K,T)| <
< |[IPf = PylllIT[| + [Pg(T — Ko T) |+
+ 1Py — PAIENITI <

<—+|Z (T — Ko T) yl)| <e.

Markus. Seega suvaline pere (K,) C Bg(x), kus
Kyr — 2z VreX, Kiaz*—z" Vz'eX",

defineerib ,jise“ parempoolse Johnsoni projektori, st ei ole vajalik iileminek

osaperele (vt. méirkus peale lemmat 7) ja pere (K,) C Bgy), kus
Koy —y VyeY, Ky —y Vy eV,

defineerib ,ise vasakpoolse Johnsoni projektori. Seejuures on Johnsoni projektor
ithene, seega erinevad pered defineerivad iihe ja sama Johnsoni projektori.
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3. Kompaktsete operaatorite M-ideaalid

Kéesolevas osas esitame {iksikasjaliku toestuse Sissejuhatuses sonastatud
tulemusele, et K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y') niipea, kui K(X) ja K(Y)
on M-ideaalid vastavalt ruumides L(X) ja L(Y') (vt. jareldus 14). Alljargnevas
toestuses jargime artikli [O1] originaaltdestuse skeemi.

3.1. Abitulemused

Jargmine abitulemus on iiksikasjalikult pohjendatud néiteks semestritoos [H]
ning siinkohal me selle toestust ei esita.

Teoreem 11 (vt. [O1, teoreem 5|). Jargmised viited on samavadrsed.
(a) Ruum K(X) on M-ideaal ruumis L(X).
(b) Ruumil X on omadus (M) ja leidub pere (K,) C Bgx) ni, et
Kiz* — " V' e X”
Jja
limsup limsup || Kz + K% < 1.
Jé] «
(¢) Ruumil X on omadus (M*) ja leidub pere (K,) C Bk (x) nii, et
Kyx* — 2" Vo' e X*
Ja
limsup ||[Kg+ K% <1 Vg.
(d) Ruum K(X) on M-ideaal ruumis J(X).
Lause 12 (vt. [O1, lause 7]). 1. Kui leidub pere (K,) C Bgx) nii, et
Kiz* — " V' e X*

ja
hmsup||S+TK°‘||<1 VS € Br(xy), VT € Brxy), (1)

sits K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y).
2. Kui leidub pere (K,) C Br(x) nii, et
Ky — 2z VeeX

Jja
hmsup S+ K*T|| <1 VS € Bgyx), VI' € Bryx), (2)

siis K(Y, X) on M-ideaal ruumis L(Y, X).
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Toestus. Vajadusel minnes iile osaperele, voime eeldada, et pere (K,)
koondub #-norgalt ruumis K (X )**(vt. mérkus parast lemmat 7).
1. Olgu P projektor lemma 7 osast 1. Lause esimese osa toestuseks piisab
niidata, et
IPAI+ I = PRI < IIFI VS € LX)

Olgu f € L(X,Y)* jae > 0. Kuna lemma 5 jéirgi samastame Pf € L(X,Y)*
ja Pflkxy)y € K(X,Y)*, siis ||Pf|| = |[Pflkxy)l/- Funktsionaali normi
definitsiooni pohjal leiduvad S € Br(x,v) ja T € Br(x,y) nii, et

IPflecxewll +1f = Pfll —e < (PF(S) + (f = PINT) =
= (PF)(S) + [(T) = (PF)(T).
Niisiis saame projektori P definitsiooni ja lemma 4 kohaselt
IPFI+ 11 = PFIl — & < lim f(SKa) + £(T) — lim f(TK,)
= f(im SK,) + f(T) ~ lim f(TK,)
= lim f(5 + TK*) < limsup || f[| = [ f]|

Minnes niiiid piirile protsessis ¢ — 0, tekib vorratus
[P+ = PA <[/
ning olemegi ndidanud, et K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y).

2. Olgu P projektor lemma 7 osast 2. Lause esimese osa toestuseks piisab
néidata, et
IPFI+IIf = PAI<IfIl Vf e LY, X)".

Olgu f € L(Y,X)" ja e > 0. Kuna lemma 5 jirgi samastame Pf €
LY, X)*ja Pflkrx) € K(Y,X)" siis [|Pf| = [|Pf|x.x)ll- Funktsionaali normi
definitsiooni pohjal leiduvad S € Br(y,x) ja T' € By x) nii, et

IPfleexoll +1f = PfIl =& < (PHS) + (f = PINT) =
= (PH)(S) + [(T) = (PF)(T).

Niisiis saame projektori P definitsiooni ja lemma 4 kohaselt
[P+ 11f = PAI| — & < lim f(K.T) + F(T) ~ lim f(K.T) =
= flim Ko ) + f(T) — lim f(K,T) =
— lim (S + K°T) < lm| ]| = [ f].
Minnes niiiid piirile protsessis ¢ — 0, tekib vorratus

IPFI+ILf = PAI < /1]
ning oleme néidanud, et K (Y, X) on M-ideaal ruumis L(Y, X). O
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3.2. Pohitulemus

Teoreem 13 (vt. |O1, teoreem 8|). Olgu X selline Banachi ruum, et K(X) on
M-ideaal ruumis L(X). Siis K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y) iga Banachi
ruumi Y korral, millel on omadus (M), ning K(Y,X) on M-ideaal ruumis
L(Y, X) iga Banachi ruumi Y korral, millel on omadus (M*).

Toestus. Alustame teoreemi esimese poolega. Paneme tédhele, et teoreemi 11
pohjal on ruumil X omadus (M) ja leidub pere (Kq)aea C Br(x) nii, et

Kiz* — 2" V' e X7
ja

limsup limsup |[|[Kz + K| < 1. (3)
B a

Vastavalt lausele 12 on véite toestuseks piisav kontrollida tingimuse (1) kehtivust.
Olgu S € Bg(xy) jaT € Brx,y). Iga 3 € A korral

limsup ||S +TK®|| = limsup|S—SKg+ SKg+TK"|| <
’ < Timsup(|S — SKy| + [|SK + TK) =
= ||Sa— SKg| +1imasup |SKg+TK"|.
Seega tuginedes lemmale 4
limsup [|S + TK®|| < limsup|S— SKg||+ limsup limsup [|[SKg+ TK®|| =
= listup limsup||SKg+;Ka||

ning tingimuse (1) tdidetuseks on piisav ndidata, et

limsup limsup ||[SKz +TK®|| < 1. (4)
B e’

Fikseerime vabalt # € A. Minnes iile perelt (K,) perele (K(,)), kus a €
A, n € N, ning defineerides €(,,,,) = % iga o € A korral ja Ko, = K, igan € N
korral. Voime iildisust kitsendamata eeldada, et meie pere (K, ) jaoks leidub pere
(€a); €q > 0 nii et ¢, — 0. Valime (x,) C By selliselt, et

|SKpxo + TK zy|| > |SKs+ TK®|| — 4.
Siis
limsup ||[SKpr, +TK"2,|| < limsup [|[SKg + TK®||||z.| <
) < limasup(HSKgxa +TKY,| +ea) =
= limasup |SKsxo + TKx,| + limsupe, =

= limsup [|[SKpzs + TK 2]
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Jarelikult
limsup ||SKz + TK?*|| = limsup ||SKgx, + TK 2, .
Teame, et ruumidel X ja Y on omadus (M). Paneme t#hele, et pered

(SKpxa)aca C Y ning (Kpra)aca C X on suhteliselt kompaktsed. (Operaatorid
SKjg ja Kg on kompaktsed.) Seejuures

[SKpzal < SN Kszall = [Kpzal Vo€ A.
Pere (K“x,) on tokestatud ja koondub norgalt nulliks ruumis X, sest
1K zall = [(Ix = Ka)zall < l|l2all + [[Kallllzal <1T+1=2
ning iga z* € X* korral

|27 (K%%0)| = [27((Ix — Ka)za)| =
= |((Ix — Ka)"a")(za)| =
= [((Ix+ = K3)"2")(za)| <
<||z* = K z*|| — 0.

Lemma 2 osa 1 pohjal saame
limsup [|SKpze + TK,| < limsup | Kpz, + K2, <
<limsup ||Kg + K°||||za] <

< limsup || K + K.

Jarelikult iga 0 € A korral

limsup ||SKz 4+ TK*|| = limsup ||[SKgx, + TK2,|| < limsup || Kz + K%,
millest vorratuse (3) abil saame
limsup limsup [|[SKg +TK®|| <limsup limsup ||Kz + K¢| < 1.
§; @ B a

Seega kehtib tingimus (4), jarelikult ka (1), ning oleme néidanud, et K(X,Y") on
M-ideaal ruumis L(X,Y).

Pohjendame teoreemi teise viite. Pohijoontes on toestus analoogiline eelmise
poolega. Paneme téhele, et teoreemi 11 pohjal on ruumil X omadus (M*) ja
leidub pere (Kq)aca C Br(x) nii, et

Kiz* — 2" Vo' e X*
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ja
limsup [|[Kp + K| <1 VB e A (5)

Minnes tile kumerate kombinatsioonide perele (vt. lemma 3 ja mérkus selle jirel)
voime iildisust kitsendamata eeldada, et K, — x iga x € X korral, kusjuures
kehtima jé&b vorratus (5). Seega on lause 12 pohjal toestuse 16petamiseks piisav
kontrollida tingimuse (2) kehtivust. Olgu S € B (y,x) ja T € Bry.x). Iga B € A
korral

limsup ||S 4+ K*T|| = limsup ||S — K3S + K35 + K°T|| <
<limsup(||S — KgS| + || K3S + K°T|) =

= ||S — K3S|| + limasup | KgS + K“TY|.
Seega tuginedes lemmale 4
limsup [|S + KT| < limﬁsup 1S — KsS||+
+ limﬁsup limsup ||S*Kj + T*(K*)*|| =
= limﬁsup limsup [|S*Kj5 + T*(K*)",

sest
| KpS + KT|| = [[(KgS + K*T)*|| = [|S"Kj + T"(K*)"]|.

Niitid on tingimuse (2) tdidetuseks piisav nédidata, et iga 3 € A

limsup [|S*Kj + T*(K*)*|| < 1. (6)

Fikseerime vabalt 3 € A. Valime pere (z}) C Bx- selliselt, et
|S* Ky, + T (K*) wl|| > [[S" K+ T (K*)"|| — ¢a,
kus e, > 0 ja e, — 0. Siis
limsup ||S* Kz, + T*(K*)*z,, || <limsup ||S*K5 + T*(K*)"|| ||| <
< limsup(||S™Kjay, + T (K*) w0}l + €a) =
= limasup |5 Ky, + T (K) 2} ||+
+ 110;115up5a =

«

= limsup ||.S™ Kjzy, + T (K) x}|.
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Jarelikult
limsup || S*Kj + T (K®)"|| = limsup || S* Kz}, + T (K*)*x,||.
Teame, et ruumidel X ja Y on omadus (M*). Paneme tédhele, et pered

(S* K373 )aca C Y™ ning (K37 )aca C X on suhteliselt kompaktsed. (Ope-
raatorid S*Kj ja Kj; on kompaktsed.) Seejuures

15" Kzl < ST EGzall < 1 BGzall Vo € A.
Pere ((K)*x}) on tokestatud ja koondub *-norgalt nulliks ruumis X*, sest
(K)ol = (e = K)a | < flall + B laal < 1 +1 =2
ning iga z € X korral

[(K*)"zy) (@) = [((Ix — Ko)"z) ()] =
= [23((Ix — Ko)(2))| =
= |z (z — Koz)| <
<l|lz — Kyz|| — 0.

Lemma 2 osa 2 pohjal saame, et
limsup ||S*Kjal, + T*(K*)*z | < limsup ||[Kjal + (K*) a2} <
< limsup [ K5+ (K)7lllza]l <
< lim sup || (K + K27 =
= limsup || Kz + K.

Jarelikult iga 5 € A korral kehtib vorratuse (5) abil
limsup ||S*Kj + T*(K*)*[| = limsup ||S* Kz, + T*(K*)"2, || <
<limsup ||Kg+ K| < 1.

Seega kehtib tingimus (6) ja jarelikult ka (2), ning oleme néidanud, et K (Y, X)
on M-ideaal ruumis L(Y, X). O

Jargnev tulemus on teoreemide 11 ja 13 vahetu jéareldus ning kéesoleva
kolmanda osa iiks pohitulemusi.

Jareldus 14 (vt. |O1, jéareldus 9| voi nt. [HWW, lk. 301|). Kui K(X) ja
K(Y) on M-ideaalid vastavalt ruumides L(X) ja L(Y), siis K(X,Y) on M-ideaal
ruumis L(X,Y).

Toestus. Teoreemi 11 pohjal on ruumil Y omadus (M). Teoreemi 13 pohjal
on K(X,Y) M-ideaal ruumis L(X,Y). O
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4. Kompaktsete operaatorite M (r, s)-vorratust
rahuldavad ideaalid M-ideaalide
toestusmetoodika valguses

4.1. Omadus M*(r,s)

M-ideaalide korral on olulised moisted omadus (M) ja (M*). M(r,s)-
vorratuse korral kasutame omaduse (M*) analoogi, omadust M*(r, s) (saaks ka
defineerida omaduse M (r,s), kuid kuna seda moistet edaspidi vaja ei ole, siis
seda siin ei defineert).

Olgu r, s € (0,1]. Oeldakse, et ruumil X on omadus M*(r,s) (vt. [CN]), kui
mistahes u*,v* € X*, ||[u*]| < ||v*||, ja tokestatud *-norgalt nulliks koonduva
pere (z}) C X* korral

limsup ||ru* 4+ sz || < limsup ||[v* + x|
(03 (03

Omadus M*(1,1) on ilmselt omadus (M*).

Osutub, et omaduse M*(r,s) jaoks saab toestada analoogilised viited nagu
kehtivad omaduse (M) ja (M*) korral (lemma 1, lemma 2). Kuigi omaduse
M*(r, s) puhul tGestatakse neid analoogiliselt, siis t606 téielikkuse huvides esitame
nad siiski toestustega.

Lemma 15. Jargmised vaited on samavadrsed.
(a*) Ruumil X on omadus M*(r,s).

(b*) Kui pered (ul), (vi) C X* on suhteliselt kompaktsed, kusjuures ||ul| < ||vk||
iga « korral, ja () on tokestatud * - norgalt nulliks koonduv pere ruumis
X%, suis
limsup ||ru), + s} || < limsup ||vl + 23]

Toestus. Ilmselt kehtib implikatsioon (b*) = (a*). PShjendame veel impli-
katsiooni (a*) = (b*).
Ulemise piirvdartuse moiste kohaselt saame minna iile osaperele, mille korral

lién |7 up + s gl = limsup [|ru;, + sz}
(e

ning
li/gn |v + 23] = limsup v}, + 27, |-
6

Oletame vastuvaiteliselt, et

lién |7 ujs + s ap] > lién v + 25|

27



Sobivad osapered (u}) C (uj) ja (v3) C (vj) koonduvad vastavalt piirelementideks
u*,v* € X*. Siis ||u*]| < ||v*]], kuid

lim||lru* + szk|| = lim ||r v 4+ szh|| > lim ||v} + 25| = lim [|[v* + =
I | | L [ 5l L [vg + 5l I | 2l
mis on vastuolus omadusega M*(r, s). O

Lemmat 15 kasutame jargmise tulemuse toestamisel.

Lemma 16. Olgu T' € B xy). Kui ruumidel X ja Y on vastavalt omadus
M*(ry,81), M*(rq, S2), pered (ul) C X* ja (vi) C Y™ on suhteliselt kompaktsed,
kusjuures ||u’|| < ||vX]| iga o korral, ning (y) on tokestatud * - norgalt nulliks
koonduv pere ruumis Y™, siis

lim sup ||ry7o uy, + s182 Ty, || < limsup [|v, + v -
o «

Toestus. Olgu € > 0. Leidub y* € By~ nii, et
1Ty = (L =) |IT7[| = 1 —e.

Iga indeksi a korral votame v = ||vf|| y*. Seega
105l < [lval
ja

10 =) uill = (1= &) sl < 0Ty ol =|[ T (el )

= [T w5 ]-

Paneme téhele, et pered (v)) C Y*, (T*0%) € X* ja ((1 —e)ul) C X* on
suhteliselt kompaktsed ning (7*y%) on tokestatud *-norgalt nulliks koonduv
pere ruumis X*. (Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator teisendab *-norgalt
nulliks koonduva pere * - norgalt nulliks koonduvaks pereks.) Lemma 15 véite (b*)

pohjal

limsup [|rire (1 —e)ug, + s182 Tyl < limsup [[re 170, + s2 Ty, || <
: < lirnasupHT*HH?”z Uy + S29,l =
= limasup |2 05 + 525l <
. a

lim sup [vg, + g

Seega
limsup [|r17r2 (1 — €) ug, + s182 Ty, || < limsup ||vy, + 35 ||
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Niud
lim sup [[ryraus, + s152Ty5|| < limsup [[riry (1— &) wl + Ty + rirp e ]| <
< limsup ||rira (1 — &) ul, + Ty ||+
+ limsup ||rire e ul|| <

< limsup ||v} + yi || + € limsup ||rirg ul||.
« «

Minnes saadud vorratuses piirile protsessis € — 0, saamegi

lim sup ||ri7o uy, + s182 Ty, || < limsup [|v, + v |-
o «

Juhul 0 < ||7|| < 1 votame T = T*” ja T* = 0 korral valime T ¢ L(Y*, X*)

T

nii, et | 77*|| = 1. Elemendi T*y* saame esitada elementide 7"y’ ja —T"*y’ kumera
kombinatsioonina, tdpsemalt

T yn = AT yo + (1= A) (=T y3),

kus A = % € (0,1). Funktsionaali ||u¥ + +T ye|l, t € [-1,1] kumeruse tottu

~

|lriraul, + syse T YL || = ||rire ul, + s150 AT g + 5152 (1 = N) (=T* )| <

< max{ |r17re ul, + 5152 f*yé”,
| — rirau, + s152 f*y:;H}

Kuna ||TN*|| = 1, siis toestuse esimesele poolele tuginedes

limsup || 72 ul, + s150 Ty || < limsup max{ |1 wl, + $152 f*yZH,
a a
| = riraus + s Ty =
= max{hm sup ||rira ul, + s152 f*yZH,
a

limsup || — rire u), + $152 ’_Z:*y;H} <

[0}

< max{limsup o5, + g ll, lim sup [Jvy, + yZH} =

= limsup ||v; + y2||.
(e}
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4.2. Abitulemused

Alloleva lemma 17 toestuse voib leida artiklist [O3]. Siinkohal me lemma
toestust ei esita. Méargime iiksnes, et tema toestus on suhteliselt pikk ja
raskepéarane.

Lemma 17 (vt. [O3, jéreldus 4.4]). Olgu r,s € (0,1], r + 5 > 1. Jéargmised
vdaited on samavddrsed.

(a) Ruum K(X) on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis J(X).
(b) Ruumil X on omadus M*(r,s) ja leidub pere (K,) C B (x) nii, et

Ko — 2z VrelX.

(c) Leidub pere (K,) C Bg(x) nii, et
Kyr — 2 VeelX, Klia*—a" Va'elX"

Jja
limsup ||[r SKqo+sTK*|| <1 VS, T € Byx). (7)

Jéreldus 18. Olgur,s € (0,1], r+ 3 > 1. Kui ruum K(X) rahuldab M (r, s)-
vorratust ruumis J(X), siis ruumil X on omadus M*(r,s) ja leidub pere (K,) C
BK(X) mz, et

Kyr — o VeeX, Kiax*—a" VarelX®

Jja
limsup|[r S+ s K| <1 VS € Bgx). (8)

Toestus. Tegu on vahetu jareldusega eelmisest lemmast. PGhjendamist vajaks

vaid vorratus (8).
Tuginedes lemmale 4, saame

limsup ||rS + s K|| <limsup||r S —rSK,+rSK,+sK*| <
< limsup(|[r S —r SKy|| + [|r SKq + s K7||) <
<lim|rS —rSK,| +limsup ||[r SK, + s K| =

= limsup ||[r SK, + s K|| <1,

sest kehtib vorratus (7), kus votame T' = Ix. O
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4.3. Pohitulemus

Kaéesoleva magistrit6é neljanda osa pohitulemus on jargmine.

Teoreem 19. Olgu X ja Y Banachi ruumid, r1,79,1,52 € (0,1] sellised
arvud, et ri + 3 > 1,70+ 2 > 1 ning olgu K(X) ja K(Y) vastavalt M(ry, s1)-
ja M(rq, s2)-vorratust rahuldavad ideaalid ruumides J(X) ja J(Y). Siis K(X,Y)
on M (ri79%, s1892)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y).

Toestus. Jarelduse 18 pohjal saame, et ruumil X on omadus M*(r, s1) ja
ruumil Y on omadus M*(rs, s2) ning leidub pere (K4 )aca C Bg(yy nii, et

Ky —y YyeyY, Ky —y VyevY"
ja
limsup ||rs Kg+ 5o K| <1 Vp e A

Tuginedes lemmale 7 ja mérkusele peale lemmat 7 on K (X,Y") ideaal ruumis
L(X,Y) antud lemma osas 2 defineeritud projektori P suhtes. Niisiis, peres
(K,) osaperele minnes, voime iildisust kitsendamata eeldada, et projektor P on
defineeritud vordusega

(PAT) =lim f(K,T), f€LX,Y), TeLX)Y).

Tahistame 7 = r719% ja s = s180%. Olgu f € L(X,Y)* ja ¢ > 0. Kuna
lemma 5 jérgi samastame Pf € L(X,Y)" ja Pflxxy) € K(X,Y)*, siis |Pf|| =
| P flx(x,v)|l- Funktsionaali normi definitsiooni pohjal leiduvad S € Bg(xy) ja
T e BL(X7y) Ilii, et

rlIPflkxnll +sllf = Pfll—e <r(PFS) +s(f = PIT)
=71 (Pf)(S)+ s f(T) —s(PF)T).

Kasutades projektori P definitsiooni ja lemmat 4, saame
PIPSI+ s 1f = PS| = & < lim f(r KoS) + 5 £(T) ~ lin f(s K, ) =
= f(lingKaS) +sf(T) — lior{nf(sKaT) =
=f(rS)+sf(T)—- liinf(sKaT) =
= li;nf(rS +s(T — K,T)) <
< [ flltim sup [} & + s KT < | f]l

niipea, kui
limsup [|r S+ s KT < 1. (9)
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Néitame, et kehtib vorratus (9). Selleks paneme téhele (toetudes lemmale 4),
et

limsup ||r S+ s KT = limﬁsuplimsup |7 S —rKgS+rKgS+sKT| <
< lignr IS — KzS|| + limﬁsup limasup |lr KgS + s KT|| =
= limﬂsup limsup [|r KzS + s K°T'|| =
= limﬁsup limsup [|r S*Kj5 + s T (K*)"||.

Fikseerime vabalt § € A. Minnes iile perelt (K7) perele (K(, ), kus a €
A, n € N, ning defineerides €(,,,,) = % iga a € A korral ja K, =Kigane N
korral voime iildisust kitsendamata eeldada, et meie pere (K7) jaoks leidub pere
(€a); € > 0 nii, et e, — 0. Valime (y) C By~ selliselt, et

I S*Kjys + s T*(K*) yall = |lr S*Kj + s T*(K*)*|| - ea.

Siis

limsup [|r S* Ky + s T*(K*)*y.|| < 1imSUp |r S*K5 + sT(K*)*|| [lyall <
< lim SUP(HT SRy + s T (K) Yol +2a) =
= limsup ||r S* K3y, + s T (K*)"y, ||+

+ limsupe, =
«

= limsup ||r " K3y, + s T (K“)"y, ||

[0}

Seega
lim sup ||~ S*Kj + sT*(K)*|| = limsup ||rirars S*K3y;, + 515282 T (K“)*y: |

67

Teame, et ruumidel X ja Y on vastavalt omadus M*(ry,s1) ja M*(ra, sg).
Paneme téhele, et pered (S*K3y)aca C X* ning (K3 )aca C Y™ on suhteliselt
kompaktsed. (Operaatorid S*K} ja Kj; on kompaktsed.) Seejuures

1S K5yl < IS™IIHEGyall < 15051 Va e A.
Pere ((K“)*y’) on tokestatud ja koondub x-norgalt nulliks ruumis X*, sest
ICE) yall = (v = KQ)yall < llyall + MGl <1+1=2
ning iga y € Y korral
(K" ya) W) = [((Iy = Ka)"ya) (y)] =
= lya((Iy = Ko)(y))] =

= lya(y — Kay)| <
< |ly — Koy|| — 0.
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Niiiid saame lemma 16 pohjal, et

lim sup [[ryryrs SRS + susosy T*(K) g | < limsup ra Ky + 52 ()| <
< limasup 2 K5+ so (K°)"[[[lyall <
< limasup [(re K+ 59 K*)*[| =

= limsup ||rs Kg + 5o K*|| < 1.

Jarelikult
limsup [|r S + s K*T|| = limsup limsup |7 S*Kj + s T*(K*)"|| =
a B a

= limsup lim sup [|r17o72 S* K3y, + 1528 T*(K*) "y || < 1.
Jé] [}

Sellega on vorratus (9) toestatud, mistottu

rlPfIl+sllf—=Pfll—e <|f].

Minnes niitid piirile protsessis ¢ —— 0 saamegi, et K(X,Y) rahuldab
M (11732, 5189%)-vorratust ruumis L(X,Y).
[

Kui teoreemis 19 votame rq, 79, S1, $o = 1, siis jouame juba tuntud tulemuseni
(vrd. jéreldus 14 ja teoreem 13).

Jareldus 20. Kui K(X) ja K(Y) on M-ideaalid vastavalt ruumides J(X) ja
J(Y), siis K(X,Y) on M-ideaal ruumis L(X,Y).

Vaadeldes teoreemis 19 olukorda X =Y, saame jargmise tulemuse.

Jéreldus 21. Olgu r,s € (0,1] sellised arvud, et r + 5 > 1. Kui K(X) on
M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis J(X), siis K(X) on M(r3, s3)-vorratust
rahuldav ideaal ruumis L(X).

Nagu Sissejuhatuses mérgitud, parendame me jargmises osas nii teoreemi 19
kui jareldust 21 (vt. teoreem 32 ja jareldus 33).

Kui jarelduses 21 votame r = s = 1, siis jouame teoreemist 11 teada oleva
véiteni, mis separaabli ruumi X korral parineb Kaltoni artiklist [K].

Jareldus 22. Kui K(X) on M-ideaal ruumis J(X), siis K(X) on M-ideaal
ruumis L(X).
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5. Kompaktsete operaatorite M(r, s)-vorratust
rahuldavate ideaalide pohiteoreemid

5.1. Abitulemused

Selles ja jargmises osas kasutame alljirgnevat tahistust. Olgu A C X™* ja
B C Y* osahulgad. Siis tahistame
AB={x"@y" 2™ € A, y* € B}.
Seega A® B C L(X,Y)*.

Lause 23. Olgu X ja 'Y Banachi ruumid vastavalt omadusega M*(ry, s1) ja
M*(rq, $9) ning eksisteerigu pere (K,) C K(Y) nii, et

Koy —y WyeY, Ky —y Vy ey
s11s 19a f € Bx«x @ By~ " korral

limsup |f(rS+ sK°T)| <1 VS € Bgxy), VT € Brx,y),

kus r = 1rire ja s = $18s.

T'oestus. Fikseerime S € By (xy) jaT € Brxy). Olgu f = w*- lim 5 @ yg,
kus zjj* € Bx+ ja yj € By~. Kuna kaasruumi tihikkera on *-norgalt kompaktne
(vt. mérkus lemma 7 jérel), siis osaperele iile minnes voime eeldada, et (yj)
koondub *-norgalt mingiks elemendiks y* € By~. Kuna kompaktse operaatori
kaasoperaator teisendab tokestatud *-norgalt nulliks koonduva pere normi jargi
nulliks koonduvaks pereks (vt. nt. [M, lk. 324]), siis

lim [[5™ (5 — y")| = 0.
Niisiis
|f(rS + sK°T)| = |lignxg*((7“5 + sKT)"y3)| =
= li[l;n w5 (rS*ys + sTy; — KT yg)| <
< limﬁsup |25 [lS™ys + sT yj — KTy <
< limﬁsup ([[rS™ys — rS™y™[|+
+ |lrS*y* + sTyy — sT*y*|| + ||sT*y* — sT* K y3]) <

< 1imﬁsup lrS™y" + Ty — sTy" || + Is[[|T7[lly" — Ko™l
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Seega
limsup |f(rS + sK*T)| < limsup |[rS™y" + sT"y5 — sT™y"|.
a B

Kuna ||S*y*|| < |ly*|l ja (T*(y; — y*)) on tokestatud s-norgalt nulliks koonduv
pere ruumis X*, siis on tdidetud lemma 16 eeldused ning lemmat rakendades
saame

1imﬁsup IS y" + sT"(y5 — y")|l < limﬁsw ly"+ (y5 — vl < L.

]

Lemma 24 (vt. |03, k. 2807]). Olgu Banachi ruumil Y omadus M*(r,s),
kus r + s > 1, ja leidugu selline pere (K,) C By, et

Kyy—vy VYyevy.
Siis
Ky — vy Yy eY".
Lemma 25 (vt. [O3, lk. 2809-2810]). Olgu Y separaabel Banachi ruum. Siis
Jjargmised vaited on samavddarsed.
(a) Ruumil Y on omadus M*(r,s) ja eksisteerib selline pere (K,) C K(Y), et
Ky—y VYyeY, Ky —y Yy eV
(b) Ruumil Y eksisteerib selline jada (K,)5>, C Bky), et
Kpy—vy VyeY, Ky —y vy eV
ja iga S € By korral kehtib vorratus
limsup [|rS + sK"|| < 1.

Jargmine klassikaline tulemus kuulub Simonsile [S]. Selle tulemuse lihtsa
toestuse voib leida artiklist [O3, k. 2807-2808|.

Lemma 26 (Simonsi sup-limsup teoreem). Olgu Y Banachi ruum ja
(yn)22, C Y tokestatud jada. Olgu G C Y* tokestatud hulk ja F C G olgu
selline, et

VY= Ay, A =0, Y A=1, If €F Re f(y) =supReg(y).
n=1 n=1 geG
Siis kehtib jargmine vordus

sup lim sup Re f(y,) = sup lim sup Re g(yy).
fer n geG n
Lemma 27 (vt. |03, lk. 2806]). Kui Banachi ruumil X on omadus M*(r,s),
kus r+ s > 1, siis tema kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus.

Lemma 28 (vt. [03, 1k. 2804]). Kui Banachi ruumil X on omadus M*(r, s),
siis igal alamruumil E C X on ka omadus M*(r,s).
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5.2. Pohitulemus

Allolevat teoreemi, mis annab piisava tingimuse selleks, et K(X,Y)
oleks M (ryry, s189)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y) juhul, kui Y
on separaabel ruum, kasutame ka magistrito6 pohitulemuse (teoreem 32)
toestamisel.

Teoreem 29. Olgu X ja Y Banachi ruumid vastavalt omadustega M*(ry, s1)
ja M*(rq, s9), kus r1 +s1 > 1 jar; + s3> 1. Kui Y on separaabel ja eksisteerib
selline pere (K,) C Bky), et

Kyy—y Vyey,

sits K(X,Y) on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y) mingi
Johnsoni projektori suhtes, kus r = riry ja s = s15s.

Toestus. Lemmade 24 ja 25 pohjal eksisteerib ruumil Y selline jada (K,,)%, C
BK(y), et
Ky—vy YyeY, Ky —vy" Vy et

Johnsoni projektori omaduste juures sai ndidatud, et jada (K,);2; C Bgy)
madrab Johnsoni projektori iitheselt. Vaatleme vasakpoolset Johnsoni projektorit

(PF)(T) =lim f(K,T), fe€LX,Y)', T€LX,Y)

Olgu € > 0 ning olgu f € L(X,Y)* selline, et || f|| = 1. Kuna lemma 5 jérgi
samastame Pf € L(X,Y)" ja Pf|xxy) € K(X,Y)*, siis ||Pf]] = [|Pflrxyll-
Funktsionaali normi definitsiooni pohjal leiduvad S € Bk (x,y) jaT € Br(x,y) nii,
et

rIPflcaxwnl +sllf = Pfll =& <Re(r (Pf)(S) + s (f — PFT)).

Kasutades projektori P definitsiooni ja lemmat 4, saame

PIIPF + s 11f = Pl — = < Re (lim f(r K,8) + 5 /(T) — lim f(s K, T)) =
= Re (f(liyrlannS) +s f(T) — li7rlnf(s K,T)) =
= Re (f(rS) + s /() — lim f(s K, T)) =
= Re (lién f(rS+s(T-K,T))) <

< limsupRe (f(r S+ s K"T)).

n

Seega on teoreemi toestuseks vaja naidata, et

limsupRe (f(rS+sK"T)) < 1. (10)

n
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Viimase vorratuse kehtivust piisab aga néidata iga f € Sy ® Sy*w* jaoks.
TGepoolest, votame Simonsi sup-limsup teoreemis (vt. lemma 26) tokestatud

jadaks (1S4 s K"T)>, C L(X,Y) ja hulkadeks F ning G vastavalt Sx ® Sy~
ja Brix,y)-. Teame, et kaasruumi L(X,Y)* iihikkera Bp(xy)- on *-norgalt
kompaktne. Kuna

Sx ® Sy=  C Brx,y)

siis Sy ® Sy~ on w*-norgalt kompaktne. Seega suvalise A € L(X,Y) korral

Sup{Re f(A) : f - BL(X,Y)*} =
= [|A]l = sup [[Az| = sup sup Rey"(Az)=

r€Sx rESx Yy*ESy*
=sup{Re(z®@y")(A) ;2 ®@y" € Sy ® Sx+} =
— max{Re f(A) : f € Sx ® Sy-" }.

Seetottu suvalise operaatori A € L(X,Y") korral leidub selline f € Sy ® Sy« *,
et

Re f(A) = sup{Re f(A) : f € Brx,y)-}-

Simonsi teoreemi kohaselt seega

sup  limsupRe f(rS+sK"l")= sup limsupRe f(rS+sK"T).

feSx@Sy=" " feBrxyyr
Lemma 23 kohaselt teame, et iga f € Bx- @ By~ korral

limsup|f(rS+sK"T)| <1 VS € Brxy), VI € Brxy).-

Kasutades ruumi X loomulikku sisestust tema teise kaasruumi, saame

*

Sy @ Sy~ C By @ By-" |

mistottu teoreemi toestamiseks vajalik vorratus (10) kehtib. O

Meenutame, et jargmise teoreemi eeldused tagavad Johnsoni projektori
eksisteerimise ja tihesuse (vt. teoreem 10 ja lause 9). Teoreem annab kaks
tarvilikku ja piisavat tingimust selleks, et K(X,Y) oleks M/(r,s)-vorratust
rahuldav ideaal ruumis L(X,Y") Johnsoni projektori suhtes.

Teoreem 30. Olgu X ja'Y Banachi ruumid, olgur,s € (0,1] arvud ja leidugu
pere (Ko) C Br(y) nii, et

Ky —y VYyeY, Ky —y° Yy eV
Kui Y* on Radon-Nikodymi omadusega, siis jargmised vaited on samavddarsed.
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(a) K(X,Y) on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y) Johnsoni
projektori P suhtes.

(b) Igae >0, S € Br(xy), T € Brx,y) ja pere (K,) C Bgy), kus
Koy —y VyeY, Ky —y Vy ey,
korral leidub selline K € conv{K,}, et

|rS+s(T— KT)|| <1+e. (11)

(c) Iga S € Bgxy) ja T € Brix,y) korral eksisteerib selline pere (K,) C
BK(y), kus

Kyy—y VyeyY, Ky —y Vy ey

Jja
limsup ||rS — sK“T|| < 1. (12)

Toestus. Teoreemi toestus jargib [HO, lk. 229] ja [P, lk. 1655] tdestusideesid.
(a) = (b) Fikseerime vabalt ¢ > 0, S € Bgxy), T € Brx,y) ja pere
(Koz) C BK(Y)a kus

Ky —vy YyeyY, Ky —vy" Yy ey

Oletame vastuviiteliselt, et vorratus (11) ei kehti. Seega tdhistades C =
conv{K,T},
sCNB(rS+sT,1+¢) =1,

kus B(rS + sT,1+ ¢) on lahtine kera ruumis L(X,Y’) keskpunktiga 7S + sT ja
raadiusega 1 + ¢. Hahn-Banachi eralduvusteoreemi kohaselt leidub selline f €

SLx,y)-, et

Re f(rS+sT)—(1+¢)=inf {Re f(U):U € B(rS+sT,1+¢)} >
> sRe f(K)=sRe Pf(K) VK e€C.

Seega

l14+e<Re f(rS+sT)—sRe Pf(K) =
=rRe Pf(S)+sRe (f—Pf)(T)+sRe Pf(T —K) <
<14sRe Pf(I'-K) VK eC.

Viimasest aga jareldub, et € < 0, mis on vastuolu.

(b) = (c) Olgu (Ly)yer C Bg(y) suvaline selline pere, kus
Ly—y VyeY, Ly —y Vyevy"
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Defineerime hulgas A = {(v,e) : v € ', ¢ > 0} osalise jérjestuse jargmiselt:
ar = (11,¢€1), o = (72,62) € A puhul

a1 = Qg <= Y1~ Y2, €1 < Ea.

Seega on A suunatud hulk. Niiiid osa (a) pohjal eksisteerib iga a@ = (v,¢) € A
korral K, € conv{Lg : 3 > ~} nii, et

|rS + s(T — K, T)|| <1+e.

Jarelikult
limsup ||7S + s(T — K, T)|| < 1.

(¢) = (a) Olgu P Johnsoni projektor, mis on defineeritud pere (K,) C Bgy)
poolt (vt. teoreem 10 ja talle jargnevat mérkus). Olgu f € L(X,Y)" ja e >
0. Kuna lemma 5 jargi samastame Pf € L(X,Y)" ja flkxy) = Pflrxy) €
K(X,Y)*, siis ||Pf|| = ||Pflkx,y)l|- Funktsionaali normi definitsiooni pohjal
leiduvad S € Bg(x,y) ja T € Brx,y) nii, et

rIPflexyll +slf = Pfll —e <rf(S) +s(f = PAT).
Lemma 10 pohjal teame, et

Em(Pf)(T = K.T) = 0,

seega vorratuse (11) eeldusel
rIPFIl+sllf = PfIl = < f(S) + s(f = PFIT) + slim(Pf) T = KoT) <
< limsup |rf(S) + sf(T) — s(Pf)(T)+

+s(P(T) — sf(KT)| =
= limsup |f(rS + sT — sK,T)| <

< [IfHimsup [[r S + s KT < || f].

]

Osutub, et nii nagu M-ideaalid on separaablilt méaaratud (vt. [O2]), on seda
ka M (r, s)-vorratust rahuldavad ideaalid.

Teoreem 31. Olgu X ja'Y Banachi ruumid, olgu ruumil Y omadus M*(r, s),
kus r +s > 1, ja leidugu pere (K,) C Bgy) nii, et

Ky—y Yyev.
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FEeldame, et K(E, F) on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(E, F) mingi
Johnsoni projektori suhtes, mistahes separaablite alamruumide E C X ja FF CY
korral, kus ruumil F' leidub pere (Lg) C By (ry nii, et

Lgy —y Vye€PF.
Siis K(X,Y') on M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y).

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et K(X,Y) ei ole M(r,s)-vorratust
rahuldav ideaal ruumis L(X,Y). Kuna ruumil Y on omadus M*(r,s), siis
kaasruumil Y* on Radon-Nikodymi omadus (vt. lemma 27) ja tuginedes lemmale

24 saame, et
Ky —y" Vy eY™.

Seega teoreemi 31 kohaselt eksisteerivad ¢ > 0, S € Bgxy), T € Brxy) ja
pere (K,) C Bg(y), kus

Koy —y VyeY, Ky —y Vy el
nii, et

7S+ s(T— KT)|| >1+4+¢ VK € conv{K,}.

Vastuolu saamiseks konstrueerime separaablid alamruumid £ C X ja F C Y,
kus ruumil F' leidub pere (Lg) C By (py nii, et
Lgy —y VyekF,

ja K(E,F) ei ole M(r,s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(E, F') Johnsoni
projektorti suhtes. Oma konstruktsioonis lahtume [P, teoreem 2.3] tGestuse ideest.

Fikseerime suvaliselt indeksi «; ja elemendi x € By. Tdhistame E; = {x} ja
Fy = {Sx,Tz}. Edasi leiame indeksi oy > o4 nii, et

1
||Ka2y - y” S 5 vy € F1~
Niiiid valime hulga conv{K,,, K,,} jaoks lopliku %-Vﬁrgu V5 ning leiame 1opliku
hulgas By C By nii, et iga K € V5 korral leiduks zx € Bs nii, et

1

|(rS + s(T — KT))xk| > ||rS + s(T — KT)|| — 3

Seejérel tahistame
E2 == E1 @) BQ
ja
Fy=F US(Ey) UT(Ey) UKy, (F1)U K, (F).
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Analoogiliselt jatkates leiame indeksite jada a; < ag < ..., hulgad Ey, Fs,--- C
Bx, Bs,Bs,--- C By, F|,F,,--- C Y, loplikud %—V6rgud V,, hulkade
conv{Ky,,,..., K,,} jaoks nii, et

1
1Koy =yl < Wy € By

Niisiis iga K € V,, korral leidub xx € B, nii, et

1
||_E’

|(rS+s(T — KT))xk| > ||rS+ s(T — KT)

ning kehtivad vordused
En+1 =E,U Bn+1

ja
Foi1=F,US(Ep) UT(Eppr) UKy, (Foyr) U UK, (F,).
Téahistame . .
E =span U E,, [F =span U F,.
n+1 n+1

Siis F ja F' on vastavalt ruumide X ja Y separaablid alamruumid, kusjuures
K.y—vy VYyeF.

Edasi tihistame L, = Ko, |p, S = S|g ja T = T|p. Koigi nende operaatorite
vadrtused kuuluvad alamruumi F. Seetottu voime eeldada, et L, € Bg(r), S e
Br@Er) ja T € Bre,r)-

Kuna omadus M*(r, s) parandub alamruumidesse (vt. lemma 28) siis on ka
ruumil /' omadus M*(r, s) ning kuna L,y — y iga y € F| siis L y* — y* iga
y* € F*(vt. lemma 24). Seejuures on ruumil Y* Radon-Nikodymi omadus (vt.
lemma 27). Kui K(E, F') oleks M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis L(E, F')
mingi Johnsoni projektori suhtes, siis teoreemi 30 kohaselt leidub selline L €
conv{Li,...,,}, et

|7S +s(T — LT)|| <1+e.

Kuna aga L = K|p mingi K € conv{K,,,...,K,,}, siis
|rS +s(T — LT)|| > ||rS + s(T — LT)|| > 1 +e.
Saadud vastuolu lopetab toestuse. O

Teoreem 32. Olgu X ja'Y Banachi ruumid, olgu 1,79, $1, S2 € (0, 1] sellised
arvud, et vy + 3 > 1, ro+ %2 > 1 ning olgu K(X) ja K(Y') vastavalt M(ry, s1)-
ja M(rq, s2)-vorratust rahuldavad ideaalid ruumides J(X) ja J(Y). Siis K(X,Y)
on M (rirq, s152)-varratust rahuldav ideaal ruumis L(X,Y).
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Toestus. Naitame, et on rahuldatud teoreemi 31 eeldused. Jarelduse 17
kohaselt on Banachi ruumidel X ja Y vastavalt omadused M*(ry, s1) ja M*(rq, $2)
ning leidub pere (K,) C Bg(y) nii, et

Koy —y Vyevy.

Olgu F C X ja F C Y separaablid alamruumid. Eelame, et ruumil F' leidub pere
(Lﬁ) C BK(F) nii, et
Lgy —y Yye€F.

Kuna omadus M*(r,s) parandub alamruumidesse (vt. lemma 28), siis on
ruumidel F ja F' vastavalt omadused M*(r1,s1) ja M*(rq, s2). Seega on tdidetud
teoreemi 29 eeldused ja K(E,F) on M(riry, s182)-vorratust rahuldav ideaal
ruumis L(FE, F) mingi Johnsoni projektori suhtes. Rakendades niiiid teoreemi
31, saamegi, et K(X,Y) on M/(riry, sise)-vorratust rahuldav ideaal ruumis
L(X,Y). O

Teoreemi vahetu rakendusena, votab jareldus 21 jargmise kuju.

Jéreldus 33. Olgu r,s € (0,1] sellised arvud, et r + 5 > 1. Kui K(X) on
M (r, s)-vorratust rahuldav ideaal ruumis J(X), siis K(X) on M(r?, s*)-vorratust

rahuldav ideaal ruumis L(X).

42



Ideals of compact operators satisfying the
M (r, s)-inequality

Marje Johanson

Summary

The main contsept of this Thesis are M-ideals and ideals satisfying the
M (r, s)-inequality. We are mainly interested in spaces of operators. The subspace
K(X,Y) of all compact operators from X to Y is called an ideal satisfying the
M (r, s)-inequality in the Banach space L(X,Y") of all bounded linear operators,
if it is an ideal in L(X,Y’), and a corresponding ideal projection P satisfies

IfIl = r|PfIl+sllf = PfIl VfeLXY).
If, in particular, r =s =1, i.e.
IFII =PI+ If = PfIl VfeLXY),

then K(X,Y) is said to be an M-ideal in L(X,Y).
The starting point of the Thesis is the following result of Oja.

Corollary 20 (|O1, Cor. 9]). If K(X) is an M-ideal in L(X) and K(Y) is
an M-ideal in L(Y). Then K(X,Y) is an M-ideal in L(X,Y).

The objective of the Thesis is to investigate whether a similar result is valid
for ideals satisfying the M (r, s)-inequality. More precisely, if K(X) and K(Y) are
ideals satisfying the M (ry, s1)- and the M (ry, s9)-inequality in L(X) and L(Y),
respectively, then for which r and s K(X,Y) satisfies the M(r, s)-inequality in
L(X,Y)?

The Thesis consists of five chapters.

In Chapter 1, the basic background results on property (M) and (M*),
approximating the identity operators by compact operators in operator
topologies, and ideal projections are given with detailed proofs. Property (M)
and (M*) have turned out to be the key structure condition for X in order for
K(X) tobe an M-ideal in L(X). The Feder-Saphar characterisation of the dual of
K(X,Y) on which our methods of proof heavily rely on, has been given without
proof.

Chapter 2 is dedicated to the Johnson projection and its properties. Johnson
projection is an ideal projection in L(X,Y) which is induced by certain net of
compact operators.

Chapter 3 deals with M-ideals of compact operators. Here we give a detailed
proof of aforementioned Corollary 20.

In Chapter 4, we extend Corollary 20 for ideals satisfying the M(r,s)-
inequality. The following theorem is one of the main results of the Thesis.
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Theorem 19. Let X and Y be Banach spaces, ri,r9, 51,52 € (0,1], where
r1 + % > 1,79 + %2 > 1, and let K(X) and K(Y') be ideals satisfying M (r, s1)-
and M (rq, s2)-inequalities in J(X) and J(Y), respectively. Then K(X,Y) is an
ideal satisfying M (r1ro?, s189%)-inequality in L(X,Y).

Using new proving method based on ideas from [O3], [HO|, [O2] and [P], the
following refinement of Theorem 19 is obtained in Chapter 5.

Theorem 32. Let X and Y be Banach spaces, 11,73, 51,52 € (0,1], where
T+ % > 1,79 + %2 > 1, and let K(X) and K(Y') be ideals satisfying M (r1, s1)-

and M (ry, s2)-inequalities in J(X) and J(Y), respectively. Then K(X,Y) is an
ideal satisfying M (ryrq, $182)-inequality in L(X,Y).

44



Kirjandus

[CN] J. C. Cabello, E. Nieto, On M-type structures and the fized point property,
Houston J. Math. 26 (2000), 549—560.

[CNO] J. C. Cabello, E. Nieto, E. Oja On ideals of compact operators satisfying
the M (r, s)-inequality, J. Math. Anal. and Appl. 220 (1998), 334—348.

[F'S| M. Feder, P. D. Saphar, Spaces of compact operators and their dual spaces,
Israel J. Math. 21 (1975), 38-49.

[GKS| G. Godefroy, N. J. Kalton, P. D. Saphar, Unconditional ideals in Banach
spaces, Studia Math. 104 (1993), 13—59.

[H] R. Haller, Kompaktsete operaatorite ruum kui M -ideaal. Semestritéo, Tartu,
1995.

[HO| R. Haller, E. Oja Geometric characterizations of positions of Banach spaces
in their biduals, Arch. Math. 69 (1997), 227—233.

[HWW| P. Harmand, D. Werner, W. Werner, M-ideals in Banach Spaces and
Banach Algebras, Springer, Berlin, 1993.

[J| J. Johnson, Remarks on Banach spaces of compact operatoes, J. Funct. Anal.
32 (1979), 304—311.

[K] N. J. Kalton, M-ideals of compact operators, Illinois J. Math. 37 (1993),
147—-169.

[KW]| N. J. Kalton, D. Werner, Property (M), M-ideals, and almost isometric
structure of Banach spaces, J. Rein Angew. Math. 461 (1995), 137—178.

[LORW] A. Lima, E. Oja, T. S. S. R. K. Rao, D. Werner Geometry of operator
spaces, Michigan Math. J. 41 (1994), 473—490.

[M| R. E. Megginson, An Introduction to Banach Space Theory, Springer, New
York, 1998.

[O1] E. Oja, A note on M-ideals of compact operators, Acta Comment. Univ.
Tartuensis 960 (1993), 75—92.

[02] E. Oja, M-ideals of compact operators are separabely determined, Proc.
Amer. Math. Soc. 126 (1998), 2747—2753.

[03] E. Oja, Geometry of Banach spaces having shrinking approximations of the
identity, Trans. Amer. Math. Soc. 352 (2000), 2801—2823.

45



[00] E. Oja, P. Oja, Funktsionaalanaliiiis, Tartu Ulikool, Tartu, 1991.

[P] M. Poldvere, Phelps’ uniqueness property for K(X,Y) in L(X,Y’), Rocky
Mountain J. Math. 36 (2000), 1651—1663.

[S] S. Simons, A convergence theorem with boundary Patcific J. Math. 40 (1972),
703—708.

[DS| H. Handopna, ILx. Msapu, Junelnvie onepamopu. Obuyas meopus,
N3 narenncTBo mHOCTpaHHO nutepaTtypbl, MockBa, 1962.

46



