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SAZETAK: U ovom c¢lanku predstavljamo Da Costine sustave C,, i C; (1974: 497—
510). Da bismo ilustrirali specifi¢na svojstva ovih sustava, koristimo mnogo-
brojne primjere te iznosimo poznatu konstrukciju kvazimatrica. Uz konstrukeiju,
dajemo svoj dokaz adekvatnosti (pouzdanosti) kvazimatrica u Cj, pri ¢emu je
ovaj dokaz moguce prosiriti na cijelu C, hijerarhiju.
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pouzdanost.

1. Uvod

Od svih neklasi¢nih logika, parakonzistetne su logike mozda najdulje bile
smatrane tabu temom u logickim, filozofskim i matematickim krugovima.
Razlog tome mozemo naéi u kanonizaciji klasi¢ne logike kao relevantne
metodologije matematike jo$ u osmoj propoziciji Euklidovih elemenata
(Euklid 2000: 261-262) koja koristi indirektan dokaz s ciljem deriviranja
protuslovlja, odnosno dokaz propozicije P temeljem dokaza kontradik-
cije iz propozicije ne-P. Za indirektan dokaz ove vrste mozemo reéi da je
glavna vidljiva odrednica klasi¢ne logike (odnosno, preciznije, klasicne
negacije u logici), jer ¢esto, posebno u ranijim tekstovima, logika nije
eksplicirana aksiomatski.?

Drugu klasu logika, koja zajedno s parakonzistentnim logikama daje
klasi¢nu logiku, tvore intuicionisticke ili parakompletne logike.* Zahtjevi

!'Velika zahvala ide dvoje anonimnih recenzenata na korisnim savjetima i kritikama
koji su uvelike doprinijeli kvaliteti ovog rada. Za sve greske i nedoreCenosti koje su ostale
autor se smatra isklju¢ivim kriveem.

2 Pri ¢emu Zelimo naglasiti da se logika ne mora nuzno eksplicirati aksiomatski, ali u
suvremenoj je logici ovaj nacin eksplikacije postao standardan.

3 Ovo je otito ako se uzmu zajedno parakonzistentni i intuicionisti¢ki aksiomi i iz
takve prosirene teorije dokazu kao teoremi aksiomi klasi¢ne logike.
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intuicionizma za vecom rigoroznosti ¢esto stavljaju njihovu “suprotnost”,
parakonzistentne logike, na glas kao manje rigorozne od klasicne, $to nije
istina, jer u parakonzistentnim logikama isto ne postoji indirektan dokaz
unutar kojeg se derivira protuslovlje odnosno kontradikcija. Razlog tome
je jednostavan: u parakonzistentnim sustavima, bas zato $to su parakonzis-
tentni, iz kontradikcije nista osobito ne slijedi.

Da Costau (1974: 497-510) detaljno razlaZze motivaciju za proucava-
nje ovih neklasi¢nih sustava. Definirajmo prvo dva opca svojstva nekog
formalnog sustava* S:

® Konzistentnost i nekonzistentnost: Sustav S je nekozistentan akko
postoji formula @ takva da kg @ i ¢ — @. Sustav je konzistentan
akko nije nekonzistentan.

* Trivijalnost i netrivijalnost:> Sustav S je trivijalan akko svaka for-
mula iz S je i dokaziva u S (N.B. pritom ne govorimo o aksiomima
S, nego doslovno o svakoj formuli iz S), odnosno za svaku formulu
@ sustava S, g @ . Sustav je netrivijalan akko nije trivijalan.

Ako gledamo sustave temeljene na klasi¢noj logici, njihova nekozis-
tentnost implicira trivijalnost, a trivijalnost na vrlo o€it na¢in implicira ne-
konzistentnost. Ako imamo nekonzistentan sustav, nas ne smeta njegova
nekonzistentnost kao takva, nego nas smeta trivijalnost koju nekonzistent-
nost implicira. Ako to Zelimo izbje¢i, kako bismo nastavili s prou¢avanjem
(moguce) nekonzistentnih sustava, imamo dvije osnovne moguénosti: ili
uzmimo trovrijednosnu logiku, takvu da prihvatimo srednju vrijednost u
znacenju “i istinito i neistinito”, ili odbacimo klasi¢ni princip ex falso
quodlibet. Ovaj princip imamo u intuicionisti¢koj i klasi¢noj logici:®
(P A —P) — Q. C, sustavi Cine ovo potonje. Glavni razlog zasto bismo
odabrali taj pristup lezi u zelji da zadrzimo neka povoljna metateorijska
svojstva, koja inace moramo odmah napustiti, poput eliminacije reza. La-
koca u odbacivanju principa ex falso quodlibet je prividna. Povla¢i mnoge
poslijedice, ali s druge strane, logike formalne nekonzistentnosti nisu prve
dovele taj princip u pitanje, i mnogi sumnjaju u njegovu vrijednost kao
intuitivnog pravila.

Ako zelimo proucavati nekonzistentne sustave opcenito, trebat ¢e
nam pozadinska logika koja ¢e nam to omoguciti. Treba nam logika koja
¢e dozvoliti da iz nekog sustava izvla¢imo paradokse, ali da pozadinski

4U ovom radu pod pojmom formalan sustav razumijemo skup aksioma ili pravila
izvoda. Sustav ne definiramo kroz jezik jer nam taj pristup nije potreban.

3 Pojam trivijalnost koristimo u skladu s (Da Costa 1974: 497-510), premda odabir
termina zbog konotacija mozda nije najsretniji.

¢ Pritom u klasi¢noj logici imamo dodatno moguénost odbacivanja neke premise.
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sustav ne postane trivijalan. U pogledu korisnosti i smislenosti ovoga za-
nimljiva je Da Costina paralela s neeuklidskim geometrijama: proucava-
nje nekonzistentnih sustava moglo bi dovesti do nekih korelacija i opéih
rezultata, pri ¢emu bi konzistentni sustavi bili tek elementarni slucajevi
jedne Sire slike. Na ovo moZemo gledati kao na svojevrsni manifest pri-
stupa C, sustavima kao sustavima neklasi¢ne logike.

Logike formalne nekonzistentnosti, pa time i C, sustavi, dio su jedne
Sire klase logika koje se nazivaju parakonzistentnim logikama. Parakonzis-
tentne su logike one logike u kojima ne vrijedi princip ex falso quod-
libet, koji se jo$ naziva jakom eksplozivnoscu (Robles, Mendez 2010:
442-66).

Pravilo o isklju¢enom srednjem je aksiom C, sustava izrazenih u Hil-
bertovom sustavu, a da bismo jasno pokazali da ex falso quodlibet nije
pravilo, trebali bismo napraviti Gentzenov sustav za C,, ili sustav prirodne
dedukcije. Ako se zadrzimo na Hilbertovom sustavu, morali bismo poka-
zati da se ne skriva iza bilo koje kombinacije aksioma.

Napomenimo da su C, sustavi dvovrijednosni, ali nisu istinitosno
funkcijski. Dodatno, u ovom radu neéemo razmatrati pune C, sustave,
nego ¢emo prikazati sustav C| i prijelaz na sustav C, Sto smatramo ilustra-
cijom za opée funkcioniranje sustava unutar C, hijerarhije.

2. Sustavi C,, i C;

Osnovni su simboli C; sustava:

e a, b, c,ay,... suatomarne formule (metavarijable za atomarne for-
mule su 4, B, C, A;,..., a metavarijable za formule opcenito su F,
P,O,R S F,,...)

e poveznici A, V, —, — (metavarijable za dvomjesne poveznike su *,
*1,..)

e pomoc¢ni simboli (,).

Atomarne formule su formule. Ako su P i Q formule, onda su —P, (P A Q),
(PV Q)i (P — Q) formule. Vanjski par zagrada izostavljamo. Definiramo
sljedeci poveznik pratec¢i (Da Costa 1974): P*: =—(P A —P).

Sheme su aksioma C; predstavljene u (Da Costa 1974: 497-510), te
ih ovdje ponavljamo. Jezgru C, sustava ¢ini Int".

(1) P—=(Q—P)

2) (P—=0)—=((P—(Q—R)—(P—R)

(B) P=(Q—(PAQ)

4 PAQ)—P
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) PAD)— 0
(6) P—(PVQ)
(7 Q= (PVQ
8) P—=R)—(Q—=R)—(PVQ) —R)

Pravilo izvodenja modus ponens:

PP—Q
Q
Tada, prema (Da Costa 1974: 497-510) C,,: = Int" U (9) U (10)
9) Pv—P
(10) —P — P

Kona¢no C;: = C,, U (11) U (12) U (13) U (14)

(1) O* = (P = Q) = (P = ~Q)— ~P))
(12) (P*AQ*) = (PAQ)*

(13) (P*V Q%) —(PVO)*

(14) (P* = Q%) = (P — O)*

Razlog zasto raspisujemo cijeli Int" a ne stavljamo samo aksiome (1),
(2) i pravilo modus ponens jest taj Sto u C,, (i ostalim C, sustavima opce-
nito) negacija nije dovoljno jaka da zajedno s jos jednim od A, V, — moze
definirati ostale operatore.

Int" ne zahtijeva dodatne komentare osim napomene da se radi o aksi-
omima minimalne logike,’ bez ijednog aksioma koji bi govorio o negaciji.
Zanimljivo postaje kada dodajemo (9) 1 (10) da bismo dobili C,,. Aksiom
(9) je zapis zakona iskljucenja treceg, dok je aksiom (10) aksiom stabilno-
sti. Oboje su atipicni za intuicionisti¢ke sustave i kada im se dodaju pre-
tvaraju sustav u klasi¢nu logiku, dok temeljnog teorema intuicionisticke
i klasi¢ne logike ~(PA—P) nema. U tom smislu, na C,, mozemo gledati
kao na sustav koji je komplementaran uobicajenim intuicionistickim su-
stavima i s njima spojen daje klasicnu logiku.

Kada gledamo aksiome C; sustava, intuitivno mozemo Citati F* kao
“F se ponasSa klasicno”. Ovime mozemo lakSe komentirati Sto aksiomi
(11)—(14) tvrde. (11) aksiom je svakako najzanimljiviji, jer tvrdi da, ako
se neka formula Q ponasa klasi¢no i mozemo ju derivirati uz pretpostavku

7 Pod ovim pojmom razumijemo minimalnu intuicionisticku ili Johanssonovu lo-
giku.
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P, i ako iz iste pretpostavke mozemo derivirati i njenu negaciju, onda je
—P derivabilan iz takve “kontradikcije”.

Ostala tri aksioma tvrde samo da ako se komponente (npr.) neke ko-
njunkcije ponasaju klasi¢no, tada se cijela konjunkcija ponasa klasi¢no.
Analogno za disjunkciju 1 implikaciju.

Napomenimo da FORM oznacava skup svih formula, a I', A ¢e ozna-
Cavati (proizvoljne) skupove formula odnosno podskupove od FORM.
Pojam dokaza, teorema, izvoda, te dokaz teorema dedukcije, preuzimamo
iz (Vukovi¢ 2009), uz minimalne modifikacije. Ovdje ¢emo te pojmove
definirati za C,, ali se ovo prirodno prosiruje na bilo koji C,, sustav.

Definicija 1. KaZemo da je niz formula Py, ..., P, dokaz za formulu P u
sustavu C,, ako vrijedi:
1. formula P, je upravo P, odnosno P, = P;
2. zasvakik € 1, ..., n formula Py je ili aksiom, ili je nastala primje-
nom pravila modus ponens na neke formule P; i P, gdje su i, j < k.

Kazemo da je formula P teorem sustava C,, (oznacavamo vc,, P ili
krace wP), ako u C,, postoji dokaz za P.

Definiramo izvod. Za razliku od dokaza govorimo o izvodu kada
imamo neki skup formula I' iz kojeg izvodimo (deriviramo) neku formulu
P. Dokaz mozemo shvatiti kao poseban sluc¢aj izvoda pri cemu I = @.

Definicija 2. Neka je I proizvoljan skup formula sustava C,, a P neka
formula. Kazemo da je niz formula P,,..., P, izvod iz skupa I formule P u
sustavu C,, (oznacavamo I v C,, P ili krace I" = P) ako vrijedi:
1. formula P, je upravo formula P, odnosno P, = P;
2. za svaki k € {1,...,n} vrijedi barem jedno od sljedeceg:
(a) Py je aksiom sustava C,,
(b) P, €T (tada formulu P; nazivamo pretpostavkom),

(c) formula Py je nastala iz nekih P;, P; (i,j < k) pomocu pravila
modus ponens.

3. Semantika C,

Semantika C,, je specifi¢na, zbog specifi¢nosti negacije. Napominjemo da
u prvom dijelu definicije formule P;,..., P, od kojih se krece dobivaju 0
ili 1 kao istinitosnu vrijednost, a zatim se prosiruje na njihove nadformule
prema val(1) — val(5). Intuitivno Py,..., P, mozemo tumaciti kao atomarne
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formule, no ne Zelimo nametnuti ovo tumacenje, buduci da ovo mogu biti
bilo koje formule.

Definicija 3. (o-valuacija). Neka je v, : {P;,..., P,} — {0,1} proizvoljna
funkcija. Tada svako njeno prosirenje takvo da

val(1) Ako v, (P) =0 onda v,(—P) =1

val(2) Ako v,(P) =0 onda v, ,(——P)=0

val(3) v, (P — Q) =1 ako i samo ako v,(P)=0iliv,(Q)=1
val(4) v, (P A Q) =1 ako i samo ako v, (P)=1iv,(0)=1
val(5) v, (PV Q) =1 ako i samo ako v, (P)=1iliv,(Q)=1

nazivamo w-valuacijom za C,. Ovo prosirenje postoji, no nije jedinstveno
(npr. slucaj gdje trazimo proSirenje s A (atomaran) na —A, pri cemu
v,(4) = 1 nije jedinstveno definiran pa postoje dva prosirenja v, (—A4) = 1
iv,(—A4)=0).

Dajemo dokaz adekvatnosti (pouzdanosti) za semantiku C,, s obzi-
rom na aksiome.

Lema 1. Za svaku formulu P vrijedi: Ako -C,, P, onda za svaku w-valuaciju
v, vrijedi v, (P) = 1.

Dokaz. Trebamo prvo provjeriti da su aksiomi valjani, a zatim da modus
ponens, kao jedino pravilo dokazivanja u C,, Cuva valjanost. Kako su
A, V, — naslijedeni iz Int*, a adekvatnost Inf" s obzirom na o-valuacije
val(3) —val(5) nije problemati¢na, fokusiramo se na aksiome specificne za
Cy,:(9)1(10).

Dokazujemo da za svaku w-valuaciju v,, vrijedi v,(P V ~P) = 1. Neka
v,(P) = 1 tada prema val/(5) slijedi v, (P V ~P) = 1. Neka v, (P) = 0, tada
prema val(1) slijedi v, (—P) = 1, pa prema val(5) slijedi v, (PV — P)=1.

Sada dokazujemo da za svaku w-valuaciju v,, vrijedi v,,(=—P — P) =
1. Neka v, (P) = 1, tada prema val(3) slijedi v,,(—P — P) = 1. Neka v, (P)
=0, tada prema val(2) slijedi v,,(—P) = 0, pa prema val(3) slijedi v, (—P
— P)=1.

Preostaje nam jo$ dokazati da modus ponens Cuva valjanost, odnosno
za sve P, Q akov,(P)=11v,(P— Q) =1 onda v,(Q) = 1. Kako je ovaj
dio dokaza identi¢an za Int" (i klasi¢nu logiku), ne raspisujemo.

4. Semantika C,

U ovom odjeljku dajemo osnovnu skicu definicije semantike C, sustava,
koja je prikazana i obradena prvenstveno u radovima (Da Costa 1974:
497-510), (Da Costa, Alves 1977: 621-30), (Lopari¢, Alves 1980: 161-172)
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i (Carnielli, Marcos 1999: 375-90). Kako su ovi radovi u potpunosti
ili skoro u potpunosti posveceni semantici sustava logike formalne ne-
konzistetnosti, ne prenosimo toc¢ne stranice.

Definicija 4. 1-valuacija Cy je funkcija v : FORM~ — {0,1} takva da:
val(1) Ako v{(P) = 0 onda vi(—P) =1
val(2) Ako vi(—P) =1 onda v;(P) = 1
val(3) Ako vi(Q*) = vi(P — Q) =vi(P — —Q) =1 onda v{(P) =0
val(4) vi(P — Q) =1 ako i samo ako v{(P)=0ilivi(Q) =1
val(5) vi(P A Q) =1 ako i samo ako v{(P)=1 i v{(Q) =1
val(6) vi(P Vv Q) =1 ako i samo ako vi(P)=1ili vi(Q)=1
val(7) Ako vi(P*) = v{(Q*) = 1 onda vi((P V O)*) = vi(P A OQ)*) =

vi((P—0)")=1
val(8) vi(P) = v{(—P) ako i samo ako vi(—P*) =1

Uvjet val(8) nije iskazan u ranijim radovima o C,, sustavima (Da Co-
sta 1974: 497-510), (Da Costa, Alves 1977: 621-30), ali se uzima u kas-
nijim radovima, u kojima se C; prikazuje kao integralni dio C, hijerarhije
poput (Carnielli, Marcos 1999: 375-90), a ne kao odvojeni sustav. va/(8)
nije nadodana popisu iz (Carnielli, Marcos 1999: 375-90), ve¢ se tamo
umjesto val(8) naziva val[vii]. S pragmati¢ne strane, priklanjamo se po-
pisu u (Carnielli, Marcos 1999: 375-90) i ovu valuaciju uklju¢ujemo jer
nam je potrebna za dokaz adekvatnosti kvazimatrica.

Definicija 5. (Bifurkacija): Za sve F, ako v(F) = 1, onda prosirenje na —F
daje najvise dvije moguce valuacije: vi(—F)=0iv'|(—F) = 1.

Kada govorimo o semantici, koristit ¢emo standardnu notaciju: um-
jesto vi(F) = 1 pisat ¢emo v E; F. U ovakvim ¢emo slucajevima re¢i da
je F zadovoljena funkcijom v. F' je nezadovoljena ako i samo ako F nije
zadovoljena. Ako bilo koji v zadovoljava F, re¢i ¢emo da je F valjana for-
mula, odnosno tautologija. Nadalje, ako je I' skup formula, piSemo v &
I akko v =; F za sve F € I' i kazemo da je v propozicijski model za I.
je logicka posljedica I" piSemo I = F akko v k= F' za svaki model v za I.
Drugim rije¢ima, I' | F akko svaka v koja ¢ini sve ¢lanove I istinitim,
¢ini i F istinitom.

Propozicija 1. {P} = Q ako i samo ako = P — Q.
Dokaz. Ako {P}E O, onda po definiciji E ako je P istinito, onda je i O
istinito. Prema semantici implikacije, uz te uvjete je P — Q istinito, dakle

E P— Q. Ako F P — Q, tada nema slucaja gdje je P istinito a O neistinito
pa prema definiciji & vrijedi {P}E Q.
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5. Kvazimatrice

Kostrukcija kvazimatrica opisana je u (Da Costa 1974: 497-510) i (Da Co-
sta, Alves 1977: 621-30), ali najjasnije u (Lopari¢, Alves 1980: 161-172).
Premda izraz “kvazimatrica” djeluje donekle neobi¢no, radi se o uobicaje-
nom terminu u literaturi za ove specifi¢ne istinitosne tablice za C, sustava,
pa ga zato zadrzavamo. U konstrukciji kvazimatrica ¢emo za razliku od
uobicajene prakse u literaturi o C,, sustavima da se prvo pisu vrijednosti 0
a zatim 1, pisati vrijednosti kao kod klasi¢ne logike, drugim rije¢ima prvo
¢emo upisivati 1 a onda 0.

Definicija 6. Neka je P formula i neka su P,,..., P, njene podformule.
Tada skup I'p koji sadrzi sve P; i —~P;, 1 <i < n nazivamo skupom potomaka
(eng. descendant) od P. Za neki A € I'p kazemo da je potomak od P.

Definicija 7. (Regularni niz formula). P,..., P, naziva se regularnim ni-
zom formula ako:®

1. za 1 <i<k, za svaki Q koji je potomak od P;, postoji j, takav da j < i
i1P=0
2. ako P;=Pj, tadai=]

Ideja iza ove definicije jest da za svaki P, definiramo niz potomaka,
ali tako da budu uredeni prema formacijskom redoslijedu. Zato se prvo
koncentriramo na bilo koji P;, i <k i onda zahvacamo njegove potomke,
pa zatim prelazimo na P; , | zahvacamo njegove i tako dok ne dodemo
do P;. Uzmimo na primjer da je P, = (4 A B) V —C. Tada ¢e regularan niz
Py,..., P;biti(4, B, C,~A4, B, "C,ANB, ~(AAB),—C,(AANB)V—~C).

Definicija 8. (Konstrukcija kvazimatrica). (Lopari¢, Alves 1980: 161-172)

Kvazimatrica stupnja n za regularni niz Py,..., Py sastavljenog od C, for-
mula, 1 <n < w, jest tablica s p redaka L,,..., L, takva da:

(1) Ako k=1, tablica se konstruira s dva retka, L, i L,. Jedna ima vrijed-
nost 1 a druga 0 (tocnije Li(Py) =1, a L,(P;) = 0).
#) Ako k> 1, tablica je prosirenje tablice stupnja n, s obzirom na C, u
kojem radimo, za P;,..., P;_;, postize se ovako:
1. Ako je P, atomarna, racvamo (eng. bifurcate) redak L u dva retka L'
i L", to jest napravimo da bude L'(P,) = L"(P,), za svaki p <k i L'(Py)
=1,a L"(Py)=0.

8 Ako se u prvoj klauzuli stavi j <ii P;= Q, druga klauzula postaje redundantna.
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2. Ako je Pk oblika —Pj, onda:
(a) Za svaki L takav da L(P;) = 0, napravimo L(Py) = 1.
(b) Za svaki L takav da L(P;) = I, nastavljamo ovako:

i. Ako je PJ atomarna, racvamo redak.
ii. Ako je P; oblika —P; (odnosno ako je P = ~—Pi), tada ako
L(P;) =0 onda L(P;) = 0. Ako L(P;) = 1, onda L(P;) = 1.
iii. Ako je P;oblika P,xP,, imamo dva slucaja®:
A. Ako je P; oblika P ' A=P onda L(P;) = 0.
B. Ako P;nije oblika P! A—P/, onda: Ako L(P,)=L(—P,)
ili L(P,) = L(—P,), onda racvamo redak. Inace, L(Py) = 0.

3. Ako je Py oblika P;x Pj, tada za svaki redak L tablice za P\,..., P
racunamo L(P}) kao u tablicama za klasican propozicijski racun.

Primjer 1. Dajemo primjer kvazimatrice

A | —A | A | [redak]
1 I
1
1 0 L,
0 1 L
0* Ly
0 1
0 | Ly

Uocimo (*) u Ly ispod ——A. Na prvi pogled djeluje da bismo ovdje
morali staviti 1, no prema (%) 2.b.ii ovdje se stavija 0. Uoc¢imo da jedini
razlog zasto smo racvali Ly i Ls, jest da bismo ilustrirali ovu cinjenicu,
buduci da racvanje nije potrebno (racvalo bi se na 0 i 0).

Lema 2. Za bilo koje formule P, O ne vrijedi P* = O A —Q.
Dokaz. Ocito po definiciji P*: =—(P A —P).

Sada mozemo prezentirati na§ rezultat, odnosno dokaz adekvatnosti
(pouzdanosti) kvazimatrica za semantiku C; sustava. Ovaj se dokaz lako
prosiruje na punu hijerarhiju C, sustava.

? Ovdje uvrstavamo gornji indeks n — 1 jer se ista konstrukcija koristi za sve C,, sus-
tave, a nama je potrebna jos i za C,. Kako bismo bez tog indeksa morali ponoviti definiciju
kasnije, ostavljamo ga uz napomenu da se za C; ovo ignorira.
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Teorem 1. (Adekvatnost kvazimatrica). Za svaku formulu F € FORM¢,
vrijedi: &, F ako i samo ako za svaki redak n, u kvazimatrici Qr vrijedi

Lo(F) = 1.
Dokaz: Indukcijom po duljini formule F.

Baza. Kako nijedna atomarna formula po definiciji 1-valuacija nije
tautologija, kre¢emo od duljine 1. Lako je raspisati po slucajevima i vi-
djeti da je od formula duljine 1 samo 4 — A4 (pri ¢emu je A atomarna)
tautologija, pa samo za nju trebamo dokazati. S lijeva na desno: neka
E,1 4 — A, A atomarna. Tada prema klauzuli (I) iz definicije 8 gradimo
kvazimatricu za A, koju prema definiciji 8 (II.3) prosirujemo na kvazima-
tricu za A — A, s dva retka, oba s 1. S desna na lijevo: neka za svaki n,
L,(4 — A)= 1. Kako je 4 atomaran, razlikujemo dva slu¢aja: v{(4) =01
v1(4) = 1. U oba slucaja prema val(4) vi(4 — A) = 1.

Induktivni korak. Imamo dva slucaja:

(a) F'=—F.

S lijeva na desno. Koristimo kontrapoziciju. Neka nije za svaki redak
n, L,(F") =1, odnosno za neki redak n, L,(F") # 1. Imamo dva slucaja u
kojima je ovo moguce: (a) ako L,(P) =01 FF = —P, pa prema induktivnoj
hipotezi v(P) = 0. Prema val(1) v;(F) = 1. Prema definiciji 5, ako v{(F) = 1,
onda vi(—F) = 0 1 v'|(—F) = 1, dakle nije tako da ¥, —F. (b) L(F) = 1.
Prema induktivnoj hipotezi v;(#) = 1. Prema definiciji 5, slijedi v{(—=F) =0
1V'1(—F) = 1. Iz toga slijedi da nije tako da ¥, —F.

S desna na lijevo. Neka za svaki redak n, L,(F") = 1. Imamo dva pod-
slucaja, jer prema konstrukciji kvazimatrica jedino oni vode do L,(F") = 1.
(i) L,(F) =0, tada v{(F) = 0 prema induktivnoj hipotezi. Tada v;(—F) = 1
prema val(1). (ii) L,(F)=11F = ~(P A —~P) = P*. Tada v{(F) = 1 prema
induktivnoj hipotezi (ozna¢imo ovo s (*)). Prema pretpostavci da za svaki
redak n, L,(F") =1, L,(—P*) = 1. Ovo znaci, prema definciji + 2.5.ii, da
imamo dva podslucaja: (4) L(P*)=01ili (B) L(P*) =01 P* = Q A —Q.
Slucaj (B) prema lemi 2 nije mogu¢ pa promatramo samo slucaj (A), od-
nosno L(P*) = 0. Prema IH, v;(P*) = 0, prema val(1), v{(—P*) = 1; tada
imamo (uz (*) i ¢injenicu F' = P*) v;(P*) = 1 = vi(— P*), pa prema val(8)
slijedi vi(—=F) = 1.

(b) F'=F x A, x € {A, V, —}, A atomarna. Kako se ovdje kvazimatrica
gradi kao istinitosna tablica za klasi¢nu logiku, slu¢aj ne raspisujemo.
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Primjer 2. Kvazimatricom dokazujemo da je ~—A — A valjana formula

Al-4|——4| —A= A4 _,u'ri"edtﬂg."'
1 1 Ly
1
1 0 1 Lo
0 1 1 Lq
0* 1 Ly
0 1
0 1 L

Primjer 3. Kvazimatricom dokazujemo da A — ——A nije valjana formula

Al -A | A | A= A | [redak]
1 1 Ly
1
1 1] 0 La
0 1 1 L3
0 1 0 1 Ly

Kao sto smo naglasili u prethodnom primjeru, ovdje smo do kraja
korektno napravili kvazimatricu, bez racvanja Ly. Analogno smo trebali
postupiti i u gornjem primjeru, ali smo radi ilustracije zamrSenosti pra-
vila konstrukcije kvazimatrica namjerno racvali na Ly i Ls. Nadalje uz
kvazimatricu vise ne¢emo eksplicitno oznacavati broj retka s L,,, ali cemo
retke pobrojavati na nacin ilustriran u ova dva primjera, odozgo prema
dolje, pocevsi od L.
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Primjer 4. Kvazimatricom dokazujemo da je (A — B) — (—A V B) valjana formula

A|B|-A|-B|A—=B|-AvB|(A—=B)—(~AvDEB)
1 1 1 1
1
0 1 1 1
1]1
1 1 1 1
0
0 1 1 1
1 1 0 1 1
110
0 1 0 0 1
1 1 1 1
0] 1 1
0 1 1 1
00| 1 1 1 1 1

Uocimo da je =—A isto potomak od (A — B) — (—A V B) zato $to je
negacija jedne njene podformule, —=A. Formulu ——A ne moramo upisati
jer ona nije podformula nijedne podformule od (A — B) — (A V B), a
zbog toga nece nikako utjecati na njenu konstrukciju. Prema pravilima za
kvazimatrice, jedini slucajevi kada moramo na ovo obratiti pozornost su
kada je negacija ispred slozenih podformula glavne formule. Analogno,
ispustili smo i ~(A — B) i —~(—A4 V B). Ovu praksu ¢emo radi jasnoce i teh-
nickih limitacija (Sirine papira) usvojiti i u nadolaze¢im primjerima.

Primjer 5. Kvazimatricom dokazujemo da (—A V B) — (A — B) nije valjana

SJormula
A/B|-A|-B|-AvB|A—=B|(-AvEB)—=(A—=B)
1 1 1 1
1
0 1 1 1
111
1 1 1 1
0
0 1 1 1
1 1 1 0 0
1|0
0 1 0 0 1
1 1 1 1
0]1 1
0 1 1 1
0|0 1 1 1 1 1




S. SKANSI: Formalna nekonzistentnost i kvazimatrice 115

Uocimo da je zadnji redak koji smo trebalo popuniti bio Ls, buduci
da se tu javila 0, odnosno Ls((—A V B) — (4 — B)) = 0. U nadolaze-
Cem tekstu, kada cemo govoriti o formulama koje nisu valjane, necemo do
kraja popunjavati kvazimatricu, ve¢ cemo se zaustaviti na prvoj nuli.

Primjer 6. Za sljedeci primjer pokazujemo kako disjunktivni silogizam nije va-
ljan oblik zakljucivanja u C,. Disjunktivni silogizam glasi {4 V B,
—A}E B. Primjenimo semanticku varijantu teorema dedukcije i do-
bijemo {AV B} —A — B, i jos jednom da bismo dobili & (AV B) —
(—4 — B). Sada izradujemo kvazimatricu za = (A V B) — (—A — B).

A|B|-A|-B|AVB|-A—=B|(AVB)— (-4 — B)
1 1 1 1
1
0 1 1 1
1)1
1 1 1 1
0
0 1 1 1
1|1 1 0 0
1]o0
0|1 1 1 1

6. Korak prema punim C, sustavima: aksiomi i semantika C,
6.1. Jezik i aksiomi

Da bismo prikazali kako se ideja kvazimatrica za C; pro$iruje na cijelu C,
hijerarhiju, uzimamo sljede¢i sustav, C,. C, sustav ima jezik isti kao i C;
sustav uz dodatno definirane operatore: Definiramo uz P* i:

Pl: = P*=—(P A —P)

P2 = (PY* =—(—(PA—P) A—(P A —P))

PO: = p!

P2 =POAP2=—PA—P)AN—~(—(PA—P)A—(P A —P))

Aksiomi C, predstavljaju korak prema punim C, sustavima, no oni su
ograni¢eni na formule oblika P!, P2, PV i P®),

C,=C,U(11.2) U (12.2)

(11.2) B® — ((4 — B) — ((4A — —B) — —4))

(12.2) (AP A B?D) - (AAB)PD A(AV B)YD A (4 — B)?)
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Objasnimo §to se mijenja s obzirom na C;. Novodefinirani operatori intui-
tivno imaju sljedece tumacenje:
® pP*=: Plintuitivno ima znadenje P je konzistentan ili, preciznije, P
se ponasa kao u klasicnoj logici."®
* P2 bi znatilo P! se ponasa kao u klasi¢noj logici. Uo¢imo da ovo
jos ne znaci da se i P ponasSa kao u klasi¢noj logici.
* Ako zelimo reé¢i P! i P se ponaSaju klasicno, onda koristimo ope-
rator sa zagradama P®,
® Opéenito, P" ¢e znaditi samo P"' se ponasa klasicno (a ostali P,
k < n mozda ne), dok ako zelimo reci da se svi do n — 1 ponasaju
klasi¢no, pisemo P™.

Ovo je ideja koja stoji iza cijele C, hijerarhije, ali ¢emo prijelazak ilustri-
rati na primjeru sustava C,.

Aksiomi C, prosirujuju C; na ocekivani nacin. Aksiom 11.2 tvrdi da
ako se B 1 ~(B A —B) ponasaju klasicno, da onda B i =B mozZemo koristiti
kao kontradikciju za uvodenje negacije pred proizvoljnu formulu 4, uz
pretpostavku A4.

Aksiom 12.2 tvrdi da ako se 4, 7(4 A —4), B 1 ~(B A —B) ponasaju
klasi¢no, onda se i njihove konjunkcije, disjunkcije i implikacije ponasaju
klasi¢no.

6.2. Semantika C,

2-valuacija sustava C, je funkcija v,: FORM~ — {0,1} takva da:
val[i] vo(A A B) =1 ako i samo ako v,(4) =11 wv(B)=1
vallii]l v(4 vV B) = 1 ako i samo ako v,(4) = 1 ili v,(B) =1
valliii] vo(4 — B) = 1 ako i samo ako v,(4) = 0 ili v,(B) =1
val[iv] Ako v,(4) =0 onda v,(—4) =1
val[v] Ako v,(—A4) =1 onda v,(4) = 1
val[vi] vy(4*) = vy(—4*) ako i samo ako v,(4%) =0
val[vii] v(4) = vo(—A4) ako i samo ako v,(—4%) =1
Prokomentirajmo nakratko val[vi] i val[vii]. val[vi] intuitivho govori da

ako A* i —A* imaju istu istinitosnu vrijednost, onda je neistina da se A’
(= A*) ponasa klasi¢no, $to bi bilo znacenje 4% (dodatno, vrijedi i suprotni

10Da Costin izraz je well behaved, ali mi ¢emo radi jasnoce radije re¢i da se ponasa
kao u klasicnoj logici ili, skraceno, da se ponasa klasicno.
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smjer). val[vii] govori da ako 4 i —4 imaju istu istinitosnu vrijednost, onda je
istina ~4* (vrijedi i suprotni smjer). Ovo djeluje kao poseban slucaj val[vi]
ali nije jer negacija nije klasi¢na u C, sustavima (pa time u C; i C5).

6.3. Primjena kvazimatrica na C, i razlika s obzirom na C,

C, sustav je donekle specifican (s obzirom na semantiku), ali C, sustav
je u punom smislu dio C,, hijerarhije; ovdje smo ih izdvojili da bismo na-
glasili specificnost prijelaza s n na n + 1, a prijelaz s C; na C, dobro ilus-
trira opcCeniti prijelaz sa C, na C,;;. Ovdje ¢emo ilustrirati kako je formula
AN—A)*=—(AN—A)N—(4 N —A)) valjana u C; ali ne u C,. Da bismo
zornije ilustrirali o ¢emu se radi, koristit cemo dodatne oznake za neke
formule. Te ¢e oznake biti u skladu s oznakama u definiciji kvazimatrica.

Primjer 7. Formula (A A —A)* = —((4 A ~4) A (A A —A)) je valjana u C,;

Ay | DA Aj Ap =4;

A A | An—A | (An-A) | (Aa-A)A-{AA-A) | (AA-A)*
1 ¥ o 0 1

1
0 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

Ovdje smo oznacili proSirenje s treceg na cCetvrti stupac sa zvjezdicama
(1% 0%*). Ovaj je prijelaz ostvaren pravilom [+2.b.iii.A] za konstrukciju
kvazimatrica, uz napomenu da u C, vrijedi A" = A°= A prema definiciji
operatora A".

Primjer 8. Formula (A A —~A)* = ~((A A ~A) A (4 A —A)) nije valjana u C,

Ap | A, Aj A =24,
A —A | AA-A | A(AADA) | (AA-A)A(AA-A) | (ANA)
1..
1** 1.
1 1* 0n**
1
o** 0 1
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1
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Ovdje smo oznacili proSirenje s treceg na Cetvrti stupac sa zvjezdicama
(1% 1%%/0**), a prijelaz s petog na Sesti s tockom (1° — 1°°/0°®). Ovi
su prijelazi ostvareni pravilom [+2.b.iii.B (prvi podslucaj)] za konstruk-
ciju kvazimatrica. Pogledajmo prvi slucaj gdje ocito nemamo formulu
oblika A" jer smo u C, i takva bi formula morala biti A,' = ~(A, A
—4,). Analogno i za drugi prijelaz s petog na Sesti stupac: premda je drugi
konjunkt A', prvi je razlicit oblikom od —A', premda je semanticki ekviva-
lentan. (Uocimo da cak i ako ovdje ne racvamo, ostaje nam vrijednost O u
Sestom stupcu (Da Costa i Alves u svom radu 1977: 621-30, ovdje racvaju
retke)).

7. Zakljucak

U ovom smo radu naveli nekoliko sustava iz Da Costine hijerarhije sustava
C,. Dali smo pregled semantike sustava C,, kao temeljnog sustava, na
njemu izgradenog osnovnog sustava C; za koji smo ponudili dokaz adek-
vatnosti kvazimatrica, te prikazali poteskoce koje se susrecu pri izgradnji
cijele C, hijerarhije. Ove poteskoce nisu zanemarive, no osnovni sustav
i dalje ostaje Cy, te se moze rec¢i da je on svojevrsni laboratorij za cijelu
hijerarhiju C, sustava. Sto je dopustivo u C, generalno ée biti ostvarivo i
u svim C, sustavima.

Primjene parakonzistetnih sustava su mnogobrojne, a sam Da Costa
navodi moguénost prosirenja logic¢kih horizonta gledajuci na klasi¢nu lo-
giku kao na euklidsku geometriju, pri cemu se moze rec¢i da ¢e parakon-
zistentne logike zajedno s parakompletnima dati jednu Siru sliku, u kojoj
¢e klasi¢na logika biti tek jedan poseban slucaj, a moguénosti za primjenu
logike opcéenito ¢e se prosiriti bas kao Sto neeuklidske geometrije daju
mogucnosti koje se danas koriste i u tehnologiji i u drugim producjima
znanosti, a time su postale jedna od centralnih filozofijskih tema znanosti
1 matematike.
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