Poucak 52

O shvac¢anju pojma beskonacnosti
i grani€nih procesa
IvaNA ToPLEK', NEVEN GRBAC?, TIHANA GALINAC GRBAC?

Sazetak. Cilj ovogradaje, koriste¢i APOS teoriju, provestiistrazivanje
o shvacanju pojma beskonacnosti te grani¢nih i beskonac¢nih itera-
tivnih procesa kod ucenika osnovnih i srednjih $kola te studenata
razli¢itih smjerova. Istrazivanje je provedeno u obliku ankete na
primjeru takozvanog problema teniskih loptica. Zakljucci su donese-
ni na osnovi statisticke analize rezultata ankete.

1. Uvod

Pojam beskonacnosti zasigurno je jedan od najslozenijih apstraktnih matema-
tickih konstrukata s kojim se susrece $ira populacija. Pritom mislimo i na grani¢ne
procese poput limesa, ali i beskonacne iterativne procese. Uprkos slozenosti, sljedeci
citati, preuzeti iz [5], pokazuju da na intuitivnoj razini ljudi razli¢itih predznanja
mogu imati slicnu predodzbu o beskonac¢nosti. Drugo je, naravno, pitanje kako ce
oni tu predodzbu iskoristiti u stvarnim problemima.

o Sto su to prirodni brojevi? Prirodni brojevi su 1, 2, 3, ..., oo, ali ne postoji broj oo; ne
postoji nijedna konkretna vrijednost.

« Ne postoji stvarna beskonacnost; i kada govorimo o beskonacnom skupu, smatramo
da u taj skup moZemo neprestano dodavati nove elemente.

Prvi navedeni citat odgovor je studenta u opisivanju vlastitog koncepta prirodnih
brojeva, dok se drugi citat odnosi na izjavu francuskog matematicara H. Poincaréa
danu gotovo stoljece prije.

Ucenici i studenti imaju posebne teskoce u prihvacanju i formalnom opisivanju
rjeSenja problema u kojima se javlja beskonacnost. U ¢lanku navodimo nekoliko primjera
takvih problema, ali samo istrazivanje provedeno je za problem teniskih loptica. Moti-
vacija je sli¢no istrazivanje na istom problemu, provedeno u SAD-u i opisano u [3].
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U clanku je ukratko opisana APOS teorija o nacinu shva¢anja matematickih
pojmova i koncepata (za vise detalja vidi [2]). Pokazuje se kako ova teorija moze
pomoci u shvacanju razmisljanja i pocetnika i stru¢njaka koji se bore” s pojmom
beskonacnosti. Iako je APOS teorija koriStena i u radu [3] pri analizi rezultata, mi
idemo korak dalje iskoristiv$i APOS teoriju u sastavljanju same ankete. Naime, za ra-
zliku od [3], u nasoj anketi ponudeni su odgovori koji odgovaraju razinama shvacanja
pojma Jbeskona¢no” prema APOS teoriji. Na taj nacin dobivamo ordinalnu skalu za
rangiranje odgovora, §to omogucuje usporedivanje pri statistickoj analizi.

Ovaj ¢lanak nastao je iz diplomskog rada [4] na poticaj Tomislava Siki¢a kojemu
na tome zahvaljujemo. Takoder, nase veliko hvala i svima onima koji su provodili
anketu; Arsen Babi¢, Sanda Bujaci¢ i Vedran Mileti¢ organizirali su i proveli anketu
na Odjelu za informatiku Sveucilista u Rijeci; Goran Mausa na Tehnickom fakultetu
u Rijeci; Marcela Hanzer i Ivica Naki¢ na Matematickom odjelu Prirodoslovno-
matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu; Andrea Agli¢ Aljinovi¢, Ilko Brneti¢
i Tomislav Siki¢ na Zavodu za primijenjenu matematiku Fakulteta elektrotehnike i
racunarstva SveuciliSta u Zagrebu; Sanja Ro$i¢ u Osnovnoj skoli Vladimir Gortan
u Rijeci; Ilko Brneti¢ na pripremama hrvatskih ekipa za Medunarodnu i Srednjeeu-
ropsku matematicku olimpijadu, te Miljen Miki¢ na matematickoj grupi u Gimnaziji
Andrije Mohorovic¢i¢a. Kona¢no, zahvaljujemo svim sudionicima koji su ispunjavali
ankete i time uvelike pridonijeli ovome radu.

2. Problemi beskonacnosti

Procesi koji se ponavljaju beskonacno puta srediste su mnogih tema na pred-
diplomskom studiju na kojemu studenti razmatraju teme kao $to su limesi, asimp-
totsko ponasanje racionalnih funkcija, beskona¢ni nizovi i redovi te nepravi integrali.
Ipak, to je samo dio situacija u kojima se pojavljuje beskonac¢nost. Na primjer, mnoge
matematicke strukture u linearnoj algebri, realnoj analizi te topologiji - beskona¢ni
su skupovi. Usprkos tome, mnogi autori smatraju da se studenti i dalje muce s kon-
ceptom beskonacnosti, kao $§to smo ve¢ spomenuli u uvodu.

Primjer problema koji ukljucuju beskonac¢nost te grani¢ne i beskonacne itera-
tivne procese, Cije rjesenje zahtijeva strogo formalno razumijevanje tih pojmova,
navodimo u nastavku. Spisak je preuzet iz [5], gdje se mogu naci i stroga matematicka
rjesenja. Ipak bismo preporucili ¢itatelju da najprije pokusa samostalno razmisliti o
svakome problemu.
 Ahilej i kornjaca se utrkuju. Ako u pocetku spora kornjaca ima malu prednost

pred strelovitim Ahilejem, kako ¢e ovaj polubog ikada dosti¢i kornjacu? Treba
znati da Ahilej prvo mora do¢i na mjesto s kojega je kornjaca krenula, dok se u
meduvremenu neumoran radnik pomaknuo naprijed, tako da Ahilej mora sti¢i i
na to mjesto, i tako dalje, u nedogled.
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« Kako mozemo tretirati veli¢cinu dx kao pozitivnu veli¢inu s kojom mozemo
racunati i kao nesto $to mozemo ignorirati kao da je 0?

e Jeli0.999...=1?

+ Pretpostavimo da stavimo dvije teniske loptice, numerirane s 1i 2, u kantu A, a
zatim premjestimo lopticu s brojem 1 u kantu B. U nastavku premjestimo loptice
314 ukantu A, pa lopticu 2 premjestimo iz kante A u kantu B. Dalje, u kantu A
stavljamo loptice 51 6 i premjestamo lopticu 3 u kantu B, i tako u nedogled. Koliko
je loptica u kanti A nakon §to zavr§imo?

o Jelibeskona¢na unija U;_, P{1,2,...,k} jednaka partitivnom skupu prirodnih brojeva?
« Postoji li mogucnost da neprebrojivi skup bude rezultat prebrojivog algoritma?

U ovom radu istrazujemo razmisljanja ucenika i studenata dajuci im problem
teniskih loptica. Vise o samoj anketi i provedenom istrazivanju nesto ¢emo kasnije.
U nastavku ¢emo nesto vise re¢i o APOS teoriji na kojoj se zasniva mentalna spoznaja
svakog ispitanog pojedinca.

3. APOS teorija

APOS teorija i njena primjena u istrazivanju matematicke edukacije opisana je
u [2]. Umjesto da se bavi proucavanjem teorije ucenja kao niza to¢nih tvrdnji koja
moze, a i ne mora, biti priblizno stanje onoga $to se dogada kod pojedinca prilikom
savladavanja matematickih koncepata, APOS teorija viSe se fokusira na ¢injenice
kako nam teorija ucenja pomaze u shvacanju procesa ucenja. Ona nam pruza
objasnjenja fenomena koji primje¢ujemo kod studenata koji pokusavaju izgraditi
vlastito shva¢anje matematickih koncepata i sugeriraju¢i nam smjernice u pedagogiji
koja nam pomaze u tom procesu ucenja.

Teorija zapocinje s hipotezom da matematic¢ko znanje postoji u individualnom
pokusaju pojedinca da se nosi s danim matematickim problemom, i to konstruirajuci
mentalne procese akciju (Action), proces (Process), svrhu (Object) te organizirajuci
ih u sheme (Schema) kako bi shvatili problem te ga rijesili. Prva slova tih mentalnih
procesa daju ime - APOS teorija. Ideja je nastala iz prosirenja Piagetovog rada na
reflektivnoj apstrakciji dje¢jeg ucenja na razinu matematickog ucenja [1]. Njegova
istrazivanja u razvojnoj psihologiji i genetskoj epistemologiji imala su jedan osnovni
zadatak: spoznati kako ¢ovjekovim odrastanjem raste znanje. Njegov je odgovor da
je rast znanja progresivna konstrukcija logicki postavljenih struktura koje zamje-
njuju jedna drugu procesom zamjene nizih, manje snaznih logickih sredstava, onima
vi$ima i ja¢ima sve do odrasle dobi. Stoga su dje¢ja logika i nacini razmisljanja pot-
puno drugaciji nego kod odraslih. U nastavku slijedi kratko objasnjenje bitnih kara-
kteristika APOS teorije, pri ¢emu mentalne procese ilustriramo kroz teoriju grupa na
primjeru pojma lijevih razreda za neku podgrupu. Primjer je preuzet iz [2].
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Akcija je transformacija objekata koje pojedinac uoci i koji su u osnovi vanjski
te ih prema potrebi transformira izvr§avajuci korak po korak, bilo eksplicitno ili iz
memorije, instrukcije kako izvesti operaciju na tim objektima. Na primjer, pojedinac
s usvojenim procesom akcije u shvacanju lijevog razreda bit ¢e ogranicen na rad s
konkretnom grupom, kao npr. grupom Z, ostataka pri dijeljenju s 20. U tom slucaju
oni ¢e biti u mogucnosti konstruirati podgrupu, kao na primjer H={0,4,8,12,16}
formiranjem visekratnika od 4. Tada bi pojedinac bio sposoban za formiranje lijevog
razreda od 5 kao skupa 5+H={1,5,9,13,17} koji se sastoji od elemenata skupa Z, koji
daju ostatak 1 pri dijeljenju s 4.

Kada se akcija ponavlja i pojedinac razmislja o tome, on ili ona moze konstruirati
unutarnji mentalni proces nazvan proces, koji mozemo smatrati kao ponavljanje akci-
je, ali ne vide s potrebom vanjskih podrazaja. Pojedinac moze razmisljati o obavljanju
procesa bez da ga u stvari radi, i stoga moze razmisljati da ga pokrene i ukomponira
s ostalim procesima. Pojedinac ne moze koristec¢i samo akciju uspjesno raditi s kon-
ceptom lijevog razreda za grupe kao $to su S, grupa permutacija s Cetiri elementa, i
njenu proizvoljnu podgrupu H. U takvim slucajevima, pojedinac mora misliti na lijevi
razred od permutacije p kao skup svih produkata ph, gdje je h element podgrupe H.
Razmisljanje o oblikovanju toga skupa je koncept procesa za lijevi razred.

Objekt je graden od procesa kada pojedinac postaje svjestan procesa kao cjeline i
shvaca da transformacija moze djelovati na njega. Na primjer, pojedinac razumije raz-
rede kao objekte, kada on ili ona moze razmisljati o broju razreda odredene podgrupe,
zatim moze zamisliti usporedbu jednakosti dvaju razreda ili njihove kardinalnosti ili
moze primijeniti binarnu operaciju na skupu svih razreda neke normalne podgrupe.

Na kraju, shema za odredeni matematicki pojam je individualni skup akcija,
procesa, objekata i drugih shema koje su povezane nekim op¢im nacelima, u svrhu
formiranja okvira u umu individue kako bi se rijesile problemske situacije koje
ukljucuju taj koncept. Ovaj okvir mora biti koherentan u smislu da daje, bilo ekspli-
citno ili implicitno, na¢in odredivanja pojava koje jesu a koje nisu u okviru sheme.

Cetiri mentalna procesa ili komponente APOS teorije - akcija, proces, objekt
i sheme - ovdje su prikazane hijerarhijski, redoslijedom. To je pogodan nacin
obradivanja tih konstrukcija, te u izvjesnom smislu svaka koncepcija na popisu mora
biti izgradena prije nego je sljedeci korak moguc¢. U stvarnosti, medutim, kada poje-
dinac razvija njegovo ili njezino razumijevanje koncepta, konstrukcije nisu zapravo
izradene na takav linearan nacin. Kod funkcija, u konceptu akcije, pojedinac moze
biti ogranicen na razmisljanje o formulama koje ukljucuju slova koja se mogu ma-
nipulirati ili zamijeniti brojevima s kojima mozemo rac¢unati. Smatramo da taj pojam
kao prethodni konceptu procesa, u kojem se funkcija shvaca kao ulazno-izlazni stroj.
Ono $to se zapravo dogodi, medutim, je to da ¢e pojedinac poceti biti ogranicen na
odredene specificne vrste formula, odrazavati se na izracune i poceti razmisljati o
procesu, vratiti se na akcijsko tumacenje, mozda s vise sofisticiranim formulama, dalje
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razvijati koncepciju procesa i tako dalje. Drugim rijecima, izgradnja ovih razlicitih
koncepata odredene matematicke ideje vise je dijalekticki nego linearni slijed.

APOS teorija moze se koristiti izravno u analizi podataka od strane istrazivaca.
U iznimno obradenim analizama, istraziva¢ moze usporediti uspjeh ili neuspjeh
studenata na matematickom zadatku sa specificnim mentalnim konstrukcijama koje
mogu ili ne moraju konstruirati. Ako se pojave dva studenta koji se slazu u njiho-
vom radu do jedne vrlo specificne matematicke tocke, a zatim ¢e jedan student biti u
mogucnosti napraviti korak dalje, dok drugi nece, istraziva¢ pokusava objasniti ra-
zliku ukazujudi na mentalne izvedbe akcije, procesa, objekta i/ili sheme koje je jedan
student, ¢ini se, izgradio, dok drugi nije. Teorija potom ¢ini realna predvidanja da
¢e, ako se odredeni skup akcija, procesa, objekata i shema izgradi na odredeni nacin,
ovaj pojedinac vjerojatno biti uspjesan u koristenju odredenih matematickih poj-
mova i problema u odredenim situacijama. Detaljni opisi shema, znani kao genetska
rad¢lamba, u smislu mentalnih konstrukcija su nacini organiziranja hipoteza o tome
kako se ucenje matematickih pojmova moze odvijati. Ovi opisi pruzaju adekvatan
jezik pri raspravi o takvim pretpostavkama.

4. Rezultati istrazivanja

4.1. Problem teniskih loptica

U ovom poglavlju detaljnije razmatramo problem teniskih loptica jer je na nje-
mu provedeno istrazivanje. Problem je ve¢ naveden u poglavlju 2, ali prisjetimo ga
se jo$ jednom.

Problem. Pretpostavimo da stavimo dvije teniske loptice, numerirane s 1i 2, u
kantu A, a tad premjestimo lopticu s brojem 1 u kantu B. U nastavku, premjestimo
loptice 3 i 4 u kantu A i pomaknemo lopticu 2 iz kante A u kantu B. Dalje, u kantu A
stavljamo loptice 5 i 6 i premjestamo lopticu 3 u kantu B, i tako u nedogled. Koliko je
loptica u kanti A nakon sto zavrsimo?

Problem teniskih loptica je sam po sebi beskonacan iterativni proces koji je naiz-
gled paradoksalan. Paradoks nastaje iz dva kontradiktorna razmisljanja koja su samo
naizgled oba to¢na.

Prvo razmisljanje krece od toga da se u svakom koraku broj loptica u obje kante,
kanti A i kanti B, povecava za jednu u odnosu na prethodni korak (vidi tablicu 1).
Dakle, u svakom (kona¢nom) koraku obje kante sadrze jednak broj loptica. To vodi
do zakljucka da ¢e i nakon svih beskonac¢no koraka kanta A i kanta B sadrzavati svaka
po beskonaéno loptica.

Drugo razmisljanje promatra koje su to¢no loptice u kojoj kanti (vidi tablicu 1),
odnosno $to se to¢no dogada sa svakom pojedinom lopticom. Naime, svaka loptica
u nekom koraku prijede iz kante A u kantu B. Iz tablice 1 vidimo da ¢e prva loptica
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biti u kanti B nakon prvog koraka, druga nakon drugog koraka, a n-ta loptica nakon
n-tog koraka. Dakle, svaka e loptica u nekom (kona¢nom) koraku biti premjestena
iz kante A u kantu B. To vodi do zakljucka da ¢e nakon svih beskona¢no koraka kanta
A biti prazna, a kanta B sadrzavati svih beskonacno loptica.

Tablica 1. Premjestanje loptica u koracima

Korak Broj lopticau | Brojlopticau | Popislopticau | Popis loptica u

kanti A kanti B kanti A kanti B

1 1 1 2 1

2 2 2 3,4 1,2

3 3 3 4,5,6 1,2,3

4 4 4 5,6,7,8 1,2,3,4

n n n n+l,n+2,...,2n 1,2,...,n

oo ? ? 0 )

Koje je od ovih razmisljanja to¢no? Drugo! Kanta A je na kraju prazna. Samo
drugo razmisljanje u potpunosti uzima u obzir na¢in provodenja iterativnog procesa
premjestanja loptica. Iako se nakon bilo kojeg kona¢nog broja koraka rezultati do-
biveni prvim i drugim razmisljanjem podudaraju (u obje je kante jednak broj loptica
koji raste), samo drugo razmisljanje daje pravi odgovor na pitanje sto ¢e se dogoditi
kada se izvrsi svih beskona¢no koraka. To je zato jer prvo razmisljanje, brojec¢i samo
broj loptica, ali ne i koje su loptice u kojoj kanti, gubi klju¢nu informaciju o tome da
se svaka loptica kad-tad premjesti u kantu B.

Problem je ovako postavljen upravo s ciljem da ova dva razmisljanja, koja daju
isti odgovor za svaki konac¢ni korak iterativnog procesa, daju razlicite rezultate cjelo-
kupnog beskonac¢nog iterativnog procesa. Stoga nije bilo za ocekivati puno to¢nih
odgovora.

4.2. Anketa

Anketa se provodila u dva dijela prikazana na slici 1. Na pocetku se u¢enicima
i studentima podijelio prvi dio u kojemu je opisan problem teniskih loptica, te se od
njih zahtijevalo da procitaju navedeni problem i odgovore na postavljeno pitanje.
Odgovor su morali ukratko objasniti. Nakon prvog dijela podijeljeni su im listi¢i s
drugim dijelom ankete koji je sadrzavao moguce odgovore za opisani problem. Nji-
hov zadatak je bio da procitaju te odgovore i da zaokruze slovo ispred odgovora koji
smatraju najsli¢nijim njihovom odgovoru iz prvog dijela.
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Uocimo da su odgovori a, b i ¢ poredani prema sve to¢nijem shvac¢anju pojma
beskonac¢nosti u iterativnom procesu iz problema teniskih loptica u smislu APOS
teorije. Odgovor c je to¢an. Odgovor b pokazuje da je ispitanik napravio prelazak u
beskonacno, ali s krivim od dva razmisljanja iz prethodnog potpoglavlja. Odgovor
a daju ispitanici koji nisu niti napravili prelazak u beskona¢nost, nego samo proma-
traju neki od kona¢nih koraka.

U anketi je sudjelovalo 47 ucenika Osnovne $kole Vladimir Gortan u Rijeci,
30 u¢enika Gimnazije Andrije Mohorovic¢i¢a u Rijeci, 61 student Sveuc¢ili$nih Odjela
za matematiku, fiziku i informatiku u Rijeci, 91 student Tehnickog fakulteta u Rijeci,
40 studenata Matematickog odjela Prirodoslovno-matematickog fakulteta (PMF) u
Zagrebu te 235 studenata Fakulteta elektrotehnike i racunarstva (FER) u Zagrebu.
Ukupno je bilo 504 ispitanika. Uz to, anketu smo proveli i na Filozofskom fakultetu u
Rijeci, matematickoj grupi Gimnazije Andrije Mohorovicica te pripremama hrvatskih
ekipa za Medunarodnu i Srednjeeuropsku matematicku olimpijadu. Medutim, tu je
uzorak bio malen pa rezultate ovdje ne navodimo.

Prvi dio

Skola/fakultet:
Razred/smjer:
Spol: M Z Dob:

Procitajte sljede(i tekst te odgovorite na postavljeno pitanje. Odgovor objasnite!

Pretpostavimo da stavimo dvije teniske loptice, numerirane s 112, u kantu A i
tad premjestimo lopticu s brojem 1 u kantu B. U nastavku, premjestimo loptice 3
i4 ukantu A i pomaknemo lopticu 2 iz kante A u kantu B. Dalje, u kantu A stav-
ljamo loptice 5 i 6 i premjestamo lopticu 3 u kantu B, i tako u nedogled. Koliko je
loptica u kanti A nakon §to zavr$imo?

Drugi dio
Ispod vaseg odgovora napisite slovo ispred odgovora koji je najsli¢niji vasem.
a) Svaka od kanti sadrzavat ¢e pola od ukupnog broja loptica. .Gornja polovica”

ukupnog broja loptica bit ¢e sadrzana u kanti A, a «donja polovica” ukupnog
broja loptica u kanti B.

b) Kanta B sadrzavat ¢e od 1 do beskonaé¢no loptica, a kanta A od 1 + beskonac¢no
do 2 - beskonaéno loptica.

c) Kanta B sadrzavat ce sve loptice, dok ¢e kanta A biti prazna.

d) Nista od navedenog.

Slika 1. Izgled ankete
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4 .3. Rezultati

Rezultati provedene ankete prezentirani su na slici 2. Za svaku instituciju naprav-
ljen je histogram apsolutnih frekvencija odgovora. U nastavku komentiramo neke od

25 20 19
21 18 17—
20 18 16 T—
14 +—
15— 124
10 {—
10 {— 81— z
6 64— -
4
54— — 41— —
2 N - [ |
0 T T T 0 - - .
a b c d a b c d
OS Vladimir Gortan, Rijeka Gimnazija Andrije
Mohorovicica, Rijeka
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30 30 70 +—
60 +—
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6
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5] 100 1—
20— 80—
154— 60 +— 56 55
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a b c d a b c d
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Slika 2. Rezultati anketa
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Rezultati u¢enika OS Vladimir Gortan jesu raznoliki, ali moramo primijetiti da,
za razliku od gimnazijalaca, ucenici nisu bili fokusirani na veli¢inu kante ili pak na
moguci broj proizvedenih loptica. Ono do ¢ega je ve¢ina ucenika dosla je da ¢e u kan-
ti A uvijek biti za jedna vise loptica od onih u kanti B. Neki ucenici smatraju da ce
u kantama biti podjednako loptica, i to beskona¢no mnogo. Objasnjenje je takvo da
se stalno vrs$i premjestanje loptica te stoga izjednacavamo broj loptica u obje kante.
Ostali ucenici dosli su do konkretnog broja od dvije ili tri loptice. Oni nisu uzeli u obzir
¢injenicu da se automatski prebacuje loptica koja je numerirana s najmanjim brojem iz
kante A u kantu B. Ono §to je posebno zanimljivo jest da su dva ucenika dala odgovor
¢, to jest da ¢e u kanti A biti nula loptica, no uz odgovor nije bilo ponudeno objasnjenje
rjeSenja. Uoc¢imo na slici 2. da su jedino osnovnoskolci dali vise odgovora b nego a.

Odgovori ucenika Gimnazije Andrije Mohorovicica bili su jo$ raznolikiji. Ono
$to na neki nacin nismo predvidjeli jest da ¢e ucenici razmatrati veli¢inu kanti te
¢injenicu da se ne moze proizvesti beskonacan broj loptica. Dvoje u¢enika razmisljalo
je na taj nacin te je njihov zakljucak bio da postupak nikad nece zavrsiti. Bilo je i
slucajeva kada su neki od ucenika razmatrali viSe mogu¢nosti - od toga da postu-
pak nece zavrsiti do toga, da ¢e uvijek biti jednak broj loptica u obje kante. Najvise
ucenika smatra da ¢e u obje kante biti jednak broj loptica, ali i tu su se odgovori
razlikovali. Iako postupak umetanja i premjestanja loptica ide u nedogled, mnogi su
uzeli da ih ukupno ima N te da ¢e naposljetku biti u svakoj od kanti N/2, dok ostali
smatraju da ¢e ih biti u svakoj od kanti po beskona¢no mnogo. Nekoliko u¢enika
smatra da ¢e u kanti A uvijek biti za jedna vise loptica nego u kanti B. Zanimljiva
je ¢injenica da je bilo odgovora s konkretnim vrijednostima. Tako je dvoje uc¢enika
odgovorilo da ¢e u kanti A biti 3, odnosno 2 loptice. Ukupni rezultati dani su na slici 2.
Primijetimo da odgovora a ima najvise, puno vise nego odgovora b, dok to¢an odgo-
vor ¢ nije dobiven.

Rezultati dobiveni na Sveucilisnim odjelima u Rijeci (slika 2) ukazuju na cestu
pojavu odgovora a, a slijedi ga odgovor b. Odgovor ¢ zaokruzilo je ukupno 5 studenata,
§to je najvise od svih grupa ispitanika. Od toga samo su dvije studentice konkretnije
objasnile zasto ¢e kanta A ostati prazna. Studentice su uvidjele da ¢e loptice ubacene
u kantu A s vremenom biti prebac¢ene u kantu B i da ¢e kanta A ostati prazna. Ostali
studenti nisu uvidjeli sto ¢e se dogoditi s lopticama u kanti A nakon beskona¢nog
broja ubacivanja loptica. Ono $to nikako nismo mogli ocekivati jest da ¢e studenti
biti okupirani ¢injenicom da takve kante ne postoje. Jedna studentica dotakla se kar-
dinalnosti te dosla do zakljucka da, ako su loptice numerirane prirodnim brojevima
i ako skup prirodnih brojeva podijelimo u dva disjunktna beskonacna skupa (ti sku-
povi predstavljaju broj loptica u kanti A odnosno B), kardinalnost e i dalje biti X,

Medu studentima Tehnickog fakulteta nitko nije zaokruzio odgovor c, a najvise
je bilo odgovora a (slika 2). Ve¢ina ih smatra da je broj iteracija povezan s brojem
loptica u kanti A, tj. da ¢e u n-tom koraku biti # loptica u kanti A, odnosno, ako
idemo u beskonacno, kanta A sadrzavat ¢e beskonacan broj loptica. Na kraju dolaze
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do zakljucka da je jednak broj loptica u kantama. Jedan student dotakao se pojma
beskonacnosti kao pojma koji ne daje vrijeme zavrsetka ubacivanja i premjestanja
loptica stoga to¢an odgovor ne postoji.

Sa Sveucilista u Zagrebu sudjelovalo je ukupno 275 studenata - 40 studenata s
Prirodoslovno-matematickog fakulteta (nastavnicki i inZzenjerski smjer) i 235 stude-
nata s Fakulteta elektrotehnike i racunarstva. Ukupan broj odgovora po kategorijama
a, b, ¢, d mozete pogledati na slici 2. Za studente Matematickog odjela PMF-a, kao
i u ostalim slucajevima, najvise ima odgovora a (slika 2). Zanimljivo je da, uz jedan
to¢an odgovor ¢, uop¢e nema odgovora b. Jedna studentica promatrala je analogan
pokus u kojem u kantu A stavljamo loptice x, a vadimo loptice 2x, razmisljajuci da
tako u kantu A stavljamo samo loptice s neparnim brojem, a u kantu B samo loptice s
parnim brojem. Ta razmatranja nisu dovela ni do jednog konkretnog zakljucka.

Najvise studenta, vise od polovice, Fakulteta elektrotehnike i ra¢unarstva smatra
da ¢e u kantama biti pola od ukupnog broja loptica (slika 2). Troje studenata smatra
da je to¢an odgovor c, ali je samo jedan objasnio zasto smatra da ¢e kanta A ostati
prazna. Neki od studenata imali su problema sa shva¢anjem pojma beskonac¢nosti, jer
smatraju da je .beskonacno” pojam koji ide u nedogled i nedefiniran je, a samim time
je i broj loptica u A nedefiniran. Studenti su smatrali da ¢e se u A nalaziti dvostruko
manje loptica od onih u kanti B, a neki su pak dosli do zakljucka da ¢e u A biti
dvostruko vise loptica s obzirom na broj loptica u B, te da ¢e ih na kraju, kako proces
ide u beskonac¢no, u svakoj od kanti biti beskona¢no. Zanimljiva je ¢injenica da su
neki od studenata uzimali u obzir veli¢inu kante i da beskonacan broj loptica ne moze
stati u kantu. U nekoliko slu¢ajeva imamo danu i konkretnu vrijednost, tj. u kanti A
bit ¢e dvije, odnosno tri loptice.

4.4. ZakljuCci statisticke analize

Zbog ogranicenosti prostora ovdje navodimo samo zakljucke statistickih analiza
provedenih u [4]. Iako su zakljucci dobiveni testovima hipoteza s razinom signifi-
kantnosti 0.95, valja naglasiti da je to ipak jedna statisticka analiza provedena na
modelu stvarnog svijeta (tj. shvacanja pojma beskonacnosti), pa stoga ne mozemo
iskljuciti postojanje dodatnih faktora koji utjecu na to da smo dobili upravo ovakve
zakljucke. Na kraju krajeva, svaki model, ma koliko dobar bio, samo je aproksimacija
istrazivane pojave.

Vrlo je zanimljivo da se rezultati prikupljeni kod u¢enika osnovne skole statisticki
razlikuju od rezultata prikupljenih kod ostalih ispitanika: u¢enika srednje skoleistude-
nata raznih fakulteta. Statisticki gledano u naSem modelu, u kojem odgovor b ukazuje
na bolje razumijevanje pojma beskonacnosti, ispada da ucenici osnovnih $kola bolje
shvacaju pojam od bilo kojih drugih ispitanika. Kako je to moguce? Mi smo skloni
razmisljanju da je zapravo stvar u tome da sustavnim proucavanjem beskonacnosti,
granicnih i iterativnih procesa kod ucenika srednje $kole i studenata, oni stvaraju
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odreden respekt prema tim pojmovima i ne¢e nepromisljeno odgovoriti da necega
ima beskonacno. S druge strane, ucenici osnovnih skola cesto su zaokruzivali odgo-
vor b bez valjanog objasnjenja, $to je dovelo do uo¢enog nesrazmjera.

Sto se studenata tice, statisticki smo usporedili shva¢anje pojma beskona¢nosti
studenata matematike i fizike sa studentima informatike i ra¢unarstva. Ispostavilo se
da odgovori ove dvije grupe studenata ne pripadaju istoj razdiobi. Dakle, oni razlicito
razmisljaju o beskonacnosti. Medutim, nije statisticki potvrdeno da ta razlika u
razmiSljanju dovodi do boljeg shvacanja jedne od grupa.
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