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This paper is a summary of a more comprehensive wofkitarna Logika Ernsta ZermeléThe

191 Infinitary Logic of Ernst Zermelobeing currently under preparation for the research gra&i K

jZ> 2HO1A 00725 Metody nieskohczonosciowe w teorii defin{gjifinitary methods in the theory

= of definition3 headed by ProfessorNusz CzELAKOWSKI at the Institute of Mathematics and

o Information Science of the University of Opole, Poland. Pinesentation of Zermelo’s ideas is

g accompanied with some remarks concerning the developri@firotary logic.t
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8 Niniejszy tekst jest streszczeniem (obszerniejszejtefigsrozprawy péwieconej omowieniu nie-
o zbyt chyba popularnego wrodowisku logicznym projektipgiki infinitarnej (jako podstawy roz-

wazah matematycznych) formutowanego przez Ernsta Zermelejmngcej siedemdziesiat lat temu.
Byt to wowczas projekt prekursorski i nie spotkat sie z kgigym zainteresowaniem luminarzy logiki,
z réznych, nie tylkostricte logicznych, matematycznych i metodologicznych powoddsndk sys-
tematyczne, intensywne badania logik infinitarnych zgstatwieloma spektakularnymi sukcesami,
podjete dwie dekady p6zniej.

Poszczegoélne punkty niniejszego streszczenia odpoveiadajej wiecej rozdzialom przygoto-
wywanej rozprawy. Niektére z nich (zwtaszcza fragmergvpigcony roli paradoksu Skolema) sa w
rozprawie potraktowane o wiele obszernieg niaze to wyglada z perspektywy niniejszego tekstu.
Staramy sie w rozprawie przedstavpirojekt Zermela na szerszym tle rozwoju badaetalogicznych
w XX wieku, co w tym streszczeniu rowrieodzwierciedlenia nie znajduje.

Ani to streszczenie, ani przygotowywana rozprawa nieirgobie pretensji do jakigjszczegol-
nej oryginalngci i kompletn&ci, nie méwiac ja o odkrywczéci. Korzystamy zaréwno z tekstow
samego Zermela (tak tych pozostawionych w jeddachlafii publikowanych stopniowo przez kom-
petentnych logikéw badajacych jego tworéz) jak i dostepnych opracowia— monografii (klasycz-
nych i nowszych) dotyczacych historii logiki i podstaw maiatyki oraz, oczyvécie, rozproszonych
w literaturze artykutéw zwiazanych z odsia problematyka.

1Autor wyraza wdzigcznst Panom Profesorom: Romanowi Murawskiemu, Janowi Y&kiemu oraz Janowi Zyg-
muntowi za maliwoSt korzystania z ich kompetentnych opracéwdotyczacych historii logiki, za pomoc w tropieniu
zrodet bibliograficznych oraz zayczliwe rady i krytyczne komentarze udzielane w rozmowidatrespondencji. Osobne
podzigkowanie nafme jest Panu Profesorowi Januszowi Czelakowskiemu zgaarey ufnéc, iz piszacy te stowa podota
intelektualnie wywiaza sig z zaszczytnego dla niego zaproszenia do udziatu wenusignym projekcie badawczym.
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1 Zermelo: krotkie uwagi biograficzne

Ernst Friedrich FerdinandeRMELO (27 lipca 1871, Berlin — 21 maja 1953, Freiburg i. Br.) rle
do najwybitniejszych matematykow pierwszej potowy XX wielZnany jest przede wszystkim jako
twérca wersji aksjomatycznej teorii mnagm, rozwijajacej idee Georga Cantora. Zajmowat sigéak
m.in.: rachunkiem wariacyjnym, zastosowaniami matematyfizyce, hydrodynamika, problemami
nawigacji. Jedna z jego prac dotyczyta zastosowania teorogséci w grze w szachy. Odkryt an-
tynomie Russella na kilka lat przed Russellem. Byt ttuneswzdziet matematycznych i literackich
(fragmentyOdyse) oraz redaktorem naukowyidziet zebranyclCantora.

Zermelo pracowat na uniwersytetach w Getyndze, Ziricha &r@iburgu. Z jego nazwiskiem
wiaze sie pierwszy oficjalny kuregiki matematycznaja uniwersytetach niemieckich. Podstawami
matematyki zajmowat sie intensywnie w dwéch okresach: wy@dze (1899-1910) pracujac u boku
Dawida Hilberta oraz we Freiburgu (1921-1935). ToSmia w tym drugim okresie powstawat jego
projekt logiki infinitarne;.

Nie wydano dotad dziet zebranych Zermela. Interesujgojeft badawczy dotyczacy sgeizny
Zermela (z uwzglednieniem waych notatek pozostawionych w jety@chlal} prowadzono z udzia-
tlem m.in. Volkera Peckhausa oraz Heinza-Dietricha Ebkangh). Informacje (facznie z bibliografia
prac Zermela oraz licznymi artykutami omawiajacymi jeg@tcz@&t) dostepne byty na stronie in-
ternetowej hrz.upb.de/apeckl/zermelo/id9.htm.

2 Teoria mnogdsci Zermela

Koniec XIX oraz poczatek XX wieku to okres, w ktérym intemgyie pracowano naeksjomatycz-
nymicharakterystykami podstawowych struktur matematyczniygckbowych, algebraicznych, geo-
metrycznych (Peano, Dedekind, PostusafyAmerykaiscy [Veblen, Huntington iin.], Hilbert). Nowa
woéwczasteoria mnogoscCantora take poddana zostata aksjomatyzacji. Zermelo przedstawilesw
aksjomatyke w 1908 roku (zob. [Zermelo 1908]); o jego akebyce z 1930 roku (tj. o artykule [Ze-
rmelo 1930]) wspominamy w nastepnym punkcie. Jest rzeozma,ze aksjomatyka z 1908 roku,
tworzona w duchu pierwszej fazy programu Hilberta, niedyfkiata ustrzec teorie mnogoi przed
antynomiami, ale przede wszystkim sjta Zermeli do uzasadnienia jego twierdzenia azliveosci
dobrego uporzadkowania kadego zbioru.

Inne aksjomatyki teorii mnogwi (np. Fraenkel, Bernays, von Neumann, Gédel, Quine) i uzu
pemienia badz modyfikacje aksjomatéw (np. Skolem, Manoff) tworzone byly ju w obecn&ci
aksjomatyki Zermela z 1908 roku. Przez ok. p6t wieku teori@ogtsci uprawiana byta jako teoria
matematyczna, pézniej rozpoczely sie jej badania pdaeae take z perspektywy teorii modeli.

Zaktadamy,ze ewentualny Czytelnik tego tekstu zna wspoétczesnaadagowszechniezywa-
nym standardem aksjomatyke Zermelo-Fraenkla dla tearoguasci w jezyku pierwszego rzedu, z
aksjomatem wyboru, teorii oznaczanej dalej, zgodnie zezajgm, przez ZFC. W niniejszym stresz-
czeniu nie zamieszczamy informacji o poczatkach aksjpraaii teorii mnog&ci oraz o recepcji od-
nosnych prac Zermela z 1904 ([Zermelo 1904] — oztiwosci dobrego uporzadkowania dowolnego
zbioru) i 1908 roku ([Zermelo 1908] — pierwsza aksjomatykarii mnog&ci, [Zermelo 1908a]
— nowy dowdd twierdzenia o natiwosci dobrego uporzadkowania dowolnego zbidriczynimy
jedynie dwie bardzo ogélnikowe (i niezbyt odkrywcze) uwagi

e jak sie wydaje, dwoma wymi czynnikami, ktére przyczynity sie w pierwszej mierdo
wyodrebnienia predykatg nalezenia elementu do zbiompozalogike (w dziedzine podstaw
matematyki) byly: 1) wspomniane \zgj aksjomatyzacje Zermela oraz 2) twierdzenie Léwen-
heima-Skolema ([Lowenheim 1915], [Skolem 1919, 1920, 1922

270b. np. [Fraenkel, Bar Hillel, Levy 1973], [Hallet 1984Kdnamori 1996, 2004], [Moore 1980, 1982].
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e aksjomat wyboru zmieniat swoj status: bywat traktowanysera jakozasada logicznaa cza-
sem jako aksjomat charakteryzujacy jedynie 8larego rodzaju obiekty matematyczne, a mia-
nowicie zbiory.

Nadto, czas w ktérym powstawat projekt logiki infinitarnegifnela to okres tworzenia sie podsta-
wowych pojé& metalogicznychinkryminowane pomysty Zermela nie naidy wéwczas do gtéwnego
nurtu bada logicznych, prowadzacego do uznania logiki pierwszeggrln za wzorcowy, podsta-
wowy system logiczny. Omawiany okres itaterregnum— miedzy paradygmaterRrincipia Ma-
thematicaa paradygmatersrundlagen der Mathemati@raz okrzepnieciem standardu logiki pierw-
szego rzedu (lata czterdzieste XX wieku) i powstanteorii modeli®

Rola bada Zermela w obu fazach programu Hilberta byta odmienna — wwseej fazie, gdy
Zermelo byt wspétpracownikiem Hilberta w Getyndze, powsstaksjomatyzacja z 1908 roku, cat-
kowicie w duchu metodologii propagowanej przez HilbertasWbich pracach z lat dwudziestych i
trzydziestych Zermelo nie akceptujeistyczneg@unktu widzenia w podstawach matemat{ki.

3 Antyskolemizm Zermela

Jak wiemy z zachowanej korespondehcizermelo pdzno dowiedziat sie o wynikach uzyskanych
przez Skolema, tj. o pracach [Skolem 1919, 1920, 1922]. Wiravedynnym artykule z 1930 roku
w przypisie do sformutowania aksjomatu wyréania odnosi sie (uszczypliwie, jak miat to w zwy-
czaju) do krytycznych uwag Skolema z 1930 roku (zob. [Skol&¥80]) o jego aksjomatyce teorii
mnogdci (konkretnie, o rozumieniu pojecizefinitheitprzedstawionym w [Zermelo 1929], waym
dla postaci aksjomatu wyrdiania w sformutowaniu z 1908 roku). Przeciwstawiengtsinu, co Ze-
rmelo nazywakkolemizmenorazprzesadami finitystycznyntiyto, jak sie wydaje, gtéwna inspiracja
w jego projekcie logiki infinitarnej.

Nie jest celem tego streszczenia szczegotowa refleksjaaradqpksem Skolenfalstnieje na ten
temat olbrzymia literatura, godne polecenia wydaja pigoozycje: [Benacerraf, Wright 1985], [Bays
2000], [van Dalen, Ebbinghaus 2000], [George 1985], [KI&8K6], [McCarthy, Tennant 1987], [Mo-
ore 1985], [Myhill 1951, 1952], [Putnam 1980], [Quine 196@esnik 1966, 1969], [Shapiro (Ed.)
1996], [Suszko 1951], [Thomas 1968, 1971], [Wang 1955]rélkme uwagi znalézmazna réwnie
w wielu podrecznikach, np.: [DeLong 1970], [Mostowski 894Hunter 1971] (ttumaczenie polskie:
[Hunter 1982]), [Wang 1962].

Jak wiadomo, twierdzenie Lowenheima-Skolema stwierdzaZisiejszej terminologii)ze do-
wolna teoria w jezyku pierwszego rzedu, ktéra ma model temanodel przeliczalny. Jest to wiec
twierdzenie metalogiczne, zaliczane do tzw. twiefdiimitacyjnych (méwiacych c® o ogranicze-
niach logiki, metody aksjomatycznej, itd.). Wskazuje sé dwa (rzekomo) paradoksalne aspekty
tego twierdzenia:

e W jezykach pierwszego rzedu, w ktorych dysponujemy tydkzeliczalna liczba terméw dom-
knietych, nie maemy nazywa wszystkich elementéw w uniwersach, ktérych moc jest nie-
przeliczalna.

e W teorii mnogéci ZFC, zapisanej w jezyku pierwszego rzedu, twierdzédiwenheima-Sko-
lema, tacznie z twierdzeniem Cantora (0 nierdwnoliGaialanego zbioru z rodzina wszyst-

30sobny fragment przygotowywanej rozprawy to préba glemzenia procesu tworzenia (sie?) wybranych pojeta-
logicznych — petnéci, (ré&enych odmian) kategoryczgoi, zupetnéci, zwartéci, itp.

4W przygotowywanej rozprawie wspominamy, na miarg swoiktogpewnych pézniejszych ustaleniach w teorii mno-
gosci, np. o prz&jciu od relatywizmu Skolemowskiego do relatywizmu Cohesidego, o roli twierdza limitacyjnych w
metateorii teorii mnoggci, itd.

5Zob. [Ebbinghaus 2001].

bW rozprawie, ktérej streszczeniem jest niniejszy tekst wiaeny w miare obszernie problematyke dotyczaca para-
doksu Skolema.
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kich jego podzbioréw) zdaje sie prowadzilo wnioskéw paradoksalnych, rzekomo przecza-
cych naszym intuicjom. Skoro w ZFC mamy aksjomat niéslzmndci i zachodzi twierdzenie
Cantora, to w ZFC daje sie udowodristnienie zbioréw nieprzeliczalnych. Ale z twierdzenia
Lowenheima-Skolema, $i ZFC ma jakikolwiek model, to ma temodel przeliczalny. Jak w
modelu przeliczalnym ,zmiic” sie moga zbiory, o ktérych nama udowodrd, iz sa nieprze-
liczalne? Nadto, wiele pogeteoriomnogéciowych (np. przeliczalrg8, moce nieskiaczone)
zdaje sie mié charakter relatywny; mowi sie czasem o tzw. relatywizmezesnoskolemow-
skim).

Eksplikacje paradoksu Skolema (zwtaszcza drugiego z wyiongch wyzej jego aspektéw) sa
znane od dawna. Dla przyktadu, przytoczmy dwa cytaty: z gcrdika Mostowskiego z 1948 roku
oraz polskiego ttumaczenia podrecznika Huntera z 1970.rok

Upatrujac sprzeczrdd w istnieniu modelu przeliczalnego dla aksjomatéw teomiogdci, po-
petnilismy wiec ten sam bfad, jaki prowadzi do antynomii semazrtych (por. Rozdziat XlI, 3,
str. 315): nie odrbniliSmy poj& systemu teorii mnodgei od poj& meta-matematycznych.
Model teorii mnog@&ci okreslony jest w meta-matematyce zbiorze przeliczalnymw mode-
lu tym spelnione jest twierdzenie: istnigfgnogosci nieprzeliczaln&towo przeliczalnyma za
kazdym razem inny sens: w pierwszym przypadku jako pojecieefarmatematyki, a w drugim
— jako pojecie z aksjomatycznego systemu teorii mréngo

[Mostowski 1948: 359—-360]

Paradoks Skolema nie jest sprzecaria, a na tle naszych dotychczasowych razaianie jest
nawet rzeczywistym paradoksem. Nig€tbedzie teoria pierwszego rzedu stanowiaca aksjoma-
tyzacje teorii zbiorowJ zas niech bedzie twierdzeniem iy, ktdre przy swej zamierzonej inter-
pretacji znaczy tyle, co ,Istnieje nieprzeliczalnie wiglgiorow”. Wéwczas jeeli K ma model,

to istnieje taki modeK, w ktéorym U nie glosi,ze istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréw, ani
nawetze istnieje nieprzeliczalnie wiele przedmiotéw jakiegimkiek rodzaju. Nasze dowody od-
powiednich metatwierdfepokazujaze jesli K posiada model, to w ramach pewnego normalnego
modeluK twierdzenieU w ogdle nie dotyczy zbiorow, lecz terméw domknietychkw Ponie-
waz w modelu tymU jest prawdziwe, a istnieje tylko przeliczalnie wiele tesndomknietych w

K, wiecU nie znaczy w tym modelu tyle, co ,Istnieje nieprzeliczalniele terméw domknie-
tych”. Wyraza ono jaké prawde o termach domknietychKy Jesli zas istnieje modekK, ktérego
dziedzina jest przeliczalna, a w ktérjthgtosi ¢ o zbiorach, to rowniew tym modeluJ nie
znaczy tyle, co ,Istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréakiego a takiego rodzaju”; ma tam ono
inny sens.

[Hunter 1982: 170]

Zwykle dodaje sie take, ze to, £ mazna udowodrd, ze w danym modelu przeliczalnym dla
ZFC istnieja zbiory nieprzeliczalne oznacza po progaiw modelu tym jest ,zbyt mato” zbioréw
— w szczegolnéci nie istnieja w nim funkcje ustalajace np. rownolic&abioru wszystkich liczb
naturalnych w tym modelu z rodzina wszystkich jego podaimow tym modelu, a stad (na mocy
definicji nieprzeliczalnéci) ta ostatnia rodzina jest (w tym modelu) zbiorem niejczalnym.

O twierdzeniu Léwenheima-Skolema dla systeméw logikingch od klasycznej logiki pierw-
szego rzedu obszerne informacje znalezazna np. w monografiach: [Barwise, Feferman (Eds.)
1985], [Shapiro (Ed.) 1996].

Antyskolemizm Zermela przejawia sie w dwoch aspektach:

e niezgody na ograniczenia naktadane na wtash® ktérych mowa w aksjomacie wymdiania
do wlasnéci wyrazanych formutami jezyka pierwszego rzedu (probléefinite property;
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e niezgody na traktowanie teorii mnogm jako mogacej dotyczyjakiegs jednego, np. (zgroza!)
przeliczalnego modelu.

Problemem poprawnego oldlenia pojeciadefinite propertyzajmowato sie wiele znakomiai
o6wczesnych (Zermelo, Fraenkel, Weyl, Skolem, von Neumaim). Ponizej ograniczymy sie do
krétkiego przedstawienia propozycji Zermela.

3.1 Zermelo o pojeciuDefinitheit

W opublikowanym w 1929 roku \Wundamenta Mathematicaetykule ,Uber den Begriff der Definit-
heit in der Axiomatik” (datowanym w Bad Zoppot, 11 lipca 192®b. [Zermelo 1929]) Zermelo
podejmuje prébe sprecyzowania pojefiafinitheitna drodze aksjomatycznej. Pojecie to, jak wia-
domo, odgrywa podstawowa role w sformutowaniu aksjonveyuézniania. Zermelo nawiazuje do
swojej prezentacji aksjomatyki teorii mnagg z 1908 roku. Rozwz trzy maliwosci uporania sie

z trudncsciami, jakie wiga sie z tym pojeciem:

1. potraktowanie go jako zbednego (to rozwiazanie odizuezne jest przy tymze Zermelmie
uwaza, i charakterystyka tego pojecia miataby zéstazeprowadzona w samej logiqepza
teoria mnog&ci);

2. uniknigcieogolnejcharakterystyki tego pojecia, poprzez jespecjalizacje— wyrazne poda-
nie, jaka posta moga mi€ formuty zdaniowe wykorzystywane w aksjomacie waméania;
jako przyktad takiego rozwiazania podaje propozycjeehkda z drugiego wydania (1923) jego
Einleitung in die Mengenlehreéwniez to rozwiazanie Zermelo odrzuca — m.in. dlatege,
w rozwiazaniu Fraenkla korzysta sie z pojecia liczbyunalhej, a dla Zermela pojecie to jest
wtérne wzgledem pofeczysto teoriomnogiowych;

3. aksjomatyczna charakterystyka rozamego pojecia — i to jest waaie rozwiazanie, ktére Ze-
rmelo proponuje w dalszej czei pracy; zwraca przy tym uwage na inna probe tego rogza;
mianowicie propozycje von Neumanna z 1925 roku aksjonaafyzeorii mnogaéci, z pojeciem
funkcji jako pierwotnym.

Nalezy zwrécit uwage ze Zermelo nie komentuje propozycji Thoralfa Skolema psiaionych
kilka lat wczesniej. Jak wynika z korespondencji pozostawiondiachlall Zermelo nie znat pracy
Skolema — po raz pierwszy cytuje Skolema dopiero w przypisgvoim artykule z 1930 roku. Sam
Skolem, krytykujac rozwiazanie Zermela, ktére za clevaméwimy, pisze:

Dabei fallt es mir besonders auf, dal3 er meinen Helsingffsrag vom Jahre 1922 nicht zu
kennen scheint, worin ich genau dieselbe Idee zur Versghdijenes Begriffes ausgesprochen
habe wie Zermelo auf Seite 342 in seiner Arbeit.

[Skolem 1930: 275]

Po wyjénieniach dotyczacych rozumienia potrzebnych pojstepnych (system aksjomatyczny,
model, niesprzeczi$o, kategorycznge, itp.) Zermelo twierdzize jego dotychczasowe rozumienie
pojeciaDefinitheitmozna ujg nastepujace:

,Definit” ist also, wasn jedemeinzelnerModell entschiedeist, aber in verschiedenen Modellen
auch in verschiedener Weise entschieden sein kann;

[Zermelo 1929: 341].

"Wszystkie cytaty z prac Zermela wykorzystywane w tym seeemiu podaje w oryginale niemieckim (z jednym
wyjatkiem — zob. 3.3. riiej). Rozwaam podanie ich w thumaczeniu polskim w przygotowywaneprawie.
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Tak wiec, wlasnécia okrélona miataby by kazda witasnéc, dla ktérej w dowolnym modelu
rozwazanego systemu aksjomatéw nemny orzec, czy przystuguje ona elementom uniwersum tego
modelu. Nieprecyzyjr& tego okrélenia jest — dzisiaj — widoczna. Zermelo nie nalteeostro
granic jezyka, w ktéorym formutowane mogatgwe wiasnéci okrélone. Sa nadto owe wiassm
wyznaczandresciowq a nie — jak to czynimy dzisiaj, idac za propozycja Skolemaczysto for-
malnie (syntaktycznie). Jako przyktad wtasop ktére nie sa w powaej cytowanym sensie olgmne
podaje Zermelo npby¢ zbiorem pomalowanym na zieldob byc¢ liczba niewymierna, ktéra nie i@
zostac zdefiniowana w skohczonej liczbie stddnego jezyka europejskiegtwierdza — z oczywi-
stym sarkazmem —ze nie naley traktowa takich wtasnéci jako bezsensownych, skoro za pomoca
podobnychsrodkéw probowano wykazywaze kontinuum nie meoe zostéa dobrze uporzadkowane.

Z powyzszego powinno kiywidoczne,ze dotad Zermelo rozumiat wiassi okreslone (dla da-
nego systemu aksjomatycznego) jako te wigsihoktére sa dla rozwanego systemistotne do-
rzecznenaturalne itp.; powstaje wiec np. pytanie, czy takie rozumieniesmdci okreslonej jest nie
tylko uwarunkowane tigiowo, ale réwnie pragmatycznie.

W dalszej czgci pracy Zermelo uznaje za nieadekwatne nastepujadaeghrelenie wlasnéci
okreslonej (zdania wyrzajacego wiasrit okreslona):

Ein Satz heif3t ,definit” flr ein gegebenes System, wenn erdamsGrundrelationen des Sys-
tems aufgebaut ist ausschlie3lich vermdge der logischemé&ttar-Operationen der Negation,
Konjunktion und Disjunktion sowie der Quantifikation, atleese Operationen in beliebiger aber
endlicher Wiederholung und Zusammensetzung.

[Zermelo 1929: 342].

Powodem odrzucenia jest tu fakie definicja tego ksztattu (definicja genetyczna) odwotige s
nie do samego zdania (wyra@jacego wiasri okreslona), lecz do sposobu jego konstrukgiji, a ten
ostatni wymaga uwzglednienia pojedawolnej skohczonej liczby (naturalnego jest dla Zermela
niedopuszczalne.

Wreszcie, Zermelo podaje — jego zdaniem jedynie trafna -sjoakatyczna charakterystyke po-
jecia wtasn&ci okreslonej. Dla danej dziedzin oraz okré&lonych na niej relacji podstawowych,
tworzacych systenR podane sa trzy aksjomaty, charakteryzujace pojecianzdp jest okrélone
ze wzgledu n&R’ (symbolicznie: Dp). Po pierwsze, zdaniami oks®nymi sa wszelkie wymenia
postacir(x,Y,z,...), dla dowolnej relacji R oraz dowolnej kombinacji zmiennych& (dla tego typu
wyrazeh uzywa Zermelo terminGrundrelationei). Po drugie, zdania utworzone ze adzkreslonych
poprzez aycie negacji, koniunkgji, alternatywy oraz kwantyfikagpio zmiennych przebiegajacych
dziedzineB) réwniez sa okrélone. Nadto, Zermelo dopuszczazakwantyfikacje drugiego rzedu:

Gilt DF (f) fur alle definiten Funktorefi = f(x,y,z,...), so gelten aucB F(f) undDJF(f).
f f
[Zermelo 1929: 343].

(to ten wianie warunek krytykowany jest w nocie [Skolem 1930]).

Nadto Zermelo zauvw, z dwa pierwsze aksjomaty méwia jedynie, jakie zdasgakreslone,
nie dostarczaja natomiast informacji, jakie zdania 8kneenie sa Zadanie to ma spelniaksjomat
Ill, bedacy swego rodzaju zasada domknigecia:

Axiom Ill) Ist P das Systenaller ,definiten” Satze, oder allgemeiniggend einSystem von Séat-
zenp von der Beschaffenhellp, so besitzt ekein echte&Jntersysteni;, welches gemaf | und

Il einerseits die sdmtliche@rundrelationerausR enthélt, anderseits aber alle Negationen, Kon-
junktionen, Disjunktionen und Quantifikationen der eige&itze, bzw. Satzfunktionen bereits
umfal3t.
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[Zermelo 1929: 344].

Zermelo jestwiadom,ze powysze sformutowanie niejawnie odwotuje sie do stosowaka-
czona liczbe razgperacji syntaktycznych, twierdzi jednak gotrafi sie pozbytego odwotania, obie-
cujac przedstawi szczegéty w pozniejszej pracy (prawdopodobnie jes{Zégmelo 1935], ostatni
tekst ogloszony przez niego drukiem).

3.2 Zermela wizjaSwiata teorii mnogasci z 1930 roku

Artykut Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchuiigendie Grundlagen der
Mengenlehre. Fundamenta Mathematidd 1930, 29-47 (zob. [Zermelo 1930]), niezwykle amg
w dorobku Zermela rozpatrywamazna m.in. w dwéch aspektach:

e jako Swiadectwo pewnego etapu w rozwoju pogladéw Zermela nagt@onogdci; sadzimy,
ze mana moéwe o trzech takich etapach:

— 1. prace z 1904 oraz 1908 roku;
— 2. artykut z 1930 roku;
— 3. notatki pozostawione Wachlal}

e jako pewien punkt wyrdniony w ewolucji pogladéw Zermela na podstawy logiki i eratatyki
(do tego momentu Zermelo — przynajmniej w druku — wydajeadigeptowa finitarny cha-
rakter konstrukcji sktadniowych; po artykule [Zermelo D9Bozpocznie szkicowanie swojego
programu logiki infinitarnej, w jego zamierzeniu adekwaitla inferencji matematycznych).

Przedstawimy tu krotko pierwszy z tych aspektow.

Zermelo zna ja (jak wiadomo na podstawie jego korespondencji z BaereajgoSkolema z
1922 roku, jest wiedwiadom wczesnoskolemowskiego relatywizmu teoriomBogovego; uznaje
konieczn&t dofaczenia aksjomatu zastepowania; wykorzystujesmpitacje liczb porzadkowym w
stylu von Neumanna. Czyni istotnyytek z liczb nieosiagalnych, wyznaczajacych te pigtrnaoza-
skanczonej hierarchii dziedzin, ktére sa (naturalnymi) nade systemu aksjomatéw teorii mno-
gosci. Podaje twierdzenia charakteryzujace z doktadigodo izomorfizmu (uwzgledniajacego dwa
parametry: liczbe atoméw oraz charakterystyke poraa@kdziedziny) swoje dziedziny normalne.
Przedstawi&wiat teoriomnogdsciowy jako pozaskbczona hierarchig dziedzin normalnych. Odrzu-
ca maliwost, abyswiat 6w reprezentovigednym modelem. Odktada (sz&higvie!) na pdzniej kwe-
stie metateoretyczne, w rodzaju istnienia dowodu niesgresci badanego systemu aksjomatow.

Aksjomatysystemu z pracy [Zermelo 1930]:

[B] Bestimmtheit Ekstensjonalisci

[A] Aussonderung Wyrbniania

[P] Paarung Pary

[U] Potenzmenge Zbioru potegowego
[V] Vereinigung Sumy

[E] Ersetzung Zastepowania

[F] Fundierung Ufundowania

Sa podobiastwa i r&nice migdzy tym systemem aksjomatéw, a systemem z 19@8 rok

Zermelo rozwaa teorie mnoggci, w ktérej oprécz zbioréw wystepuja tek obiekty ,nieroz-
kladalne”, o nieznanej strukturze, tzWrelemente Ich ogét to kolekcjal. ElementyU nazywa
bedziemy take atomami
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Aksjomat wyr&niania [A] sformutowany jest, chciatoby sie rzec, patajgc ustalenia Zermela
z artykutu [Zermelo 1929], w jezyku drugiego rzedu (z deptzeniem kwantyfikacji po funkcjach
zdaniowych). Sam Zermelo nie precyzuje jezyka, w ktorymazgine sa wiasriei zbioréw. Pisze je-
dynie,ze catkiem dowolndunkcja zdaniowa wyznaczanaze podzbiér danego zbioru; nadto zkiej
czesci (Teil) danego zbioru odpowiada zbidr, majacy za swe elementystlse elementy tej cAgi.

Takze na funkcje wystepujace w aksjomacie zastepowaniaakéada siezadnych ogranicze
Mamy wiec tu do czynienia z aksjomatem, a nie ze schematasjoralatow.

Dodany (do systemu z 1908 roku) jest aksjomat ufundowareamglo piszeze aksjomat ten
wymagany jest dla wykluczeniairkelhafte” und ,abgriindige” Mengen

Nie zaktada sie aksjomatu niegiazondci, jako — wedle stéw Autora — nie nalgcego do
»allgemeinen” Mengenlehreogoblnej teorii mnogsci. Jak pokazuje sie dalej, dziedzina normalna
ztozona z wszystkich zbioréw skazonych spetnia aksjomaty systemu.

W aksjomacie zbioru potegowego postuluje sie istnieadziny wszystkich podzbioréw dowol-
nego zbioru; dodaje sie uwaggn die Stelle der ,Nullmenge” tritt hier ein beliebig ausgéhltes
LSurelement” ug.

Aksjomat wyboru, zaktadany jakmasada logicznanie jest zaliczany do aksjomatéw systemu.
Zermelo piszeze aksjomat ten nie nze stizyc do ograniczania (wiell&zi?) rozwaanych dziedzin
(Abgrenzung der BereicheDodaje,  we wszystkich dalszych badaniach podstawowy jest fakt,
kazdy zbiér mana dobrze uporzadkowa

Systemy zt@aone ze zbioréw oraz atoméw, z oklena relacja podstawowac b (a jest ele-
mentemb) spetniajace aksjomaty BAPUVEF nazywa Zermdkiedzinami normalnymiNormal-
bereichg. Na dziedzinach normalnych wykonyaenazna takie same operacje jak na zbiorach (sumy;,
iloczyny); mazna te bada& zalendsci miedzy takimi dziedzinami (relacja bycia poddziedgirPo-
szczegoblne dziedziny normalne nie sa jednak zbiorami wnglabsolutnym sensie — gdy dziedzina
P jest elementerdziedzinyP,, to Py jest zbiorem wP,. Dziedziny, ktore sa w tym sensie zbiorami,
to dziedziny zamknigete

Zermelo wprowadza swoj&renzzahlenw dzisiejszej terminologii: liczby kardynalne mocno
nieosiagalne) jako punkty state pewnej funkcji gitomej przez indukcje pozaskezona.

Jestémy przyzwyczajeni do reprezentowasiaiata teoriomnogiriowego w postadiumulatyw-
nej hierarchii zbioréw Punktem wy§cia jest badz zbior pusty, badz jgkeolekcja atoméw. Kolejne
pietra hierarchii tworzone sa poprzez stosowanie ofiensorzenia zbioru potegowego (kroki na-
stepnikowe) oraz tworzenia sumy otrzymanych dotad #idikroki graniczne). Maliwe sa tu rane
rozwiazania — poszczegolne pietra moga, przy jednynkizhiarozwiazaé zawier& inne zbiory, nz
przy innym. Propozycja Zermela byla nastepujaca:

Hierarchia dziedzin:

Po=U dlao =1
Pa=PUDO( U R)\ U Rj dlac =B+1,8#£0
O<y<a O<y<a
Po= U Ps dlaa granicznych.
0<B<a

Podstawowa obserwacja w pracy [Zermelo 1930] jest uslee dziedziny normalne nzoa
przedstawd w postaci powgszych hierarchiirsters EntwicklungstheordmNadto, Zermelo podaje
takze ustalenia dotyczace mocy poszczegélnych pieterrolgiralziedzin gweites Entwicklungsthe-
orem). Wreszcie, przedstawia reprezentacjedej dziedziny normalnej w pewnej szczegdlnej postaci
(Drittes Entwicklungstheorem (Satz der ,kanonischen” BEoklung)).

Je&sli a jest liczba kardynalna mocno nieosiagalna, téywzachodza wszystkie aksjomaty BA-
PUVEF.

Bazadziedziny normalnej to jej zbior atomo@harakterystykalziedziny normalnej to najmniej-
sza liczba porzadkowa, ktéra nie jest w niej zbiorem.
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Jak jiz wspominakmy, jednym z ideatéw metodologicznych powstajacej natpraie XIX i XX
wieku logiki matematycznej bytaategorycznacharakterystyka niektérych waych struktur mate-
matycznych opisanych aksjomatycznie (liczby naturalicgby rzeczywiste, przestrzenie badane w
geometrii, struktury algebraiczne, itd.). W paragrafie awianej pracy Zermelo podaje twierdzenia
charakteryzujace dziedziny normalne z dokts&hig do izomorfizmu (z uwzglednieniem dwaoch pa-
rametréw: mocy bazy oraz charakterystyki dziedziny). Wiuigkszym uproszczeniu, twierdzenia te
maozna wystowt nastepujaco:

Erster Isomorphiesatz

Dwie dziedziny normalne o réwnolicznych bazach i tej sarhajakterystyce sa izomorficzne
(izomorfizm ten jest doktadnie jeden).

Zweiter Isomorphiesatz

Dla dowolnych dwdéch dziedzin normalnych o réwnolicznyckelol i r&enych charakterystykach,
jedna jest izomorficzna z odcinkiem poczatkowym drugie;.

Dritter Isomorphiesatz

Dla dowolnych dwdch dziedzin normalnych o tej samej chargiktyce, jedna jest izomorficzna
z poddziedzing drugiej.

Artykut [Zermelo 1930] kaéicza uwagi dotyczace modeli teorii mn@ga Miedzy innymi, Ze-
rmelo podaje argumentacje dotyczaca postulowanideistn pozaskaczonej skali liczb kardynal-
nych mocno nieosiagalnych, por.:

Machen wir nun die allgemeine Hypothese, daBer kategorisch bestimmte Bereich irgen-
dwie auch als ,Menge” aufgefaldt werded.h. als Element eines (geeignet gewahlten) Normal-
bereiches auftretten kann, so ergibt sich, dal3 jedem Nbergithe ein héherer mit gleicher
Basis, jedem Einheitsbereich ein hdherer Einheitsbeneichdamit auch jeder ,,Grenzzahit
eine groRRere Grenzzahl entspricht.

[-]

.Beweisbar” aus den ZFAxiomen ist das natirlich wiedaicht, da das behauptete Verhalten aus
jedem einzelnen Normalbereiche herausfuhrt. Es mul3 vielie Existenz einer unbegrenzten
Folge von Grenzzahleals neues axiom fir die ,Meta-Mengenlehre” postuliert veerdwobei
noch die Frage der ,Widerspruchslosigkeit” einer nahenméritg bedarf.

[Zermelo 1930: 46].

Na zakdiczenie Zermelo szydzi anty-matematykowraz reakcjonistéw naukowyckrytykuja-
cych teorie mnoggci. Podkréla, ze nie naley rozumie teorii mnogé&ci jako teorii opisujacej jaki
jeden zamierzony model. Wskazujge wykazana przez niegtiekategorycznosfest raczej zaleta
teorii mnogdci, niz jej wada, ze wzgledu na intuicje wiazane z pojecienozbi

Niektore niepublikowane przedtem notatki Zermela (paaegine wNachlal} dotyczace teorii
mnogdaci podaje, wraz z komentarzem, artykut [Ebbinghaus 2003].

3.3 Préba eliminacji paradoksu Skolema

Skolemizbyt w opinii Zermela catkowicie niewfciwym podejciem do teorii mnogeci — re-
dukcje Swiata zbioréw do jednego, przeliczalnego modelu Ernsinééw uwaat za znieksztatcenie
(Cantorowskiej) istoty tej teorii.

Skolem nie uwaat aksjomatycznej teorii mno§oi za maliwa podstawe cakri matematyki,
przeciwnie nt Zermelo. Z kolei Zermelo uwmat, ze nasrodki dowodowe (oragrodki wyraania)
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uzywane w matematyce nie rmoa naktada ograniczé wttaczajacych owérodki do jednego, fini-
tystycznego systemu.

Zermelo probowat take wykazé nietrafn& wczesnoskolemowskiego relatywizmu teoriomno-
gosciowego na drodze czysto matematycznej, zamierzajawadiuc, ze przyjecie, 2 moga istnié
rozne, ,wigksze” i ,mniejsze” zbiory odgrywajace role koruum prowadzi do sprzeczacoi. Ponzej
podajemy propozycje przektadu tekstu Zermela dotyaqadtej (nieudanej) proby.

RELATYWIZM W TEORII MNOGOSCI A TAK ZWANE
TWIERDZENIE SKOLEMA®
ERNST ZERMELO

.Kontinuum” jest zwykle w teorii mnogsci definiowane jako zbi6P wszystkiclpodzbioréw
M1 jakiegd ,przeliczalnego” zbiorM. Czy taka definicja jest jednak w istogiednoznaczna
czy pojecie ,wszystkich” podzbioréw nie jest zbyt nieokliene? Czy nie moglyby istnig6zne
stopnie tej caféci, a przez to i rozmaite ,modele” kontinuum; a reonawet takie kontinuum,
bez utraty swoich formalnych wiassd, datoby sie reprezentowdzgodnie z ,twierdzeniem
Skolema”) przez modgdrzeliczalny® Wtedy musiatoby bymazliwe zanurzenie takiego ,watlej-
szego” kontinuunkK’ w kontinuum ,grubszeK tak, by wszystkie formalne wtasBoi przenosity
sie z pierwszego z nich na drugie.

Rozwaamy przeliczalnyzbiér M oraz podrodzing’ rodziny K wszystkichpodzbioréwN (w
sensie kontinuum ,grubszego”) o nastepujacych wiasiazh:

1. Jssli Rjest podzbiorenk’, to zaréwno jego sumgg, jak i jego przekroPr sa elementank’.
Innymi stowy, suma oraz przekrdj dowolnie wielu (e wielu) zbioréw zK’ sa znéw
elementamK’; elementyK’ tworza ,pieiscien zbioréw”.

2. Kazdy elementz M jest elementem co najmniej jednego zbior'z

Niech terazaViy, bedzieprzekrojemwszystkich zbiorowN z K’, ktére zawierajam. Tak wiec,Mn,
jest elementenk’ i dwa takie przekrojeM, i My sa albo identyczne albo roztaczne. Stad caty
zbiér M jest podzielony na sume parami roztacznychscey, ktére z kolei same musza by
skahczone lub przeliczalne. PonadkazdyzbiérN z K’ jest podzielony na takie c&ei sktadowe
Nm, a kazda suma oraz kaly przekroj takiciNm musi, na mocy 1 znéw byt elementeniK’.

Jesli teraz przeZl oznaczymy zbiér wszystkich (zdych miedzy sobal,, to kazdy element
K’ wzajemnie jednoznacznie odpowiada pewnemu podzbiofowiK’ jest réwnowane z ro-
dzinaUT wszystkich podzbiorévr. Zbiér czéci, na ktéreprzeliczalnyzbiér M moze zosta
podzielony jest albskohczonylbo sam jesprzeliczalny tj. rownowany ze zbiorenM, a stad
pseudo-kontinuunk’ samo jest albo skwzone albo réwnowvime zK' ~ UT ~ UM = K, tj.
rownowane z wygciowym (nieprzeliczalnym) kontinuui. Jest zatem nienztiwe, aby konti-
nuum byto reprezentowane w modelzeliczalnymmusi ono by skohczong, Twierdzenie Sko-
lema” prowadzi wigc do interesujacego wnioske,zbiorynieskohczonmoga by zrealizowane
w modelach skbczonych — wniosku nie bardziej paradoksalnegomiektére inne ja z tego
pieknego twierdzenia wyprowadzone konsekwencje. W tes@p take ideat ,intuicjonizmu”,
wyrzucenie z matematyki niekazondci, bytby blizszy realizacji, wspoélnie z celem ,formali-
zmu”, ktérym jest, jak wiadomo, dowdd niesprzec&oio Znana jest rzeczae z absurdalnych
przestanek dowi& maznawszystkiegoA wiec takze niesprzeczrizi dowolnego systemu zida

80ryginat tego tekstu, pod tytuteMer Relativismus in der Mengenlehre und der sogenannte8kethe Satznajduje
sie w Nachlal3Zermela w bibliotece Universitat Freiburg; zostat on ofkdwany, wraz z angielskim ttumaczeniem, w
artykule: Dirk van Dalen, Heinz-Dieter Ebbinghau§@MELO AND THE SKOLEM PARADOX, The Bulletin of Symbolic
Logic, Volume6, Number2, 2000, 145-161 (zob. [van Dalen, Ebbinghaus 2000]). Nsa&jftumaczenie zaproponowano
na podstawie tej wknie publikacji.
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D. van Dalen oraz H.D. Ebbinghaus pokazuja, w cytowanyrmejgrtykule, gdzie tkwi btad w
uzasadnieniu podanym przez Zermela. Polega on mianovaamgeniprawnionym zafeniu dotycza-
cym domkniet&ci modelu na dowolne sumy oraz iloczyny:

To see where the refutation breaks down, the modern readgt wmisualize the argument by
thinking of a countable elementary submottélof a standard modal of ZF, he would take
M to bew, and pick forK andK’ the respective continua ¥ andV’. Now, translated to this
situation, Zermelo’s proof makes usearbitrary intersections and unions of subsetKodfi.e.,
arbitrary in the sense &f, where for a correct argument ‘arbitrary’ would have to méarthe
sense o¥/"". The strong closure property, however, is not availablewsd we allow it, then we
know that elementary equivalence cannot apply.

So altogether Zermelo’s refutation amounts to a proof obtitetheoretical statement saying that,
given a denumerable siét, any subset of the powersktof M that is closed under arbitrary
unions and intersections (and under complements with ce$peV) and whose union i$,
either is finite or of the same cardinality ids

[van Dalen, Ebbinghaus 2000: 156].

Cytowani autorzy argumentuja tzd ze nietrafne interpretowanie uzyskanego przez Zermela wy-
niku matematycznego jako eliminacji paradoksu Skolematonaget swoje zrédto w jego postawie
epistemologicznej wobec teorii mndgm — Zermelo wierzyt w istnienie absolutnej hierarchii @bi

A9
row.

SW grudniu 2005 roku Profesor Jan Zygmunt przedstawiatSeminarium OpolskinProfesora Janusza Czelakow-
skiego zwiazki migdzy uzasadnieniami podanymizejyprzez Zermela a twierdzeniem gtoszacyzrkazda nieskaczona
o-algebra Boole’a jest nieprzeliczalna (a doktadniej, mkagtinuum).
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4 Logika infinitarna Zermela

Wydaje sieze wsrdd inspiracji dla projektu logiki infinitarnej Zermelafistotne wymiert mazna
nastepujace czynniki:

e poglady Zermela na nature nieskzondci; przekonanieze matematyka jest logika nieskon-
CZONOSGi

e przekonanie Zermela o fundamentalnej dla saetanatematyki roli (jego systemu) teorii mno-
gosci; w szczegolngci, traktowanie formut oraz dowodow jako (dobrze ufundoyeh) two-
réw z hierarchii kumulatywnej zbioréw (przedstawionej wyule z 1930 roku);

e odrzucenieskolemizmuprzekonanieze ani przedmiotu badaeorii mnogé&ci nie mana zre-
dukowa do pojedynczego jej modelu, ani nie ama zaakceptoveafinitystyczneggunktu wi-
dzenia w procedurze dowodzenia twiendzeatematycznych;

e przekonanieze nie naley naktad@ ograniczé na posta formut w aksjomacie wyrfniania
(w szczegolnsci, nie ograniczasie do jezyka pierwszego rzedu).

Zermelo byt przede wszystkim §& nie wylacznie) matematykiem. Na tematy filozoficzne wy-
powiadat sie oszczednie i z dystansem, zawsze pélifae,  interesuja go gléwnie matematyczne
aspekty podejmowanych rozwmah. Pewne uwagi natury filozoficznej znateinazna w jegoTezach
o0 nieskohczonosaraz w wyktadach prowadzonych w Warszawie wiosna 1929.t8ku

W NachlaRznajduja sigTezy o nieskohczonosci w matematyenizej cytujemy ten krotki tekst.
Uwagi na jego temat znaléznazna np. w pracy [Taylor 2002] oraz [van Dalen, Ebbinghaus0200
Jest kwestia nie do Kwza przesadzona, z jakiego okresu pochodzi ta notatkayz maku 1921 (jak
gtosi umieszczona na niej data), czy z okresu o wiele p{gzggo (co — zdaniem niektérych —
sugeruje dopisek otéwkiem ,42"). Wydaje sig istotize, poglady zawarte w tej notatce byty przez
Zermela przedstawiane podczas jego wyktadow w 1929 roku veXsiavie.

ZERMELO 17. Juli 1921
Thesen Uber das Unendliche in der Mathematik

I) Jeder echte mathematische Satz hat “infinitaren” Charadtth. er bezieht sich auf einanen-
dlichenBereich und ist als eine Zusammenfassung von unendlicarvi#@lementarsatzen” au-
fzufassen.

[I) Das Unendliche ist uns in der Wirklichkeit weder physiabch psychisch gegeben, es mul? als
“Idee” im Platonischen Sinne erfal3t und “gesetzt” werden.

[II) Da aus finitdren Satzen niemals infinitdre abgeleitetdea kénnen, so missen auch die
“Axiome” jeder mathematischen Theorie infinitar sein, und @Viderspruchslosigkeit” einer
solchen Theorie kann nicht anders “bewiesen” werden alshdiufweisung eines entsprechen-
den widerspruchsfreien Systems von unendlich vielen Eitansatzen.

I\VV) Die herkémmliche “Aristotelische” Logik ist ihrer Natwnach finitdr und daher ungeeignet
zur Begriindung der mathematischen Wissenschatft. Es sigibdaraus die Notwendigkeit einer
erweiterten “infinitdren” oder “Platonischen” Logik, diefeeiner Art infinitéarer “Anschauung”
beruht — wie z.B. in der Frage des “Auswahlaxioms” —, aberlgaxerweise gerade von den
“Intuitionisten” aus Gewohnheitsgriinden abgelehnt wird.

V) Jeder mathematische Satz ist aufzufassen als eine Zusafassung von (unendlich vielen)
Elementarséatzen, den “Grundrelationen”, durch KonjwrktDisjunktion und Negation, und jede
Ableitung eines Satzes aus anderen Satzen, insbesonderéBeweis” ist nichts anders als eine
“Umgruppierung” der zugrunde liegenden Elementarsatze.

10Byt maze, ciekawym zadaniem dla jakiegbistoryka matematyki byloby przygotowanie artyk@ermelo in War-
schau. ..
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Jak rozumié te tezy? Naley pamiet&, ze Zermelo nigdy nie zywat jezykéw sformalizowa-
nych w takim sensie, jak robimy to dzisiaj. Podobnigygtemenogiki, zob. czesto w rdnych opra-
cowaniach cytowany fragment z oméwionegoasyartykutu [Zermelo 1929], a odnoszacy sie do
aksjomatyki, ktéra Zermelo przedstawit w 1908 roku:

Eine allgemein anerkannte ,mathematische Logik”, auf diemich hétte berufen kénnen, gab
es damals noch nicht — so wenig wie heute, wo jeder Grundi&gescher seine eigene Logistik
hat.

[Zermelo 1929: 340].

W metaforycznym sformutowaniu Zermela, ,matematyka toikagnieskaiczongci’. Takimi
stowami kadczy sie pozostawiona Wachla3notatka odnoszaca sie do czwarte@mdliche und
unendliche Bereichez dziewigciu wyktadéw wygtoszonych przez niego w dniach2y? maja do 8
czerwca 1929 roku w Warszawie:

Die wahre Mathematik ist vielmehr ihnrem Wesen nach infitigch und auf die Annahme unen-
dlicher Bereiche gegriindet; sie kann geradezu als die K.dgs Unendlichen’ bezeichnet wer-
den.

[Zermelo 1929a]; cytat za [Moore 1980: 136].

Wydaje sie,ze najwaniejszy wTezachest ich aspekt ontologiczny — matematyka zajmuje sie
przede wszystkim strukturami nieskezonymi. Wszelkie préby wyrania zalendsci matematycz-
nych za pomocakonhczonyclsrodkow jezykowych bylty dla Zermela jedynie swego rodzgpuok-
symacjamtych pierwszych przez drugie.

Wedle tezy I, nieskoczondciowa natura stwierdaematematycznych polega na tyng odnosza
sie one do dziedzin nieskozonych i powinny b§ ujmowane jako kolekcje nieskozenie wielu
stwierdzé elementarnych.

Nieskahczon& powinna b¢ ujmowana jako idea w sensie plagkim — niesk@czongt nie
jest nam dostepna ani fizycznie, ani psychicznie; takaiest tezy .

Poniewa, twierdzi Zermelo w tezie lll, ze zdeo charakterze skazon&ciowym nie mana wy-
prowadz€ zdah o charakterze nieskozon&ciowym (a takie sa, w n§j tezy |, stwierdzenia matema-
tyczne), zatem réwnieaksjomaty wszelkich teorii matematycznych muszatnaiearakter niesko
czondciowy. Niesprzeczrag takich teorii nie mae byc wykazana inaczej nipoprzez wskazanie
wolnego od sprzeczi§ei systemu nieskzenie wielu zda elementarnych [czpy odpowiadato to,
uzywajac wspotczesnej terminologii, sformutowanaoprzez podanie diagramu modeju

Logika tradycyjna (Arystotelesowska) ma, ze swej natungrakter skaczon&ciowy i nie na-
daje sie do ugruntowania wiedzy matematycznej — twierdzinzelo w tezie IV. Powstaje potrzeba
skonstruowania rozszerzonej logiki infinitarnej, ,Plaskiej”, ktéra dotyczytaby ogladu o charak-
terze nieskczon&ciowym, takim z jakim mamy do czynienia na przyktad w prajech wzycia
aksjomatu wyboru. Zermelo ubolewze pomyst takiej logiki odrzucany jest przez intuicjonista
powodow, jak pisze, przywiazania do nawykow.

Kazde stwierdzenie matematyczne jest kolekcja nigskenie wielu stwierdfeelementarnych
taczonych negacjami i koniunkcjami oraz alternatywanaz#e wyprowadzenie jakie§aedania ma-
tematycznego z innych (w szczegdhog kazdy dowdd) jest niczym innym, jak pewnym przegrupo-
waniem branych pod uwage stwierdzelementarnych. Oto, jak w przybéniu odda mazna chyba
trest tezy V.

Komentarze na temdez o nieskohczonosmaleZz mazna np. w: [Taylor 2002], [van Dalen, Eb-
binghaus 2000]. Poglady Zermela na filozofie matematykawiane sa m.in. réwnznp. w [Taylor
1993].
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Ostatnia z opublikowanych prac Zermela (tj. [Zermelo 193@lwiera propozycje zastosowania
wynikéw przedstawionych w oméwionym wgj artykule [Zermelo 1930] do precyzacji podstawo-
wych poje logicznych (w éwczesnej terminologii: deweistheorig

Punktem wyjcia jest relacja wynikania:

Wir sagen p folgt ausa,b,c,...” und schreiberg,b,c,... — p, wenn mit der Wahrheit von
a,b,c,... auch die vorp gesetzt sein soll, und nennen den Kompety, c... den ,Grund”, den
Satzp die ,Folge” und den dieser Formel innenwohnenden Sinn deggBndung des Satzes

[Zermelo 1935: 139].

Zermelo dowodzize jesli wprowadzona wyej relacja wynikania jest dobrze ufundowana, to
zachowuje ona prawdzivgo. Podaje dalej nastepujaca definicje pojaimavody odwotujaca sie do
wspomnianej relacji wynikania (i odpowiadajaca — jak siydaje — temu, co matematycy (nie
logicy) rozumieja przez dowdd (matematyczny)):

Ein (direkter)Beweisist ein durch Folgerung (Begriindung) wohlfundiertes Syisten Satzen,
zu denen der zu beweisende gehdrt, und dessen Basis ausnabten Satzen besteht, welche
die Voraussetzung des Satzes bilden.

[Zermelo 1935: 140].

Typowym przyktadem takiego ,dowodtt jest, wedle Zermela, wnioskowanie oparte na zasadzie
indukcji:

Das typische Beispiel eines solchen ,Beweises” bildet ddduBverfahren der ,vollstandigen
Induktion”. Das Systen§ besteht hier aus Satzéh, welche den Zahlen der natirlichen Za-
hlenreihe eineindeutig entsprechen, wobei fir jeddge Folgerungpn—1 erwiesen sei und die
Gultigkeit des Satzep; (des einzigen der Basis) angenommen wird. Dieses Systemvast-
fundiert”, denn jedes Teilsysteih enthalt einp, mit kleinstemindex, sodal3 das entsprechende
P._1 nicht mehr zuT gehdrt. Wesentlich fur die Gultigkeit dieses SchluRBverals ist also die
Eigenschaft der Zahlenreihe, daf3 unter beliebig vieleriefedine diekleinsteist und dafjeder
Zahln (aul3er der ersten) eine unmittelbar vorangehendé entspricht.

[Zermelo 1935: 140].

Dost szczeg6towa analiza propozycji Zermela przedstawiostai@w pracy: R. Gregory Taylor:
Zermelo’s Cantorian Theory of Systems of Infinitely Long pusitions.The Bulletin of Symbolic
Logic Volume 8, Number4, 2002, 478-515 (zob. [Taylor 2002]). Paaj postzymy sie wybranymi
ustaleniami wiénie z tej pracy, korzystajac taé z notacji tam proponowane;.

Kazda teoria matematyczna, pisze Zermelo, odnosi sie dejafiv ogélnéci, nieskdiczonej)
dziedziny elementéw (obiektow takich, jak np. liczby, ptyaKigury, itd.). Owo uniwersum nazywa
dziedzing podstawowapznaczmy ja przeD. Miedzy elementamD zachodzt moga r@norakie
zwiazki, np.:

a<b,a+b=c, alezy na prostyctb orazc.

Takie zwiazki nazywa ZermelGrundrelationen oznaczmy ogot wszystkich relacji, ktére brane
sa pod uwage przeR. Z tych relacji podstawowyctotrzymujemy dalsze relacje, poprzez zastoso-
wania operacji negacji oraz — stosowanych do dowolnejhskonej lub nieskiaczonej liczby argu-
mentow — operacji koniunkgiji i alternatywy. Ogot relacjiggiawowych oznaczmy prz€x.

117ermelo stanowczo nadywa cudzystowéw, nie tylko w przytoczonym cytacie. Nie ladai sie dotad rozszyfrowa
co nim kieruje w tej manierze.
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Zermelo zaktada (nie catkiem jawniee dysponujemy jakarelacja ,bycia podwymzeniem”. O
relacji tej zaktada,z pozwala ona dobrze ufundovagoét wszystkich wyraen tworzonych z rela-
cji podstawowych poprzez stosowanie dowolnigaliczbe razy wspomnianych &gj operacji. Tak
wigc, ogot wyraeh tworzy hierarchig, wzorowana na hierarchii zbioréw wylantu [Zermelo 1930];
oznaczmy te hierarchie przé# r. Pewne poddziedziny tej hierarchii mogatgbiorami (elemen-
tami stosownych, wgszych pigter hierarchii); niektére Za— dziedzinami otwartymi (w sensie po-
danym w [Zermelo 1930]). Ta dychotomia odpowiada, wedlenxga, r&nicom w ogdIn&ci teorii
matematycznych:

In dieser allgemeinen Form |aR3t sich jede auf einen best@mrotrbereich von Elementen und
bestimmte Grundrelationen gegriindete mathematischéisdarstellen, so die Arithmetik der
rationalen, algebraischen Zahlen und Funktionen, dieysigter reellen und komplexen Zahlen
und Funktionen, ebenso die Geometrie jedes Raumes vongegreDimensionenzahl, auch die
Mengenlehre eines gegebenes ,Normalbereiches” [...] Ebamalers verhélt es sich dagegen mit
der Theorie der ,offenen” Bereiche, wie dallgemeinerKérpertheorie”, deallgemeinerGeo-
metrie oder deallgemeinenuberalle Normalbereiche ausgedehnten Mengenlehre.

[Zermelo 1935: 142].

Podsumujmy; mamy dotad nastepujace konstrukcje:
Relacje nD: R={R}*,...,R'}.

Relacje podstawowe ra: kolekcjaCr zdah atomowych posta®®’a; . . . an,
(dlaR" zRorazay,...,ay z D).

Hierarchia wyraeh: Hp g (baza jesCg).

Nastepne konstrukcje wprowadzaja pojecia semantydzdg dany jest jakikolwiek podziat ro-
dziny Cg zdah atomowych (relacji podstawowych, w terminologii Zerm)eta podziat taki daje sie
jednoznacznie rozszerzya wszystkie zdania hierarcliip gr:

e ustalamy (w sposéb naturalny), jak watdogiczna negacji, koniunkcji, alternatywy wyzna-
czona jest przez warci logiczne argumentéw tych funktorow;

e zauwaamy,ze gdyby istniaty zdania Wip g 0 nieustalonej jednoznacznie wastblogicznej,
to tworzytyby one poddziedzing, powiedzrByw Smusi znajdowa sie element pierwszy (co
wynika z dobrego ufundowania hierarchii wyga), np.to; nie naley on do baz\Cr oraz zbu-
dowany jest wytacznie z wyesh naleacych doHp r — S (poprzez uycie operacji negacji,
koniunkcji, alternatywy), ale owe wyrania maja, z zakenia, jednoznacznie ustalone war-
toSci logiczne, otrzymujemy wiec sprzec&o— nie moga istnie w Hp r zdania, ktére nie
miatyby jednoznacznie ustalonej wastd logicznej (przy danym wggiowym podziale zda
atomowych ZCr na prawdziwe i fatszywe).

Oznaczmy przefl og6t wszystkich podziatéw prawdzigoiowych neCg.

Zaroéwnowane (logicznieluwaza Zermelo te zdania, ktére przyadym podziale prawdziwo-
Sciowym wyraeh bazowych nalea do doktadnie takich samych klas podziatéw prawdzswimwvych
catej hierarchii wyraen (tj. w kazdym z takich podziatéw przyjmuja te same waxblogiczne). Po-
kazuje,ze w rozwaanym systemi€ zachodza prawa de Morgana: negacje (dowolnych) koniunkcj
sa rownowane alternatywom negacji, negacje (dowolnych) alternagwéwnowane koniunkcjom
negacji.

127dajemy sobie sprawge stosowanie w tym wypadku stowa ,system” jest riaaiem wedle wspdtczesnych standar-
doéw — Zermelo nie precyzuje catkiem jasno jezyka, w ktoryracpije.
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Pojeciewynikania logicznegdefiniuje Zermelo poprzez podziaty prawdzieiowe. Klasa wszyst-
kich zdah z hierarchiiHp g, ktore sa prawdziwe przy danym podziale prawdAeiowym jest pod-
dziedzingHp r. Dla danego zdanis przekrojV*(s) wszystkich takich klas (indeksowany elementami
), ktérych elementem jest zdansezawiera take wszystkie te zdania, ktére sa prawdziwe, csile
jest prawdziwe. Tak wiec, przekroj ten odpowiada klasieysgkich zda, ktérewynikaja logiczniez
S.

Podobnie, przekrdy *(s) wszystkich klas (poddziedzip g) ztozonych ze zda fatszywych i
ktorych elementem jest dane zdamiezawiera te wszystkie zdania, z ktéryshwynika logicznie
Zermelo nazywd/*(s) der Folgebereich von,aU*(s) der Ursprungsbereich von s

Zdania réwnowane logicznie ze zdaniemto zdania wspélneler Folgebereich von erazder
Ursprungsbereich von's

A*(s) = V*(s)NU*(9)

Zermelo podaje nastepujacy przykiad:

Ist z.B.sein ,Axiomensystem” einer auf die Grundrelationen gegeted mathematischen The-
orie, z.B. der Arithmetik oder der euklidischen Geometsie,umfalBtA*(s) alle &quivalenten
Axiomensystemey*(s) alle Sétze der ausflieRenden Theorie, insbesondere allgemeineren
Axiomensysteme, und *(s) alle speziellererAxiomensysteme.

[Zermelo 1935: 144].

Pozwolimy sobie na jeszcze jeden — niecozdlrty — cytat z pracy [Zermelo 1935]; oddaje
on chyba wiernie poglady Zermela na zwiazek miedzy wadzonym wyej pojeciem wynikania
logicznego a wyprowadzal8oia (dowodliwgcia) jednych zdaz innych, tak jak — przypuszczamy
— mogli wyprowadzalngt taka rozumié matematycy, budujac dowody matematyczhe:

Liegt ein Satzt im FolgebereichV*(s), ,folgt” also auss, so ist er auch ,syllogistisch ableit-
bar” auss, und zwar bereits innerhalb des gemeinsamen ,Wurzelbdesicoder ,Definitions-
bereiches'W(s,t) von s undt. Es ist dies der Durschnitt alleyundt enthaltenen ,Wurzel-
bereiche’'W, namlich aller solchen, die mit jedem in ihnen enthalteralegeleiteten Satze auch
seine samtlichen ,Wurzeln” enthalten, d.h. mit jeder N&ge& den verneinten Sata, und mit
jeder Koniunktion oder Disjunktion ihre s&dmtlichen GliedBann entspricht jeder beliebigen
Wabhrheitsverteidigung des Gesamtsystems auch eine saloivié(s,t), und jeder Durschnit’

mit einem Wahrheitsbereicheenthélt entwedes nicht oder er enthalt zugleich authDer Be-
reichW enthalt alle zur Ableitung voherforderlichen Zwischensétze, und ihre ,\Wertung”, ihre
Wabhrheitsverteidigung, erfolgt in ihm nach den syllogistien Regeln.

Demnach ware also jeder asifolgende Satz auch ,beweisbar”, aber zunéchst nur im atesglu
Jnfinitistischen” Sinne. Ein solcher ,Beweis” enthalt zeistunendlich vieleZwischensatze,
und es ist noch nicht gesagt, in wie weit und durch welcheshfiiftel er auch unsereendlichen
Verstande eileuchtend gemacht werden kann. Im Grundedst mathematische Beweis, z.B.
das Schlu3verfahren der ,vollstandigen Induktion” dutehgnfinitistisch” und doch vermdgen
wir ihn einzusehen. Feste Grenzen der Verstandlichkeltegithier augenscheilich nicht.

[Zermelo 1935: 144].

Ze stéw tych widé dast wyraznie, jak sadzimye Zermelo chciat rozumigpojeciedowodu(ma-
tematycznego) w jakisisensie absolutnym, jako wyznaczone jedynie poprzez sgozae wasno-
Sci zdah. Przeprowadzane w praktyce dowody matematyczne bylylegswodzaju aproksymacjami
tak absolutnie rozumianych dowodow.

13pojeciedowodu matematycznegest pojeciempsychologicznymnadto w jego charakterystyce uwzgledniaalery
dalsze (oprocz logicznych, odnoszacych sie do prawdynikania logicznego) pojecia, np. socjologicznej natury.
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Artykut [Zermelo 1935] kaicza uwagi na temat kategorycaso Sa one warte poréwnania, jak
sadzimy, z dotyczacymi tej samej problematyki ustalemiarskiego formutowanymi w tym samym
mniej wiecej czasie (np. [Tarski 1934]).

Podsumujmy: semantyczna charakterystyka teorii matezmaygh u Zermela bierze pod uwage
M — niepusta rodzina podziatéw prawdzig@owych naCgr. W terminach podziatéw prawdziwo-
Sciowych definiuje sie wynikanie logiczne.

Teoria matematyczna u Zermela peob\c rozumiana jako uktad:

T =(D,Cr,M).

Valn jest klasa wszystkich zdaz Hp r, ktore sall-prawdziwe, tj. prawdziwe dla wszystkich
podziatow prawdziwsciowych z[1.

ZaréwnoValn jak i Hp g sa dziedzinamotwartymi

Dla a mocno nieosiagalnych dziedziny

sa domknietymi aproksymacjani (tutaj P, jest pietrem o indeksiet w hierarchii zbioréw, ktérej
baza jest og6t relacji podstawowy€l. Nalezy rozumie, ze hierarchia wszystkich wyzen, tj. Hp r
jest poddziedzina hierarchii zbioréw.

Zdanie Zermelg\ (Valn NPy) jest przyktadenprawdziwego ale niedowodliwegazdania w sys-
temie (Py,<). Tutaj < jest relacja syntaktyczna, odpowiadajaca wspommiayeej relacji bycia
czescia (podformutal?

5 Zermelo a Gddel

Zachowata sie niewielka korespondencja migdzy ZerragBpdlem:® Wiemy tez, ze spotkali sie i
dyskutowali w Bad Elster.

W okresie miedzy poczatkiem wieku XX (okoto powstaRidancipia Mathematic® a przed jego
potowa (okoto powstani&rundlagen der Mathemaljilpowoli, stopniowo nastepowata zmiana para-
dygmatu uprawiania logiki matematycznej. Zermelo, jak podkrélalismy, byt matematykiem —
sam odegnywat sie od ,filozofowania”, zwracat uwage na brak ppechnie uznanego, stabilnego
systemu logistycznego (nastepowat zmierzch teorii tymiandard logiki pierwszego rzedu dopiero
sie wytaniaf). Wreszcie, liymaze réownig ze wzgledéw ambicjonalnych, Zermelo wah ze (jego)
aksjomatyczna teoria mnoggi jest dyscyplina na tyle fundamentalzg, pozwala na rekonstrukcje
wszelkich rozwaah matematycznych. Rozwania nad teoria dowodu (w logicznym sensie tego ter-
minu) byty chyba dla Zermela czyénpodrzedniejszym, drugoplanowym wobec prymarnego celu,
jakim byto uprawianie matematyki i ugruntowanie matematykiej samej (w aksjomatycznej teorii
mnogdci).

Zermelo spotkat sie z Godlem w Bad Elster, gdzie obaj wygthsvyktady 15 wrzénia 1931
roku. Tekst wyktadu Gédla nosi tytlidber die Existenz unentscheidbarer arithmetischer Satgen
formalen Systemen der Mathematike zostat on opublikowany w sprawozdaniach z posiedzéhia
kolei, tekst Zermelallber Stufen der Quantifikation und die Logik des Unendlickestat opubliko-
wany w tych sprawozdaniach Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigdftgl1932,
85-92 (zob. [Zermelo 1932]). Jak wiadomo z korespondengjinlat® pierwszy akapit opubliko-
wanegdo tekstunie byt wygtaszany — Zermelo dodat go dopiero w druku, podobntrzysmat sie z
wygtoszeniem pouziszych uwag, aby nie zaszkodzbzpoczynajacemu kariere naukowa Godlowi:

1Nalezy rozumie, ze relacja ta ma jakateoriomnogsciowa reprezentacie.
1570b. przedruki np. w: [Grattan-Guinness 1979], [Dawson5]9fBuldt et al. 2002].
16Z0b. np. [Peckhaus 1990].
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\Von der Voraussetzung ausgehend, daf3 alle mathematisauwgiff@ und Satze durch efiestes
endliches Zeichensystesarstellbar sein mif3ten, gerdt man schon beim arithmetisklonti-
nuum unausweichlich in die bekannfichardsche Antinomie wie sie neuerdings, nachdem
sie schon lange erledigt und begraben schienSkolemismuygder Lehre, daffede mathemati-
sche Theorie, auch die Mengenlehre, in eirsdymahlbaren Modellealisierbar sei, ihre frohliche
Auferstehung gefunden hat. Aus widerspruchsvollen Prsgmikann man bekanntlich alles be-
weisen, was man will; aber auch die seltsamsten KonsegoedizeSkolem und andere aus ihrer
Grundannahme gezogen haben, z.B. die ,Relativitat desi@eiyen- wie des Aquivalenzbegriffs,
scheinen noch nicht gentigt zu haben, um gegen eine Lehraldiettezu stimmen, die fir man-
che bereits die Kraft eines Uber alle Kritik erhabenen Dogiar@genommen zu haben scheint.
Eine gesunde ,Metamathematik”, eine wahre ,Logik des Utiehdn”, wird aber erst mdglich
sein durch eingrundséatzliche Abkehrungpn der oben charakterisierten Voraussetzung, die ich
als finitistische Vorurteil” bezeichnen mochte. Uberhaupt sinidht wie manche annehmen,
.Zeichenverbindungen” der wahre Gegenstand der Math&msdnderrbegrifflich-ideale Re-
lationenzwischen den Elementen einer begrifflich gesetzieendlichen Mannigfaltigkeitind
unsere Zeichensysteme sind dabei immerumwollkommenend von Fall zu Fall wechselnde
Hilfsmittel unseregndlichenverstandes, des Unendlichen, das micht unmittelbarundintuitiv
~=uberblicken” oder erfassen kbnnen, wenigstens in seteiter Annaherung Herr zu werden. Im
folgenden soll nun versucht werden, die Grundlagen einathematischen Logik” zu entwic-
keln, diefrei vom finitistischen Vorurteil” und von inneren WidersprigmhRaum genug bieten
soll fu die gesamte bisherige Mathematikd ihre fruchtbare Weiterentwicklung untéerzicht
auf allewillkiirlichen Verboteund Einschrankungen

[Zermelo 1932: 85].

W dalszej czgci tej noty Zermelo przedstawia, w szkicowej formie, omdne juz wyzej propo-
zycje rozumienia pojecia dowodu (matematycznego); zgayt zdanie wyranione w tekcie przez
Autora:

Denn ein mathematischeBeweis” ist Uberhaupt nichts anderes als éiarch Quantifikation
wohlfundiertes System von Séatzen, dal’ ohne Verletzungltigyistischen Regeln nicht in zwei
Klassen, ,wahre” und ,falsche” zerlegt werden kann, wobéé d/oraussetzungen zur ersten und
der zu beweisende Satz zur zweiten gehorte.

[Zermelo 1932: 87].

Uzywany przez Zermela w tym t8kie terminpoziomy kwantyfikacjiStufen der Quantifikation
eksplikowany jest przez odwotanie sie do indekséw pigterarchii zbioréow (pamietajmyze Ze-
rmelo proponowat traktowazdania wystepujace w dowodach matematycznych jakatidage teo-
riomnogdaciowe).

Zermelo poréwnuje teswoja propozycje z opublikowanymi viaie wynikami Godla dotycza-
cymi niezupetnéci:

Fur unseren Stanpunkt ist also jeder ,wahre” Satz zuglaich gpeweisbar”, sowie jeder durch
ein wohlfundiertes Satzsyste®,definierbare” Satz zugleich aucglentscheidbar”, una zwar
ohnedaR ein Ubergang ze einer héheren Quantifikationsstufedenfiicch ware. Es gibkeine
(objektiv) ,unentscheidbareri Satze. Demgegeniber versuchte Hairdel(Wiener Monatshe-
fte Bd. 38, S. 173) da&egenteilzu beweisen, indem er fur eifPM-System” von beschrankter
(n&mlichendliche) Quantifikationsstufe einen Satézherzuleiten suchte, deachweislich(we-
nigstens in diesem Systemjentscheidbasein soll. Der Gédelsche Beweis kommt aber nur
dadurch zustande, daf? bei ihm die ,finitistische” Einsckudug lediglich auf die ,beweisbaren”
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Satze des Systems, nicht alie dem System angehorigen Satze angewendet wird. So bilden nur
die ersteren, nicht die letzteren eiabzahlbareMenge, und es muf3 natirlich diesemSinne
Lunentscheidbare” Satze geben. Aber gerade der von G. @piBkeines ,unentscheidbaren”
konstruierte Satz erweist sich, wie er selbst feststedithhher doch wieder als ,beweisbar”, wenn
auch nicht im Sinne der urspringlichen Definition. Diesezgairgumentation kann also m.E.
nur dann dienen, die Unzulanglichkgtler,finitistischen” Beweistheorie zu erhérten, ohne doch
ein Mittel zur Behebung dieses Ubelstandes an die Hand zengé&lie eigentliche Frage, ob es
absolut-unentscheidbare Séatze, absolut-unldsbaredpnetih der Mathematik gibt, wird durch
solche relativistischen Betrachtungen in keiner Weiséoer

[Zermelo 1932: 87].

W 1931 roku miata t2 miejsce wymiana listow migdzy Zermela a Godl€nzermelo w krotkim
liscie z 21 wrzénia 1931 pisze Godlowiz znalazt luke w jego dowodzie istnienia Zdarawdziwych,
acz niedowodliwych w systemach typu PM. Odpowiedz GodlaZzpazdziernika 1931) jest o
obszerna, zawiera w grzecznej formie wgjgenia wskazujace, gdzie Zermelo btednie rozumigimy
Godla (w najwiekszym skrécie: btad Zermela polegat nadiéznianiu formut od nazw formut).
Na marginesie dodajmye w tynee liscie znajduje sie uwaga Gddla dotyczaca niedefiniovéaino
predykatu prawdziwaci dla formut jezykéw okrglonych teorii w jezyku tyche teorii (a wigec to,
co jest tré&cia twierdzenia wiazanego z nazwiskiem Tarskiego).gbiraza te zainteresowanie
artykutem [Zermelo 1930] (Zermelo sam zwracat sie do niegmmplementemze uwaa go za
jednego z nielicznych, ktérzy z artykutu mogliby odstiepazytek, rozwijajac zawarte w nim idee).
Odpowiedz Zermela jest (29 pazdziernika 1931) zwiezta itym kdczy sie, o ile wiadomo, ich
korespondencja. Zacytujmy znaczacy, naszym zdaniegmnieat z tego listu:

Was versteht man unter einem Beweis? Ganz allgemein versth darunter ein System von
Satzen derart, daR unter Annahme der Pramissen die GitigreBehauptunginsichtig ge-
macht werden kann. Und es ist nur noch die Frage, was allesigéitig” ist? Jedenfalls nicht
bloR3, und das zeigen Sie gerade selbst, die Satze irgersifaiitistischen Schemas, das ja auch
in lhrem Falle immer wieder erweitert werden kann. Aber damdiren wir eigentlich einig: nur
daf ich eben von vorn herein ein allgemeines Schema, daenstlerweitert zu werddoraucht,
zugrunde lege. Und idiesemSystem sind dann auch wirklicile Satze ,entscheidbar”.

Z listu Zermela do Godla [29 X 1931].

Zermelo zwraca uwage, zdania nierozstrzygalne (w send@lapw jakind systemie sa (czego
rowniez Godel jestSwiadom) rozstrzygalne w systemie mocniejszym; ale 6w neg&ry system
powstaje z wyjciowego nie poprzez dodawanie nowychrrdale poprzez rozszerzenie miaoSci
dowodowych.

6 Also, doch ist die Zeit angekommen...

W czasie, gdy Zermelo przedstawiat projekt swojej logiKinitarnej, nie miat 6w projekt szans
na szybki rozwoj. Dopiero po dwoch dekadach rozpoczgadyirsiensywne systematycznbadania
dotyczace logik infinitarnych.

W przygotowywanej rozprawie postaramy sie wskamna niektére fakty z historii logiki mate-
matycznej, ktére pokazujge program Zermela logiki infinitarnej stanowi wastiowy wktad do
rozwoju tej dyscypliny.

W odpowiedzi na list Paula Bernaysa z powinszowaniami z joK&zurodzin Zermelo pisat (1
pazdziernika 1941) m.in.:

ITeksty znalez mazna talze wCollected Work&s6dla, tom 1V, 2003, 418-431.
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Man wird eben immer einsamer, ist aber umso dankbarer fésjéundliche Gedanken. [...] Wo
mein Name noch genannt wird, geschieht es immugin Verbindung mit dem ‘Auswahlprinzip’,
auf das icmiemalsPrioritatsanspruche gestellt habe. [...] Dabei erinngrenich, dald schon bei
der Mathematiker-Tagung in Bad Elster mein Vortrag Ubez-Satsteme durch eine Intrige der
von Hahn und Gdédel vertretenen Wiener Schule von der Digkusaisgeschlossen wurde, und
habe seitdem die Lust verloren, Uber Grundlagen vorzutrggegeht es augenscheinlich jedem,
der keine ‘Schule’ oder Klique hinter sich hat. Aber viedlei kommt noch eine Zeit, wo auch
meine Arbeiten wieder entdeckt und gelesen werden.

Nie zamierzamy w tym miejscu rozwodzsie nad domniemanymi przyczynami tonu rezygnaciji
zawartego w powsszych stowach (zob. w tej sprawie np. cytowana praca PeskilaRani autorzy
(np. G.H. Moore, H.D. Ebbinghaus, J. Ferreirgs,...) zwifaoaage na niezwykle ciekawy fakt w
historii logiki XX wieku: rozwazania dotyczace logik infinitarnych prowadzone z poazatkspo-
séb nieusystematyzowany zostaty w pewnym momencie (pyaatkowicie zarzucone, a po dwdch
dekadach podjete na nowozjw inny, z metodologicznego punktu widzenia, sposéb. Rpestzin-
teresujaca nie tylko dla logikéw, matematykéw i filozoféale takze chyba dla socjologéw nauki.
Logika i metalogika rozwijaja sie w XX wieku jednocade; jednak w pewnych okresach to jedna,
to znéw druga rozwija sie szybciej. Owo ,nienadaie” staje sie, lymaze, inspiracja dla rozwoju.

Szkicowe, nie do kiaca formalne propozycje Zermela dotyczace logiki infim& wyprzedzaty
chyba stan badaw 6wczesnej logice. Parej staramy sig krotko wskazaa okolicznéci towarzy-
szace tym propozycjom i zwiezle sprawozdaybrane wane fakty z pdzniejszego etapu rozwoju lo-
gik. Ponizsze uwagi wykorzystuja informacje i refleksje zawartenmai: [Moore 1995], [Bell 2004],
[Keisler, Knight 2004], [Barwise, Feferman (Eds.) 1985].

Gdy méwimy o logiceze jest infinitarna, to mmemy mi€ na mygli np. to,ze:
e rozwazany jezyk dopuszcza formuty niesikczenie diugie;
e dopuszcza sig nieskozenie diugie dowody;

e stosuje sie niefinitarne reguty wnioskowania (apregute)!®

Cechy dotycza sktadni — budowy wyran rozpatrywanych w danym systemie logiki oraz ope-
racji (tu: inferencji) dokonywanych na takich wyseniach.

Na marginesie zauwany, ze nieskonczonosebioru wyraeh danego jezyka jest cecha niezbedna
dowolnego systemu logiki — nie nmadnych ograniczena dtugét rozwaanych formut. Podobnie
jak w lingwistyce, (potencjalna) nieskozon&t zbioru wszystkich wyrzen poprawnych traktowana
jest jakouniversalesemiotyczne. Zbiér symboli prostych (alfabet, stownik)zadyc skarczony;
wystepowanie chtby jednej rekursywnej reguty tworzenia wyea oznacza jm, ze wszystkich wy-
razeh jest nieskaczenie wiele. Systemy semiotyczne bez ceatwartoscisa ograniczone dscisle
wyznaczonego odniesienia przedmiotowego.

Nieco od rzeczy dodajmy jeszczae argumentacja za jezykami finitarnymi (o waeaiach sko-
czonych, lecz dowolnej dlugai) jako dobrze przystajacymi do naszych (skmonych rzekomo)
mozliwosci intelektualnych wykorzystuje oczywiste zaémie idealizacyjne. Pomijamy bowiem w
takiej argumentacji rine aspekty pragmatyczne zwiazane z konstruowaniemnsgatdogicznych.

Takze od rzeczy zauwany, ze asymetria miedzy sktadnia a semantyka finitarnychesysw
logicznych jest wyrazna: oto o dowolnych (dowolnej modylkturach ,méwe” mamy w jezykach
0 z gory zadanych nie tylkérodkach nazywania, ale ek wyraania. Z drugiej strony, nie wida
innej mazliwosci rozszerzania rozumienia pojecia (abstrakcyjnegayka, nk traktowanie takich
uogolnionych jezykéw jako tworéw reprezentowanych teamogéciowo.

1870h. [Peckhaus 1990: 20].
19Czy logike zaczynamy uwat za infinitarna take wtedy, gdy alfabetaywanych symboli jest nieprzeliczalny, dho
wyrazenia i reguty inferencji sa finitarne?
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Na koniec tych uwag wstepnych zaznaczreg,w dalszym ciagu zajmowasie bedziemy in-
finitarnymi aspektamjezykow logiki poza dyskusja zostawiajac wszelakiego typu not@gggka
matematykipretendujace do statusu tworéw syntaktycznie nieskonych.

6.1 Logika infinitarna: prehistoria

Wedle G. H. Moore’a (zob. [Moore 1995: 109]) pierwszeycia formut nieskaczonych w logice
znajdujemy u George’'a Boole'a WMathematical Analysis of Logiz 1847 roku), gdzie dowolne
funkcje boolowskie rozwijane sa w formalne szeregi Maairs Take wlLaws of Though(z 1854
roku) Boole stosuje takie konstrukcje.

W 1885 roku formut nieskiaczonych aywa Peirce, wprowadzajac swoja symbolike dla kwanty-
fikatoréw:

Here ...we may usg for some suggesting a sum, arfgifor all, suggesting a product. ThFsx
|
means thak is true of some of the individuals denoted bgr y X = X + Xj + X+ etc. In the
I
same way[]x means thak is true of all these individuals, qm x; = XiXjX etc....y X and[]x;
|

I | |
are onlysimilar to a sum and product; they are not strictly of that natureabse the individuals
of the universe may be innumerable.

[Peirce 1885: 194-195]; cytat za [Moore 1995: 110].

Schroder w swoim monumentalnym dziéerlesungen tber die Algebra der LogiKL885 roku
rowniez czyni wytek z nieskaczenie dtugich formut. Pewne trudsm interpretacyjne stwarza, jak
wiadomo, stosowana przez niego (niejednoznaczna) notdigjpublikowane zaycia notatki Schro-
dera zostaty pozniej opracowane przez E. Millera i wydanE®0 roku jakoAbriss der Algebra
der Logik— tam réwnie znajdujemy stwierdzenia o réwnomrassci formut z kwantyfikatorami z
nieskaiczonymi koniunkcjami i alternatywami.

W tradycji ,algebraicznej” (nawiazujacej do Peirce’a ¢HBddera) pisza Leopold Léwenheim
(zob. [Léwenheim 1915]) oraz Thoralf Skolem (zob. [Skole®19, 1920, 1922]). W swoim stynnym
artykule z 1915 roku (zawierajacym pierwsze wymiketdogiczne) Léwenheim zywa nie tylko nie-
skahczonych koniunkcji i alternatyw, lecz rowriaieskdczonych prefikséw kwantyfikatorowych.
Nadto, mana twierdze, ze postugiwat sig infinitarna reguta wnioskowania, jaoaze gdy nie-
skahczona liczba zdajest prawdziwa, to prawdziwa jest réwnitormuta nieskaczona, bedaca ich
koniunkcja. Protosystem, w ktorym pracowat Lowenheim argystywat wiecsrodki typowe dla in-
finitarnej logiki drugiego rzedu. W uogolnieniach i rekigdcjach wynikow Lowenheima podanych
przez Skolema, ten ostatni czynit istotngytek z logiki infinitarnej. Ostatecznie, aparat pojecjpw
ktérego wywat (w [Skolem 1919] i w [Skolem 1920]) traktujemy 8zako systemy oznaczane przez
Loy Orazl g, — mianowicie Skolem dopuszczat rowarisozwaanie formut (w swoich postaciach
normalnych) z nieskiaczonymi prefiksami kwantyfikatorowymi (poczatek takiggefiksu stanowito
skohczenieviele kwantyfikatorow generalnych, po ktérych mogto npstge przeliczalnie wiele
kwantyfikatoréw egzystencjalnych). Definitywne zerwani®l®ma z logika infinitarna to jego arty-
kut [Skolem 1922], zawierajacy m.in. krytyczne uwagi ojaksatycznym systemie teorii mnogc
Zermela oraz (po raz pierwszy!) sformutowanie aksjomat&iteorii mnogé&ci wytacznie w jezyku
pierwszego rzedu.

G. H. Moore do prehistorii logiki infinitarnej (w nurcie algeicznym) zalicza tepewne prace
Hilberta i Lewisa. Hilbert poczatkowo (w 1905 roku) korigisz wyrazeh infinitarnych, nastepnie,
do pdéznych lat dwudziestych XX wieku eliminowat tego rogzavyrazenia, jednak w 1931 roku
wprowadzit infinitarna regute wnioskowania.

Lewis, reprezentujac formuty skwantyfikowane jako rowazme nieskaczonym koniunkcjom i
alternatywom miat nadtéwiadom@gc, ze jego nieskbczone wyraenia moga zawietanieprzeliczal-
nie wiele symboli (zob. [Lewis 1918]).
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Rowniez w drugiej zzywotnych w pierwszej potowie XX wieku tradyciji, tj. tradyeviazanej
z Principia Mathematica znajdujemy — u Russella, Wittgensteina oraz Ramseya — azamia
uzywajace formut nieskiiczonych.

Obok krétkiej wzmianki o pogladach Zermela (z lat 1930-8)9&. H. Moore zwraca uwage
na powstate okoto roku 1940 pomysty Carnapa, Nowikowa, B@aca dotyczace infinitarnych sys-
temow logiki. Carnap rozwaat m.in. infinitarne reguty wnioskowania. Na marginesieveamy, ze
wzmianke o infinitarnej regule wnioskowania (8lmazywanego>-reguta) znajdujemy tew 1928 roku
w podreczniku Kazimierza Ajdukiewiczatéwne zasady metodologji nauk i logiki formalifgkrypt
autoryzowany, zredagowany przez Megza Presburgera); zob. [Ajdukiewicz 1928]. O propozytja
Carnapa wzmiankuje Abraham Robinson w swoich badaniachczapku lat pigdziesiatych XX
wieku (zob. [Robinson 1951]). Nowikow rozwat, catkiem niezatenie od logikéw zachodnich, sys-
temy z przeliczalnymi koniunkcjami oraz alternatywami v823oku. Wiasnéciami metalogicznymi
tych rachunkow zajmowat sie Boczwar. Prace Nowikowa i Bzara nie zyskaty akceptacji logikow
w latach czterdziestych (m.in. za sprawa negatywnychlo ofiinii Churcha), zostaty natomiast ,zre-
habilitowane” w latach osiemdziesiatych przez Barwis&tary metodami semantycznymi wykazat
ich poprawn@t.

W pracach dotyczacych definiowalnych typéw porzadkowie@matowski tzywat kwantyfika-
torow postaciistnieje liczba naturalna n takaze ¢n(x) (gdzie ¢ jest formuta jezyka predykatow
pierwszego rzedu), stwierdzajare wyraenie takie jest semantycznie réwnama nieskaczonej
(przeliczalnej) alternatywie (zob. [Kuratowski 1937]arski zmodyfikowat wtedy nieco to podeje
Kuratowskiego, eliminujac nieskazone alternatywy poprzez wprowadzenie stosownego kagaly
od dwéch zmiennychP(x, n) réwnowanego formulebn(x).

W nieco podobnej jak Zermelo izolacji rozeat tez projekty logiki infinitarnej Helmer (zob.
[Helmer 1938]). Brat pod uwage formuty nieskezenie dtugie (dobrze uporzadkowane ciagi symboli
typu porzadkowego mniejszegazniy’), nieskaczenie diugie ,wyraenia numeryczne” (kodowania
liczb rzeczywistych); stosowat zasade indukcji i regoéppowiadajaca aksjomatowi ciagto Dede-
kinda; formutowat te analogon twierdzenia Godla o niezupedoip przy czym rozwzat podwojna
niezupen&t systemu: dedukcyjna i definicyjna.

Na wstrzymanie badrlogik infinitarnych (ok. roku 1940) decydujacy wplyw myajak sie po-
wszechnie uwza, poglady Godla, propagujacego standard (finitaroejki pierwszego rzedu.

6.2 Logika infinitarna: historia

O systematycznym rozwijaniu logik infinitarnych md@ainazna od potowy lat pigdziesiatych XX
wieku (do tego czasu nie byto chyBaiadomosciradyciji takich bada).

Stanowisko metodologiczne Tarskiegaslijechodzi o wykorzystywanie logik infinitarnych ule-
gato zmianom. W latach trzydziestych XX wieku, gdy formusdklasyczne, akceptowane do §lgi
matematyczne podstawy semantyki, odrzucazlimmst wykorzystywania nieskwczonych formut.
Dwadzicia lat p6zniej, migdzy innymi wie z jego inicjatywy, rozpoczely sie intensywne badani
logik infinitarnych?® Poszukiwano systemoéw logicznych mocniejszych od logikhwszego rzedu
(ktérej mazliwosci wyrazania pewnych wanych, bedacych w powszechnymygiu poj& matema-
tycznych sa ograniczone), ale jednc@zie takich, ktére miatyby pmdane wiasrizi metalogiczne.
Warto mae zauwayc, ze badania logik infinitarnych nie ograniczaty sie do rozaadotyczacych
jedynie samych tych logik — dla przyktadu, zostaly one wykstane (1960) dla rozstrzygniecia
dtugo nierozwiazanego problemu, czy pierwsza liczba raagaosiagalna jest mierzalna.

Rozpoczete w potowie lat piglziesiatych XX wieku intensywne badania logik infinitgch mia-
ly inspiracje przede wszystkim algebraiczne. W 1951 rokbiRson zywa niesk@czonych koniun-
kcji oraz alternatyw w pracach algebraicznych (np. aksfofrahimedesa daje sie przedstaviako

20Jak pisze G.H. Moore, w 1957 roku Tarski cytuje prace [Jortig49], z& w 1958 roku prace [Krasner 1938], jako
poprzedzajace jego wiasne badania logik infinitarnych piktdziesiatych — [Moore 1995:109].
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nieskaiczona alternatywa).

Jak wiadomo, Stone w 1936 roku przedstawit twierdzenie oemgntacji dla algebr Boole’a
(w jednej z wersji: kada algebra Boole’a jest homomorficznym obrazem jaléegjata zbioréw).
W 1947 roku Loomis wzmocnit ten wynik, pokazujag, kazda o-zupetna algebra Boole’a jest
o-homomorficznym obrazem pewnegeciata zbioréw. W latach pidziesiatych Tarski, Chang oraz
Scott uzyskali dalsze wyniki o reprezentacji algebr Baml8V tynze czasie Tarski zainspirowat Hen-
kina do prac nad uogolnieniami jego wénéejszych wynikéw dotyczacych algebr cylindrycznych.
Jednym z gtéwnych wynikow tej teorii Tarskiego byto twieedize o reprezentacji lokalnie skozo-
nych, nieskéiczenie wymiarowych algebr cylindrycznych. Algebry talak wiadomo, tworza alge-
braiczne odpowiedniki dla logiki pierwszego rzedu. Henkiinspiracji Tarskiego, zajat sie uogoélnie-
niem twierdzé o reprezentacji-wymiarowych algebr cylindrycznych i szukania odpowiadgch
im rozszerza logiki pierwszego rzedu. Wykorzystywat m.in. symboltaoyjne o nieskaczonej licz-
bie argumentéw. Uzyskattgpewne wyniki metalogiczne dotyczace tych logik infinitgeh. Wedtug
Moore’a ([Moore 1995: 107] oraz [Moore 1995: 121]), granimjedzy prehistoria a historia bada
logik infinitarnych wyznaczaja prace [Henkin 1955] i [Robon 1957].

Systematyczna prezentacja systemu logiki z nieskenie dtugimi formutami zajmowata sie Ca-
rol Karp, piszac swoja rozprawe doktorska u Henkina.

Pod koniec lat pigdziesiatych Tarski i Scott badali rachunki zdaniowe zilkokcjami i alter-
natywami o dtugéci mniejszej ri jaka (dowolna) nieskaczona regularna liczba kardynalna. W
szczegolnéci, uzyskali wyniki dotyczace petsoi takich rachunkéw (np. [Scott, Tarski 1957, 1958]).
Tarski rozwaat tez w tym czasie systemy logiki w dzisiejszej symbolice ozmaaezjakol ., -

Jedne z pierwszych wjemonograficznych logik infinitarnych to klasycznez jusiazki: [Karp
1964] (Languages with expressions of infinite lengtihaz [Dickmann 1975]l(arge infinitary lan-
guage$. Wielce istotna byta & monografia [Keisler 1971]Model theory for infinitary logig Z
waznych prac nieco pézniejszych wspomnijmy monumentaloaagrafie pod redakcja Barwise’'a i
FefermanaModel Theoretic Logictj. [Barwise, Feferman (Eds.) 1985]).

6.3 Logiki infinitarne — kilka uwag o wspétczesndci

Na zakaczenie, podamy pewne informacje o wybranych ustaleniagftdacych logik infinitarnych.
Sato fakty powszechnie znaneswodowisku logicznym; ich przywotanie tutaj mazs jedynie kon-
frontacji celéw deklarowanych w projekcie Zermela z efektazyskanymi na drodze, ktéra wybrata
wspotczesna logika matematyczna.

6.3.1 lle mocy (wyrazeniowej) potrzebuje logika?

Jakie sa gtéwne przyczyny (natury metodologicznej!) kiifaych klasyczna logika pierwszego rzedu
powszechnie uwzana jest zatandardlogiki wspétczesnej, zéhe logic? To przede wszystkim fakt,
ze logika ta ma pewne padane (przez logikéw) wiasga metalogiczneze jest produktem spetnia-
jacym standardy odpowiadajace pewnym (wybranymznyéh powodéw) ideatom metodologicz-
nym. FOL jestpethna— zbidr jej tez pokrywa sie ze zbiorem jej praw (tautologii)a wiec dostarcza
ufnosci w adekwatngt czynionych w jej aparaturze inferencyjnej uzasadr{@owodoéw, rozumia-
nych jako obiekty finitarne, zkmone z formut, bedacych réwrd@biektami finitarnymi i to obiektami,
ktére rozwaamy jedynie ze wzgledu na iébrmeg bez odwotywania sie do icmaczenin FOL spet-
nia twierdzenie @wartoscj na mocy ktérego dowolny zbiér formut jest sprzeczny doktadvtedy,
gdy co najmniej jeden jego skozony podzbidr jest sprzeczny (a wigc, mowiaélawa metafora,
sprzeczn&t jakiega zbioru formut nie mee byt catkiem arbitralnie ,rozproszona” — mpa ja ,zlo-
kalizowat” w jakim$ skaiczonym podzbiorze tego zbidA). FOL spekia twierdzenie meutralnosci

21Jest take petna w sensie silnym — syntaktyczna wyprowadZiimmkrywa sie z (semantycznym) wynikaniem lo-
gicznym. Maze nietaktowne jest przypomnienigg zbiér tez FOL jest niesprzeczny, ale wyhmigy takze te wtasngc.
22 wigc w jednejformule, bedacej koniunkcja formut tego $lazonego podzbioru.
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symboli nie bedacych statymi logicznymi zaden symbol pozalogiczny nie jest wgnony (me-
taforycznie: FOL abstrahuje od jadai). FOL spetnia twierdzeni@kolema-Léwenheima-Tarskiego
— w uproszczeniu, gdy jakizbiér formut ma co najmniej jeden model nieékaony, to ma modele
wszystkich mocy nieskiczonych, a wiezaden model nie jest wyrdiony, jeli chodzi o moc uni-
wersum (metaforycznie: FOL abstrahuje odsi). Petnostorazzwartoscto wlasnéci uwaane za
konstytutywne dla procesédedukcji Pozostate z wymienionych wlassm wiaza sie zuniwersal-
noSciaaplikacyjna logiki, cecha programowo w niejzamlana.

Fakt,ze FOL ma w wymienionym waej sensie walor systemu dedukcyjnego o uniwersalnej sto-
sowalndci podnoszony jest przez zwolennikdwzy Pierwszego Rzgdyoszacej, 1 to wissnie kla-
syczna logika pierwszego rzedu jgsawdziwa wtasciwg itp. logika. Wielce interesujaca dyskusje
tej problematyki znale&zmazna np. w Woléski 2004.

Zatozenia dotyczace sktadni i maszynerii inferencyjnej FOhif@irndgt formut i dowodéw, reku-
rencyjn&t aksjomatyki, itd.) maja dobrze znane konsekwencje diai tormutowanych w jezykach
pierwszego rzedu. Przede wszystkim, nie sa w nich w ogginmazliwe kategoryczneharaktery-
styki odniesi@ przedmiotowych, a wiec to, co zwykle interesuje matehiaty opisujacych badane
przez siebie struktury doktadnoscia do izomorfizmDalej, Srodkami dostepnymi w danej, wystar-
czajaco bogatej (jak zwykto sie mawigteorii pierwszego rzedu nie raoa ustai pewnych faktéw
metalogicznych teorii tej dotyczacych — mamy tu ocZseie na mgli twierdzenia Godla o nie-
zupetnaci oraz o niedowodliwgci niesprzeczrazi (np. arytmetyki Peana), twierdzenie Churcha (o
nierozstrzygalnsci klasycznego rachunku predykatow), twierdzenie Taggki(o niedefiniowalno-
5ci predykatu prawdziwazi formut danej teorii w niej samej), itd. Sa to po prostwatde” fakty;
nieroztropne (jgli nie wrecz dziecinne) bytoby rozdzieranie z tego powsdat. Wspomniane wy-
niki metalogiczne &wiadomity,ze pewne idealy metodologiczne,zamlane kady z osobna, nie sa
wspétmaliwe, pewnych ich kombinacji nie nzemy uzyska.

Rzecz jasna, jeszcze zanim logika pierwszego rzedu zakzynzepné jako standard byto dla
wszystkich oczywisteze Srodki wyraania jej jezyka maja ograniczenia nie pozwalajace agnmo-
wienie” o wielu wanych pojeciach matematycznych, a wigddrmalnie traktowane inferencje w
FOL nie w petni przystaja do codziennej praktyki badawanetematyka. Do najcseiej przywo-
lywanych w tym kontekcie przyktadéw nake, m.in.: niemancst scharakteryzowania pojecia nie-
skanhczondci (i, w konsekwencji, take skdiczondci) formuta jezyka pierwszego rzedu, podobnie —
dla pojecia dobrego porzadku, koniecgnazywania nieskaczonych alternatyw (badz koniunkcji)
w aksjomatycznych opisach charakteryzujacych pewndtsiry algebraiczne (np. aksjomat Archi-
medesa), itd.

Wzbogaca mazliwosci wyrazania pojé w danym jezyku (i bazujacej na nim logice) ama
na r&ne sposoby. Jednym z nich jest rozszerzenie $sabych logicznychinnym — dopuszczenie
okreslonych konstrukcji syntaktycznych, uznawanych w jezylsciowym za nieuprawnione (np.
dopuszczenie nieskazenie diugich formut). Jeszcze innym — rozszerzenieapey inferencyjnej
wyjsciowej logiki (np. akceptowanie nieskezenie diugich dowoddw, stosowanie infinitarnych regut
wnioskowania). Oczyvéicie taka radosna kreatywstopodlegé musi pewnym rygorom metodolo-
gicznym. Urodzone (nie poronione) systemy logiczne spetpiowinny jakiés rozsadne warunki,
bedace uogdlnionymi analogonami znanych wigshanetalogicznych. Dla przyktadu, kodowanie
tworéw syntaktycznych liczbami naturalnymi zastepowaazna kodowaniami przez rozumnie do-
brane obiekty, tak aby uogolniona teoria rekursji byta kehtna z uogdélnieniami teoriomodelowymi
oraz teoriodowodowymi.

Zauwamy na marginesiege w historii logiki spotykamy nie tylko przypadki rozszaniasrod-
kéw wyrazania wywanych jezykéw, lecz miewamy réwniglo czynienia z sytuacjami odwrotnymi
— tak rzeczy sie miaty np. z relacfa nalezenia elementu do zbioru, wypedzonej z &xna Princi-
pia Mathematicado raju pocantorowskiej aksjomatycznej teorii mnegjoRozstrzyganie sporéw na
temat tego, co jest stata logiczna (pdstmgy np. o statusie predykatu identycsog boskim rzekomo
podarunku liczb naturalnych, relacjach mereologiczngdaniotworczych operatorach modalnych o
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argumentach zdaniowych, ...) m®br& pod uwage argumenty metodologiczne inspirowane mate-
matycznie (zob. np. znana, wzorowana na programie ezjakign Kleina propozycje Tarskiego: [Lin-
denbaum, Tarski 1936], [Tarski 1986]), ale zakchyba argumenty natury pragmatycznej, zwiazane
np. z tswiadomieniem sobie roli, ktéra w inferencjach petnigvpe, dotad nie brane pod rozwage,
czynniki (por. np. renesans zainteresowania logikami rmyda, zwiazany zaréwno z badaniami
wnioskowah uzalenionych od kontekstu, jak i zastosowaniami w informaty&)polskiej literatu-

rze przedmiotu warta polecenia jest antoloBizofia logiki pod redakcja Jana Waiskiego (zob.
[Wolehski 1997]).

Rozszerzani&srodkéw wyraania systemu logiki klasycznej przez wprowadzenie nowsteh
tych logicznych znajduje wyraz np. w rozaaniuuogoélnionych kwantyfikatoréw- zob. [Mostowski
1957]. Poczatkowo badano kwantyfikatory numeryczne Qypjest kwantyfikatorem o zamierzonej
interpretacjiistnieje co najmniej]y obiektéw, potem rozwaano te inne typy prefikséw kwantyfi-
katorowych (np. kwantyfikatory rozgatezione — zob. [HenkB59]). Prace Lindstréma z lat $e
dziesiatych oraz Barwise’a z lat siedemdziesiatych XXkmi stworzyly cata nowa dziedzine bada
(abstract logics soft model theony zob. np. [Lindstrom 1966, 1969], [Barwise 1974]. Obseeim
formacje na ten temat znafemazna np. w: [Barwise, Feferman (Eds.) 1985], [Shapiro (E@96],
[Westerstahl 1989], [Krynicki, Mostowski, Szczerba (Bd€95]%3

6.3.2 Metalogika dla logik infinitarnych

Interpretatorzy tekstow Zermelazdia sie w pogladach, jakiego typu (wspétczesna) logikaitarna
jest najblzsza jego oryginalnym, péfformalnym propozycjom. Whassie np.ze mana rekonstru-
owat ja jako:

e logike Leoo;

e logike Lk, gdziek jest liczba kardynalna mocno nieosiagalna;
o logike Leog;

e logike drugiego rzedd?

Logiki te réznia sie, rzecz jasna, moca wyeamia. Wspominaimy juz, ze pewne pojecia sa nie-
wyrazalne WL, czyli w klasycznej logice pierwszego rzedu. Sa one nasthwyrazalne wl g,
dla stosownie dobranyai oraz3. Przypomnijmy pare przyktadow:

e w L, Scharakteryzowamazna model standardowy arytmetyki Peana;

e w L, Scharakteryzowamazna klase wszystkich zbioréw skezonych;

teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jestyy, skahczenie aksjomatyzowalna;

predykat prawdziwsci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli jest aédiwalny wl,e;

pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalné gy, jest natomiast definiowalne (pojedyn-
cza formuta) Wy, o, -

Jak wiadomo, logiki infinitarne, w ktorych dopuszcza sieskiohczone prefiksy kwantyfikato-
rowe sa blzsze logice drugiego rzedu, z wszelkimi tego faktu konssigjami, a wiec, w szcze-
gobIndsci, brakiem peingci. Dlal,, zachodzi twierdzenie Scotta o niedefiniowaoiopredykatu

23 Jest nasza néeniata, nieskromna ambicja Peiecenie wiecej miejsca tej problematyce w przygotoayj rozprawie.
247 aktadamy,ze ewentualnemu czytelnikowi tego tekstu sa znane stasowaoznaczenia oraz, w ogoBm, elemen-
tarne wiadoméci dotyczace sktadni i semantyki jezykdypg — zob. np. [Barwise, Feferman (Eds.) 1985].
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prawdziwdsci w tynze jezyku; definiowaln& jest tu rozumiana w odpowiedni spos6b, z wykorzysta-
niem kodowa w klasie wszystkich zbioréw dziedzicznie przeliczalny@srod logik infinitarnych

o skaczonych prefiksach kwantyfikatorowych szczeg6ine miesgmuje Ly, . Zachodzi w niej
twierdzenie o pengci, gdy na obecna w niegj infinitarna regute wnioskowgoawalajaca wywnio-
skowa koniunkcje/ @ ze zbioru przestane® narzucimy warunek, ab® byt przeliczalny. Warunek
ten jest istotny: istnieje nieprzeliczalny zbior adazykal ., ktory nie ma modelu, a ktérego kay
przeliczalny podzbiér ma model. Przyktad ten pokazuje gedesnie, ze ani wl,, ani wzadnej z
logik Lqg, gdziea > wy, nie zachodzi twierdzenie o zwasiti. Rozwaano jednak stosowne modyfi-
kacje tego twierdzenia i wykazana, zachodzenie tych uogoélnionych wersji twierdzenia o zosmit
powiazane jest z istnieniem zych liczb kardynalnych.

W L, dowolna przeliczalna strukture z przeliczalna liazblacji mana scharakteryzowa do-
kladndscia do izomorfizmu, jak wiadomo ze stynnego twierdzeniettam izomorfizmie. Wiasriei
semantyczne modeli dla logiky, i Lo (NP. elementarna rownowacst) mazna charakteryzovia
metodami algebraicznymi (twierdzenie Karp o &zewych izomorfizmach).

Oczywiscie, nie jest celem tego streszczenia dokonywanie mdeghajwaniejszych ustale
metalogicznych dla logik infinitarnych. Mmoa sie zastanawgajaka bytaby reakcja antyskolemity
Zermela na wiadonsg, ze dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema ma swoj odpovikednl,,q,
oraz wiadciwie we wszystkich logikach infinitarnych. Natomiast m@rtwierdzenie Léwenheima-
Skolema-Tarskiego w swojej zwykiej formie nie zachodzi whtyogikach; dokonuje sie jednak po-
dobnych do niego ustale wykorzystujac tzw. liczby Hanfa.

6.3.3 Zbiory dopuszczalne i uogoélniona rekursja

Formuly logiki pierwszego rzedu, kodowa mazna liczbami naturalnymi lub, co na jedno wycho
dzi, zbiorami dziedzicznie skazonymi, tj. elementami zbiord (w). Z kolei, formuty logiki Ly,
kodowa& mazna elementami zbiorH (w ), tj. zbiorami dziedzicznie przeliczalnymi. Taé dowody
W L, kodowa mazna elementanti (w;).

Dowody w logiceL,, maja diug&t przeliczalna. Mana jednak podaprzyktad zbioru zda
oraz zdaniav z tego jezyka takichzel |= o, ale nie istnieje dowod z I W Ly, .2

Zbiér H(wy) jest domkniety na tworzenie przeliczalnych podzbiorowzociagéw. Jednak fakt
wspomniany w poprzednim akapicie wskazuemowiac w uproszczenitd (w;) nie jest domkniety
ze wzgledu na operacje odpowiadajaca kodowaniu dowaozl@owolnychX; na H(w;) zbiorow
formut.?® Naturalne jest w tej sytuacji poszukiwanie takich zbiordvzastepujacych (w;), ktére
bytyby domknigte na operacje odpowiadajace kodowaniomwodiow w A oraz rozwaanie tylko
takich formut, ktére maja kody v. Byta to jedna z motywacji do rozpatrywania tzw. dopuszaoyeth
fragmentowla logiki L, c.-

Barwise odkryt,ze istnieja przeliczalnebiory dopuszczaln@dmissible sejsA C H(wy), ktére
spetniaja powygsze warunki. Sa to wiec takie uogélnienia zbioréw dziezizie skaczonych, na
ktérych (jako na zbiorach kodéw formut) mlbwe i sensowne jest uprawianie (uogélnionej) teorii
rekursji oraz teorii dowodu. Udowodnit ta& swoje znamienite twierdzenie o zwdto jesli A jest
przeliczalnym zbiorem dopuszczalnym, tozkig zbiér formut jezykala bedacys; na A, ktérego
kazdy podzbiér (bedacy jednocagie elementemd) ma model, sam réwnkema model. Twierdzenie
Barwise’a ma mnogie zastosowania, m.in. pozwala np. udoigpze kady przeliczalny przechodni
model dla ZFC ma wisciwe rozszerzenie kaowe. Prace Barwise’'a to swego rodzaju unifikacja
rozwazah w teorii modeli, teorii rekursji oraz teorii mnog§oi.

Szczegolnie przydatna dla badabioréw dopuszczalnych okazata sie wersja teorii m8ogo
KP zaproponowana przez Kripke'go i Platka w potowie latssdeiesiatych XX wieku. Jest ona
teoria elementarna (ze stata pozalogica)abedaca pewnym ostabieniem teorii mnégiaZermelo-

257bi6r I mazna dobra w ten sposéb, aby byt afy naH (wy); zob. np. [Bell 2004].
2670b. np. [Bell 2004].
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Fraenkla. Nie ma w niej aksjomatu zbioru potegowego, aegxiina role petnia schematy aksjoma-
tow Ag-separationorazAg-collection (odpowiedniki schematéw aksjomatéw wyrdania i zastepo-
wania), w ktérych wystepuja formuty klagyp. Zbiory przechodnieA takie, ze (A, €) jest modelem
KP nazywane sgbiorami dopuszczalnynfadmissible se}s Rozwaa sie take teorie KPU, czyli
teorie KP z atomami.

Kompletny wyktad teorii zbioréw dopuszczalnych zn@enazna np. w klasycznej monografii
[Barwise 1975]. Przystepne i zwiezte omdwienie (wspégrego stanu) tej teorii znajdujemy np. w
[Keisler, Knight 2004F

7 Realizacja programu Zermela?

Czy ktoérys z nurtéw rozwoju logik infinitarnych uwat mazna za realizacje projektu Zermela?
W szczegOlnéci, czy np. teoria zbiorow dopuszczalnych ugruntowanaamebaksjomatyki KPU
Kripke-Platka teorii mnogsci z atomami mee byc, w jakimé sensie uwzana za (spetniajacy dzi-
siejsze standardy popravwsm metodologicznej) odpowiednik pétformalnych propgeZermela? A
moze blizsze ideom Zermela bylyby propozycje waaia (r@&nych systeméw) logiki drugiego rzedu
(lub systemow logik zajmujacych miejsce §vednie miedzy logika pierwszego a drugiego rzedu)
jako logiki adekwatnej dla inferencji przeprowadzanyehez matematykéwJak odpowiedziatby na
tego typu pytania sam Zermelo? Podited zawsze,7 jest matematykiem, stawiat refleksje logiczna
chyba na drugim planie, a filozoficzna na catkiem odleglywb@ te typy refleksji chciatby zapewne
podporzadkow@idei nadrzednejmatematyka jest logika nieskohczonokci

Pozwdlmy sobie na zakazenie przywola dwa cytaty zwiazane, jak sie wydaje, z prébami od-
powiedzi na powygsze pytania:

The landscape of logic has changed in the past 30 years.@pmwehts in classification theory and
o-minimal structures have left infinitary logic with a muchdnished place in model theory. As

a result, Barwise’s idea of usirgY P,, to study a structur@/ has remained on the back burner.
Perhaps this attractive idea will be taken up again by sormgduogician. On the other hand,

infinitary logic is of growing importance for computableistture theory, finite model theory, and
certain parts of theoretical computer science.

[Keisler, Knight 2004: 33]

Considering Zermelo and his reactions to “Skolemism” — srpae might say, FOL-mania —
one can think of other deviant historical scenarios. Imagirworld in which the 20th century
begins with some author who offers such a convincing saluticthe paradoxes, that everybody
agrees. (This might have been a clear presentation of ttaiite conception of sets, which was
somehow present in the practice of 19th-century matheraatg Imagine, further, that this so-
lution makes set theory appear as a consistent mathenageal that does not belong to logic.
Within such a context, the strong interest in formal systamd proof theory, that was so cha-
racteristic of the 1920s and 1930s, might not have emerget].vldthout this, the key reason
for focusing on FOL would have disappeared from the scene.rifain foundational theme of
the era might have been, not consistency, but a semantitiques the codification of crucial
mathematical notions such as that of natural number anchteaber, meaning theategorical
characterization of such notions. Had this been the caseretommendations of Hilbert and
Church would have been heard and second-order logic woolobpty have taken the paradig-
matic role that was played, in fact, by FOL.

27By¢ maze przypuszczenige da sie dokonywaporéwna miedzy oryginalnym projektem Zermela a logikami infini-
tarnymi bazujacymi na KPU i zbiorach dopuszczalnych j@&bturojeniem piszacego te stowa.
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Mathematical logic is what logic, through twenty-five ceiegg and a few transformations, has
become today. As we have seen, these transformations wereemely questions of detail —
they involved fundamental changes in conception of theemlaind delimitation of its scope.

[Ferreirés 2001: 480].
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